C6, systemes non linéaires, méthodes de points fixes

g € C(R",R"), on cherche x € R" t.q. g(x) =0
Cas linéaire, g(x) = Ax — b, A€ Mpy(R) et be R"
F(x) = x — g(x), g(x) =0 x = £(x)

Point fixe de contraction (C6)

Contraction obtenue grace a une relaxation (C6)
Point fixe de monotonie (C6)

Monotonie obtenue grace a une relaxation (td et projet)

I -ERNCORION

Méthodes de Newton et quasi-Newton (C8)



Rappel de Calcul Différentiel, dérivée

E, F e.v. normés sur R. Exemple : E =RP, F =R"
feC(E,F),xeE
f est dérivable au point x si il existe T € L(E, F) t.q;

f(x+ h) =f(x)+ T(h) +e(h)| h|g, pour tout h € E

avec limp_0e(h) =0

1. Si T existe, T est unique. On note T = Df(x) = df(x)
Df (x) dérivée (de Fréchet) de f au point x

2. Danslecas E=RP, F=R", T € L(RP,R"), il existe une
unique matrice A € M, ,(R) t.q. T(h) = Ah. On note
A= Jf(X)
Jr(x) est la matrice jacobienne de f au point x
Df (x)(h) = Je(x)h



Gradient

1. Cas particulier n =1. f € C(RP,R) dérivable au point x.
Jr(x) € M1 p(R). On pose Vf(x) = Jr(x)t € Mp1(R) = RP
Df(x)(h) = Je(x)h = Vf(x)- h

2. . Cas particulier n = p =1, Je(x) = VF(x) = f'(x)

Df(x)(h) = f'(x)h

Df(x) = L(R,R), f'(x) eR
f € C(E,R), f dérivable au point x. Si E est un espace de
Hilbert, on peut aussi définir Vf(x) € E (alors que Df(x) € E’)



Lien entre dérivée et dérivées partielles

X1 f
feCRPRY, x=|:|,f=
Vi fn
f dérivable au point x, A = J¢(x). Alors
of;
ajj = TXJ_(X) = 0;fi(x)
g}z (x) désigne la dérivée au point x; de I'application de R dans R
s — fi(x(s)), x(s)k = xk pour k # j, x(s); =s
X1
Exemple: i=1,j=2,p=3,x(s)=|s
X3

Démonstration facile. . .



Lien entre dérivée et dérivées partielles, fin

X1 f
fe CRP,R"), x=|:1]|,f=

Vi fn
On suppose que les dérivées partielles existent pour tout les points
dans un voisinage de x et dépendent continliment de x,
c'est-a-dire que les applications (de RP dans R)

y = 0ifi(y)

sont continues au point x

Alors, f est dérivable au point x, J¢(x) = A avec a; j = 0;fi(x)
Démonstration moins facile. . .

f € CY{(RP,R") si 9;f; € C}(RP,R) pour tout i, j



Théoreme des Accroissements Finis (TAF)

f € CH(RP,R"). On munit R” et RP de normes et M, ,(R) de la
norme induite. Les trois normes sont notées || - ||.
Pour tout x, y € RP

1 (y) = FOI < Csup ([ Je(x + t(y =)Dl — x|
t€]0,1]

Démonstration ¢(t) = f(x + t(y — x), f(y) — f(x) = (1) — ©(0)
p € CH(R, R") (1 ) Jf(X+t(y—X )y —x)

f(y) — f(x fo ¢ (t)dt = [ Je(x + t(y — x))(y — x)dt
1) — £l < / (x4 £y — X))y — x)lde
1
<( /0 1+ £y — X))y — x]

Si n=1, il existe ¢ €]0, 1] t.q.
fy) = f(x) = Jr(x + c(y =x))(y = x) = VI(x + c(y — x)) - (v — x)
Si n > 1, c peut ne pas exister (exemple avec n =2 p = 1)



Point fixe de contraction

B un ensemble muni d'une distance d. On suppose B complet

Exemple fondamental : B partie fermée de R”, d(x,y) = ||x — y/||
1. f envoie B dans B
2. f strictement contractante, c'est-a-dire qu'il existe L < 1 t.q.
d(f(x),f(y)) < Ld(x,y) pour tout x, y € B
Alors
1. Il existe un unique X € B t.q. f(x) =X
2. % = limg_y 100 X9 avec la suite (x(9)) ey définie par
Initialisation : x(® € B
Itération : k > 0, x{(k+1) = f£(x(¥))
Remarque : Ce théoréeme donne une condition suffisante pour

I'existence d'un point fixe mais ce n'est pas une condition
nécessaire



Point fixe de contraction. Démonstration

B un ensemble muni d'une distance d. On suppose B complet
1. f envoie B dans B
2. L<1,d(f(x),f(y)) < Ld(x,y) pour tout x, y € B
Unicité du point fixe : x = f(x), X = f(X), x, X € B,
d(x,x) = d(f(x), f(x)) < Ld(x,X) et donc x = X
Existence du point fixe et convergence de la suite (x(9)) ;e :
Initialisation : x(®) € B
Iltération : k > 0, x(kt1) = £(x(K))
1. d(x*k+1) xRy < 1d(x(0), x(k=1)) < . < [kd(x(D), x(9))
2 d(X(k+€ X(k)) < Z d(x (k+i) X(k+: 1)) < L" d(X(l),X(O))
On en déduit que la suite (X(k))keN est de Cauchy et donc
converge (car B est complet)

On pose x = limy_ 400 (). On a x = f(x) en passant a la limite
sur x(kH1) = £(x(K),



Point fixe de contraction. Vérifier que f envoie B dans B

B=1[0,1], f(x) =% +1
x,y€B

f est strictement contractante mais
f n'envoie pas B dans B
Le théoreme du point fixe de contraction ne s'applique pas

On peut d'ailleurs voir qu'il n'existe pas x € B, ni x € R, t.q.
f(x) = x



Vitesse de convergence, définitions

f € CL(R",R"). On munit R" d'une norme.
On suppose que la suite (x(5)),cry converge et on pose
x = limg_ 4 o0 x(K). On suppose x(k) £ x pour tout k
1. La convergence est au moins linéaire si Il existe g < 1 t.q.,
pour tout k > 0, |[x(k+1) — x|| < g||x(K) — x||
(si non, la convergence est sous-linéaire)
2. La convergence est au moins superlinéaire si

; ) _
IMk— 400 Hx(k)_X” -

3. La convergence est au moins quadratique si
Il existe 8 € R t.q., pour tout kK > 0,
XL — x| < Bl|xtK) — x|

Exemples avec n =1 :

N



Vitesse de convergence pour le point fixe de contraction

On munit R” d'une norme. B partie fermée de R”, f € C(B, B)
1. f envoie B dans B
2. f strictement contractante, c'est-a-dire qu'il existe L < 1 t.q.

If(y) — f(x)|| < L|ly — x|| pour tout x, y € B

Initialisation : x(® € B

Itération : k > 0, x(kt1) = £(x(K))

On sait que limy_, o x(K) = X et X = f()

Question : Vitesse de convergence ?

Réponse : Au moins linéaire, car L <1

Démonstration :

4D — x| = [|F(xW) = F(R) < LlIx® — x|



Point fixe de contraction avec relaxation

g € C(R",R"), on cherche x € R" t.q. g(x) =0

F(x) = x — g(x), g(x) = 0 & x ()

Algorithme du point fixe :

Initialisation : x(®) € R”

Iltération : k > 0, x(k+1) = £(x(K))

Algorithme du point fixe avec relaxation : Soit 0 < w (< 1)
Initialisation : x(®) € R”

Itération : k > 0, X(k+1) = £(x(K)), x(k+1) = (g(k+1) 4 (1 — w)x(K)
Ecriture équivalente : f,(x) = x — wg(x)

Initialisation : x(©) € R”

Itération : k >0, x{k+1) = £, (x(K)

Démonstration :

S(k+1) fw(X(k)) - X(k)_wg(x(k)) - (1_w)x(k)+w(x(k)_g(x(k)))
= (1 — w)x) 4 wf(x®) = (1 — w)xK) 4 wglk+1)



Point fixe de contraction avec relaxation, choix de w ?

g € C(R",R"), on cherche X € R" t.q. g(X) =0

Algorithme : 0 < w, f,(x) = x — wg(x)

Initialisation : x(©) € R”

Itération : k > 0, x(kt1) = £ (x(K))

Idée simple : Choisir w t.q. f,, soit strictement contractante (et

donc limy_, oo Xt = %, X = £,(x), g(X) = 0)

Hyptheses sur g. Il existe M, o > 0 t.q. pour tout x, y € R”
L. |g(x) — &(y)| < M|x — y| (g lipschitzienne, |- | = | - |2)

2. (8(x)—&(y) (x—y) Z alx—yI?
(si n =1, g est “fortement” monotone)

Conséquence : Si0 < w < % f,, est strictement contractante



Choix de w. Démonstration

g € C(R",R")
1. lg(x) — g(y)| < Mix — | (g lipschitzienne, || = | - 12
2. (g(x) — g(y) - (x —y) > alx — yP?
fu(x) =x —wg(x), 0 <w < % f., est strictement contractante 7

x, y €R" (w>0)
()= f(¥)|? = (x—y—wg(x)+wg(y))-(x—y —wg(x)+wg(y))

= |x = y|? = 2w(x — y) - (g(x) — &(¥)) + w?|g(x) — g(¥)I?
< x — yP(1 = 2wa + M%) = |x — y2(1 — w(a — M%w))

Pour 0 < w < % (1 — w(2a — M?w)) < 1 et £, est bien
strictement contractante



Point fixe de contraction avec relaxation, Exemple
g € CY(R",R")
Hyptheses sur g : On suppose que Jy(x) est “uniformément
s.d.p.”, c'est-a-dire que Jy(x) est symétrique et qu'il existe M,
a>0tq., pourtout x, z€R", az-z< Jy(x)z-z2< Mz -z
Conséquence :
1. |g(x) — g(y)| < Mlx — y| (g lipschitzienne, | - | = || - [|2)
2. (g0x) — g()) - (x — y) = alx — yP2
Démonstration
1. Le théoreme des accroissements finis donne
lg(y) — &(x)| < Mly — x| car [[Jg(x)[l2 = p(Jg(x)) < M
2. p(t) = g(x + tly — x), g(y) — g(x) = »(1) — ¢(0),
p € CHR,R"), ¢/(t) = Jg(x + t(y — x))(y — x)

1
() ~2(x))-(y—x) = ( /0 Jg(xtt(y—))(y—x)dt)-(y—x)

1 1
= [ Sl —xrly—xde > [ aly—xPde = aly—P
0 0



Point fixe de monotonie

uy vi
Relation d'ordre dans R”: u= | : |, v =

Upn Vn
u>vsiu; > v pour tout i € {1,...,n}

G € C(R",R"), G(u) =u— F(u)
On suppose que F est t.q.
1. Il existe m, M € R" t.q. m < F(m), M > F(M)
2. m<M
3. m<u<v<M = F(u) <F(v)
Initialisation : u(® = m
Itération : k >0, ulkt) = F(u(k)

Alors, m < u(k) < y(k+1) < M pour tout k,
(k) =7, @ = F(7) et donc G(@) =0

limg_y oo U

Démonstration en exercice



Vitesse de convergence, point fixe de contraction, n =1

fe CI(R,R)
Initialisation : x(®©) € R
Itération : k > 0, x(k+1) = £(x(K))

On suppose que limy_, 1o x(K) = % (et donc X = £(X))

x(K) £ % pour tout k

Question : Vitesse de convergence 7

Théoreme des Accroissements Finis, il existe ¢ entre X et x(K) t.q.

XU — 2] = |F(x") — £(x)] = |F' ()X — x|

Xk+1 X
S = ()

|x(k)
Sif'(x)#0la convergence est exactement linéaire

”mk%Jroo

Si f'(x) =0 et f € C?(R,R) la convergence est au moins

drati I | x(k+1) _ X\flf// :
quadratique, limy— o0 Tm—p = (X) (exercice)



Méthode de Newton, lere idée pour n =1

g € C(R,R), on cherche x e R t.q. g(x) =0

f(x) = x — h(x)g(x), avec h(x) # 0 pour tout x, donc
g(x)=0< x = f(x)

Algorithme du point fixe :

Initialisation : x(® € R”

ltération : k > 0, x(kt1) = £(x(K))

On suppose que la suite (x(5)),cry converge, on pose

% = limg_s 400 x(K) (donc X = () et g(X) = 0)

Si on choisit h t.q. f’(x) =0, alors la convergence est quadratique
f'(x) = 1 - H(x)g(x) — h(x)g'(x), f'(x) =1 - h(x)g'(X)

1
'(x)

Un choix possible est donc h(x) = z
(a condition que g’ ne s’annule pas)

Algorithme de Newton pour n=1:

Itération @ k > 0, x(kt1) = x(k) _ &(x)
- ’ g/(x(k))



