1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

1.3.5 Exercices (méthodes directes)
Exercice 16 (Vrai ou faux 7). Corrigé en page 51

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. La matrice E ﬂ admet une décomposition de Choleski.

1 -2 0
2. Lamatrice B= |1 —1 0] estsymétrique définie positive.
0 0 3

3. La matrice B ci-dessus admet une décomposition LU.

4. La matrice E _31} s’écrit CtC.

5. La matrice A = E ﬂ admet une décomposition de Choleski A = C*C avec C = {_01 : ﬂ .

6. Soit A — (1) (1) (a) La matrice AA* admet une décomposition de Choleski.
) o 11 (b) La matrice A’ A admet une décomposition de Choleski.

Exercice 17 (Elimination de Gauss).

On cherche la solution du systeme linéaire Az = b avec

10 6 2 6
8 0 —2 —2 —2
A=la 9 1 3| 0= g
2 1 -3 10 —4

1. Pourquoi la méthode de Gauss sans permutation ne fonctionne pas pour résoudre ce systeme linéaire ?
2. Donner une permutation de lignes de A permettant d’utiliser ensuite la méthode de Gauss.

3. Donner la solution de ce systeme linéaire. (NB : La solution prend ses valeurs dans ZZ...)

Exercice 18 (LU). Corrigé en page 51

1 0 0 1
( . . 0 2 01
1. Donner la décomposition LU de la matrice A = 00 1 1l
12 10
1 00
2. Montrer que la matrice A = [0 0 1| vérifie PA = LU avec P une matrice de permutation, L triangu-
0 1 0
laire inférieure et U triangulaire supérieure a déterminer.
2 10
3. Calculer la décomposition LU de la matrice |1 2 1
0 1 2

Exercice 19 (Décomposition LU et mineurs principaux).
Soit n > 1. On considere la matrice A de M,,(IR) dont les coefficients sont :

—1sii> g,
1sii=j,
1sij=n,
0 sinon.

Qi =
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1. Montrer que detA = 2"~1. [On pourra par exemple raisonner par récurrence et remarquer que detA = detB
ol B est obtenue en ajoutant, pour tout ¢ € {2,...,n}, la premiere ligne de A a la i-ieme ligne de A, ce qui
correspond a la premiere étape de 1’algorithme de décomposition LU .]

2. Montrer que A admet une décomposition LU sans permutation et calculer les coefficients diagonaux de la
matrice U.

Exercice 20 (Conservation du profil). On considere des matrices A et B € M4(IR) de la forme suivante, oil x en
position (, j) de la matrice signifie que le coefficient a; ; est non nul et 0 en position (%, j) de la matrice signifie
que ai}j = 0)

X X X X x x x 0
x x x 0 x x 0 x
A= 0 x x 0 et B = 0 x x x
0 0 x x 0 x x x

Pour chacune de ces matrices, quels sont les coefficients nuls (notés 0 dans les matrices) qui resteront nécessaire-
ment nuls dans les matrices L et U de la factorisation LU sans permutation (si elle existe) ?

Exercice 21 (Une méthode directe particuliere).
Soitn > 1, A € M, (IR), B € IR"™ (on rappelle que IR"™ est identifié¢ a M,, 1 (IR)), C € My ,, et D € IR. On note
A la matrice appartenant & M,, 1 (IR) définie (par blocs) par :

¥

On suppose que la matrice A est inversible.

On note x g le vecteur de IR" tel que Axp = B.

1. Montrer que A est inversible si et seulement si D — Czg # 0.

2. On suppose maintenant que A est inversible. Soitb € IR" et ¢ € IR..
On note xp, le vecteur de IR"™ tel que Axp = b.

c— Cuxyp
D —Cx B
Exercice 22 (Matrices définies positives et décomposition LU). On rappelle que les mineurs principaux d’une
matrice A € M,,(IR), sont les déterminants A, des matrices A, = A(1 : p,1 : p) extraites de la matrice A.

. < b ,
Montrer que la solution de Az = M est donnée par x = B} avec z = ety =xp, — 2xB.

1. Montrer qu’une matrice symétrique définie positive a tous ses mineurs pricipaux strictement positifs.
2. En déduire que toute matrice symétrique définie positive admet une décomposition LU .
Exercice 23 (Sur la méthode LLY). Corrigé détaillé en page 58.
Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive et pleine. On cherche a résoudre le systeéme
A%z =0,
On propose deux méthodes de résolution de ce systeme :
1. Calculer A2, effectuer la décomposition LL! de A2, résoudre le systtme LL'z = b.
2. Calculer la décomposition LL! de A, résoudre les systemes LL'y = bet LL'z = y.
Calculer le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour chacune des deux méthodes et comparer.

Exercice 24 (Décomposition LU d’une matrice a parametres). Corrigé en page 53.
Soient a, b, c et d des nombres réels. On considere la matrice suivante :

A:

Q2 2 2
oo R
o 0 e
QO T

Appliquer I’algorithme d’élimination de Gauss & A pour obtenir sa décomposition LU (si elle existe).
Donner les conditions sur a, b, ¢ et d pour que la matrice A soit inversible.
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