C10, Preuves des théoremes sur la stabilité

Systeme autonome

Point d'équibre a (c'est-a-dire que f(a) = 0)

La fonction constante égale a a est donc une solution du systéeme.

C'est une solution “stationnaire”

Stabilité de cette solution stationnaire ?

(On dit aussi “stabilité de a")

Objectif :

1. Systémes linéaires pour n =1 puis n =2 (le cas n > 2 est

semblable au cas n = 2)

2. Systemes non linéaires pour n =1 puis n =2 (le cas n > 2 est
semblable au cas n = 2)



Stabilité des points d'équilibre (systemes autonomes)
f e C(R",R") et a € R" tel que f(a) =0
On consideére le probleme de Cauchy :
X'(t) = f(X(t)), 0<t<+oo (1a)
X(0) = Xp (1b)
1. On dit que a est (uniformément) stable si pour tout € > 0 il
existe 6 > 0 tel que

Le probleme (1) a une solution globale, X

HXO—aH <6 =
et supyefo, oof I X (1) — all <&

2. Le point a est instable si il n'est pas stable. ..
3. On dit que a est asymptotiquement stable si a est stable et si
il existe 9 > 0 tel que

Le probleme (1) a une solution globale, X

[Xo—all <6 = )
et lime_s o0 || X(t) — a]| = 0.



Stabilité de 0 pour les systemes autonomes linéaires

A€ M,(R)
X'(t) = AX(t), t>0 (2)
0 est point d'équilibre
Question : Est-il stable 7 On va montrer :
1. Si R(A) < 0 pour tout A € Sp(A), alors 0 est stable et méme
asymptotiquement stable.
2. Si il existe A\ € Sp(A) tel que R(A) > 0, alors 0 est instable
3. On suppose que R(A) < 0 pour tout A € Sp(A) et qu'il existe
au moins un A € Sp(A) tel que R®(\) = 0.
Alors 0 est stable et si et seulement si m,(\) = mg(\) pour

tout A tel que R(\) = 0.
Mais 0 n'est pas asymptotiquement stable



Stabilité ou instabilité de 0, systemes linéaires, n = 1

acR

X'(t)=ax, t >0
x(0) = x©

La solution de I'équation est x(t) = x()e?
1. Si a<0,alors |x(t)] < |x©] et il y a stabilité (uniforme) (on
peut prendre ¢ = ¢ dans la définition de stabilité)
2. Sia<0, onaenpluslims s o x(t) =0etil yadonc
stabilité asymptotique .
3. Sia>0, x £ 0 alors SUPe0,+oof [X(t)| = 00, I'équilibre
est donc instable



n > 1, Notations et majoration de la norme de AX

X1
X=1:| R X[ =max{[x], i € {1,...,n}}

Xn

A€ Muy(R), |All = max{|ail, i,j € {L,...,n}}

IAXF = max{| 327y aijxl, i € {1,...,n}} < nf|A[[[IX]|
Pour n =2, |AX|| < 2[|A][|| Xl



n=2 R(\1) <0 R(\2) <0, Adiagonalisable dans R
A <A <0
X'(t) = AX(t), t > 0, X(0) = X©

AgOl = A1, Ag@z = Ao et {gpl, 992} base de R?
X () = ety XO(1) et
M(t) = [XM(t) XO)(t)] € Ma(R)
La solution générale de X' = AX est X(t) = M(t)C avec C € R?
La solution de X’ = AX avec la condition initiale est
X(t) = M(t)M(0)~1X(0).
IX(8)II < 2 M (&)1 M(0)=*X(0)I| < 4| M()[}| M(0)~H[[[|X(0)]
L. [|M(t)| < aet, et a > 0 ne dépend que de @1 et ¢y
2. IX(t)| < b||X(0)||e*2t et b > 0 ne dépend que 1 et vo
En posant 6 = ¢/b on obtient la stabilité de 0. Puis, comme
lim¢— 100 X(t) = 0, on obtient méme la stabilité asymptotique



n=2, R(\) <0, R(A\2) <0, A diagonalisable dans C
M=A=a+if, =a—iB, a<0, B£0
X'(t) = AX(t), t > 0, X(0) = X©

Ap = \p, p = @1 + ips et {1, Y2} base de R?

XM (1) = e*(cos(Bt)p1 — sin(Bt)p2),

X@(t) = e®*(sin(Bt)ip1 + cos(Bt)p2)

M(t) = [XD(r) XO(r)] € Ma(R)

La solution générale de X' = AX est X(t) = M(t)C avec C € R?

La solution de X’ = AX avec la condition initiale est

X(t) = M(t)M(0)~1X(0).

IX (&)l < 2[[M(t)[[|M(0)~*X(0)]| < 4lIM(t)[[|M(0)~HIIX(0)]
1. [|IM(t)]] < ae™, et a > 0 ne dépend que de ¢1 et
2. |IX(t)]| < b|IX(0)||e“t et b > 0 ne dépend que 7 et ¢»

En posant 6 = ¢/b on obtient la stabilité de 0. Puis, comme
lim¢— 400 X(t) = 0, on obtient méme la stabilité asymptotique



n=2, ®(A) < 0 pour tout A, A non diagonalisable

A= =XeR, A<O, ma()\):2, mg()\):l
X'(t) = AX(t), t > 0, X(0) = x(©

Ap = Ao,
XW(t) = M, XO)(t) = X (¢ + t), {p, ¥} base de R?
M(t) = [XD(t) XO(t)] € Ma(R)
La solution générale de X’ = AX est X(t) = M(t)C avec C € R?
La solution de X/ = AX avec la condition initiale est
X(t) = M(t)M(0)~1X(0).
IX()] < 2[IM() [ M(0)~*X(0)I| < 4[IM(2)[[[|M(0)~*[[|X(0)
1. [M(t) < ae®/2)t et a > 0 ne dépend que de ¢, ¢ et
2. | X ()| < b||X(0)][e®?/2t et b> 0 ne dépend que ¢, ¥ et A
En posant 6 = &/b on obtient la stabilité de 0. Puis, comme
lim¢— 400 X(t) = 0, on obtient méme la stabilité asymptotique



n=2, Il existe A t.q. R(A) >0, AeR

AeR, A <O,
X'(t) = AX(t), t > 0, X(0) = x(©@

Ap=Ap, ¢ #0

Soit € > 0, la fonction X(t) = ce*y est la solution de X’ = AX
avec la donnée initiale X(0) = c¢.

Upoo [IEX (1)) = [ellll supes X = +00

IIX(0)|| = ||||l|| est arbitrairement petite

Ceci montre que 0 est un équilibre instable



n=2, Il existe A t.q. R(A) >0, A€ C\R

A=a+ifeER, a>0,#0
X'(t) = AX(t), t > 0, X(0) = x(©@

Ap = Ap, o =1+ ip2

Soit € > 0, la fonction X(t) = ee®*(cos(St)p1 — sin(St)y2) est la
solution de X" = AX avec la donnée initiale X(0) = e¢;.

up¢sg X (D] = [¢l supes €| cos(Bt) 1 — sin(Bt)al| = +00
IIX(0)|| = |e||l1]| est arbitrairement petite

Ceci montre que 0 est un équilibre instable



R(A2) < R(A1) =0, my(A1) = mg(A1), A diag. dans R

A non diagonalisable est impossible (car n = 2)
A< A =0

X'(t) = AX(t), t > 0, X(0) = X©

A(.pl =0, AQOQ = )\2@2 et {(,01, 992} base de R?

XW(t) = o1, XO(t) = eX¥ipy,

M(t) = [XD(t) XO)(t)] € Ma(R)

La solution générale de X' = AX est X(t) = M(t)C avec C € R?

La solution de X’ = AX avec la condition initiale est

X(t) = M(t)M(0)~1X(0).

IX()] < 2[IM()[[M(0)~*X(0)I| < 4[IM(t)[[[|M(0)~*[[|X(0)
1. [[M(t)|| < a, et a > 0 ne dépend que de 1 et 2
2. [[X(t)]] < b||X(0)|| et b> 0 ne dépend que @1 et o

En posant § = /b on obtient la stabilité de 0. Il n'y a pas stabilité
asymptotique car ep; est solution pour tout &



R(A2) < R(A1) =0, mg(A1) = my(A1), A diag. dans C
)\1 - 1/3/ )\2 — —I'/))
X'(t) = AX(t), t > 0, X(0) = X©

Ap = iBp, ¢ = @1+ ips et {p1, 2} base de R?

XD (t) = cos(Bt)p1 — sin(Bt)pa,

X®)(t) = sin(Bt)p1 + cos(Bt)ea,

M(t) = [XD(t) XO(t)] € Ma(R)

La solution générale de X' = AX est X(t) = M(t)C avec C € R?

La solution de X’ = AX avec la condition initiale est

X(t) = M(t)M(0)~1X(0).

IX(6)II < 2 M(£)[HIM(0)=X(0)I| < 4| M()[| M(0)~ ][Il X (0)]
1. [[M(t)|| < a, et a > 0 ne dépend que de 1 et 2
2. [[X(t)]] < b||X(0)|| et b> 0 ne dépend que @71 et o

En posant § = /b on obtient la stabilité de 0. Il n'y a pas stabilité
asymptotique car eX(1) est solution pour tout &



%(/\2) < %()\1) =0, mg()\l) < ma()\l)

0 € Sp(A) et m,(0) =2, mg(0) =1
X'(t) = AX(t), t > 0, X(0) = X©

Ap =0

XO(t) = o, XO(t) = ( + t), {@, ¥} base de R?

supger, [ X (t)]| = +oo.

Il 'y a donc équilibre instable en 0, car ||eX(2)(0)|| = |e|||¥| est
aussi petit que I'on veut alors que sup;cp, leX@(t)|| = +o0
(pout tout & # 0)



Exemple, pendule linéairisé

y2(t)7 t> 07
_yl(t)7 t> Oa

y(t)
(1)

qui s'écrit Y/ = AY avec A = [ 2 1] . Le polyndme

-1 0
caractéristique associé a A est P4(X) = X2 4 1. Les valeurs
propres sont donc A = &i.

Selon le slide précédent, O est stable mais n'est pas
asymptotiquement stable.



Stabilité pour les systemes non linéaires autonomes

X'(t) = f(X(t)), t>0

f € CL{(R",R"), a€ R" t.q. f(a) =0. On note A la matrice
jacobienne de f au point a
Le point a est-il stable ou instable ?
1. Si R®(A) < 0 pour tout A € Sp(A), alors a est
asymptotiquement stable
2. Siil existe A € Sp(A) tel que R(\) > 0, alors a est instable

Casn=1 A="f'(a)
5 (a) f?ﬂ(a>]

- - fi X1 o _ | ox
Casn—2,f_{fj,X—{XJ-,A—Jf(a)—[gé(a) 3722(3)



Stabilité, équation non linéaire (n = 1)
f e CY(R,R), f(a) =0, f'(a) <0
X'(t) = f(x(t)), t > 0, x(0) = xo

Il existe 09 > 0 tel que f'(z) < 0 pour tout z tel |a — z| < dp.
f(z)=1(z)—f(a)=f'(0)(z—a) >0sia—dy < z < a, (TAF)
f(z)=1(z)—f(a) =1 (0)(z—a) <0sia<z<a+d (TAF)
Soit x la solution maximale avec la condition initiale x(0)

Si a— dp < x(0) < a, la fonction x est strictement croissante et
0 < x(t) < a pour tout t €]0, Try[. Donc, Tp, = +00 et

lim: 400 x(t) = a

On a utilisé le fait que les trajectoires ne se rencontrent pas et qu'il
n'y a pas de point d'équilibre entre a — dg et a

Si a < x(0) < a+ dp, un raisonnement analogue donne que x est
strictement décroissante et lim;, oo x(t) = a

Ceci montre la stabilité asymptotique de a



Instabilité, équation non linéaire (n = 1)

f € CYR,R), f(a) =0, f'(a) >0
X'(t) = f(x(t)), t >0, x(0) = xo

Il existe dp > 0 tel que f'(z) > 0 pour tout z tel |a — z| < d
f(z)=1(z) —f(a) =f'(0)(z—a) <0sia—dy < z<a, (TAF)
f(z)="1f(z)—f(a) =f'(0)(z—a) >0sia<z<a+d (TAF)
Soit x la solution maximale avec la condition initiale x(0)

Si a— dp < x(0) < a, la fonction x commence par &tre strictement
décroissante et le reste tant que a — Jp < x(t) < a.

Mais a — dp < x(t) < a pour tout t €]0, T,[ est impossible car
cela donnerait T,, = 400 et lim;, o x(t) = ¢ € [a — dp, a[. Donc
f(¢) =0, ce qui est impossible

Conclusion : Il existe t > 0 tel que x(t) = a — do.

Le point d'équilibre a est instable



Développement au ler ordre de f, n =2

f € CYR? R?), a € R?

f(X)="f(a)+ A(X —a)+ || X — a|le(X), ol limx_,,e(X) =0 et
A est la matrice jacobienne de f au point a.

f(a) =0, X'(t) = f(X(t)), Y(t) = X(t) — a,

V() = X'(t) = £(Y(t) + a) = AY () + g(Y(1)),

avec g(Y(t)) = [|Y(t)[|(Y(¢)) ot limy o e(Y) = 0.

La stabilité ou I'instabilité de a pour X'(t) = f(X(t)) est identique
a la stabilité ou l'instabilité de 0 pour Y'(t) = AY(t) + g(Y(t))
Remarque : g € C1(R? R?)



Stabilité pour un systeme autonome non linéaire

g € CHR2,R?), g(Y) = ||Y]le(Y) avec limy_,oe(Y) =0,
0 est un point d'équilibre du systeme

Y(t) = AY(t) + g(Y (1)),

On suppose que () < 0 pour tout A € Sp(A)

Objectif : Montrer que 0 est asymptotiquement stable



Calcul liminaire

Soit Y la solution maximale de Y'(t) = AY(t) + g(Y(t)) avec
donnée initiale Y(0), cette solution est donc définie sur [0, T,
On pose C(t) = e AtY(t) et on a donc Y(t) = et C(t).

Y'(t) = At C(t) + e C'(t) = AY(t) + e C/(1),
AY (1) + g(Y(t)) = AY(t) + e C'(t)
Ceci donne que C'(t) = e~Atg(Y(t))
_ /0 " C(s)ds + C(0) et C(0) = Y(0)
on obtient

C(t)=Y(0) + /Ot e "5g(Y(s))ds.

On en déduit la formule suivante, dite formule de Duhamel:

t
Y(t) = e*Y(0) +/ eAt=5)g(Y(s))ds, pour tout t € [0, Tpm|.
0



Stabilité pour un systeme autonome non linéaire, n = 2

g € CHR?,R?), g(Y) = ||Y]le(Y) avec I|myﬁ0 e(Y) =0,
0 est un point d'équilibre du systeme Y’(t) = AY(t) + g(Y

(1)
R(A1) <R(A2) =2a<0

t
Y(t) = X Y(0) + / At=2)g(Y(s))ds, pour tout ¢ € [0, Tin|.
0

Rappel du cas linéaire : et = M(t)M(0)~ 1, il existe b > } tel que
leAt|| < be®t pour tout t > 0, |[eAtZ]|| < be®t||Z||, b= 2b

t
1Y ()] < be"t||Y(O)||+/ be®(t=9)||g(Y(s))||ds pour tout t € [0, Trm]
0



Majoration par “Gronwall”

t
[REGIES be‘”‘tIIY(O)II+/ be*("=2)||g(Y (s))||ds pour tout ¢ € [0, T,
0

g(Z) =||Z||e(Z). Il existe 6 > 0 t.q.
1Z1'< 6 = (2] < & = —a/(2b)
Soit 0 < T < Tpy. Si||Y(s)|| <6 pour tout s € [0, T]
llg(Y(s))|| < [|[Y(s)|€ et donc, pour tout 0 <t < T,

t
e Y (D)l < bl Y(0)] +/O be™**|[Y(s)||éds

o(t)

¢'(t) = bE|| Y (t)lle™*" < bEp(t).
On en déduit p(t)e 2t < ¢(0) et ¢(t) < b| Y(0)||e?*t
1Y (t)]| < b||Y(0)||e**tet = b|| Y (0 )He(“/2)t pourtout 0 <t < T



Stabilité, n = 2, fin de la preuve

Rappel o < 0

Résumé : Soit 0 < T < Tp,. Si ||Y(s)|| < & pour tout s € [0, T],
alors || Y(t)|| < b||Y(0)||e{*/?t pour tout 0 < t < T

On en déduit que si || Y(0)|| < /b < 6 (car b > 2) alors

|Y(t)|| <6 pourtout 0 <t < Tp

Sinon, prendre T < T, t.q. ||Y(T)|| =0 et || Y(s)|| < ¢ pour tout
s € [0, T]. On obtient ||Y(T)|| < b||Y(0)||e®/2T < §, impossible

Conclusion : Ceci donne T, = +o0 et || Y(t)]] < bHY(O)He(“mf
pour tout 0 < t < 400

le point d'équilibre 0 est bien asymptotiquement stable

L'instabilité si il existe A t.q. ®(\) > 0 est admise



Exemple, modele de Lotka-Volterra

a,b,c,d >0

x1(t) = axi(t) — bxy(t)x2(t), t > 0,
X5(t) = —cxa(t) + dxy(t)x(t), t >0

oo [0 , a0
Point d'équilibre _O]' A= [0 —c}

Le point [8] est instable
[c/d A 0 —bc/d
la/b| = |ad/b 0
Les valeurs propres de A sont +i/ac. L'analyse du systéme

linéarisé ne permet pas de conclure. Une analyse plus poussée
montre qu'il est stable (mais non asymptotiquement stable)

Point d'équilibre




Le pendule pesant non linéarisé

y{(t) = yZ(t)7 t>0,
yo(t) = —sin(ya(t)), t >0
] VR AF 0 |10 1
Points d'équilibre [O} A= {_1 0
Les valeurs propres de A sont +/. L'analyse du systeme linéarisé ne

permet pas de conclure. Une analyse plus poussée montre qu'il est

stable.
. R s |01
Point d'équilibre {O] , A= [1 O}

Les valeurs propres de A sont +1. Le point [7(;] est instable



