C9, Systemes non linéaires

Systéeme non linéaire : | est un intervalle ouvert de R,
f eC(l xR",R"), n>1; on cherche X € C}(/,R") du systeme
différentiel non linéaire suivant :

X'(t) = f(t,X(t)), tel

Probleme de Cauchy associé : tog < T < 400, [ =[to, T[, n > 1,
f e C(l x R",R") et X(® € R". On cherche alors

X € C([to, T[,R") N C*(Jto, T[,R") solution du probleme de
Cauchy :

X'(t)=f(t,X(t)), to<t<T
X(tp) = X©



Modele de Lotka-Volterra

a,b,c,d > 0, le modele prédateur-proie de Lotka-Volterra s'écrit

x1(t) = axi(t) — bxy(t)x2(t), t >0,
x5(t) = —exa(t) + dxi(t)x(t), t >0

y . X R
L’inconnue est la fonction X = L{l] de R, 2 valeurs dans R?.
2

La résolution de ce systeme peut s'effectuer de maniére approchée
a l'aide d'un schéma numérique (tp4)



Le pendule pesant non linéarisé

g/l=1
x"(t) +sin(x(t)) =0, t >0

Nous pouvons écrire cette équation sous la forme d'un systeme
différentiel non linéaire. On pose yi(t) = x(t) et yo(t) = x/(t)
n(t) = ya(t), t >0,
ya(t) = —sin(y(t)), t >0

La résolution de ce systéeme peut s'effectuer de maniére approchée
a I'aide d'un schéma numérique (projet de fin d'UE)



Questions naturelles

to < T <+oo, | =[to, T[, n>1, f eC(l xR",R"), X0 ¢ R"

X'(t) = f(t, X(t)), to<t<T
X(to) = X

La solution existe-elle? est-elle unique? est-elle globale ?
Quels sont les points d’'équilibre du systeme ?
Qu'en est-il de la stabilité de la solution ?

Quel est le comportement de la solution lorsque t — oo ?

IR CORIDN

Comment peut-on calculer les solutions 7



Existence locale

to< T < o0, I =[to, T[,n>1, f €C(I xR",R"), X(O) ¢ R"
On suppose que f est localement lipschitzienne par rapport a son
deuxieme argument, c'est-a-dire que

Va E]t07 T[7 VA € R, E|C3,A : ”f(t,X)—f(t, Y)H < Ca,AHX_ YH
Vt € [to,a]l, VX,YeBa={zeR" |z| <A}

Alors il existe o« > 0 et il existe
X € C([to, to + [, R") N C (]to, to + [, R") solution de

X'(t) = f(t, X(t)), to<t<to+a

X(tp) = X©
Exemple de norme sur R" :
X1
Pour X = | : |, || X]|| = max{|x;|,i € {1,...n}}

Xn



Unicité de la solution

to< T < +oo, I =[to, T[,n>1, f €C(I xR",R"), X(O) ¢ R"
On suppose que f est Iocalement lipschitzienne par rapport a son

deuxieéme argument
Alors, pour tout > 0 t.q. to + a < T le probleme de Cauchy

X'(t) = f(t, X(t)), to<t<to+a
X(tp) = X©

admet au plus une solution



Solution maximale

to< T < o0, I =[to, T[,n>1, f €C(I xR",R"), X(O) ¢ R"
On suppose que f est localement lipschitzienne par rapport a son
deuxiéme argument

Alors, le probleme de Cauchy

X'(t) = f(t, X(t)), to<t
X(to) = X©

admet une unique solution maximale, c'est-a-dire une unique
solution définie sur I'intervalle [to, T,[ et pas de solution sur
[to, T[si Tm< T <T)

Si plus, si T, < T alors lime, 7, [|X(t)|| = 400

la démonstration de ces 3 résultats (existence locale, unicité,
solution maximale) est identique a celle du n =1 en remplagant

-] par |-



Modele de Lotka-Volterra

a,b,c,d >0, x{o),xéo) > 0, le probleme de Cauchy pour le modele
prédateur-proie de Lotka-Volterra s'écrit

(t) = axi(t) — bxa(t)x2(t), t > 0,
x5(t) = —cxa(t) + dxi(t)x2(t), t >0,
(0)
(0)

Les théoremes d'existence locale et d'unicité s'appliquent assez
facilement. |l existe donc une solution maximale. L'existence
globale est vraie mais demande un peu plus de travail. (voir
I'examen de janvier 2020)



Le pendule pesant non linéarisé

Sous forme systeme le probleme de Cauchy s'écrit, avec la donnée
(0)

initiale y; ' et yz(o) dans R
y{(t) = y2(t)7 t>0,
ya(t) = —sin(y(t)), t >0

y1(0) = ¥, yo(0) = y{¥

On obtient la encore existence local et unicité. |l existe donc une
solution maximale définie sur [0, Tp,[

Existence globale ?

y5(t) = —sin(y1(t)), et donc, pour tout 0 < t < Ty, [y4(t)] <1
et [ya(t)] < A% + ¢

Si T, < +00, la fonction y» est donc bornée

Comme y1(t) = y»(t), la fonction y; est donc aussi bornée

On en déduit que la solution n'explose pas

Conclusion : T,, = +c0



Unicité, probleme de Cauchy général

Soient / un intervalle ouvert de R et f € C(/ x R",R"). On
suppose que f est localement lipschitzienne par rapport a son
deuxieéme argument, c'est-a-dire que pour tout J intervalle
compact inclus dans / et tout A € R, il existe C; 4 t.q.

17, x) = F(&, )l < Coalx = yll,
Vte J, Vx,y € Ba={zeR", ||z| < A}

Soient o, 3> 0, tg — o, tg + 3 € | et XO) e R".
Alors, le probleme de Cauchy général
X'(t) = f(t, X(t)),t €l
X(to) = X©
admet au plus une solution sur l'intervalle |ty — «, to + (]

Preuve : Unicité pour le probleme de Cauchy sur [to, to + [ et
pour le probleme de Cauchy a gauche sur |ty — a, to]



Les trajactoires ne se rencontrent pas

Rappel : La trajectoire de la solution y est le graphe de y,
c'est-a-dire de I'application t — y(t) (avec t € | C R et

y(t) € R")

Soit / un intervalle ouvert de R, t € [ et f € C(/ x R",R"). On
suppose que f est localement lipschitzienne par rapport a son
deuxieme argument.

Soit X, Y € C1(/,R") deux solutions du systeme

X'(t) = f(t,X(t), tel
On suppose X(t) = Y(t), alors:

Vtel, X(t)=Y(t)

Preuve : conséquence immédiate du théoreme d'unicité



Trajectoire dans R”

Soit / un intervalle de R et X une solution de

X'(t) = f(t, X(t)), t € I. On appelle y(X) la trajectoire de X
dans I'espace R” (ou encore ‘“trajectoire dans R™) la courbe
paramétrée t € | — X(t) :

2(X) = {X(8), te I},
~(X) est donc une courbe dans I'espace R".

En mécanique, lorsque la trajectoire dans R" de la solution X est
fermée, I'ensemble (X)) est aussi appelé “orbite” de X



Trajectoires dans R" pour les systemes autonomes

Soient X et Y deux solutions de X'(t) = f(X(t)), t € R,

f indépendante de t (le systeme est donc autonome) et f
localement lipschitzienne. On suppose qu'il existe t1,t> € R tels
que X(t1) = Y(t2) alors

{X(t), t e R} ={Y(t), t € R},

c'est-a-dire y(X) = y(Y).

Ce montre que deux trajectoires dans R” ne peuvent pas se
rencontrer : si deux trajectoires se rencontrent en un point alors les
deux trajectoires sont confondues.

Si t; = tp, on a X = Y, slide précédent



démonstration

X'(t) = f(X(t)), t eR, Y'(t)=f(Y(t)), teR
X(t1) = Y(t2). On définit u et v par
u(t) = X(t+ t1),v(t) = Y(t + t2)

(u(t)

U(t) =X (t+ t1) = F(X(t+ t1)) )
(v(t))

VI(E) =Y (t+ ) = F(Y(t+ t2))
U(O) = X(tl) = Y(tz) = V(O)
Les fonctions u et v sont donc solutions du systeme qui prennent
la méme valeur en 0

On en déduit u(t) = v(t) pour tout t € R et donc y(u) = y(v) et
comme y(u) = v(X) et v(v) =~(Y) on a bien montré que

A(X) = (Y)

—f
=f



Trajectoires dans R” pour les systémes autonomes, suite

Soient X et Y deux solutions de X'(t) = f(X(t)), t € [to, +00],
f indépendante de t (le systeme est donc autonome) et f
localement lipschitzienne. On suppose qu'il existe t1, to > ty tels

que X(t1) = Y(t2) alors y(X) C y(Y) ou y(Y) C v(X)

Preuve : En supposant t, > t;, dans la démonstration précédente
(u(t) = X(t+ t1), v(t) = Y(t + t2)) on obtient u(t) = v(t) pour
tout t > tp — t; (la fonction u n'est pas définie pour t < ty — t7).
La conclusion est donc que X(t + t1) = Y/(t + t2) pour tout

t >ty — t1, c'est-a-dire que X(t) = Y(t + t, — t1) pour tout

t > tp. En particulier ceci donne v(X) C y(Y).



Application au modele de Lotka-Volterra

a,b,c,d >0, x99 >0

x1(t) = axq(t) — bxy(t)x2(t), t > 0,
x5(t) = —cxa(t) + dxa(t)x(t), t >0,
x1(0) X](_O), x2(0) = X2(0)

La solution maximale vérifie x;(t) > 0 et x»(t) > 0 pour tout
0<t< Tph.



Périodicité d'une solution

Soient X une solutions de X'(t) = f(X(t)), t € R,

f indépendante de t (le systeme est donc autonome) et f
localement lipschitzienne. On suppose qu'il existe t1,t> € R tels
que X(t1) = X(t2) et t; # tp, alors X est périodique de période
t2— 1t

Preuve : Dans la démontration précédente (u(t) = X(t + t1),
v(t) = X(t + t2)) on obtient u(t) = v(t) pour tout t € R,
c'est-a-dire X(t + t1) = X(t + t») pour tout t € R et donc
X(t) = X(t+ to — t1) pour tout t € R.



point d'équilibre, solution stationnaire
Soit f € C(R",R"). Un point d'équilibre du systeme
X'(t) = f(X(t) est un point a de R" tel que f(a) = 0.
la fonction constante égale a a est donc une solution du systeme
Exemple du modele proie-prédateur a, b, c,d > 0

x1(t) = axi(t) — bxi(t)x(t) = x1(t)(a — bxa(t)), t > 0,
xh(t) = —cxa(t) + dxa(t)x2(t) = xo(t)(—c + dxi(t)), t >0

Deux points d'équilibre : [ ] [Cﬁ’]

Exemple du pendule non linéarisé

yi(t) = ya(t), t >0,
va(t) = —sin(y1(t)), t >0

Deux points d'équilibre intéressants : [8] et [g]



Stabilité des points d'équilibre (systemes autonomes)
f e C(R",R") et a € R" tel que f(a) =0
On consideére le probleme de Cauchy :
X'(t) = f(X(t)), 0<t<+oo (1a)
X(0) = Xp (1b)
1. On dit que a est (uniformément) stable si pour tout € > 0 il
existe 6 > 0 tel que

Le probleme (1) a une solution globale, X

HXO—aH <6 =
et supyefo, oof I X (1) — all <&

2. Le point a est instable si il n'est pas stable. ..
3. On dit que a est asymptotiquement stable si a est stable et si
il existe 9 > 0 tel que

Le probleme (1) a une solution globale, X

[Xo—all <6 = )
et lime_s o0 || X(t) — a]| = 0.



Stabilité de 0 pour les systemes autonomes linéaires

A e Mu(R)
X'(t) = AX(t), t>0 (2)
0 est point déquilibre Stable ?

1. Si R(A) < 0 pour tout A € Sp(A), alors 0 est stable et méme
asymptotiquement stable.
2. Si il existe A\ € Sp(A) tel que R(A) > 0, alors 0 est instable
3. On suppose que () < 0 pour tout A € Sp(A) et qu'il existe
au moins un A € Sp(A) tel que R(\) = 0.
Alors 0 est stable et si et seulement si m,(\) = mg(\) pour
tout A tel que R(\) = 0.
Mais 0 n'est pas asymptotiquement stable

Preuve : Cours 10



Exemple, pendule linéairisé

y2(t)7 t> 07
_yl(t)7 t> Oa

y(t)
(1)

qui s'écrit Y/ = AY avec A = [ 2 1] . Le polyndme

-1 0
caractéristique associé a A est P4(X) = X2 4 1. Les valeurs
propres sont donc A = &i.

Selon le slide précédent, O est stable mais n'est pas
asymptotiquement stable.



Développement au ler odre de f

fe CL(R",R"), acR"
f(X)="f(a)+A(X —a)+ || X — a|le(X), ot limx_,,e(X) =0 et
A est la matrice jacobienne de f au point a.
Casn=1, A="f'(a)
9 (3) Sh(a)

Casn=2 f= {?j X = {Xl} , A= Je(a) = [‘e)ﬁ%(a) fo(a)]

X2 E

f(a) =0, X'(t) = f(X(t)), Y(t) = X(t) — a,
Y(t) = X'(t) = £(Y(t) + a) = AY(t) + g(Y (1)),

avec g(Y(£)) = | Y (1) [e(Y(£)) ol limy_oe(Y) = 0.

Idée : étudier la stabilité de a pour le systeme X'(t) = f(X(t)) a
partir de la stabilité de 0 pour le systeme linéaire Y'(t) = AY(t)



Stabilité pour les systemes non linéaires autonomes

X'(t) = f(X(t)), t>0

f € C{(R",R"), a€ R" t.q. f(a) =0. On note A la matrice
jacobienne de f au point a
Le point a est-il stable ou instable ?

1. Si R(A) < 0 pour tout A € Sp(A), alors a est
asymptotiquement stable

2. Si il existe A € Sp(A) tel que R(A) > 0, alors a est instable

Preuve : cours 10



Exemple, modele de Lotka-Volterra

a,b,c,d >0

x1(t) = axi(t) — bxy(t)x2(t), t > 0,
X5(t) = —cxa(t) + dxy(t)x(t), t >0

oo [0 , a0
Point d'équilibre _O]' A= [0 —c}

Le point [8] est instable
[c/d A 0 —bc/d
la/b| = |ad/b 0
Les valeurs propres de A sont +i/ac. L'analyse du systéme

linéarisé ne permet pas de conclure. Une analyse plus poussée
montre qu'il est stable (mais non asymptotiquement stable)

Point d'équilibre




Le pendule pesant non linéarisé

y{(t) = yZ(t)7 t>0,
yo(t) = —sin(ya(t)), t >0
] VR AF 0 |10 1
Points d'équilibre [O} A= {_1 0
Les valeurs propres de A sont +/. L'analyse du systeme linéarisé ne

permet pas de conclure. Une analyse plus poussée montre qu'il est

stable.
. R s |01
Point d'équilibre {O] , A= [1 O}

Les valeurs propres de A sont +1. Le point [7(;] est instable



