6.5. EXERCICES 359

Examen de décembre 2013.
Corrigé du ler exercice (prendre (E, T,m) = (R, B(R), A) pour retrouver I’examen).

Exercice 6.18 (Généralisation de I’exercice 6.17) Soit (E, T, m) un espace mesuré,
(fn)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R et f une fonction mesurable de
E dans R. Soit p une fonction mesurable de E dans R. On suppose qu’il existe g € R,
tel que 0 < p(x) < g pour tout x € E.

1. (Question liminaire) Pour (4, p) € R, x R, on pose

ePIn@)  §ig>0

q)(a,p):ap:{o sia=0.

Montrer que 1 est continue de R, x R¥ dans R.

Corrigé — Soit (a,p) € R, X RY ef (a,,p,) une suite de R, x RY telle que a =
lim, ,,a,etp=1im,_,, ., p,. Pourmontrer que lim,_, ., V(a,, p,) = P(a,p), on
distingue deux cas :

Premier cas

On suppose a = 0. On peut alors supposer que a, = 0 pour tout n € N. On a alors
lim, , . pylna, = plna et on en déduit la continuité de \ au point (a, p).

Second cas

On suppose a = 0. Pour tout n tel que a, = 0, on a P(a,,p,) = P(a,p) = 0. On
peut donc se restreindre au cas a,, > 0. On a alors lim,,_,, ., p,1na, = —co et donc
lim,,_, o Y(a,,p,) = 0=1U(a,p). ce qui donne la continuité de \ au point (a,p) et
termine cete question.

2. Montrer que I’application x i |f (x)|P*) est mesurable (de E dans R,,).

Corrigé — Comme f est mesurable, il existe une suite (f,,),en de fonctions étagées
telle que lim,,_, , o, f,(x) = f(x) pour tout x € E. Comme p est mesurable positive, il
existe une suite (p,,),en de fonctions étagées positives telle que 1im,,_, , ., p,(x) = p(x)
pour tout x € E. On peut méme supposer que p,(x) > 0 pour tout n et tout x (il suffit,
par exemple de remplacer la fonction p,, par la fonction p,, + 1/n).

On pose h,(x) = |f,(x |p” = V(| fu(x)], plx
La fonction h est etagee ( et donc mesurable) La continuité de \ nous donne
hm,1H+c>o = |f(x)P™) pour tout x € E. On en déduit que la fonction x >

|f (x) PX) est mesumble

On suppose maintenant que

. f| F(x)PPdm(x) < +oo,
. Jlfn(x)lp“‘)dm(x) - f| £ ()PP dm(x), quand 1 — +oo,
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® fu—=f pp-
3. Montrer que jlfn(x) — f(x)IP¥dm(x) — 0 quand 1 — +oo.

[On pourra appliquer le lemme de Fatou a la suite (g,,),en définie par g, = M(|f,|P +
|f1P)—f — fIP en choisissant convenablement M dans R.]

Corrigé — On choisit M = 2’7 Pour neNet x €E, on pose donc

€n(x) = 291 £, ()P + 29| f (x) P<">—|ﬁl(x>—f<x>|f’<x>.
Comme |f (x) fn |<|f |+|fn |<2max|fn )LIf ()}, ona
If () = fu()P™) < 2PO) max{|f, (x)] | f (x)[}P™) < 2P0 |fn ) 4 2P0 £ (x

Comme p(x) < g, on en déduit

If () = fulx) PP < 291, (x)P) + 29| f (x) [P
On a donc g,(x) >0

La question précédente donne que g, est mesurable et comme f, — f p.p., on a
gn — 29 f|P p.p.. Le lemme de Fatou (lemme 4.19) donne alors :

J‘Zq*llflpdmsliminfjgndm.
n—+oo
Comme | |f,(x)PXdm(x) — [|f (x)PXdm(x), on a
liminfjgndm: 2q+1J|f(x)|p(x)dm( —hmsupj|f — F ()PP dm(x).

n—+oo H—+00

On a donc

[P m <257 [ g an)
timsup [ 1(3)- £,(OP (),

n—+oo

On en déduit que j|f(x) — fu(x)[PX) dm(x) — 0 quand n — +oo.
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Corrigé du 2eme exercice (posé avec N = 1 a I’examen)

Exercice 8.3 (Convergence apres translation)

On note L? I’espace Lﬁ(RN,B(RN), An), N > 1. Soit 1 < p < 400, (#,,),en UnE suite
d’éléments de LP et u € LP tel que u,, — u dans LP. Soit (h,,) ey une suite dans RN
telle que lim,,_,,. . h,, = 0.

1. On suppose que 1 < p < +oo. Montrer que u,,(- + h,) — u dans L? quand n — +oco.
Corrigé — Il suffit de remarquer que u,(-+h,)—u = u, (-+h,)—u(-+h,)+u(-+h,)-u
et donc

Noan (- + hy) = uillp < oty (- + hy) = (- + Bl + Nua (- + hy) = el
Comme |lu, (- + hy,) = u(- + hy)ll, = |lu, — ull,, on a donc
”un(' + hn) - u”p < ||un - u“p + ||u( + hn) - u”p-
Soit € > 0, comme u,, — u dans LP, il existe ny € N tel que
n>ny = |lu, —ull, <e

Puis, comme u € LP, la continuité en moyenne (théoréme 8.5) donne I’existence de
6> 0 tel que

|hl < o= [lu(-+h)—ull, <e
Comme lim,,_,,, h,, = 0, il existe n, € N tel que |h,| < d pour n > ny. On a donc

n > max{ny, ny} = [lu, (- + hy,) —ull, < 2

Ce qui prouve bien que u,(- + h,,) — u dans LP quand n — +oo.
2. On suppose p = +oo. Donner un exemple pour lequel u,,(-+h,,) /> u dans L” quand
n — +oo (on pourra se limiter a N = 1).

Corrigé — 11 suffit de prendre u,, = u pour tout n et, par exemple, u = 1. Pour
tout h =0, on a ||u(- + h) — u||o = 1. Il suffit donc de prendre, par exemple, h,, = 1/n.



Corrigé du probleme sur Fourier en deux parties

Partie A

Soit (LP(R), || - ||p) I'espace vectoriel normé des (classes de) fonctions Lebesgue intégrables avec 1 < p <
+00. La transformée de Fourier de f € L'(R) est

P 1 —itx
) = —= / f(@)e e da

et pour tout s réel tel que s < —1/2, on définit

1/2

wh)i= ([ 1Fora s eya)

1) Montrer que N4(f) < oo.

corrigé -
Soient f € L'(R) et s < —1/2. La fonction t + (1 +t2)* est intégrable sur R et la fonction f est bornée.
La fonction t — f(¢)(1 +¢%)° est donc intégrable sur R

2) Montrer que si Ns(f) =0, alors f = 0.

corrigé -
Si Ny(f) = 0 (toujours avec f € L'(R) et s < —1/2), on a nécessairement |f(t)|>(1 + t?)* = 0 pour
presque tout t € R et donc f = 0 p.p. et méme f(¢) =0 pour tout t € R (car f est continue).
Comme la transformée de Fourier est injective de L!(R) dans Cy(R, €), on en déduit bien f = 0 p.p..

3) Exprimer N,(f) & l'aide de la norme || - ||2 : en déduire que f — N(f) est une norme sur L!(R).

corrigé
No(f) = [|f(1+ (-)2)*/2||5. Comme la transformation de Fourier est une application linéaire, on en déduit
que pour tout f,g € L*(R) et tout o € R on a Ns(f + g) < Ns(f) + Ns(9) et Ng(af) = |a|Ns(f). Avec
la question précédente on en déduit que N est bien une norme sur L*(R).

4) Soit (hy,)n>o0 une suite de fonctions dans L*(R) telle que ||h,||1 = 1, pour tout entier n, et pour laquelle
il existe une fonction H : R — C vérifiant pour tout ¢t € R,

i h,(t) = H(t).

n—-+o0o

a) Montrer que |h, () — H(t)| < 2 pour tout ¢ réel.
- corrigé
Pour tout n € IN et tout ¢ € R, on a |hy,(t)] < 1/V2r [ |hy(z)|dz = 1/V2x||hy |1 < 1.

Comme lim,, o hy,(t) = H(t), on a donc aussi |H(¢)] < 1. On en déduit bien, pour tout n et tout ¢,
que |h,(t) — H(t)| < 2.

b) Montrer que
- 2 s
o (£) — H(t)’ (1+#2) =0 dans L'(R)

(préciser le théoréme de convergence que vous utilisez) et en déduire que la suite (hy,)n>o est de Cauchy
pour la norme Ng.

corrigé

o 2 s s

On utilise le théoréme de convergence dominée avec g, (t) = ’hn (t) —H(t)‘ (1+t2) et G(t) = 4(1 +t2> .

On a bien g, — 0 p.p. et |g,| < G p.p. avec G € L*(R). On en déduit que g, — 0 dans L'(R) (et donc
que ||(hn — H)(1 4 (-)?)%/?||z = 0 quand n — o).



Pour montrer que la suite (hy,),>0 est de Cauchy pour la norme Ny, il suffit de remarquer que pour tout
n,m € Ron a

Ni(hi = hin) = (= hn) (14 (222 < (e = H) (14 ()22 4 [(H = hi) (14 ()%)*2]l2,

et d’utiliser le fait que ||(h, — H)(1+ (-)2)*/2]2 = 0 quand n — occ.

Partie B
1) Soit une fonction h € L'(R) et un réel non nul a, on pose

ho(z) = ah(azx).

- ~ (1
a) Démontrer que h,(t) = h ()

a

corrigé
Soit t € R, on a, avec le changement de variable y = az,

. t

1 —ixt _ 1 y’ _
ha(t) = E/ah(ax)e dx = E/h( ady = h(a)

b) Que valent lir% hq(t) et HI_P hq(t)? (utiliser les propriétés de la transformée de Fourier dans L!(R))
a—r a——+o0

corrigé
On utilise le fait que h € Co(R, ©).
Pour ¢t # 0 on a lim,_,g ﬁa(t) = lim,_,q ﬁ(é) =0.
Pour ¢t =0, on a lim,_,qo fza(t) = fl(O)
On a aussi, pour tout ¢ € R, limy_, o0 ha(t) = limg_, 4 o0 il(ﬁ) = h(0) = \/% [ h(z)dx

2) On suppose maintenant que
(i) : h est continue, h(x) > 0 pour tout € R et h(z) =0 pour = & [—1,1];

(i) [ ado = 1.

a) Montrer que / hn(x)dz = 1, quelque soit l'entier n > 0.
R

corrigé
En utilisant le changement de variable y = nx on obtient

/ o (2)de = / nh(na)dz = / h(y)dy = 1.

b) Pour deux fonctions & valeurs complexes, f borélienne et bornée et g intégrable, on pose :

- / f(2)g(@)de

Calculer hm ( f,hy) dans le cas ol la fonction f est continue en 0.

corrigé
La fonction h est supposée étre a valeurs dans R. La définition de h,, et le changement de variable y = nx

donnent
(f, hn) /f dx—/f nhnmdx—/f



On utilise maintenant le théoréme de convergence dominée & la suite (g,)new définie par g,(z) =
f(z/n)h(z). Comme f est continue en 0, on g, — f(0)h p.p.. Comme f est bornée, on a |gn| < ||f|loc|hl
p.p.. (On rappelle que h € L'(R).) Le théoréme de convergence dominée donne alors

lim_(£.ha) = £(0) [ he)dz = £(0).

n——+00

¢) En utilisant la question 4 de la partie A, démontrer que la suite (hy,)p>0 est une suite de Cauchy pour
la norme Ng.

corrigé
On remarque tout d’abord que la suite (h,),~o est bien une suite de fonctions dans L!(R) telle que
|hnlls = 1 pour tout entier n. Puis, soit ¢ € R. On a, en posant f(x) = (1/v/2m)e ¢,

() = \/% /hn(x)e*mdx — (f.h).

Comme f est continue en 0, la question précédente donne lim,, ;o0 hy(t) = H(t) avec H(t) = 1/+/2x.
On peut donc appliquer la question 4 de la partie A, elle donne que la suite (hy)n>0 est une suite de
Cauchy pour la norme Nj.




