Chapitre 6

Les espaces L7

6.1 Définitions et premieres propriétés

6.1.1 Les espaces L?,avec 1 <p <+oo

Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 <p < +oo et f € M = M(E, T) (c’est-a-dire f : E — R, mesurable). On
remarque que |f|P € M,, car [f|P = @ o f ol ¢ est la fonction continue (donc borélienne) définie par @(s) = |s|
pour tout s € R. (Noter que p > 0 et on rappelle que |s|? = e?™(I5) pour s = 0 et |s|” = 0 pour s = 0.) La quantité
jl f|Pdm est donc bien définie et appartient a R,. Ceci va nous permette de définir les espaces de fonctions de
puissance p—iéme intégrable. On retrouve, pour p = 1, la définition de I’espace des fonctions intégrables.

Définition 6.1 (Les espaces LP) Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +oo et f une fonction définie de E
dans R, mesurable. (On a donc |f|P € M,.)

1. On dit que f € LP = L%(E, T, m) si f|f|”dm < +00. On pose alors :

71y = ([ 1)

2. On dit que f & LP = L%(E, T, m) si f|f|Pdm = +00 et on pose alors ||fl|, = +oo.

De maniere analogue au cas p = 1 on quotiente les espaces £ par la relation d’équivalence “= p.p.” afin que
I"application f i [|f||, définisse une norme sur I’espace vectoriel des classes d’équivalence (voir section 4.5).

Définition 6.2 (Les espaces LP) Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo.

1. On définit I’espace Lf’R( E, T, m) comme I’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de LP pour la relation
d’équivalence (= pp). En I’absence d’ambiguité on notera LP ’espace L%(E, T, m).

2. SoitF e L%(E, T, m). On pose ||E|l, = |||, si f € F. (Cette définition est cohérente car ne dépend pas du choix
de f dans F. On rappelle aussi que F = f = (g€ LP ; ¢ = f p.p.}.)



Proposition 6.3 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo. Alors :
1. L'f)R(E, T, m) est un espace vectoriel sur R.

2. L%(E, T, m) est un espace vectoriel sur R.

DEMONSTRATION — 1.  —Soita € R, f € LP. On a af € M (car M est un espace vectoriel) et J|ocflpdm =
|a|pj|f|pdm < +00. Donc, af € LP.
— Soit f,g € LP. On veut montrer que f + g € LP. On sait que f + g € M (car M est un espace vectoriel) et on
remarque que, pour tout x € E,

If (x) + ()P < 2P|f ()P +2P|g(x)IP,
et donc

J‘|f+g|pdmS2pj|f|pdm+2pf|g|pdm<+m,

ce qui montre que f + g € LP.
2. La structure vectorielle de LP s’obtient comme pour p = 1. Soit F,G € LP et o, f € R. On choisit f e Fet g € Geton
définit oF + G comme étant la classe d’équivalence de o f + pg. Comme d’habitude, cette définition est cohérente
car la classe d’équivalence de af + pg ne dépend pas des choix de f et g dans F et G.

On va montrer maintenant que f + ||f||, est une semi-norme sur LP et une norme sur L?.
1 1

Lemme 6.4 (Inégalité de Young) Soienta,b e R, et p,q € ]1,+o0[ tels que — + — = 1. Alors :
p 1

al bl
ab< —+ —.
P 9

DEMONSTRATION — La fonction exponentielle 6 — exp(0) est convexe (de R dans R). On a donc, pour tout
01,02 e Rettout t € [0,1],
exp(t01 + (1 —1)07) < texp(01) + (1 —t)exp(O2).

Soit a,b > 0 (les autres cas sont triviaux). On prend t = % (de sorte que (1 —¢) = %), 01 =pln(a) et 62 = gIn(b). On

obtient bien ab < %p + %q ]

1 1
Lemme 6.5 (Inégalité de Holder) Soient (E, T, m) un espace mesuré et p,q €]1,+oo] tels que I; + E = 1. Soient
f e LB (E T, m)et g€ LL(E,T,m). Alors, fg € LL(E, T, m) et
Ifglls <IIfllpllgllg- (6.1)

Le méme résultat est vrai avec LP, L7 et LY au lieu de L£P, L9 et L1

DEMONSTRATION —  On remarque d’abord que fg € M car f,g € M (voir la proposition 3.19).

L’inégalité de Young donne |f (x)g(x)| < M + w pour tout x € E. On en déduit, en intégrant :

feldm< 2 [ 1fPam+ L { 1gfdm < +oo. 62)
gldm < AL
Donc, fge L.

Pour montrer (6.1), on distingue maintenant 3 cas :
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Cas 1.

Cas 2.

Cas 3.

On suppose ”f”p =0ou ||g||q =0.Onaalors f =0 p.p. ou g = 0 p.p.. On en déduit fg = 0 p.p., donc ||fg|l; =0 et
(6.1) est vraie.

On suppose ||f||p =1let IIgIIq =1. On a alors, avec (6.2),

1 1
Ifgh = [ Vrglam < S+ 7 =1 =lplgl

L’inégalité (6.1) est donc vraie.

On suppose ”f”p >0et ||g||q > 0. On pose alors f] = S etgy = S de sorte que ||f1||p = ”ngq =1.Lecas2
I, llglly

I1£gll
£ 1lplIgllg

donne alors

=lfig1ll<l.

Ce qui donne (6.1).

Dans le cas ol f € LP et g € L1, on confond les classes f et g avec des représentants, encore notés f et g. Le résultat
précédent donne fg € L1 et (6.1). On a alors fg € L! au sens de la confusion habituelle, ¢’est-a-dire “il existe h € £!
telle que fg = h p.p.” (et f g ne dépend pas des représentants choisis), et (6.1) est vérifice. ]

Lemme 6.6 (Inégalité de Minkowski) Soir (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < +co. Soit f,g € ll%(E, T, m).

Alors,

f+geLllPer:
If+8llp <NfIl + gl (6.3)

Le méme résultat est vrai avec LP au lieu de LP.

DEMONSTRATION — Le cas p = 1 a déja été fait. On suppose donc p > 1. On a aussi déja vu que f + g € LP
(proposition 6.3). Il reste donc a montrer (6.3). On peut supposer que ||f + ||, # 0 (sinon (6.3) est trivial).

On remarque que

|f +¢lP <FH+ GH, (6.4)

avee F = |f|, G =[g| et H = |f + g1,
On pose g = p’%l de sorte que %+% =1,FeLP,Ge LPetH e L1 (car f +g € LP). On peut donc appliquer I'inégalité
de Holder (6.1), elle donne

IFHIly < [Ell,IEl,, IGHI < Gl lIH]I,.

On en déduit, avec (6.4),

[ tpam < st + gy [ 17 +gam' 5,

D’ou I’on déduit (6.3).

Il est clair que le lemme est vrai avec LP au lieu de £P. =

On en déduit la propriété suivante :

Proposition 6.7 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +co.

1. L’application f + ||f||, est une semi-norme sur LP.

2. L’application f v ||fll, est une norme sur LP. LP, muni de cette norme, est donc une espace vectoriel (sur R)
normé.

DEMONSTRATION —
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— On a bien ||f||p € R, pour tout f € LP.
— On adéja vu que ||ocf||p = |oc|||f||p, pour tout & € R et tout f € LP.
— Linégalité (6.3) donne ||f + gll, <|Ifllp +llgll, pour tout f, g € LP.

Lapplication f  [|f||, est donc une semi-norme sur £P. On remarque que, si f € LP, on a
fll,=0< f=0pp.

Cette équivalence donne que I'application f + ||f||, est une norme sur L. n

Remarque 6.8 On reprend ici la remarque 4.40. Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +0c0. On confondra
dans la suite un élément F de LP avec un représentant f de F, c’est-a-dire avec un élément f € LP telle que f € F.
De maniére plus générale, soit A C E t.q. A° soit négligeable (c’est-a-dire A° C B avec B € T et m(B) = 0). On dira
qu’une fonction f, définie de A dans R, est un élément de LP s’il existe une fonction g € £ t.q. f = g p.p.. On
confond donc, en fait, la fonction f avec la classe d’équivalence de g, c’est-a-dire avec § ={h € LP ; h =g p.p. }.
D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal a {he LP ; h = f p.p. }.

Avec cette confusion, si f et ¢ sont des éléments de LP, f = g signifie en fait f = g p.p..

Théoréme 6.9 (Convergence dominée dans LP) Soir (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +co. On note LP
I’espace L%(E, T, m). Soit (f,)nen une suite d’éléments de LP telle que :

1. f, = f p-p.
2.3 FelP telle que |f,| < F p.p. pour tout n € N.

Alors f,, — f dans LP (c’est-a-dire j|fn — fIPdm — 0 quand n — +oc0).

DEMONSTRATION —  On se ramene au cas p = 1.
On peut choisir des représentants des f,, (encore notés f;,) de maniére a ce que la suite (f,,(x)),eN soit convergente dans
R pour tout x € E. On pose g(x) = lim,,_, o f,(x). On a donc g € M et |g| < F p.p., ce qui montre que g € LP. On a
donc f € LP (au sens f = g p.p. avec g € LP).
Puis, on remarque que

0<hy=Ifu—fIP <(ful +1f) <2PFP pp.,
pour tout 1 € N, et que ,, — 0 p.p. quand # — +oo0. Comme FP € L!, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée, il donne h,, — 0 dans L1, ¢’est-a-dire fn— f dans LP. =

Comme dans le cas p = 1 (voir le théoreme 4.45), I’hypothese “f, — f p.p." dans le théoreme 6.9 peut étre
remplacée par “f, — f en mesure”. Ceci est montré dans 1’exercice 6.23.

Dans le théoreme 6.9, I’hypotheése de domination sur la suite (f;),en (I’hypothese 2) implique que la suite (f,),en
est bornée dans L. La réciproque de cette implication est fausse, c’est-a-dire que le fait que (f,),cn soit bornée
dans L? ne donne pas I’hypothese 2 du théoréme 6.9. Toutefois, le théoreme 6.10 ci-dessous donne un résultat de
convergence intéressant sous 1I’hypothese “(f,,) e bornée dans LP” (on pourrait appeler cette hypothése domination
en norme) au lieu de I’hypothese 2 du théoreme 6.9.
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Théoreme 6.10 (Convergence ‘“dominée en norme’’, mesure finie) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini (c’est-a-
dire m(E) < +o0) et 1 < p < +oco. On note L" I'espace Ly (E, T, m) (pour tout 1 < r < +c0). Soit (f,)nen une suite
d’éléments de 1P telle que :

L fu—= f pp

2. la suite (f,),en est bornée dans LP.

Alors, f € LP et f,, — f dans L1 pour tout q € [1, p[ (c’est-a-dire Jlfn — fl%dm — 0, quand n — +oo, pour tout

1<g<p).
Ce théoreme est aussi vrai dans le cas p = +o0, I’espace L™ sera défini dans la section 6.1.2.

DEMONSTRATION —  Le fait que f € LP est conséquence immédiate du lemme de Fatou (Lemme 4.19) appliqué a

la suite (|f;,|P)nen- Le fait que f,, — f dans L7 pour tout g € [1, p[ peut se faire avec le théoréme de Vitali (théoreme

4.51). Ceci est démontré dans I’exercice 6.19. Une généralisation avec m(E) = +co est étudiée dans 1’exercice 6.20.
(]

On donne maintenant une réciproque partielle au théoreme de convergence dominée, comme dans le cas p = 1.

Théoreme 6.11 (Réciproque partielle de la convergence dominée)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +oo, (f,;),eny C LP et f € LP. On suppose que f, — f dans L? quand
n — +oo. Alors il existe une sous-suite (f,, )ren telle que :

— fu, — f p-p. lorsque k — +oo,

— 1 Fe L telle que |f,, | < F p.p., pour tout k € N .

DEMONSTRATION — Comme dans le cas p = 1, Ce théoreme est une conséquence de la proposition suivante sur les
séries absolument convergentes. ]

Proposition 6.12 (Séries absolument convergentes dans L)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +oo et (f,),en C LP.

On suppose que Z||fn||p < +o0. Alors :
neN
1. Y 5 fu(x)] < +00 pour presque tout x € E. On pose f(x) =Y % fu(x) (la fonction f est donc définie p.p.).
2. f € LP (au sens “il existe g € LP telle que f = g p.p.”).
3. Y i_o filx) = f p.p. et dans LP, lorsque n — +oo. De plus, il existe F € LP telle que |} }_ fi(x)| < F p.p., pour
tout n € N.

DEMONSTRATION —  Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f;;, encore noté f,,.

On pose, pour tout x € E, g,,(x) = ZZ:O | fi(x)|. On a (g,)nen C M. Comme la suite est croissante, il existe F € M.,

telle que g, T F, quand n — +o0. On a donc aussi g,ﬁ T FP quand 1 — +oo et le théoréme de convergence monotone
donne

jgﬁdm - Jdem, quand 7 — +oo. (6.5)
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On remarque maintenant que ||g,[l, <2 ¢_ o llfill, < Z;:E) llfkllp = A < +co. Donc ||g,,||5 < AP pour tout 1 € N et (6.5)
donne alors

jdem < AP < +oo. (6.6)

L’inégalité (6.6) donne que F < +oco p.p.. Il existe donc B € T tel que m(B) = 0 et F(x) < +oo pour tout x € B. Pour tout
x € B, la série de terme général f,(x) est donc absolument convergente dans R. Elle est donc convergente dans R et on
peut définir, pour tout x € B¢, f(x) € R par

+00 n
f0=) filtx)= lim ) filx)
k=0 k=0

La fonction f n’est pas forcément dans M, mais elle est m-mesurable (voir la définition 4.13 page 82), il existe donc
g € Mtelle que f = g p.p.. Puis, comme |g| < F p.p. (car |Z;<l:0 fr(x)| < gy <Fpp.et ZZ:O fr(x) > g p.p.) on a,
grice a (6.6), g € LP, ce qui donne bien f € LP (au sens “il existe g € LP telle que f = g p.p.”)

Enfin, pour montrer le dernier item de la proposition, il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée dans
LPcar ) ! fk(x) = f p.p.et, pourtout n € N, | 1)/ fi(x)| < g, < F p.p. avec Idem < +00. On obtient bien que
Yo fk(x) = f dans LP. L]

Toute série absolument convergente de L? est donc convergente dans LP. On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 6.13 (L’espace LP est complet) Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oco. L’espace vectoriel
normé (L, ||.||,) est complet.

On peut maintenant se demander si les espaces LP sont des espaces de Hilbert. Ceci est vrai pour p = 2, et, en
général, faux pour p # 2 (voir a ce propos I’exercice 6.36). Le cas de L? sera étudié en détail dans la section 6.2.
En général, les espaces L?, avec 1 < p < +o0, autres que L? ne sont pas des espaces de Hilbert, mais nous verrons
ultérieurement (section 6.3) que ce sont des espaces de Banach réflexifs (c’est-a-dire que I’injection canonique
entre I’espace et son bi-dual est une bijection, voir Définition 6.72). Les espaces L! et L® (que nous verrons au
paragraphe suivant) sont des espaces de Banach non réflexifs (sauf cas particuliers).

Remarque 6.14 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +co. On peut aussi définir Lfé(E, T, m) et L%N(E,
T, m) (avec N > 1) comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach
(complexes ou réels). Le cas L(ZC(E, T, m) est particulierement intéressant. Il sera muni d’une structure hilbertienne
(voir le théoreme 6.35).

6.1.2 L’espace L™

Définition 6.15 (L’espace L) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f une fonction mesurable (de E dans R) ;

1. on dit que f est essentiellement bornée, ou encore que f € L® = L' (E, T, m) s’il existe C € R, tel que |f| < C
p-p-;

2.s5i f € L%, on pose ||f|lo =Inf{Ce R, ; |f| < Cp.p.},

3.si f & L%, on pose ||f||oo = +00.
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Remarque 6.16 (Rappels sur la définition de I’inf) Soit A C R, A = 0. On rappelle que A est borné inférieurement
s’il existe un minorant de A, ¢’est-a-dire s’il existe a € R tel que x > o pour tout x € A. Si A est borné inférieurement,
on définit la borne inférieure de A comme le plus grand des minorants : X = inf{A} = max{a; o < x pour tout x € A}.
Si A n’est pas borné inférieurement, on pose inf A = —co. Dans les manipulations sur les inf (et sur les sup) il est
utile de connaitre le résultat suivant :

x =infA = 3(x,) ey C A;x,, L X quand 1 — +oo.

Ceci se démontre tres facilement en distinguant deux cas :

1. Si A est non borné inférieurement, alors, pour tout n € N, il existe y,, € A tel que v, < —n. En choisissant x¢ =
et, par récurrence, x,, = min(x,_1,9,), on a donc x,, | —co =inf A.

2. Si A est borné inférieurement, soit X = inf A. Alors, X + % n’est pas un minorant de A et donc, pour n € N*,

il existe vy, € Atel que x <y, <x+ % En choisissant xy = g, et, par récurrence, x,, = min(x,_,7,), on a

clairement : x,, | X lorsque 1 — +o0.

Le petit lemme suivant (dont la démonstration est immédiate en écrivant la définition de ||f/|, voir ’exercice
corrigé 4.36) est parfois bien utile.
Lemme 6.17 Si f € £, alors |f| <||f|lco P-P--

La démonstration de ce lemme fait 1’objet de 1’exercice corrigé 4.36.
On a égalité entre le sup essentiel et le sup pour les fonctions continues :

Proposition 6.18 Si (E, T,m) = (R, B(R), A) et f € C(R,R), alors
f 1l =suplf ()] = Iflloo-
xeR

DEMONSTRATION —  On distingue 2 cas :

Cas 1. On suppose ici que |f| est non bornée, c’est-a-dire ||f]|,, = +oco. Soit &« € R,. Comme |f| est non bornée, il existe
x € R t.q. |f(x)| > a. Par continuité de f, il existe alors e > 0 t.q. |f(y)| > a pour tout y € [x — & x + €]. On a donc
{If|>a}D[x—¢x+c¢e]etdonc A({|f| > a}) > 2&. Donc, |f| n’est pas inférieure ou égale a a p.p.. Onadonc {Ce R, ;
IfI < Cp.p.} =0, donc||flleo = +o0 =||flly-

Cas 2. On suppose maintenant que ||f ||, < +oo. On a |f(x)| <||f]l, pour tout x € R, donc ||f]leo < IIfl1-

D’autre part, on sait que |f| < ||f|lco p-p-- On a donc A{|f] > ||fllco}) = 0. Or {|f| > ||fllco} est ouvert (car f est continue),
c’est donc un ouvert de mesure nulle, on a donc {|f| > ||f ||} = @ (la mesure de Lebesgue d’un ouvert non vide est
toujours strictement positive), ce qui prouve |f (x)| < ||f]leo pour tout x € R et donc || f]l;, < [|flo-

On obtient bien finalement ||f||;, = || flco- [

Définition 6.19 Soient (E, T, m) un espace mesuré et L> = L (E, T, m).

1. On définit L = L (E, T, m) comme [’ensemble des classes d’équivalence sur L= pour la relation d’équivalence
“=p.p.”.

2. Soit F € L. On pose ||F|lo = |flle avec f € F, de sorte que F = {g € L= ; ¢ = f p.p.}. (Cette définition est
cohérente car ||f||., ne dépend pas du choix de f dans F.)

Proposition 6.20 Soient (E, T, m) un espace mesuré, L = E]‘f{f(E, T,m) et L™ = L]‘I’g(E, T, m). Alors :
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1. L= est un espace vectoriel sur R et I'application définie de L dans R par f v ||f||s, est une semi—norme sur
£OO

2. L™ est un espace vectoriel sur R et I’application définie de L*° dans R par f — ||f||e est une norme sur L*.
L est donc un espace espace vectoriel normé (réel).

DEMONSTRATION — 1.  —Sia€eRet f € L%, ilestclair que af € L etque ||of|loo = ||| fllco-
— Soit f,g € L. Comme |f| < ||fllco p-p- €t Ig| < |Igllco P-p-» on montre facilement que |f + g| < |f]+]g| <
lIflleo + lIgllco P-p-» ce qui prouve que (f +g) € L et que [|f +gllco <IIflloo +[I8lloo-
On a bien montré que £ est un espace vectoriel sur R et comme ||f||o, € R, pour tout f € £, I’application
f = |Iflloo est bien une semi—norme sur L.

2. la structure vectorielle de L™ s’obtient comme celle de L? (p < +o0) et le fait que f +— ||f]|oo Soit une norme découle
du fait que
f=0pp. & |lfllo =0.

Proposition 6.21 Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace Ly (E, T, m) est un espace de Banach (réel), c’est-a-dire
un e.v.n. complet.

DEMONSTRATION —  On sait déja que L est un e.v.n.. Le fait qu’il soit complet est la conséquence du fait que toute
série absolument convergente dans L™ est convergente dans L, ce qui est une conséquence de la proposition suivante
sur les séries absolument convergentes. ]

Proposition 6.22 (Séries absolument convergentes dans L*°) Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,),en C
LY (E, T, m). On suppose que ) ;%) || fulleo < +00. Alors :
1. Il existe C e R, t.q., pour tout n €N, Y i, |fyl <C p.p..

2. La série de terme général f,(x) est, pour presque tout x € E, absolument convergente dans R. On définit, pour
presque tout x, f(x) =Y "% fu(x).
3. Ona f € L™ (au sens “il existe g € L t.q. f =g p.p.) et || Li_o f = fllo = 0 lorsque n — +co.

DEMONSTRATION —  Pour chaque # € N, on choisit un représentant de f;,, encore noté f,,. Comme |f;| < ||f;llco P-P-»
il existe A, € T t.q. m(A,) = 0 et || < ||fullco sur A%. On pose A = [J,,eny Ay € T. On a m(A) = 0 (par ¢-sous
additivité de m) et, pour tout n € N et x € A, | £, (x)| < || fulloo-

Pour tout x € A¢, on a donc
n n (o)
Y 1l <Y Mfelleo < Y Ilfilloo = C < c0. ©67)
k=0 k=0 k=0

Comme m(A) = 0, ceci montre le premier item.

Pour tout x € A€, la série de terme général f;(x) est absolument convergente dans R, donc convergente. On pose donc

+00 n
f@)=) flx)= lim ) fi(x)eR,
k=0 k=0

n—+oo

f est donc définie p.p., elle est m-mesurable (voir la définition 4.13) car limite p.p. de fonctions mesurables. Il existe
donc g e M t.q. f = g p.p.et(6.7) donne |g| < C p.p.. On a donc g € L= et donc f € L™ (au sens “il existe g € L= t.q.
f=gpp?.

140



Il reste a montrer que } /' fx — f dans L*.

On remarque que, pour tout x € A€,

) A@-f@I=1 ) @< YIRS ) lfidlo—0,
k=0

k=n+1 k=n+1 k=n+1
quand 1 — +oco. Comme m(A) = 0, on en déduit

n n (o]
1Y fe-Flo<supl) fi)=fI< Y lfilloo — 0, quand 1 — +co.
k=0 XEA® k=0 k=n+1
etdonc 7' fx — f dans L, quand 1 — +co. [

La proposition 6.22 permet de montrer que L™ est complet (théoreme 6.21). Elle permet aussi de montrer ce que
nous avons appelé précédemment (dans le cas p < oo) réciproque partielle du théoreme de convergence dominée.
Il est important par contre de savoir que le théoréeme de convergence dominée peut étre faux dans L>, comme le
montre la remarque suivante.

Remarque 6.23 (Sur la convergence dominée) Le résultat de convergence dominée qu’on a démontré pour les
suites de fonctions de L”, 1 < p < +o0, est faux pour les suites de fonctions de L*. Il suffit pour s’en convaincre de
considérer I’exemple suivant : (E, T, m) = ([0,1], B([0,1]), A), f,, = 1jg,1}, pour 7 € N*. On a bien

(fa)nenw € LR ([0,1], B([0,1]), A), f,, — O p.p. quand 1 — +oo,
fu < 1j0,1] p-p., pour tout n € N*, 1/ 17 € Lg'([0,1], B([0, 1]), V).

Pourtant, ||f,|l.o = 1 /> 0, quand n — +c0.

Par contre, le résultat de réciproque partielle de la convergence dominée est vrai, comme conséquence du résultat
que toute suite absolument convergente dans L est convergente (dans L, proposition 6.22). La démonstration est
similaire a la démonstration du théoreme 4.49.

Remarque 6.24 Soit (E, T, m) un espace mesuré. On peut aussi définir L' (E, T, m) et L\ (E, T, m) (avec N > 1)
comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach (complexe ou réels).

6.1.3 Quelques propriétés des espaces L”,1 < p < +o0
Proposition 6.25 (Comparaison entre les espaces L”) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, i.e. m(E) < +oo.
Soient p,q € R, tels que 1 < p < q < +o0. Alors, L%(E, T,m)C L%(E, T, m). De plus, il existe C, ne dépendant que

de p,q et m(E), tel que ||f|l, < Cl|f|l; pour tout f € L]%(E, T, m) (ceci montre que l’injection de 19 dans LP est
continue).

DEMONSTRATION —  On distingue les cas g < oo et g = oo.
Cas g < o0. On suppose icique 1 < p < g < +oo.

Soit f € L9. On choisit un représentant de f, encore noté f. Pour tout x € E, on a |f (x)[P < |f(x)|7si|f(x)|>1.Ona
donc |f (x)|P <|f(x)|1 + 1, pour tout x € E. Ce qui donne, par monotonie de I'intégrale,

j|f|pdm$m(E)+j|f|qdm<m, (6.8)
et donc que f € LP. On a ainsi montré L9 C LP.

On veut montrer maintenant qu’il existe C, ne dépendant que de p, g et m(E), t.q., pour tout f € L]%(E, T, m),

If1lp < Clifllg- (6.9)
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1
En utilisant (6.8), on remarque que (6.9) est vraie avec C = (m(E) +1)?, si ||f||q = 1. Ceci est suffisant pour dire que
1
(6.9) est vraie avec C = (m(E)+ 1)? pour tout f € L. En effet, (6.9) est trivialement vraie pour lIf1l; =0 (car on a alors
f=0pp.et ”f”p = 0). Puis, si ”f”q >0, on pose f| = ”],L” de sorte que ”leq = 1. On peut donc utiliser (6.9) avec f;.
q
: 1 _ . .
On obtient W”fnp =If1lly < C, ce qui donne bien ||f|, < Cl|fll-

On a donc montré (6.9) avec un C ne dépendant que p et m(E) (et non de g). Toutefois, le meilleur C possible dans (6.9)
dépend de p, g et m(E). Ce meilleur C peut étre obtenu en utilisant ’inégalité de Holder généralisée (proposition 6.26).

1.1
Elle donne | f||, < Cl|fll; avec C = (m(E))? 4 (voir la remarque 6.27).

Cas g = co. On suppose ici que 1 < p <g = +co.

Soit f € L*. On choisit un représentant de f, encore noté f. On a |f| <||f|lc p-p.- On en déduit |f|P < ||f||€o p.p- et
donc

jlfl”dms m(ENIFIL < oo,

1
Ce qui donne f € LP et ”f”p < Cllflleo avec C = (m(E))?.

=

1
On voit ici qu’on a obtenu le meilleur C possible (si m(E) > 0) car ||f]l, = (m(E))? = (m(E))? ||fllo si f = 1g.
L]

Proposition 6.26 (Inégalité de Holder généralisée) Soient (E, T, m) un espace mesuré et p,q,r € [1,+o0] tels que
1 1 1

—+— =~ Soient f € LL(E, T, m) et g € LL(E, T, m). Alors, fg € LL(E, T, m) et

p q

gl <1 fllpllglly- (6.10)

DEMONSTRATION — Comme d’habitude, on confond un élément de L (s = p, g ou r) avec un de ses représentants.
On travaille donc avec £° au lieu de L°. On suppose donc que f € LP et g € L1 et on veut montrer que fg € L et que
(6.10) est vraie. On remarque d’abord que f g € M.

Ici encore, on distingue plusieurs cas.
Cas 1. On suppose ici 1 < p,q,r < co.
ror_

P 4
(au lieu de p, ¢). Il donne que f1 g1 € £l et

On pose f1 = |f|" et g1 = |g|" de sorte que f] € L et Q] € £}, Comme

6.5 (donnant I’inégalité de Holder) avec f1, g1 (aulieu de f, g) et g, %
181l <lifilleligilla. Onen déduit que fg € L” et

[vrstram<[17pam [ 1gnamy,

1, on peut appliquer le lemme

ce qui donne (6.10)

Cas 2. On suppose icig =co et r = p < co.
Comme |g] < [lglleo P-p-» On a |fglP < |fIPligli& p-p. et donc

[irspam<igit. [ irpam,
ce qui donne f g € LP et (6.10).

Cas 3. On suppose ici p =g =1 = oo.

Comme || < [flleo p-p- et [g] <lglleo P-p-~ on a |£g] < [Ifllcollgllco P-p- cc qui donne fg € £ et (6.10).  m
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Remarque 6.27

1. Par une récurrence facile sur n € N*, on peut encore généraliser la proposition 6.26. Soient (E, T, m) un espace

mesuré, py,...,p, € [1,00] et r € [1,00] t.q. % =), p%_. Pour tout i € {1,...,n}, soit f; € L%(E,T,m). Alors,

[T fi € Lp(E, T, m) et I fill, <TTZ il
2. L’inégalité (6.10) permet aussi de trouver le meilleur C possible dans la proposition 6.25 (Inégalité (6.9)) :
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. Soient p,g € R, tels que 1 < p < g < +oo. Soit f € L?R(E, T, m). Comme
=1

1<p<g<oo,ilexiste r € 1,00 t.q. 117 =5+ % On peut alors utiliser la proposition 6.26 avec f € L7et lg e L".

1_1
Elle donne que f € L? et ||f||, < C||fll, avec C = (m(E))?" 4. Cette valeur de C est la meilleure possible (si
1_1
m(E) > 0) dans (6.9) car si f = 1g on obtient ||f]|, < (m(E))? 9||f|l,.

Remarque 6.28 Les espaces L?,p €]0, 1[ (que I’on peut définir comme dans le cas 1 < p < co0) sont des espaces

vectoriels, mais I’application f (J.| fIPd m)p n’est pas une norme sur L7 si p €]0, 1] (sauf cas particulier).

Remarque 6.29 Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f € M(E,T). L'ensemble J = {p € [1,+o0], f € LP} est un
intervalle de [1, +oo]. L’ application définie de J dans R, par p - ||f]| p €st continue, voir & ce propos I’exercice 4.36,
et dans le cas particulier des fonctions continues a support compact, I’exercice 6.10. En particulier, lorsque p €],
p — +ooonalfll, = [|flle- On en déduit le résultat suivant : s’il existe pg < +oo tel que f € LP pour tout p tel
que pg < p < +oo, et s’il existe C t.q. [|f||, < C, pour tout p € [py, +ool, alors f € L et ||f]le, < C.

6.2 Analyse hilbertienne et espace 1>

6.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 6.30 (Produit scalaire)
1. Soit H un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur H une application de H x H — R, notée (- | -)
ou (-| )y t.q.
(ps1) (u | u) > 0 pour tout u € H\ {0},
(ps2) (u | v) = (v | u) pour tout u,v € H,
(ps3) u > (u | v) est une application linéaire de H dans R, pour tout v € H.

2. Soit H un espace vectoriel sur C. On appelle produit scalaire sur H une application de H x H — C, notée (- | -)
ou (- | -)y telle que
(ps1) (u | u) € R pour tout u € H\ {0},

(ps2) (u | u) = (v | u) pour tout u,v € H,

(ps3) u > (u | v) est une application linéaire de H dans R, pour tout v € H.

Remarque 6.31 (Exemple fondamental) Soit (E, T, ) un espace mesuré.
1. On prend H = Lé(E, T, m). Hestun e.v. sur R. On rappelle que f g € LﬁQ(E, T,m)sif,ge L]ﬁ(E, T, m) (lemme
6.5 pour p = g = 2). L’application (f, g) — Jfgdm est un produit scalaire sur H.
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2.0n prend H = L(%:(E, T, m) (voir le théoréme 6.35 ci aprés). H est un e.v. sur C. En utilisant le lemme 6.5,
on montre facilement que fg € L%:(E, T,m)sif,g € Lé(E, T, m) (lemme 6.5 pour p = q = 2). L’application
(f,9) f fgdm est un produit scalaire sur H.

Proposition 6.32 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

1. Soit H un e.v. sur R muni d’un produit scalaire, noté (- | -). Alors :
(u|v)? < (u|u)(v|v), pourtout u,v € H. (6.11)

De plus, (1| v)? = (u| u)(v | v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

2. Soit H un e.v. sur C muni d’un produit scalaire, noté (- | -). Alors :
(| v))> < (u | u)(v|v), pour tout u,v € H. (6.12)
De plus, (1 | v))? = (u | u)(v | v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

DEMONSTRATION —

1. On suppose ici K = R. Soit #,v € H. Pour a € R, on pose
pla)=(u+av| u+av)=(v|v)a® +2a(u | v)+ (1| u).
Comme p(a) > 0 pour tout « € R, on doit avoir A = (u | v)2 — (u | u)(v | v) < 0, ce qui donne (6.11).
On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.11).
Siu =0o0uv=0,on aégalité dans (6.11) (et u et v sont colinéaires).

Siu=0etv=0,onaégalité dans (6.11) (c’est-a-dire A = 0) si et seulement s’il existe o € R tel que p(ar) =0.On a
donc égalité dans (6.11) si et seulement s’il existe « € R t.q. u = —av. On en déduit bien que (u | v)% = (u | u)(v | v)
si et seulement si u et v sont colinéaires.
2. On suppose maintenant K = C. Soient u,v € H. Pour a € C on pose
pla)=(u+av|u+av)=aa(v|v)+a(v|u)+o(u|v)+(ulu).

On choisit de prendre a = p(u | v) avec p € R. On pose donc, pour tout f € R,

@(B) = p(Blu | v)) = BI(u | 0)* (v [ v) + 2BI(u [ )] + (1 | u).
Ici encore, comme @(B) € R, pour tout f € R, on doit avoir A = |(u | V)%= (u | v)]2(v | v)(u | u) < 0, ce qui donne
(6.12).
On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.12)
Siu =0ouv =0, on a égalité¢ dans (6.12) (et u et v sont colinéaires).

On suppose maintenant u = 0 et v = 0. On remarque d’abord que, si (# | v) = 0, on n’a pas égalité dans (6.12) et u et
v ne sont pas colinéaires. On suppose donc maintenant que (u | v) # 0. On a alors égalité dans (6.12) si et seulement
si A = 0 et donc si et seulement s’il existe p € R tel qu () = 0. Donc, on a égalité dans (6.12) si et seulement s’il
existe p € R tel que u = —f(u | v)v, et donc si et seulement s’il existe o € C tel que u = —av.

Finalement, on en déduit bien que |(u | v)|2 = (u | u)(v | v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

Proposition 6.33 (Norme induite par un produit scalaire) Soit H un e.v. sur K, avec K = R ou K = C, muni
d’un produit scalaire, noté (- | -). Pour tout u € H, on pose ||u||lg = /(1 | u). Alors, || - ||y est une norme sur H. On
U’appelle norme induite par le produit scalaire (- | -).

DEMONSTRATION —
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— Tl est clair que ||u||g € Ry pour tout u € H et que
lulg=0e (u|u)=0< u=0.

— On a bien ||au|lg = |alllu||g pour tout o € K et tout u € H.

— Enfin, pour montrer I’inégalité triangulaire, soit u,v € H. On a ||lu + v||%I =(u+v|u+v)=(u|u)+(v|
v)+ (u | v)+ (v | u). Comme, par (6.11) ou (6.12), |(u | v)| < W\W = |lullgllvllg, on en déduit
llu + vII; < (llullgz + IIvllg)?. Don,

o + vl < llullyg + llvllg- -

Définition 6.34 (Espace de Hilbert)

1. Un espace préhilbertien (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C) normé dont la norme est
induite par un produit scalaire.

2. Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C) normé complet dont la norme
est induite par un produit scalaire. C’est donc un espace de Banach dont la norme est induite par un produit
scalaire.

Théoréme 6.35 (L’espace L?) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. L’espace L]ﬁ(E, T, m), muni de la norme || - |5, est un espace de Hilbert (réel) et le produit scalaire associé a la
norme est défini par :

<be=J}gdm

2(a) Soit f une application mesurable de E dans C (donc |f| € M, ). On dit que f € £(2C(E, T,m) si |f|?> € E%&(E,
T, m). Pour f € l:é(E, T, m), on pose ||fl, = VIIIfI12li. Alors, Lé(E, T, m) est un espace vectoriel sur C et
f = |Ifll, est une semi—norme sur £é(E, T, m).

“«

(b) On appelle Lé(E, T, m) I’espace K(ZC(E, T, m) quotienté par la relation d’équivalence “= p.p.”. Pour F €
Lé(E, T,m), on pose ||F||, = ||f|l> avec f € F (noter que ||f||, ne dépend pas du choix de f dans F). Alors

Lé(E, T, m), muni de || - ||,, est un espace de Banach (complexe).

(c) L’espace Lé(E, T, m), muni de la norme ||-||,, est un espace de Hilbert (complexe) et le produit scalaire associé
a la norme est défini par :

(fwb=J7§dm

DEMONSTRATION — 1. On sait déja que LI%R(E, T, m), muni de la norme || - ||, est un espace de Banach (réel). Le
lemme 6.5 pour p = q = 2 donne que fg € L%(E, T,m)sif,ge L]%g(E, T, m). On peut donc poser (f | g)2 = Jfgdm.
1l est facile de voir que (- | -) est un produit scalaire et que la norme induite par ce produit scalaire est bien la norme
Il-1l2-

2. Soit f : E — C mesurable. On rappelle (section 4.10) que les fonctions Re(f) et Im(f) sont mesurables de E dans
R (i.e. appartiennent a M). On a donc bien |f| € M, et |f|2 = (Rz(f))2 + (Im(f))2 e M,.
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Comme [f|> = (Re(f))? + (Im(f))?> € M,, on remarque aussi que f € £(2C(E,T,m) si et seulement si Re(f),
Im(f)e Eﬁ(E, T, m). Comme Eé(E, T, m) est un e.v. (sur R), il est alors immédiat de voir que K(%(E, T, m) est un
e.v. sur C.

On quotiente maintenant Lé(E, T, m) par la relation “= p.p.”. On obtient ainsi 1’espace Lé(E, T, m) que I’on munit

facilement d’une structure vectorielle sur C. L’espace L(ZC(E, T, m) est donc un e.v. sur C.

En utilisant le lemme 6.5, on montre facilement que fg € L(lc(E, T,m)sif,ge€ Lé(E, T, m) (on utilise le fait que les
parties réelles et imaginaires de f et g sont dans LI%{(E, T, m)). On peut donc poser (f | )2 = Ifgdm. 11 est aussi
facile de voir que (- | -), est alors un produit scalaire sur Lé(E, T, m) et que la norme induite par ce produit scalaire
est justement || - || (car |f|2 = ff etdonc fffdm = ||f||%). On a, en particulier, ainsi montré que f — ||f|| est bien
une norme sur Lﬁ(E, T, m). On en déduit aussi que f + ||f|| est une semi—norme sur Eﬁ(E, T, m).

On a montré que I’espace Lé(E, T, m), muni de la norme || - ||, est un espace préhilbertien. il reste & montrer qu’il est
complet (pour la norme ||-||). Ceci est facile. En effet, ||f||§ = ||Rz(f)||% +||Im(f)||% pour tout f € L(ZC(E, T, m). Donc,
une suite (fy;)peN C L(%(E, T, m) est de Cauchy si et seulement si les suites (Re(f;;))nen et (Im(f;;))en sont de
Cauchy dans LI%R(E, T, m) et cette méme suite converge dans Lé(E, T, m) si et seulement si les suites (Re(f;))nen et

(T ( fn)),lqu convergent dans Lé(E, T, m). Le fait que Lé(E, T, m) soit complet découle alors du fait que L]ﬁ(E, T, m)
est complet.

Remarquons que dans le cas p = g = 2, I’'inégalité de Holder est en fait I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 6.36 (Continuité du produit scalaire)
Soit H un Banach réel ou complexe. Soient (u,,),eny CH, (v,,)neny C H et u,v € H tels que u,, — u et v,, — v dans
H, quand n — +oo. Alors, (1, | v,) — (1 | v) quand n — +oo.

DEMONSTRATION — Il suffit de remarquer que, grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalités (6.11) et (6.12)),
ona:
Gy [ o) = (u | V) < (g [ vn) = (uy | 0)] + (1t | 0) = (| )]
<llunllllvy = vl + lluy, — ullllv]l.
On conclut en utilisant le fait que u;,, — u, v;; — v et en remarquant que la suite (u,,),cN est bornée car convergente.
[

Définition 6.37 (Dual d’un espace de Banach) Soit H un Banach réel ou complexe. On note H” (ou £(H, K))
I’ensemble des applications linéaires continues de H dans K (avec K = R pour un Banach réel et K = C pour un

Banach complexe). Si T € H’, on pose
T (u)l
Tl = sup =
ueH\{0} llell
On rappelle que || - || est bien une norme sur H” et que H’, muni de cette norme, est aussi un espace de Banach
(sur K).

Enfin, si T € H et u € H, on a [T (u)| < || Tl|lgllullg.

Remarque 6.38 Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose ¢, (1) = (u | v) pour tout
u € H. Grice a 'inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.11) ou (6.12)), on voit que @, € H’ et ||@, |l < |[v|[g- II est
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facile alors de voir que ||, ||l = |[v||g. Ceci montre que v — ¢, est une application injective de H dans H’. le
théoreme de représentation de Riesz (théoréeme 6.56), fondamental, montrera que cette application est surjective.

Proposition 6.39
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Alors, pour tout u,v € H On a

2 2 2 2
llu + vl +[lu = vl = 2llullg + 2lvllE. (6.13)
Cette identité s’appelle identité du parallélogramme.

DEMONSTRATION — 11 suffit d’écrire ||u + vll%{ +||lu - leI%I =(u+v|u+v)+(u—v|u-v)etde développer les
produits scalaires. ]

Remarque 6.40

1. On peut se demander si deux produits scalaires (sur un méme espace vectoriel) peuvent induire la méme
norme. La réponse est non. En effet, le produit scalaire est entierement déterminé par la norme qu’il induit.
Par exemple, dans le cas d’un e.v. réel, si le produit scalaire (- | -) induit la norme || - ||, on a, pour tout u, v,
(1 v) = g1l +vl> [l —v]?).

2. On se donne maintenant un e.v.n. noté H. Comment savoir si la norme est induite ou non par un produit scalaire ?
On peut montrer que la norme est induite par un produit scalaire si et seulement si I’identité du parallélogramme
(6.13) est vraie pour tout u,v € H. Ceci est surtout utile pour montrer qu’une norme n’est pas induite par un
produit scalaire (on cherche u, v € H ne vérifiant pas (6.13)).

Définition 6.41 (Orthogonal) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe).
1. Soit u,v € H. On dit que u et v sont orthogonaux (et on note u1v) si (u | v) = 0.
2. Soit A C H. On appelle orthogonal de A I’ensemble A+ = {u € H; (u | v) = 0 pour tout v € A}.

Proposition 6.42 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et A C H. Alors :
1. At estun s.e.v. fermé de H,
—1

2.At=A",
3. A C (A1)t (que 'on note aussi A++).

DEMONSTRATION — 1. Soit uy,uy € Al et aq,ap € K (K =R ou K = C selon que H est un espace de Hilbert réel
ou complexe). Pour tout v € A, on a (o uq + apuy | v) = aq (ug | v) + ap(up | v) = 0. Donc, ag ug + apuy € AL, ce
qui montre que AL est un s.e.v. de H.

Soit (t,)yeN C A+ telle que u,, — u dans H, quand 1 — +o0. L’application w — (w | v) est continue de H dans K
(voir la remarque (6.38)) pour tout v € H. Soit v € A, de (u, | v) = 0 on déduit donc que (u | v) = 0. Ce qui montre
que u € AL et donc que AL est fermé.

- —-L
2. —CommeACA,onaA” CA*L
. . —L
— Soit maintenant u € AL. On veut montrer que u € A™.

Soit v € A, il existe (v;,)en C A t.q. v, — v dans H quand # — +oco. Comme (1 | v,,) = 0 pour tout 1 € N, on
en déduit, par continuité de w — (u | w), que (1 |v) = 0. Donc u € XJ', ce qui donne AL C At

. . . —1
Finalement, on a bien montré AL = A™.
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3. Soitv € A. Ona (u | v) = 0 pour tout u € AL, donc (v | u) = 0 pour tout u € AL, ce qui donne v € (AL)+

Remarque 6.43 Dans le dernier item de la proposition précédente, on peut se demander si A = A+, On montrera,
dans la section suivante que ceci est vrai si A est s.e.v. fermé (ce qui est aussi une condition nécessaire).

On termine cette section avec le théoréme de Pythagore.

Théoréme 6.44 (Pythagore) Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et uy,...,u, € H tels que (u; |

uj)=0sii=#j. Alors :
n n
1Y il =Ml (6.14)
i=1 i=1

DEMONSTRATION — La démonstration de ce résultat est immédiate, par récurrence sur n. L’égalité (6.14) est vraie pour
n=1 (et tout u; € H). Soit n € N. On suppose que (6.14) est vraie (pour tout uy,...,u, € H). Soit uy,...,u,,1 € H.
On pose y = ):;’:1 u;, de sorte que

n+1

2 2
I uillg =y +upsallig = @ + tper 9+ tpg1)
i=1
=@+ @ upg1) + (ng1 1) + (g | tgr)-

Comme (v | i41) = 0 = (uy41 | v), on en déduit, avec I’hypothese de récurrence, que

n+l1 n+l

2 2
1Y willfy = lwilly
i=1 i=1

6.2.2 Projection sur un convexe fermé non vide

Remarque 6.45 Soit E un ensemble muni d’une distance, notée d (E est alors un espace métrique). Soit A C E. On
pose d(x, A) = inf,c d(x,p). Il n’existe pas toujours de xg € A t.q. d(x,xg) = d(x, A) et, si un tel xg existe, il peut
étre non unique. Par exemple, dans le cas ol A est compact (pour la topologie induite par d), x( existe mais peut
étre non unique.

Dans le cas ot il existe un et un seul xy € A t.q. d(x,x) = d(x, A), xq est appelé projection de x sur A.

L’objectif de cette section est de montrer 1’existence et I’unicité de x( dans le cas ol A est une partie convexe fermée
non vide d’un espace de Hilbert (et d la distance induite par la norme de I’espace de Hilbert).

Définition 6.46 (Partie convexe) Soit E un e.v. sur K, avec K =R ou K = C. Soit C C E. On dit que C est convexe
Si:
uveC tel0,1]=>tu+(l-t)veC
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Théoreme 6.47 (Projection sur un convexe fermé non vide)

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et C C H une partie convexe fermée non vide. Soit x € H. Alors,
il existe un et un seul xo € C t.q. d(x,xq) = d(x,C) = infycc d(x,) (avec d(x,y) = ||x = yl|ln). On note xy = Pc(x).
Pc est donc une application de H dans H (dont I’image est égale a C). On écrit souvent Pcx au lieu de Pc(x).

DEMONSTRATION —  Existence de xg.

On pose d = d(x,C) = infyec d(x,y). Comme C = 0, il existe une suite (y,)yeN C C t.q. d(x, ;) — d quand n — +oo.
On va montrer que (y,,),eN est une suite de Cauchy en utilisant 1’identité du parallélogramme (6.13) (ce qui utilise la
structure hilbertienne de H) et la convexité de C. L’identité du parallélogramme donne

9 = vl = 10 = %) = @ — 2l

= @0 = %) + (W = 2y + 21y = % + 2109 — *lIFy,

et donc

+
v = 9l =~ 222 =l + 2l = iy + 2y = 1y (6.15)

Comme C est convexe, on a W% eCetdoncd < |Iw — x||gz. On déduit alors de (6.15) :

19 = Ymllfy < —4d® + 2llyy = xlIFg + 2y = *lIFy- (6.16)
Comme d(yy,, x) = ||y, — x|l|g — d quand n — +co, on déduit de (6.16) que la suite (v;,),eN est de Cauchy.

Comme H est complet, il existe donc xg € H t.q. v, — xg quand n — +co. Comme C est fermée, on a x € C. Enfin,
comme ||x -y, || — d quand n — +o0, on a, par continuité (dans H) de z — ||z||yg, d(x, xg) = ||[x —x¢llg = d = d(x,C),
ce qui termine la partie existence.

Unicité de x(. Soit y1,9, € C t.q. d(x,y1) = d(x,12) = d(x,C) = d. On utilise encore I’identité du parallélogramme.
Elle donne (voir (6.15)) :

1+
=57 =l + 2llys — iy + 22 - I

lly1 = vallfy = 4|
- —4||3’1+Ty2 — x|+ 4d%

Comme @ €COnadoncd < IIW — x|l et donc ||yy —3/2||12_1 < -4d? +4d? = 0. Donc y; = ;. Ce qui termine
la partie unicité. [

Remarque 6.48 Le théoreme précédent est, en général, faux si on remplace “Hilbert” par “Banach”. Un exemple
de non existence est donné a I’exercice 6.30 (et il est facile de trouver des exemples de non unicité).

On donne maintenant deux caractérisations importantes de la projection. La premiere est valable pour tout convexe
fermé non vide alors que la deuxiéme ne concerne que les s.e.v. fermés.

Proposition 6.49 (Premiere caractérisation de la projection) Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe)
et C C H une partie convexe fermée non vide. Soient x € H et xy € C.

1. On suppose que H est un Hilbert réel. Alors :
xg=Pecx o (x—x¢ | x9—v) >0, pour tout y € C. (6.17)
2. On suppose que H est un Hilbert complexe. Alors :

%9 =Pcx © Re(x—xq | xg —v) = 0, pour tout y € C. (6.18)
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DEMONSTRATION —
Cas d’un Hilbert réel

* Sens (=) On veut montrer que (x—xq | xg—y) > 0, pour tout y € C. Comme x¢ = Pcx, ona ||x—xo||12_I < ||x—z||12_I
pour tout z € C. Soit y € C. On prend z = ty + (1 — t)xq avec t €]0, 1]. Comme C est convexe, on a z € C et donc
2 2
llx = xollgy < llx —zllfy = (x = x0 = t(y —x0) | x —x0 — t(y = x0))
2 2 2
= |lx = xollgy + t71ly — xollgg — 2¢(x = x0 | ¥ — x0)-
On en déduit
2 2
2t(x—x0 |y —x0) = t“|ly — xollgg < 0.
On divise cette inégalité par t (on rappelle que ¢ > 0) pour obtenir
2
2(x=x0 |y —x0) = tlly = xollg <0,
ce qui donne, en faisant tendre f vers 0 :
(x=x0|xp—v)=0.
¢ Sens (<)
> Nodi 2 2
On veut montrer que xo = Pcx, c’est-a-dire [|lx — xg|lf; < [lx - yllf; pour tout y € C.
. 2 2 2 2 2
Soity € C, on a |lx - yllf; = Ilx — xo + xo — yllfy = llx — xollf; + llxo —yllfg + 2(x —x0 [ X0 =) = |lx — xollf; car
2
llxo —pllf; = 0et 2(x—xp | x9 —) 2 0.
Cas d’un Hilbert complexe
La démonstration est trés voisine.
¢ Sens (=)
On veut montrer que Re(x —xq | xg —v) > 0, pour tout y € C.

En reprenant les mémes notations que dans le cas Hilbert réel et en suivant la méme démarche, on obtient :

2 2
llx = xollfy < llx = zllfy = (x —x0 — t(y = x0) | x = x0 — £(y — X))
= llx = xollfy + t2lly = xollfy — 2Re(x = x0 | y - x0).
On en déduit
26 Re(x—xq | y = x0) — Iy = xolly < 0.
On divise cette inégalité par t (on rappelle que t > 0) pour obtenir
2
2Re(x —xq |y —x0) — tlly — xollf; <0,
ce qui donne, en faisant tendre f vers O :
Re(x—xo |x9—v) = 0.
¢ Sens (<)

On veut montrer que xg = Pcx, ¢’est-a-dire ||x — x0||12{ <|lx- y||12{ pour tout y € C.
Soity € C, on a ||lx —yll; = llx — xo +x0 — yllFy = llx = xolI% + lxo — vl + 2Re (x — x| x0 — p) > |lx — x| car
llxxo = ylIZ > 0 et 2Re(x —xg | xg — ) > 0.

Remarque 6.50 On prend comme espace de Hilbert réel H = Lﬂé(E, T,m) (avec E#0)etonprend C={f e H:
f >0 p.p.}. On peut montrer que C est une partie convexe fermée non vide et que Pcf = f* pour tout f € H. Ceci
est fait dans I’exercice 6.29.

Un s.e.v. fermé est, en particulier, un convexe fermé non vide. On peut donc définir la projection sur un s.e.v. fermé.
On donne maintenant une caractérisation de la projection dans ce cas particulier.
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Proposition 6.51 (Deuxiéme caractérisation de la projection) Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe)
et F un s.e.v. fermé de H. Soient x € H et xo € F. Alors :

xg = Ppx & (x—xg) € F-. (6.19)

DEMONSTRATION — Cas d’un Hilbert réel
— Sens (&)
On veut montrer que xo = Ppx. On utilise la premiére caractérisation. Soit y € F. Comme (x — x() € F+, on a
(x—x0 | xg—y) =020 (car xg —y € F). Donc, la proposition 6.49 donne xq = Ppx.
— Sens (=)
On veut montrer que (x —xg) € FL. La premiére caractérisation (proposition 6.49) donne (x —xg | xg—) = 0 pour
tout y € F. Soit z € F. On choisit y = xg + z € F (car F est un s.e.v.) pour obtenir (x—xo |z) <Oety=xg—z€F
pour obtenir (x — xq | z) = 0. On en déduit (x — xq | z) = 0, ce qui donne que (x — x() € FL.
Cas d’un Hilbert complexe
La démonstration est tres voisine.
— Sens (<)
On veut montrer que xo = Ppx. Soit y € F. Comme (x—x() € F,ona (x—xg|xg—y) =0 (carxg—y € F). Ona
donc Re(x —xq | xg —v) = 0. Donc, la proposition 6.49 donne x( = Ppx.
— Sens (=)

On veut montrer que (x — xq) € FL. La premiére caractérisation (proposition 6.49) donne Re(x —xq | xg—) = 0
pour tout y € F. Soit z € F. On choisit y = xg — az € F (car F est un s.e.v.) avec a = (x — xq | z) pour obtenir
Re(x—xq | az) < 0. Mais (x—xp | az) = @(x—xq | z) = [(x —xg | 2)|2. Donc, 0> Re(x —xg | az) = |(x —xq | 2)|2.
On en déduit (x — xq | z) = 0, ce qui donne que (x — xg) € F+.

Définition 6.52 (Projection orthogonale et projecteurs algébriques)

1. Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F C H un s.e.v. fermé de H. L’opérateur Pg s’appelle
projecteur orthogonal sur F. Si u € H, Pru s’appelle la projection orthogonale de u sur F.

2. (Rappel algébrique) Soit E un e.v. sur K (K = R ou K = C). Soient F,G deux s.e.v. de E t.q. E = F® G. Pour
x € E, il existe donc un et un seul couple (y,z) € Fx G t.q. x =y +z. On pose y = Px et donc z = (1-P)x (ot
I est I’application identité). P et 1 — P sont les projecteurs associés a la décomposition E = F® G. Ce sont des
applications linéaires de E dans E. L’image de P est égale a F et 'image de 1 — P est égale a G.

Dans le prochain théoreme, on va comparer la projection orthogonale et des projecteurs algébriques particuliers.

Théoreme 6.53 (Projecteur orthogonal et projecteur algébrique) Soient H un espace de Hilbert (réel ou
complexe) et F un s.e.v. fermé de H. Alors :

1. H=FaoF
2. Py (projecteur orthogonal sur F) est égal au projecteur algébrique sur F associé a la décomposition H = F @ FL.
3. F=F+

151



3. Il reste & montrer que F =

DEMONSTRATION —  On rappelle que I’on a déja vu que F est un s.e.v. fermé.

1. Soit u € H. On a u = (u — Pru) + Pru. La 2eme caractérisation (proposition 6.51) donne (u — Pru) € FL. Comme

Pru € F, on en déduit que H = F + FL.
Soit maintenant u € F N F+. On doit donc avoir (1 | #) = 0, ce qui donne u = 0 et donc F N FL = {0}.

Onadonc H=F@F+L.

2. Soit u € H. Comme u = Ppu + (u — Pru), avec Ppu € F et (u — Pru) € FL, on voit que Pg est égal au projecteur

algébrique sur F associé a la décomposition H = F@ FL. (Noter aussi que (I — Pg) est égal au projecteur algébrique

sur FL associé a la décomposition H=F@F+L))

FLL,

— On a déja vu que F C F++,

— Soit # € F-+. On a u = (u — Ppu) + Pru. La 2eme caractérisation (proposition 6.51) donne (1 — Ppu) € F+
eton a aussi (¢ — Ppu) € FLL car u € FLL et Pru € F  FX+. On a donc (4 — Ppu) € FL N F++ ={0}. Donc
u = Pru € F. On a donc montré que F++ C F.

Finalement, on a bien montré que F = F+L.

Le théoréeme 6.53 a un corollaire tres utile :

Corollaire 6.54 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F un s.e.v. de H. Alors :

F=H o Ft={0).

DEMONSTRATION —  F est un s.e.v. fermé de H. Le théoréme 6.53 donne donc H = F& (F)L. On a déja vu que

(F)+ =FL, on adonc

H=FaF,

d’ou I’on déduit

F=Ho Ft={0).

6.2.3 Théoreme de Représentation de Riesz

Remarque 6.55 On rappelle ici la définition 6.37 et la remarque 6.38. Soit H un Banach réel ou complexe. On
note H’ (ou £L(H, K)) I’ensemble des applications linéaires continues de H dans K (avec K = R pour un Banach
réel et K = C pour un Banach complexe). On rappelle que H* est I’ensemble des applications linéaires de H dans K.
On a donc H” ¢ H*. Si H est de dimension finie, on a H' = H*, mais si H est de dimension infinie, on peut montrer

que H” = H*.
1. Si T € H*, on rappelle que T est continue si seulement s’il existe k € R t.q. |T(u)| < k||u||g, pour tout u € H.
2.Si T eH’, onpose || T = SUP,er\ (o) % On rappelle que || - || est bien une norme sur H’ et que H’, muni

de cette norme, est aussi un espace de Banach (sur K). Noter que H’, muni de cette norme, est un espace de
Banach méme si H est un e.v.n. non complet. Noter aussi que, si T € H et u € H, on a |T(u)| < || T||lgl|ull4.

. On suppose maintenant que H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose ¢, (#) = (1 | v)
pour tout u € H. Grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.11) ou (6.12)), on a |, (#)| < ||u||gllv||g- On a donc
¢, € H' et|l@,|lgr < ||v|lg. En remarquant que ¢, (v) = ||v||%I on montre alors que ||¢,|lg = [|v||g-

On considére maintenant I”application ¢ : H — H’ définie par ¢(v) = ¢,, pour tout v € H.
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- Si K =R, ¢ est une application linéaire de H dans H’ car, pour tout v, w € H tout «, f € R et pour tout
ueH,
(Pav+[3w(u) =(ulav+pw)=a(u|v)+p(u|w) = ap,(u) + B, (1),
ce qui donne @y 4y = APy + Py, L'application ¢ est donc une isométrie (linaire) de H sur Im(¢p) Cc H'.
(En particulier ¢ est donc injective.)

— Si K = C, ¢ est une application anti-linéaire de H dans H’ car, pour tout v, w € H tout o, f € R et pour tout
ueH B B
Pavspw(t) = (u | av +Bw) = a(u | v) + f(u | w) = apy, (1) + PPy, (1),
ce qui donne Qg yp = Py + Ecpw. L application ¢ est donc une isométrie (anti-linéaire) de H sur
Im(¢) C H'. (En particulier ¢ est donc, ici aussi, injective.)

L’ objectif du théoreme de représentation de Riesz (théoreme 6.56) est de montrer que I’application ¢ est surjective,
c¢’est-a-dire que Im(¢p) = H'.

Théoréme 6.56 (Représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Soit T € H'. Alors, il
existe un et un seul élémentv € H tel que

T(u) = (u | v), pour tout u € H. (6.20)

L’application ¢ définie dans la remarque 6.55 est donc surjective (le résultat ci-dessus donne T = @,)).

DEMONSTRATION —
Existence de v On pose F = Ker(T). Comme T est linéaire et continue, F est un s.e.v. fermé de H. Le théoreme 6.53
donne donc H = F@®F-L. On distingue deux cas :

* Cas 1. On suppose ici que T = 0. On a alors F = E et il suffit de prendre v = 0 pour avoir (6.20).

+ Cas 2. On suppose maintenant que T # 0. On a donc F # H et donc FL = {0} (car H = F @ F~). Il existe donc
vo € FL, vy 2 0. Comme vg € F, on a T(vg) = 0.

Pour u € H, on a alors
T(u) T(u)

—u- 6.21
T g Tog) (©20
On remarque que u# — ,;r((;o)) v € F car
T(u) T(u)
T(u—- ——vy)=T(u)- T(vg)=0
Ty "V =T Ty T
Donc, comme vy € FL, ona (u — %vo | vg) = 0 et (6.21) donne
_ T(u) _ T(u)
(u]vo) = (T(VO)VO lvo) = T(VO)(VO [vo),
d’ou I’on déduit T(vo)
vo
T(u) = ———— .
()= oo Tors (w1 0)
_ T(vo) S _ T(w) S — :
On pose v = Twolvo) VO St K=Retv= Twolvg) VO 1 K =C. On abien

T(u) = (u|v), pour tout u € H,

c’est-a-dire T = ¢,, (avec les notations de la remarque 6.55).
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Dans les deux cas on a bien trouvé v € H vérifiant (6.20).

Unicité de v Soient v1,v; € H t.q. T = ¢, = @y, (avec les notations de la remarque 6.55). Comme ¢ est linéaire
(si K =R) ou anti-linéaire (si K = C), on en déduit @y, —y, = ¢y, — @y, = 0. Comme ¢ est une isométrie, on a donc
V1 = v, ce qui donne la partie unicité du théoreme. ]

Remarque 6.57 (Densité du noyau d’une forme linéaire non continue) Soit H un espace de Hilbert (réel ou
complexe). Soit T € H*\ H’. T est donc une application linéaire de H dans K(= R ou C), non continue. On pose
F = Ker(T). La démonstration du théoréme 6.56 permet alors de montrer que F- = {0} et donc F = H (dans un
Hilbert H, le noyau d’une forme linéaire non continue est donc toujours dense dans H). En effet, on raisonne par
I’absurde :

si FL = {0}, il existe vy € F+, vy = 0. le raisonnement fait pour démontrer le théoréme 6.56 donne alors T(u) = (u | v)

pour tout u € H, avec v = %vo siK=Retv = %vo si K = C. On en déduit que T est continu, contrairement

a I’hypothese de départ.

On a donc F+ = {0} et donc F :_FJ- = {0}. On en déduit, comme H = FoF" (par le théoréme 6.53, car F est
toujours un s.e.v. fermé), que H = F.

Remarque 6.58 (Structure hilbertienne de H’) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). On sait déja
que H’ (avec la norme habituelle, voir la remarque 6.55) est un espace de Banach. Le théoréme 6.56 permet aussi
de montrer que H’ est un espace de Hilbert. En effet, en prenant les notations de la remarque 6.55, 1’application
¢ est un isométrie bijective, linéaire ou anti-linéaire de H dans H’. Cela suffit pour montrer que I’identité du
parallélogramme (identité (6.13)) est vraie sur H” et donc que H’ est une espace de Hilbert (voir la remarque 6.40).
Mais on peut méme construire le produit scalaire sur H’ (induisant la norme usuelle de H') :

Soient T;, T, € H'. Par le théoréme 6.56, il existe v, et v, € H tels que Ty = ¢, et T, = ¢,,. On pose (T; | Tp)y =
(vo | 1)y (ol (| -)yg désigne ici le produit scalaire dans H). Il est facile de voir que (- | -)yy est un produit scalaire
sur H’. 11 induit bien la norme usuelle de H’ car (T; | Ty)y = (v1 | v1)g = ||v1||12{ = |lpy, ||2H, = ||T1||12{, car @ est une
isométrie.

6.2.4 Bases hilbertiennes

Soient Eun e.v. sur K, K=R ou C, et B = {e;, i € I} C E une famille d’éléments de E (I’ensemble I est quelconque,
il peut étre fini, dénombrable ou non dénombrable). On rappelle que B = {e;, i € I} C E est une base (algébrique) de
E si B vérifie les deux propriétés suivantes :

1. B est libre, c’est-a-dire :
Yigaie; =0, avec
J 1, card(]) < +c0, = o; = 0 pour tout i € J,
a; € K pour touti €]

2. B est génératrice, c’est-a-dire que pour tout u € E, il existe ] C I, card(]) < +oo, et il existe (a;);ef C K t.q.
U= jeyatie.

En notant vect{e;, i € I} I’espace vectoriel engendré par la famille {e;, i € I}, le fait que B soit génératrice s’écrit

donc : E = vect{e;, i € I}.

On rappelle aussi que tout espace vectoriel admet des bases (algébriques). Cette propriété se démontre a partir de

I’axiome du choix.

Dans le cas d’un espace de Hilbert, on va définir maintenant une nouvelle notion de base : la notion de base
hilbertienne.
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Définition 6.59 (Base hilbertienne) Soient H un espace de Hilbert sur K, K=R ou C, et B={e;, i € I} C H une
famille d’éléments de H (I’ensemble 1 est quelconque). La famille B est une base hilbertienne de H si elle vérifie les
deux propriétés suivantes :

1. (3i|€j)=5i,]-={ (1):3;;;’ pour tout i, € L.

2. vect{e;, i € 1} = H. On rappelle que vect{e;, i € I} = {}_jcya;e;, ] C 1, card(J) < +oo, (a;)iey C K.

Remarque 6.60 Soit H un espace de Hilbert sur K, K =R ou C.

1. Si H est de dimension finie, il existe des bases hilbertiennes (qui sont alors aussi des bases algébriques). Le
cardinal d’une base hilbertienne est alors égal a la dimension de H puisque, par définition, la dimension de H est
égal au cardinal d’une base algébrique (ce cardinal ne dépendant pas de la base choisie). La démonstration de
I’existence de bases hilbertiennes suit celle de la proposition 6.62 (la récurrence dans la construction de la famille
des e, s’arréte pour n = dim(H) — 1, voir la preuve de la proposition 6.62).

2. Si H est de dimension infinie et que H est séparable (voir la définition 6.61), il existe des bases hilbertiennes
dénombrables (voir la proposition 6.62).

3. Si H est de dimension infinie et que H est non séparable, il existe toujours des bases hilbertiennes (ceci se
démontre avec I’axiome du choix), mais elles ne sont plus dénombrables.

Définition 6.61 (Espace séparable) Soit E un e.v.n. sur K, K = R ou C. On dit que E est séparable s’il existe
A CEtq A=E et A au plus dénombrable.

Proposition 6.62 (Existence d’une base hilbertienne) Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, de
dimension infinie. On suppose que H est séparable . Alors, il existe une base hilbertienne B = {e;, i € N} C H de H.

DEMONSTRATION — Comme H est séparable, il existe une famille {f,,, n € N} C H dense dans H, c¢’est-a-dire t.q.
o neN = H.

On va construire, par une récurrence sur #, une famille {e,;, n € N} t.q. :

1. (ey | €yy) = Op,m pour tout n,m € N,

2. {fo,..., fu} C vect{eg,...,e,} pour tout n € N.

On aura alors trouvé une base hilbertienne car on aura f; € vect{e,;, n € N}, pour tout i € N, et donc H = m C

{en, ne N} Cc H, d’ott H = {e,;, n € N}. Avec la propriété (e, | e;;) = 0, pour tout n,m € N, ceci donne bien que
{e;;, n € N} est une base hilbertienne de H.

On construit maintenant la famille {e,;, n € N}.
Construction de e

Soit @(0) = min{i € N; f; = 0} (les f; ne sont pas tous nuls car H = {0}). On prend ¢g = “f"zg:”, de sorte que (eg | eg) = 1
[l

et fo € vect{eg} (car fy =||fplleg, méme si @(0) = 0).
Construction de ¢, |

Soit n € N. On suppose construits eg, ..., e, t.q.

— (ep | em) = dp,m pour tout p,m € {0,...,n},

155



— {fo,---, fp} C vect{eg, ..., e,} pour tout p € {0, ..., n}.
(Ce qui est vérifié pour n = 0 grace a la construction de eg.)
On construit maintenant e, t.q. les deux assertions précédentes soient encore vraies avec 1 + 1 au lieu de n.

Un sous espace vectoriel de dimension finie est toujours fermé, donc vect{ey, ..., e, } = vect{eg, ..., e,}. Si f; € vect{eq,
..., ep} pour tout i € N, on aalors {f;, i € N} C vect{eg, ..., e,} et donc H = vect{f;, i € N} C vect{ey,...,e,} = vect{eg,
..., ex}. Ce qui prouve que H est de dimension finie (et dim(H) = n + 1). Comme H est de dimension infinie, il existe
donc i € Nt.q. f; & vect{ey,...,e,} (dans le cas ou H est dimension finie, la construction de la famille des e, s’arréte
pour n = dim(H) — 1 et on obtient une base hilbertienne avec {eg, ..., e;}). On pose alors @(n+ 1) =min{i e N; f; ¢
vect{eg,...,ey}}. On a donc, en particulier, @(n1+1) > n+1. En prenant &1 = fcp(n+1) _Z?:O aje; avec o = (f(P(”+1) |
e;) pour tout i € {0,...,n}, on remarque que é,,1 = 0 (car f(p(n+1) & vect{eq,...,e,}) et que (&,41 | ¢;) = 0 pour tout

i €{0,...,n}. Il suffit alors de prendre e, 1 = H?Hill pour avoir (ep | ;) = 8, pour tout p,m € {0,...,n + 1}. Enfin, il
n+
est clair que f,,41 € vect{eq,...,ey1} carona f 1 = ||é41llent1 + Z?:O a;je; € vectfeg,...,epr1}si@(n+1)=n+1

et f+1 € vect{eg,..., ey} si@(n+1)>n+1.

On a donc bien trouvé e, ;1 t.q.
— (ep | em) = Op,m pour tout p,m € {0,...,n+1},
- {fo,---, fp} C vect{eg, ..., ep} pour tout p €{0,...,n + 1}.

Ce qui conclut la construction de la famille {e,;, n € N} vérifiant les deux assertions demandées. Comme cela a déja été
dit, la famille {e,;, n € N} est alors une base hilbertienne de H. =

La proposition 6.62 montre donc que tout espace de Hilbert séparable, et de dimension infinie, admet une base
hilbertienne dénombrable. On peut aussi démontrer la réciproque de ce résultat, c’est-a-dire que tout espace de
Hilbert admettant une base hilbertienne dénombrable est séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.28). La
proposition suivante s’adresse donc uniquement aux espaces de Hilbert séparables.

Proposition 6.63 Soient H un espace de Hilbert sur K, K =R ou C. et {e,,, n € N} une base hilbertienne de H
(’espace H est donc séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.28) et, dans ce cas, une telle base existe
d’apres la proposition 6.62). Alors :

1. (Identité de Bessel) ||u||> = ¥ ,.en (14 | €,)|?, pour tout u € H,

2.u =) ,en(ule,)e, pour tout u € H, c’est-a-dire ) ! (u | e;)e; — u dans H, quand n — +oo,

3. soient u € H et (o) ey C K t.q. u = Y oy pey (cest-a-dire ) !, a;e; — u dans H quand n — +o0), alors
a; = (u|e;) pour tout i €N,

4. (identité de Parseval) (u|v) =) ,en(u | e,)(v | e,), pour tout u,v € H.

DEMONSTRATION — Pour n € N, on pose F,, = vect{eg, ..., e,}. F,; est donc un s.e.v. fermé de H (on a dim(F,;) = n+1
et on rappelle qu’un espace de dimension finie est toujours complet, F,, est donc fermé dans H).

On remarque que F,, C F,, 1 pour tout n € N, que |J, ey E; = vect{e;, i € N} et donc que | J,,cn F;, = H (car {e;, i € N}
est une base hilbertienne de H).

Soit u € H. La suite (d(u, F,;)),en est décroissante (car F,, C F,;1), ona donc d(u,F,;) | I quand n — +oo, avec I > 0.
On va montrer que [ = 0. En effet, pour tout € > 0, il existe v € | J,,en Fy tel que d(v,u) < e (car J,,enFy = H); il

existe donc n € N tel que v € F,;. On a alors d(u, F,;) < ¢, ce qui prouve que ! < &. Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a bien
montré que I = 0.

On utilise maintenant le théoréme d’existence et d’unicité de la projection sur un convexe fermé non vide (théoréme 6.47).
Il donne I’existence (et I'unicit€) de uy, = Pg u € B, t.q. d(uy, u) = d(u, F,), pour tout n € N. On a alors u = (u—uy,)+uy
et la deuxieme caractérisation de la projection (proposition 6.51) donne que (1 — u,,) € Fi-. Le théoréme de Pythagore
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(théoréme 6.44) donne enfin que ||u]|? = [[uy]|2 + |1 — 11,]|2. Comme |[s1 — 14| = d (11, 14,) = d (11, F,,) | 0 quand 11 — +oo,
on en déduit que
||un||2 — ||u||2, quand 1 — +oo. (6.22)

Soit n € N. Comme u,, € F, = vect{eq,...,e;}, ona u,, = Z?:o aje; avec a; = (uy, | ej) pour tout i € {0,...,n} (car
(ei | ej) = d;j pour tout i, j). Puis, comme (u —uy) € Fi-, ona (u—u, | e;) = 0 pour tout i € {0,...,n}, d’olt I'on
déduit que o; = (u | e;) pour tout i € {0,...,n}. On a donc montré que u,, = Z?:()(“ | ej)e;, ce qui, avec le théoreme de
Pythagore, donne ||u,||? = Z?:g (1 | ¢;)|?. On obtient donc, avec (6.22) le premier item de la proposition, ¢’est-2-dire
I’identité de Bessel.

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition. En reprenant les notations précédentes, on a, pour u € H,
u = (u—uy)+u, et (u—u,)— 0dans H quand n — +oo (car ||u — u,|| = d(u, F,;)). On a donc u,, — u dans H quand
n — +o0. Ceci donne bien le deuxieéme item de la proposition car on a vu que u, = Z?zo(u | ej)e;.

Pour montrer le troisieme item de la proposition, on suppose que («;);en C K est t.q. Z?:o aje; — u dans H quand
n — +oo. Soit j € N. On remarque que (Z?:O aje; | ej) = Z?:O a;(e; | ej) = aj pour 1 > j. En utilisant la continuité
du produit scalaire par rapport a son premier argument (ce qui est une conséquence simple de 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz), on en déduit (faisant n — +o00) que (u | e]-) = aj, ce qui prouve bien le troisiéme item de la proposition.

Enfin, pour montrer I’identité de Parseval, on utilise la continuité du produit scalaire par rapport a ses deux arguments
(ce qui est aussi une conséquence de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz), c’est-a-dire le fait que

u, — u dans H, quand n — +oo,
= . 2
v, — v dans H, quand n — +oo, (itn | vn) = (1 | v) quand n = o0 (6.23)
Pour u,v € H, on utilise (6.23) avec u,, = Z?:O(u | ej)ej et vy, = ?:O(v | e;)e;. On a bien u,; — u et v, — v (d’apres
le deuxiéme item) et on conclut en remarquant que (uy | v,) = Y1 ;-I:O(u lei)(vlej)eilej) =L q(ule)(v]e)
m

Remarque 6.64 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, séparable et de dimension infinie.

1. Soit {e,;, n € N} une base hilbertienne de H et soit ¢ : N — N bijective. On pose &, = €¢(;). Comme {e;;,
n e N} ={é,, n € N}, la famille {&,,, n € N} est donc aussi une base hilbertienne de H. On peut donc appliquer la
proposition 6.63 avec la famille {e,,, n € N} ou avec la famille {¢,,, n € N}. Le deuxiéme item de la proposition

6.63 donne alors, pour tout u € H,
u= Z(u ley)e, = Z(u | ecp(rl))e‘P(”)‘
neN neN

Ceci montre que la série ), .n(u | €, )e,, est commutativement convergente, c’est-a-dire qu’elle est convergente,
dans H, quel que soit ’ordre dans lequel on prend les termes de la série et la somme de la série ne dépend
pas de I’ordre dans lequel les termes ont été pris. Noter pourtant que cette série peut ne pas étre absolument
convergente. On peut remarquer, pour donner un exemple, que la suite (3} %ei)neN C H est de Cauchy, donc
converge, dans H, quand n — +o0, vers un certain u. Pour cet élément u de H, on a (u | ¢;) = % pour tout
i e N.Lasérie ), n(u | e,)e, est donc commutativement convergente mais n’est pas absolument convergente car
Yoaenllwlenenll =Y hen ﬁ = 400 (voir & ce propos I’exercice 6.26). L’exercice 6.38 complete cet exemple en
construisant une isométrie bijective naturelle entre H et [2.

Par contre, on rappelle que, dans R ou C, une série est commutativement convergente si et seulement si elle est
absolument convergente (voir I’exercice 2.34). On peut d’ailleurs remarquer que la série donnée a I’item 4 de la
proposition 6.63 est commutativement convergente (pour la méme raison que pour la série de I’item 2, donnée
ci-dessus) et est aussi absolument convergente. En effet, pour u,v € H,ona |(u | ¢;)(v | ;)| < |(u | &;)]> +|(v | &;)|?
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pour tout i € N, ce qui montre bien (grice a 1’identité de Bessel) que la série ), .n(u | €,,)(v | €,,) est absolument
convergente (dans K).

2. Soit I un ensemble dénombrable (un exemple intéressant pour la suite est I = Z) et {e;, i € I} C H.
Soit ¢ : N — I bijective. On pose, pour 1 € N, &, = € (,;). On a alors {e;, i € I} = {¢,, n € N}. La famille {e;,
i € I} est donc une base hilbertienne si et seulement si la famille {¢,,, n € N} est une base hilbertienne.

Si la famille {e;, i € I} est une base hilbertienne, on peut donc appliquer la proposition 6.63 avec la famille {¢,,,
n € N}. On obtient, par exemple, que pour tout u € H :

w=) (1] eqin)eqm:

La somme de la série (4 | ep(n))eq(n) ne dépend donc pas du choix de la bijection ¢ entre N et I et il est
alors légitime de la noter simplement ) ;(u | e;)e;. Ceci est détaillé dans la définition 6.65 et permet d’énoncer
la proposition 6.66.

Définition 6.65 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et 1 un ensemble dénombrable. Soit (u;);c; C H.
On dit que la série ) ;.1 u; est commutativement convergente s’il existe u € H t.q., pour tout @ : N — I bijective,

on ait
n

Zu@(p) — u, quand n — +oo.
p=0

On note alors U =) ;cq U;.

Proposition 6.66 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C. Soient 1 dénombrable et {e;, i € 1} une base
hilbertienne de H (I’espace H est donc séparable et de dimension infinie). Alors :

1. (Identité de Bessel) Pour tout u € H, la série Y ;;|(u | ¢;)|* est commutativement convergente et ||u||> = ¥ ;o |(u |
e)l,

2. Pour tout u € H, la série ) _;c1(u | e;)e; est commutativement convergente et u =) ;c1(u | e;)e;,

3. soient u € H et (o) yen C K tels que la série ) ;g oje; est commutativement convergente et u =) ;1 a;e;, alors
a; = (u| e;) pour tout i €1,

4. (identité de Parseval) Pour tous u,v € H, la série ) ;.;(u | e;)(v | e;) est commutativement convergente et

(ulv)=YLialule)w|e).

DEMONSTRATION — La démonstration est immédiate a partir de la proposition 6.63 et de la définition des séries
commutativement convergentes (définition 6.65). Il suffit de remarquer que {ecp(n), n € N} est une base hilbertienne
de H pour toute application ¢ : N — I bijective (et d’appliquer la proposition 6.63), comme cela est indiqué dans la
remarque 6.64 (deuxieme item). ]

La proposition suivante donne une caractérisation tres utile des bases hilbertiennes.

Proposition 6.67 (Caractérisation des bases hilbertiennes) Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe. Soit
le;, i€} CHrgq. (e | ej) = 0; ) pour tout i,j € L. Alors, {e;, i € 1} est une base hilbertienne si et seulement si :

ueH, (ule)=0v¥iel=u=0.
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DEMONSTRATION — On pose F = vect{e;, i € I}. F est s.e.v. de H.

On sait que {e;, i € I} est une base hilbertienne si et seulement si F = H. Or, on a déja vu (proposition 6.54) que
F=H < FL ={0}. Donc, {e;, i € I} est une base hilbertienne si et seulement si

ueH,ueFJ‘:wA:O.

Comme u € F si et seulement si (1 | ¢;) = 0 pour tout i € I, on en déduit que {e;, i € I} est une base hilbertienne si et
seulement si
ueH, (ulej)=0vViel=>u=0.

On donne maintenant un exemple de base hilbertienne, cet exemple donne un résultat de convergence de la série de
Fourier d’une fonction périodique de R dans C.

Pour cet exemple, on prend H = L(zc(]O, 27[, B(]0,2m(), A), ol A désigne la mesure de Lebesgue sur 3(]0, 27¢[). On
rappelle que H est un espace de Hilbert complexe et que le produit scalaire sur H est donné par (f | g), = f fgdh=

21 _
fo f(x)g(x)dx pour f,g € H.
Pour n € Z, on définit e,, € H par (en confondant ¢,, avec son représentant continu) :

e,(x) = L exp(inx), x €]0,2m|. (6.24)

V2r

La convergence dans H de la série de Fourier de f € H est alors donnée par la proposition suivante (noter que cette
proposition ne donne pas de convergence ponctuelle de la série de Fourier, méme si f est continue).

Proposition 6.68 (Séries de Fourier) Soit H = L?C(]O, 2n[, B(]0, 2m[), A). Alors :
1. La famille {e,,, n € Z}, ot e,, est donnée par (6.24), est une base hilbertienne de H.

2. Pour tout f € H, la série ) ,c;(f | e,)2€,, est commutativement convergente et

f=) (flesen.

nez

En particulier, on a

27 n
JO If (x)— Z(f | ep)zep(x)|2dx — 0, quand n — +co.

p=-n

DEMONSTRATION —  Pour démontrer que {e;;, # € Z} est une base hilbertienne, on utilise la proposition 6.67. 11 suffit
donc de montrer :

L. (ey | e1)2 = Oy, pour tout n,m € Z,
2. feH,(fley)r=0VneZ= f=0.

. . P 2 . . . . .
L’assertion 1 est immédiate car (e, | e,,)2 = f * ﬁ exp(i(n —m)x)dx. Ce qui donne bien O sin=met 1 sin=m.

0
Pour montrer 1’assertion 2, soit f € Ht.q. (f | e;)2 = 0 pour tout # € Z. On va montrer que f = 0 (c’est-a-dire f =0
p-p.) en raisonnant en plusieurs étapes.

Etape 1. On note P = vect{e,, n € Z} (P est donc I’ensemble des polyndmes trigonométriques). Par anti—linéarité du
produit scalaire de H par rapport 4 son deuxiéme argument, on a (f | g) = 0 pour tout g € P.

Etape 2. On note C;, = {g € C([0,2m],C); g(0) = g(2m)}. On peut montrer que P est dense dans C, pour la norme de
la convergence uniforme (définie par ||g||, = max{g(x), x € [0,27]}). On admet ce résultat ici (c’est une conséquence
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du théoreme de Stone-Weierstrass). Soit g € Cp, il existe donc (gn)neN € P t.q. g, — g uniformément sur [0, 27]. On a
donc ||g; — gllu = llgn — glleo = 0 quand # — +o0. Comme A([0, 27t]) < 400, on en déduit que ||g, — gll» — 0 quand
n — +oo. (Plus précisément, on a ici || - ||, < V27| - ||o). Comme (f | g,,)2 = O pour tout # € N (par I’étape 1), on en
déduit (avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz) que (f | g)2 = 0. On a donc (f | g); = 0 pour tout g € Cp.

Etape 3. Soit ¢ € C([0, 21|, C). Pour n € N* on définit g;, par :

n(x) = g(x), sixe[% 27,
gn(x) = g(2m) + (g(%)—( m0))(nx), six € [0, 1],
1

de sorte que g, € Cp, (noter que gj, est affine entre 0 et ; et vérifie g,(0) = g(27) et gn( )=8(;)-

Par I’étape 2, on a (f | g,)2 = 0 pour tout n € N*. D’autre part, le théoréme de convergence dominée dans LP donne que
gn — g dans H quand n — +co (noter en effet que g,, — g p.p. et que g,; <|[|gllco € H, pour tout # € N*). On en déduit
donc que (f | g)2 = 0. On adonc (f | g)2 = 0 pour tout g € C([0, 27|, C).

Etape 4. On prend maintenant g € H = Lé(]O,ZT([,B(]O, 27[),A). On définit ¢ de R dans C par ¢ = g sur [0, 27] et
¢ =0sur R\ [0,27]. On obtient ainsi g € Lé(R, B(R), ) (On a, comme d’habitude, confondu un élément de L2 avec

I’un de ses représentants ; et A désigne maintenant la mesure de Lebesgue sur B(R)). On montre dans I’exercice (corrigé)
6.4 que C,(R,R) est dense dans Lﬁ(]&, B(R),A). On en déduit facilement que C.(R, C) est dense dans Lé(R, B(R), ).

1l existe donc (hy,),en C Co(R,C) t.q. hy, — ¢ dans L(zc(R,B(]R), A), quand 1 — +oc0. On en déduit que

27
J‘ [y (x) |2dx<J- [Py, ( | dx — 0, quand n — +o0.
0

En posant g, = (hn)|[0'2n], on a donc g, € C([0,27],C) et g, — g dans H, quand n — +oco. Comme 1’étape 3 donne

(f | g1)2 = 0 pour tout n € N, on en déduit que (f | ) = 0.
Pour conclure, il suffit maintenant de prendre ¢ = f. On obtient (f | /), = 0 et donc f = 0 p.p..

On a bien ainsi montré (grice a la proposition 6.67) que {e;;, n € Z} est une base hilbertienne de H.

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition.

Soit f € H. La proposition 6.66 donne que la série ) ,,c7(f | e,,)2€;, est commutativement convergente et que

f= Z(flen)Zen-

nez
En utilisant la définition 6.65 et la bijection de N dans Z donnée par ¢(0) = 0, et, pour n > 1, @(2n—1) = n, @(2n)
= —n, on a donc, en particulier, Z;-io(f | e@(m))ze(p(m) — f, dans H, quand m — oo. en prenant m = 2n, ceci donne

exactement
n

21
_[0 If (x) - Z (f lep)ep(x)Pdx — 0, quand 1 — +oo.

p=—n

6.3 Dualité dans les espaces L7, 1 <p < o

6.3.1 Dualité pour p =2

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note H = L%((E, T, m), avec K=R ou C.

Soit f € L12<(E, T,m). Onnote ¢y : H — K, I'application définie par ¢(g) = (g | f)2- On a déja vu (remarque 6.38)
que @5 € H’ (dual topologique de H). On remarque aussi que [|¢f |l = || ltr = [|f|l2- En effet [ (g) < | flullglla
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(par I'inégalité de Cauchy-Schwarz) et | (f)| < ||f||12_I Donc :

llpsller = SUP{%, g € H\{0}} = lIfllu-

Le théoreme de représentation de Riesz (théoréme 6.56 page 153) appliqué a 1’espace de Hilbert H = L12<(E, T, m)
donne que pour tout T € H’, il existe un et un seul f € Ht.q. T(g) = (g f), pour tout ¢ € H, ¢’est-a-dire un et un
seul f eHtq. T = ¢f.

L’application ¢ : f > @y est donc une isométrie bijective de LZK(E, T, m) sur LZK(E, T, m). (Noter que ¢ est linéaire
si K =R et antilinéaire si K = C.)

Cette situation est spécifique au cas p = 2. Nous examinons ci-apres le cas général 1 < p < co.

6.3.2 Dualité pour 1 <p <o

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit p € [1,+o0], on pose g = [% € [1,+00] (de sorte que !1—; + % =1, g s’appelle
le conjugué de p). Dans toute cette section, on note L% = L%(E, T,m), avec K=R ou C (et r € [1,00]).

On cherche a caractériser le dual de Li, de maniere semblable a ce qui a été fait a la section précédente dans le cas
p=2.

Soit f € L, on considere I’application :

fgfdm siK=R,

— (6.25)
fgfdm siK=C.

P8

L’inégalité de Holder (proposition 6.26) montre que ¢f(g) est bien définie si g € LpI< et que @5 € (Li)’ (dual
topologique de Li). On peut aussi obtenir un majorant de la norme de @ car I’inégalité de Holder donne

o5 ()] < lIfllgligll,, pour tout g € Ly,

d’ol I’on déduit que
los (9l

Iy llugy = suplper™ g € LR\ (O} < IIf - (6.26)

On définit donc une application @ : f +— ¢ ¢ de LqK dans (Li)’. La définition de ¢ (formule (6.25)) montre que
cette application est linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. Elle est toujours continue, grace a
(6.26). On montre maintenant que c’est, en général, une isométrie.

Proposition 6.69 (Injection de L9 dans (L?)’) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soient p € [1,+00] et q = I% Si
p =1, la mesure m est supposée de plus o-finie. L’application @ : f +> @f, ot @y est définie par (6.25) est une
application de LqK dans (Li)’, linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. De plus, c’est une
isométrie, ¢’est-a-dire que ||(pf||(Li), = Iflly pour tout f € L?(. (L’application @ est donc nécessairement injective,
mais pas forcément surjective.)
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DEMONSTRATION —  on sait déja que ¢ est une application de LqI< dans (Li)’ , linéaire dans le cas K = R et antilinéaire
dans le cas K = C. On sait aussi que ||(pf||(LpK), <|Iflly pour tout f € qu< (voir (6.26)). Pour terminer la démonstration

de cette proposition, 1l suffit donc de montrer que, pour tout f € L,
On se limite au cas K = R (les adaptations pour traiter le cas K = C sont faciles a deviner).
Soit f € Lg{. On suppose f = 0 (sinon (6.27) est immédiat). On confond f avec I’'un de ses représentants, de sorte que

fell= L%(E, T, m). Pour montrer 6.27, on va chercher g € LpK \ {0} t.q l(ﬂ;” =Ifll-

On distingue maintenant trois cas.

Cas1:1<p <oco.Ondéfinitg : E— R parg(x) = |f(x)]9 'sign(f(x)) pour tout x € E, avec la fonction sign : R — R
définie par sign(s) = -1 sis <0, sign(s) =1sis > 0 et (par exemple) sign(0) = 0. La fonction g est mesurable (comme
composée d’applications mesurables) et on a (en notant que p = qfl) :

f|g|"dm :f (F19)7 T dim = fwdm oo
q

Donc, g € Lp (plus précisément, g € Yul ) et ||g||p = ||f||q # 0. Pour ce choix de g, on a donc

lpr(g
||£ ” LA = 0fl,,
g ||f||q ||f||q
carq— % =1.
On en déduit que
o () oy
, =sup{————, he L2\ {o}} > ,
lesliugy = supl P {oy) ”g” = IIflly
ce qui donne (6.27).
Cas 2 : p = co. On a, dans ce cas, g = 1. On prend, comme pour le premier cas, g = sign(f). On aici g € Ly’ et
lgllee = 1 (car m(E) = 0, sinon L1 ={0}etiln’yapasde f € LL, f = 0). Pour ce choix de ¢, on a =|Ifll1, donc
g 8 Pr(g
l(l[l)(é |T =|Ifll; et, comme dans le premier cas, ceci donne (6.27).
Cas3:p=1.0na, dans ce cas, g = co. Ce cas est un peu plus délicat que les précédents. On ne peut pas toujours trouver
g€ L \ {0} t.q. l(ﬁjg(|(| =||fllco- En utilisant le caractere o-fini de m, on va, pour tout n € N*, trouver g, € LK \ {0} t.q.
l(P”fg”g" > ||flleo — 5 ce qui permet aussi de montrer (6.27).

Soit n € N*. On pose oy = ||f|loo — % et A, ={|f| > ay}. Ona m(A,) > 0 (car m(A,) = 0 donnerait || f||, < ay).
Si m(Ay) < co, on peut prendre g, = sign(f)1, qui est mesurable (car sign(f) et 1o, sont mesurables) et intégrable

car m(A;) < oco.Onaalors g, € L]%Q\{O}, llgnlll = m(Ay,) et (pf ) = jA |fldm > a,m(Ay). Donc :

lof(gn)l
H(pf”(L}()’ = el 2 ay —”f”oo_;
En faisant tendre n vers ’infini, on en déduit (6.27).
Si m(A;) = oo, le choix de g, = sign(f)14, ne convient pas car sign(f)la, € L]i. On utilise alors le fait que m
est o-finie. Comme m est o-finie, il existe une suite (Ep)peny € T t.q. m(Ep) < oo, E; C Epyq, pour tout p € N, et
E= UpeN E,. Par continuité croissante de 171, on a donc m(A;NE,) T m(A;) quand p — co. Comme m(A;;) > 0 il existe
donc p € N (dépendant de 7, on ne note pas cette dépendance) t.q. m(A, NEp) > 0. On prend alors g, = sign(f)1 A,NE,-
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On a bien alors g, € Lﬁ% \ {0}, ligully = m(A, NE,) <m(Ep) <ocoetor(gy) = IA,lﬂEp |fldm > a;m(A, NEp). Donc :
|(Pf(gn)| 1
lefllipry = —— 2 an=lfllo—~-
G o T
En faisant tendre n vers I’infini, on en déduit (6.27), ce qui conclut la preuve de la proposition. [

La proposition 6.69 montre que I’application ¢ : f > @y, oul @ est définie par (6.25) est une application de LqK
dans (Li)’, linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. De plus, c’est une isométrie, c’est-a-dire

zeN 2

que “(Pf“(Li y = lIf1l; pour tout f € LqK. Comme cela a déja été dit, I’application ¢ est donc nécessairement injective
car ¢ = @y implique @¢_j, = 0 et donc ||f — hl|, = ||(Pf—h||(L§)/ =0, ce qui donne f = h p.p.. Mais I’application
¢ n’est pas forcément surjective. On sait qu’elle est surjective si p = 2 (c’est I’objet de la section précédente). Le

théoréme suivant montre qu’elle est surjective si m est o-finie et p € [1, +o0[ (de sorte qu’on identifie souvent, dans
ce cas, (LIP<)’ a LqK).

Théoréme 6.70 (Dualité L? — L) Soient (E, T, m) un espace mesuré o-fini, 1 < p < 400, q = }% etT e (LPK)’.

Alors, il existe un unique f € L;I; L.q.
Jgfdm si K=R,
T(g) = _
jgfdm siK=C,

c’est-a-dire telle que T = @ avec @ donné par (6.25) (on a donc montré la surjectivité de I’application ¢ : LIq< —
(LK)’ définie par @(f) = @5 pour f € LY).

Remarque 6.71 (Dual de L*°) Noter que le théoreme précédent est, en général, faux pour p = +oo. L’application
@ : f > @y, ol @f est donnée par (6.25) est donc une isométrie (lin€aire ou antilinéaire, selon que K =R ou C) de

LII< dans (L)’ mais I'image de ¢ est, sauf cas trés particuliers, différente de (Ly’)". L’application ¢ ne permet donc

N

pas d’identifier le dual de Ly’ a L11<.

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.70 La démonstration de ce théoréme est faite dans 1’exercice 6.48. Elle consiste
essentiellement a se ramener directement a appliquer le théoréme de représentation de Riesz (théoreme 6.56) dans un
espace L2 approprié.

Une autre démonstration, probablement plus classique, consiste a appliquer le théoreme de Radon-Nikodym, qui
lui-mé&me se démontre en se ramenant au théoréeme de représentation de Riesz. Cette démonstration est donnée, dans le
cas particulier p = 1, dans I’exercice 6.46. Nous verrons le théoréme de Radon-Nikodym dans la section suivante, voir
les théoremes 6.78 et 6.79.

Enfin, on propose dans I’exercice 6.47 une autre démonstration de ce théoreme dans le cas p < 2 (utilisant toujours le
théoréme de représentation de Riesz). [

Une conséquence intéressante du théoreme de dualité (théoréme 6.70) est le caractere réflexif des espaces LP pour
1 < p < +00, ce que I’on détaille maintenant.
Soit F un espace de Banach réel (mais il est possible de traiter aussi les Banach complexes). On note F’ le dual
(topologique) de F et F” le dual (topologique) de F’. On dit aussi que F” est le bidual de F. Pour u € F, on définit
Ju : P> Rpar

Ju(T) = T(u) pour tout T € F'. (6.28)
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1l est facile de voir que J,, € F” et ||],,|lg~ < ||u||g. On peut en fait montrer que ||J, ||r~ = ||u#||g (c’est une conséquence
du théoreme de Hahn-Banach, non démontré ici). Comme 1’application J : u + J, est linéaire, c’est donc une
isométrie linéaire de F dans F”. Il est alors immédiat que J est injective. Par contre, ] n’est pas toujours surjective.
L’ application J est souvent appelée injection canonique de F dans F”, ce qui sous-entend une identification de
F comme sous—espace de F”. En fait, I’injection canonique d’un ensemble A contenu dans un ensemble B est
I’application qui a tout élément de A associe lui-méme : c’est la restriction de 1’identité a A, qui permet de voir
I’inclusion en terme d’application.

Définition 6.72 (Espace réflexif) Soir F un espace de Banach, ¥’ son dual (topologique) et F” son bidual (c’est-
a-dire le dual topologique de ¥’). Pour u € F, on définit ], € F” par (6.28). On dit que I’espace F est réflexif si
Uapplication ] : u ], (de F dans F”) est surjective (I’application ] est toujours injective).

Un espace de Hilbert H est toujours réflexif car 1’application ] est alors simplement la composée des deux bijections
de H dans H’ et de H’ dans H” données par le théoréme de représentation de Riesz (Théoréme 6.56), ce qui montre
que J est surjective. L’espace LI%(E, T, m) est donc réflexif. Plus généralement, une conséquence directe du théoréme
6.70 est que les espaces L?, sont réflexifs pour p €]1,+o0].

Proposition 6.73 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo. Alors, l’espace LfR(E, T, m) est réflexif.

DEMONSTRATION —  On pose g = p"%l, LP = L%(E, T,m)et L9 = LI‘{K(E, T, m).

On note @ Iapplication de LP dans (L1)’ définie par @(f) = ¢ £, 0u ¢ estdonnée par (6.25), et on note 'V I'application
de L9 dans (LP)’ définie par W(f) = .

Comme p # +00 et q # +00, le théoréme 6.70 donne que P est une bijection de LP dans (L7)” et W est une bijection de
L7 dans (LP)’. On rappelle aussi que @ et W sont des isométries linéaires.

Soit s € (LP)”. Pour montrer que LP est réflexif, il suffit de montrer qu’il existe u € LP t.q. J,, = s (ou J,, est défini par
6.28), c’est-a-dire t.q. s(T) = T(u) pour tout T € (LP)’.

On va montrer que 1 = 1 (s o W) convient. En effet, soit T € (LP)’. Ona:

T(u) = JM\P_I(T)dm,
et:
s(T) = (so W) (W H(T)) = D(u) (P~ 1(T)) = Ju\rl(T)dm =T(u).

On a donc bien montré que I’application ] : u > J,, (de LP dans (LP)”) est surjective, ¢’est-a-dire que LP est réflexif.

On peut aussi noter que la démonstration de cette proposition donne en fait que J,, = ® (1) o W~ pour tout u € LP.
n

6.3.3 Théoréme de Radon-Nikodym

La définition 4.21 donnait la définition d’une mesure de densité. On reprend ici cette définition et on donne aussi la
définition de mesure signée de densité.

Définition 6.74 (Mesure de densité) Soit (E, T, m) un espace mesuré.
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1. Soit y une mesure sur T. On dit que W est une mesure de densité par rapport a m si il existe f € M, tq.
WA) = JAfdm, pour tout A € T. On pose alors p = fm (on dit aussi que f est la densité de y par rapport a m,).

2. Soit w une mesure signée sur T. On dit que |\ est une mesure signée de densité par rapport a m si il existe
fe [Z]}Q(E, T, m) t.q. w(A) = fAfdm, pour tout A € T. On pose alors y = fm (on dit aussi que f est la densité
de y par rapport a m).

Remarque 6.75 (Sur les mesures de densité) Soient (E, T,m) un espace mesuré et y une mesure sur T.

1. (Unicité de la densité) Soit f,g € M, . On suppose que p = fm et p = gm. On a alors f = g m-p.p.. En effet,
on doit avoir jAfdm = fA gdm pour tout A € T. En choisissant A = {f > ¢} puis A = {f < g}, on en déduit que

J{f>g}(f -g)dm+ f{f<g}(g - f)dm =0, ce qui donne f|f - gldm =0etdonc f = g m-p.p..
2. (Espace L! pour une mesure de densité) Soit f € M, t.q. p = f m. Soit g € M, Iexercice (corrigé) 4.25 donne
alors les assertions suivantes :
(@) g€ Ly(E,T,p) © fge Ly(E, T, m),
(b) g€ LL(E,T,p) = jgdy = ffgdm.
3. (Absolue continuité d’une mesure de densité) Soit f € M, t.q. p = fm. Soit A € T t.q. m(A) = 0. On a alors
f1a =0 m-p.p.etdonc u(A) = jflAdm = 0. Selon la définition 6.76 ci-apres, ceci montre que la mesure p est

absolument continue par rapport a la mesure m. L’objectif du théoreme de Radon-Nikodym (théoreme 6.78) sera
de démontrer la réciproque de ce résultat (si p est finie et m est o-finie).

Rappelons la définition d’une mesure absolument continue :

Définition 6.76 (Mesure absolument continue) Soient (E, T, m) un espace mesuré et p une mesure (positive ou
signée) sur T. On dit que p est absolument continue par rapport a m, et on note p << m, si :

AeT,m(A)=0= pu(A)=0.

Remarque 6.77 On donne ici un exemple de mesure non absolument continue : on prend (E, T, m) = (R, B(R), A)
et p = 0 (mesure de Dirac en 0 sur B(R)). Comme A({0}) = 0 et 0¢({0}) = 1, la mesure &y n’est pas absolument
continue par rapport a .

On donne maintenant le théoreme de Radon-Nikodym pour les mesures (positives).

Théoreme 6.78 (Radon-Nikodym) Soient (E, T, m) un espace mesuré o-fini et p une mesure finie sur T. Alors,
est absolument continue par rapport a m si et seulement si y est une mesure de densité par rapport a m.

DEMONSTRATION —  Sens (<). Ce sens a ét¢ montré dans le troisieme item de la remarque 6.75 (et les hypotheses “p
finie” et “m o-finie” sont inutiles. (Noter aussi que le premier item de cette méme remarque donne 1’unicité m-p.p. de la
densité de p par rapport a m.)

Sens (=). Pour toute mesure v sur T et pour tout 1 < p < +oc0, on note LP(v) = KE(E, T,v) et LP(v) = L%(E, T,v).

Pour démontrer que p est absolument continue par rapport a 1, on va appliquer le théoréme de représentation de Riesz
(théoréme 6.56) dans 1’espace de Hilbert H = Lz(y + m).
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On rappelle d’abord que 1’exercice (corrigé) 4.2 donne que y + m est une mesure sur T (définie par (p + m)(A) =
n(A) + m(A) pour tout A € T) et que les deux propriétés suivantes sont vérifiées (questions 1 et 2 de ’exercice 4.2) :

geLll(p+m o gel (wnLl(m),
ge[ll(pwm)zfgd(p+m):fgdp+jgdm. (6.29)
11 est aussi clair que jfd(pl +m) = ffdyl + Ifdm pour tout f € M, (voir I’exercice 4.2). Pour g € M, on a donc
fgzd(y +m) = jgzdpt + Igzdm, ce qui donne [2(},1 +m) = [Zz(y) N L2(m).
Enfin, pour A € T, on a (p+ m)(A) = 0 si et seulement si p(A) = m(A) = 0. On a donc, pour f,g : E—>R:

f=gppp.

f=gp+m)}pp & { f =g m-pp.

On décompose maintenant la démonstration en trois étapes.
Etape 1. Utilisation du théoreme de Riesz.

On pose H = Lz(p + m) (H est donc un espace de Hilbert). On veut définir T : H — R par :
T(g)= Jgdpt pour tout g € H. (6.30)

On montre tout d’abord que cette définition est correcte. Soit g € H = Lz(pt +m). On choisit un représentant de g, encore
noté g, de sorte que g € £2(u+m) = L?(p) N L?(m). Comme p est finie, on a £2(p) € L1 (). Donc g € L1 (p), Igd},t
existe et appartient a R. Puis, on remarque que j gdp ne dépend pas du représentant choisi car g1 = g (y + m)-p.p.
implique g1 = g» p-p.p.. L’application T est donc bien définie de H dans R par (6.30).

On montre maintenant que T € H’. Il est immédiat que T est linéaire. On remarque ensuite que, pour tout ¢ € H, on
a, en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz avec g et 1, |T(g)| = |jgdpt| < ”g”LZ(M)\W(E) < ||g||L2(M+m) wE)) =

llgllez/i(E). On adonc T € H’ (et || Tz < +/p(E)).

On peut maintenant appliquer le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.56). Il donne qu’il existe ¢ € H =
Lz(y +m)tq. T(g)= jg(pd(y + m) pour tout g € Lz(p + m). On choisit un représentant de ¢, encore noté ¢. On a alors

@ e L (pu+m)et
jgdu:Jg(pd(pt+m)pourtoutgeﬁz(y,+m). (6.31)

Pour g € L?(p+m), ona gp € L (u+m) et donc fg(pd(p +m) = fg(pdp + Ig(pdm (d’apres (6.29)). On déduit donc
de (6.31) :

jg(l —@)dpu= J-gcpdm, pour tout g € EZ(}A +m). (6.32)

Etape 2. On cherche dans cette étape des bornes sur ¢.
On montre tout d’abord que ¢ > 0 m-p.p. et p-p.p. (ce qui est équivalent a dire que ¢ > 0 (p + m)-p.p.).

Comme m est o-finie, il existe une suite (A;),eN C T t.q. m(A,) < oo pourtout n € Net E = J,,cnyAy. Pour n e N, on
pose B, = {p <0}NA; € T. Dans (6.32), on prend g = 1, (onabien g € Ez(y+m) car (p+m)(B;,) < w(E)+m(A,) <

00). On obtient
J(l -@)lp,dp= J(PlB”dm-

Comme (1 —¢) > 0 et ¢ < 0 sur By, on en déduit que (1 —@)1p, = 0 p-p.p. et ¢1p, = 0 m-p.p. et donc u(By) =
m(B,,) = 0.

Par o-additivité d’une mesure, comme {¢@ < 0} = (J,;,ey By, on en déduit (p+m)({@ < 0}) <Y, en(p+m)(B,) =0et
donc ¢ > 0 (p+ m)-p.p..

On montre maintenant que ¢ < 1 (p + m)-p.p..
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On prend dans (6.32) g = 1¢,,avec C; = {9 2 1}NA,, (onabien g € £2(pt+ m) car (p+m)(C,) < W(E)+m(A,) < c0).

On obtient
j(l -¢)lc,dp= j@lcndﬂ%

Comme (1 -¢) < 0 et ¢ >0 sur Cy;, on en déduit que (1 —¢)1c, = 0 p-p.p. et 1c, = 0 m-p.p. et donc m(C;) = 0.
Mais on ne peut en déduire p(C,;) = 0 (car on a seulement (1 —¢) < 0 sur C,, et non (1 —¢@) < 0). C’est ici (et seulement
ici) qu’on utilise I’hypothese d’absolue continuité de p par rapport & m. Comme m(C,,) = 0, ’hypothése p << m
donne p(C,;) = 0. Comme {¢ > 1} = J,,en Cy, on en déduit (p+m)({@ = 1}) <) ,en(p+m)(C;) =0 etdonc <1
(p+m)-p.p..

On a donc montré que 0 < ¢ <1 (p+ m)-p.p.. En changeant ¢ sur un ensemble de mesure (p + m) nulle, on peut donc
supposer 0 < @(x) < 1 pour tout x € E. On a toujours ¢ € /Lz(p + m) et (6.32) reste vraie.

Etape 3. On montre maintenant que p = fm avec f = li

-
On montre tout d’abord que (6.32) est vraie pour tout g € M, :
— On remarque d’abord que (6.32) est vraie si g = 14 avec A € T t.q. m(A) < oo car, dans ce cas, g € Lz(y +m).

— On suppose maintenant que A € T. Comme m est o-finie, il existe une suite (E;),eny C T t.q. m(E;;) < oo,
Ey CEpyq, pour tout n €N, et E = |,y By- On prend g, = 1, avec B, = ANE,;;, de sorte que g, T 14 et
donc (1-¢)gy T(1—¢)1a et @g, T @1 . Comme (6.32) est vraie pour ¢ = g, (car m(B,;) < 00), le théoréme de
convergence monotone (théoréme 4.16) appliqué aux mesures p et m donne (6.32) pour g = 14.

— Si g €&, il est alors facile de montrer que (6.32) est vraie. C’est une conséquence immédiate de la linéarité
positive de ’intégrale sur M, .

— On prend enfin g € M. Il existe (g,,)eN € €+ .. g T g- On adonc (1 -@)g, T (1 —¢)g et g, T ¢g. On
écrit (6.32) pour g, au lieu de g. En passant a la limite quand n — +co, le théoréme de convergence monotone
(théoréme 4.16) appliqué aux mesures p et m donne (6.32) pour g.

On a donc maintenant ¢ mesurable, 0 < @(x) < 1 pour tout x € E et (6.32) pour tout g € M, .

Soit h € M. On pose g = On age M, (car 0 < @(x) < 1 pour tout x € E). (6.32) donne alors

J-hdy J- T—¢ ——dm. (6.33)

ona f € M, et (6.33) avec h = 15 donne p(A) = jflAdm pour tout A € T, ¢’est-a-dire p = fm.
L]

En posant f = = (p

Théoreme 6.79 (Radon-Nikodym, mesures signées) Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit y une mesure signée
sur T, alors :

p<<me=Af eLL(E,T,m) p=fm.

La démonstration n’est pas détaillée ici, elle consiste essentiellement a se ramener au théoréme 6.78 en décomposant

p sous la forme p = p,. — p_ comme cela est fait dans la proposition 2.33.

6.4 Convergence faible, faible-=, étroite, en loi

6.4.1 Convergence faible et faible-*

On limite ce paragraphe au cas des espaces de Banach réels. L’extension au cas des Banach complexes ne pose de

difficulté importante.
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On rappelle que si F est un espace de Banach (réel) on note F” son dual topologique (F est donc ’ensemble des
applications linéaires continues de F dans R). Si || - ||r est la norme dans F, I’ensemble F’ est aussi un espace de
Banach avec la norme définie par
T(u
Tl = sup{ﬁ, uek\ {0}}.

llellg

Définition 6.80 (Convergence faible dans un espace de Banach) Soir F un espace de Banach (réel) et F' son
dual topologique. On dit que la suite (u,),en converge faiblement vers u (dans F, quand n — +o0) si pour tout
élément Tde ¥, ona :

T(u,) — T(u) (dans R) quand n — +co.

Par le théoréme 6.70, on a donc la proposition suivante sur la convergence faible dans L%(E, T, m),pour1 <p <+co:

Proposition 6.81 (Convergence faible dans L?) Soir (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,+o0 et q le conjugué
d? p, LP = L%(E, T, m), (fu)neny C LP et f € LP. Alors, la suite (f,) ey converge faiblement vers f si et seulement
sion a,

Vge L%(E,T, m), J.fngdm — J.fgdm quand n — +oo.

DEMONSTRATION —  On note @ I’application de LY dans (LP)” définie par @(f) = @f, ol @f est donnée par (6.25),
la démonstration de cette proposition est alors immédiate quand on remarque que le théoréme 6.70 donne que @ est une
bijection de L1 dans (LP)’. m

Définition 6.82 (Convergence faible = dans le dual d’un espace de Banach) Soit F un espace de Banach (réel)
et ¥’ son dual topologique ; soit (T,,),en C F’ et T € F'. On dit que la suite (T,),en converge vers T =-faiblement
dans ¥’ si pour tout élément u de F on a : T,,(u) — T(u) (dans R) quand n — +oo.

La proposition 8.19 du chapitre 8 montre que d’une suite bornée du dual d’un espace de Banach séparable on peut
extraire une sous-suite *-faiblement convergente. De cette proposition 8.19, on peut alors déduire que de toute suite
bornée du dual d’un espace de Hilbert, ou d’un espace de Banach réflexif, on peut extraire une sous-suite faiblement
convergente.

Remarque 6.83 (Convergence forte, faible et faible x) Soit F un espace de Banach (réel).

1. Soient (T,;) ey C F et T € F’. Les implications suivantes sont alors immédiates :
T, > T =T, — T faiblement = T,, — T *faiblement.

La deuxiéme implication est une conséquence de I’injection de F dans F” (construite avec (6.28)).
2. Pour u € F, on définit J,, € F” avec (6.28). Soient (u,,),,ey C F et u € F. On a alors :

u,, — u faiblement dans F & J,, — J,, »-faiblement dans F”.

Mais, si F n’est pas réflexif, 'application J : u + J,,, de F dans F”, n’est pas surjective et on peut avoir une
suite (14,,),en non faiblement convergente dans F alors que la suite (J,, ),en est *-faiblement convergente dans F”.
Dans ce cas, la limite *-faible (dans F”) de (J,,, )sen est un élément de F” qui n’appartient pas a I'image de J.
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Dans le cas ou F est un espace de Banach réflexif, 1’application J : u + J,, est surjective de F dans F” et on a alors :
1. Soient (T,,) ey C F et T € F’. Alors :

T, — T faiblement dans F’ & T,, — T *-faiblement dans F’.

2. Soit (uy)uen C F. La suite (u,),en est faiblement convergente dans F si et seulement si la suite (J,,, )yen est
x-faiblement convergente dans F”.

Remarque 6.84 (Lemme de Mazur) Soit E un espace de Banach réel, (1,,),,cny une suite de E et u € E. Il est clair
que la convergence de la suite (u,,),cy dans E vers u implique la convergence faible de (u,,),,cy vers u dans E. La
réciproque est vraie si E est de dimension finie. La réciproque est en générale fausse si E est de dimension infinie.
Elle est vraie dans quelques cas, comme, par exemple, si E est I’ensemble des séries (indexées par N) absolument
convergentes. L’espace E étant alors muni de sa norme naturelle (voir ’exercice 6.55). Il est par contre parfois
intéressant de savoir que si u,, — u faiblement dans E, il existe une suite (v,,),en t.q-

1.v, - udans E,

2. pour tout € N, v,, est une combinaison convexe de I'’ensemble des u,, p > n, ¢’est-a-dire qu’il existe N, € N et
t,; €[0,1] pouri=0,...N, t.q.

N?l Nn
Uy = Ztn,iunﬂ'x et Ztn,i =1
i=0 i=0

Soit 1 < p < co,donc1<g = p%l < co. On note L? = L (E, T, m), L7 = LL(E, T, m) et ® I’application de L?
dans (L) définie par D(f) = @y, ol @ est donnée par (6.25). Le théoreme 6.70 donne que O est une bijection
de L? dans (L9)’. On confond (ou on identifie) fréquemment u € LP avec ®(u) € (L7)’. On a alors une notion de
convergence faible-+ dans L. Si 1 < p < co (on a alors aussi 1 < g < c0), les notions de convergente faible et faible-*
dans L” sont équivalentes. Dans le cas de L®, que I’on identifie fréquemment avec le dual (topologique) de L, les
notions de convergente faible et faible-+ sont différentes. La convergence faible est plus forte que la convergence
faible-+. On donne ci-dessous la définition de convergence faible-+ quand on considere L® comme le dual de L.

Définition 6.85 (Convergence faible » dans L*)  Soient (E, T, m) un espace mesuré et L = Ly’ (E, T, m). Soient
(fu)neny C L et f € L. On dit que la suite (f,),en converge s-faiblement vers f dans L* si pour tout élément g
de LL(E, T, m), ona: angdm — Jfgdm.

6.4.2 Convergence étroite et convergence en loi

Si m est une mesure finie sur les boréliens de R, on note L,, I’application de C,(R%, R) dans R définie par
L.(e) = I(pd m (cette application caractérise m, d’apres la proposition 5.8). On a vu au chapitre 5 que L,,, €

Cy(RY, R)’. Soit (11,,),en une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m une mesure finie sur
les boréliens de R¥. La convergence faible-+ dans (Cj (R4, R)’ de L,,, vers L,,, quand n — +oo, signifie donc que

lim, ;o f @dm,, = J(pdm, pour tout ¢ € Cp(R4,R). Ceci s’appelle la convergence étroite de m,, vers 1.

Définition 6.86 (Convergence étroite et vague) Soit (1m,,),cy une suite de mesures finies sur les boréliens de R?
(d > 1) et m une mesure finie sur les boréliens de RY.
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1. On dit que m,, — m étroitement, quand n — +oo, si :
J.(pdmn - f(pdm pour tout @ € Cb(Rd,R)).
2. On dit que m,, — m vaguement, quand n — +oo, Si :

j(pdmn - J(pdm pour tout @ € CC(Rd,R)).

La proposition suivante montre que la convergence vague et la convergence des masses totales donnent la conver-
gence étroite. Si m et les mesures m1,, sont des probabilités, la convergence étroite de m,, vers m (quand n — +oc0)
est donc équivalente a la convergence vague.

Proposition 6.87 Soit (m,,),cy une suite de mesures finies sur les boréliens de RY (d > 1) et m une mesure finie
sur les boréliens de R, On suppose que m,, — m vaguement et que my(R) = m(R) (quand n — +o0). On a alors
m,, — m étroitement. (La réciproque de cette proposition est immédiate.)

La démonstration de cette proposition est contenue dans 1’exercice 5.14.

Remarque 6.88 Dans la proposition 6.87, I’hypothese de convergence des masses totales est cruciale. Sans cette
hypothese, la convergence vague n’implique pas la convergence étroite. Un exemple simple est possible en prenant
d=1,m=0etm, =90, pour n € N.

La convergence en loi d’une suite de v.a.r. est définie par la convergence étroite (ou vague, puisque c’est équivalent
pour des probabilités) des lois des v.a.r..

Définition 6.89 (Convergence en loi) Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, (X,,),cN une suite de v.a.r. et X une
v.a.r.. On dit que X,, — X en loi, quand n — +oo, si :

f@(Xn)dP — f(p(X)dP pour tout @ € Cy(R,R).

(Ceci est équivalent a dire que Py, — Px étroitement.)

Noter qu’il est possible de définir la convergence en loi pour une suite de v.a.r. définies sur des espaces probabilisés
différents (c’est-a-dire que X,, est définie sur I’espace probabilisé (Q,,, A, P,) dépendant de n, et X est définie sur
(Q, A, P)). Nous utiliserons parfois implicitement cette définition plus générale.

Comme cela a déja été dit ci-dessus, la proposition 6.87 donne une caractérisation intéressante de la convergence en
loi en utilisant la convergence vague.

Proposition 6.90 (Caractérisation de la converence en loi) Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, (X,,) ey une
suite de v.a.r. et X une v.a.r.. La suite X,, tend vers X en loi, quand n — +oo, si et seulement si :

f@(Xn)dP — f@(X)dP pour tout @ € C.(R,R). (6.34)
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DEMONSTRATION — La condition (6.34) est évidemment nécessaire car C.(R,R) C Cy(R,R). D’apres la proposition
6.87, la condition (6.34) est aussi suffisante. On redonne ici la démonstration du fait que (6.34) est suffisant pour avoir la
convergence en loi de X;; vers X. On note m,, = Px, et m = Px.

Etape 1. Pour p € N*, on définit ¢, € C¢ (R, R) par

Qp(s)=0sis<-p-1,

Pp(s)=s+p+lsi-p-1<s<-p,

Qp(s)=1si —p<s<p,
Qp(s)=-s+p+lsip<s<p+l,

Qp(s)=0sip+1<s.
Comme (1 - ¢p) — 0 simplement, quand p — oo, et que 0 < (1 — @) < 1, le théoréme de convergence dominée donne
limp_ 0 j(l —p)dm = 0. Soit € > 0, il existe pg € N* t.q.

0< J-(l —@py)dm <&

On remarque maintenant que, comme @p, € C;(R,R) et que m,, et m sont des probabilités, on a, quand 1 — +oo,

0< J(l —@py)dm =1 —J@podmn -1 —J(ppodm = J(l —@py)dm < e

Il existe ng t.q.
n>ng :>O£I(1—(pp0)dmn < 2e (6.35)

Etape 2. Soit ¢ € Cy(R,R). Pour n € N et p € N* on utilise I'égalité ¢ = ¢(1 — @p) + @@, Elle donne

J-(pdmn —J(pdm = J-(p(l —@p)dmy, - J-cp(l —pp)dm+ j@@pdmn - J(p(ppdm. (6.36)

En posant [|¢l|,, = supgcg |¢(s)| on a

|f<p<1 ~gp)dm, —f (1 - gyl < llpl, (f(l ~gp)dm, +j<1 —cpp>dm).
@

Soit € > 0. En utilisant ’étape 1, il existe donc p; € N* et n; € Nt.q.

ne = |fcp(1 —@p,)dmn—fcp(l gy, ) <.

Puis, comme @@, € C.(R,R) il existe np € N t.q.

nanz|j@@pldmn—J@@pldm|s£.

Finalement, 1’égalité (6.36) avec p = p; donne alors

n > maxi{ny,ny} = |[@dmn —j(pdml < 2e.

Ce qui prouve bien la convergence étroite de m,, vers m et donc la convergence en loi de X,, vers X. ]

Une autre caractérisation intéressante de la convergence en loi est donnée dans le théoreme 10.22. Elle donne
I’équivalence entre la convergence en loi et la convergence simple des fonctions caractéristiques. La fonction

caractéristique d’une v.a.r. est construite avec la transformation de Fourier (qui sera étudiée au chapitre 10).

Remarque 6.91 Un intérét de la proposition 6.90 (ou du théoreme 10.22) est qu’un élément de C (R, R) (ou une
fonction de la forme s > e'*!) est nécessairement uniformément continue (alors qu’une fonction appartenant a
Cp(R,R) n’est pas toujours uniformément continue). Cela permet, par exemple, de démontrer facilement que la

convergence en probabilité implique la convergence en loi (voir I’exercice 6.66).
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Une propriété parfois intéressante d’une suite de mesures convergeant étroitement est la tension de cette suite,
notion qu’on définit maintenant.

Définition 6.92 Soit (m,,),cy une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1). On dit que la suite
(m,,) e est tendue si

. ‘ . . "
[}Lngo m,(By) = 0, uniformément par rapport a n,

avec B, = {x e R%, |x| < a}. (On désigne toujours par | -| la norme euclidienne sur R%.)

Dans la proposition précédente, la propriété importante est le caractere uniforme (par rapport a 1) de la convergence
vers 0 de m,,(BS). En effet, pour tout # fixé, 1a continuité décroissante de la mesure m,, donne que lim,,_, ., ., m,,(BS) =
0. On montre maintenant que la convergence étroite d’une suite implique sa tension.

Proposition 6.93 Soit (m,,),cn une suite de mesures finies sur les boréliens de R (d > 1) et m une mesure finie
sur les boréliens de R. On suppose que m,, — m étroitement. Alors la suite (m,,)nen est tendue.
En particulier, soit (Q), A, P) un espace probabilisé, (X,,),cn une suite de v.a.r. et X une v.a.r.. On suppose que

Xy — X en loi. La suite (Px, ) en est alors tendue, c’est-a-dire

lim P({|X,| > a}) = 0 uniformément par rapport a n.

a—+oo
DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition est ici aussi essentiellement contenue dans 1’exercice 5.14.
En effet, soit € > 0, la question 3 de I’exercice 5.14 montre qu’il existe ¢ € Cc(Rd,R) telle que 0 < ¢(x) < 1, pour tout

xeRY et J (1 —@)dm,, < epour tout n € N. En prenant a > 0 t.q. ¢ = 0 sur B§ (c’est-a-dire que le support de ¢ est
R4

inclus dans B, = {x € R%, |x| < a}), on a donc, pour tout 7 € N, m, (BS) < e. Ce qui montre bien que la suite (11,;),eN
est tendue. ]

On peut maintenant donner une nouvelle caractérisation de la convergence étroite (et donc de la convergence en loi).

Proposition 6.94 Soit (m,,),cn une suite de mesures finies sur les boréliens de R (d > 1) et m une mesure finie
sur les boréliens de R. On a alors I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. m,, — m étroitement quand n — +oo,

2. m, — m vaguement quand n — +oo et la suite (m,,),cn est tendue.
DEMONSTRATION — Le fait que la propriété 1 implique la propriété 2 a été vu dans la proposition 6.93. On montre
maintenant la réciproque. Pour cela, on reprend la démonstration de la proposition 6.90.
Pour p € N*, on définit @, € Cc(R,R) par

(pp(x):Osi|x|2p+l,
Qp(x)=p+1-lx|sip<lx|<p+1,
@p(s)=1sil|x[<p.

Soit ¢ € Cy(R?,R). Pour 1 € N et p € N* on utilise I'égalité ¢ = (1 — ¢p) + @@p. Elle donne
fcpdmn —fﬂpdm = Jcp(l = Qp)dmy - fcp(l —Qp)dm+ j@@pdmn - f@@pdm. (6.37)

En posant |||, = sup,cga l@(s)| on a

|f<p<1 —cpp>dm,,—fcp<1 gyl < ||<p||u(f<1 —@p)dm,,+j<1 —cpp>dm).
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Soit € > 0. On pose B, = {x € R4, |x| < p}. Comme 0 < I(l = p)dmy < my(Bp) et 0 < J(l = @p)dm < m(By),
I’hypothese de tension sur la suite (71,,),cN (et la continuité décroissante pour m) donne I’existence de p; t.q., pour tout

neN,
el [ 1= @p, b < el [ (1= gp,m < e

Puis, comme ), € CC(Rd,R), la convergence vague donne I’existence de ng € N t.q.

nZno3|j@@pldmn—J@@pldm|§£.

Finalement, I’égalité (6.37) avec p = p; donne alors

nZnOzlj@dmn—j@dm|S3s.

Ce qui prouve bien la convergence étroite de 11, vers m. ]

Remarque 6.95 Voici une conséquence intéressante de la proposition 6.94 et de la proposition 8.19 du chapitre 8
(que I’on peut utiliser avec Co(R?,R) qui est un espace de Banach séparable, ce qui n’est pas le cas de C,(R?, R)).
Soit (11,,) e une suite de probabilités sur les boréliens de RY. On suppose que la suite (11,,),,c est tendue. Il existe
alors une sous-suite de la suite (#1,,),cn, encore notée (#1,,),cn, et il existe une probabilité m sur les boréliens de
R4 t.q. m,, — m étroitement quand n — +co. Cette remarque sera détaillée dans la proposition 8.22.

Enfin, on donne maintenant un lien entre convergence en loi et convergence des fonctions de répartition. En
particulier, la convergence en loi donne la convergence des fonctions de répartition en tout point de continuité de la
fonction de répartition de la v.a.r. limite.

Proposition 6.96 Soir (3, A, P) un espace probabilisé, (X,,),en une suite de v.a.r. et X une v.a.r.

1. On suppose que X,, — X en loi, quand n — +oo. Soit a € R t.q. P({X = a}) = 0 (¢’est-a-dire que la fonction de
répartition de X est continue au point a). On a alors

lim P({X,, >4a})=P({X=4a}) =P({X>a})= lim P({X,, >a}).

n—+oo n—+oo

(La méme propriété est vraie en remplagant > par <.)

2. On suppose que lim,,_,, P({X,, = a}) = P({X = a}) pour tout a e R t.q. P({X = a}) = 0. On a alors X,, - X en
loi, quand n — +oco.

DEMONSTRATION —  Cette proposition se démontre en adaptant 1égérement les corrigés des exercices 6.62 et 6.63.
(en particulier, le premier item de la proposition 6.96 se démontre avec la premiere partie du corrigé de 1’exercice
6.62). (]

6.4.3 Lois des grands nombres

Dans ce paragraphe, on donne des résultats de convergence (en probabilité, p.s., en loi) pour des sommes de v.a.r.
indépendantes. Nous commengons ce paragraphe par un résultat (simple) sur la variance de la somme de v.a.r.
indépendantes, dont on déduit la loi faible des grands nombre qui donne non seulement un résultat de convergence
(en probabilité) mais aussi des estimations précises sur cette convergence. Puis, on donne la loi forte des grands
nombres et on énonce, en remarque, le théoréme central limite. On reviendra sur ce théoréme central limite au
chapitre 10 car on utilisera, pour sa démonstration, la transformation de Fourier (et la remarque 6.95).
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Proposition 6.97 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et (X,,),en+ une suite de v.a.r. indépendantes deux a deux et
de carré intégrable. On a alors, pour tout n € N*,

Var(Xy +...+X,,) = Var(Xq) +... + Var(X,,).

DEMONSTRATION —  On pose S, = Y1 | X; et E; = E(X;). On a alors, par linéarité de I'intégrale, E(S,) = ¥.I" | E;
et:

Var(S,) = E((S, — E(S,))?) = E(X(xi ~E;) Z(xj ~Ej))

= ) E((Xi —E))(X; —E})).
ij=1

Pour i = j, on a, comme X; et X; sont indépendantes, E((X; — E;)(X; — E;)) = E(X; —E;)E(X; - E;) = 0. On en déduit :

Var(S ZE ((X; - E;) ZVar

Proposition 6.98 (Loi faible des grands nombres) Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé et (X,,),en+ une suite
de v.a.r. indépendantes deux a deux et de carré intégrable. On suppose que ces v.a.r. sont de méme moyenne m et
de méme variance o*. On pose Y, = % Y. X; (ce sont les moyennes de Cesaro de la suite (X,,)yenv), alors Y,
converge en probabilité vers la v.a.r. constante et égale a m, c’est-a-dire que l’on a :

Ve> 0, P(|Y,, —m|>¢€) — 0 lorsque n — +oo.

Plus précisément, on a pour tout € > 0 et n € N*,

o2

P(Y, =] 2 ) < —. (6.38)

DEMONSTRATION —  Soit € > 0 et n € N*. En utilisant I’inégalité de Bienaymé Tchebychev (lemme 4.57), on a :

(Y, = > &) = P((Y, = m)? > &) < 5 E((Y, =),

Puis, en posant S, = Y1 | X;, on a E((Y, — m)?) = % E((S, —nm)?) = Va:l( 1) La proposition 6.97 donne Var(S,;) =
nVar(X1) = no2. On en déduit finalement
1 no? o2
P(lY,—-m|>¢) < 5 — = —5.
(== < 5700 = 2

On donne maintenant la loi forte des grands nombres. La loi forte des grands nombres donne une convergence p.s.,
ce qui est plus fort qu’une convergence en probabilité (donnée par la loi faible des grands nombres). D’autre part,
le deuxieme item de la proposition 6.99 (loi forte) ne demande que 1’intégrabilité des v.a.r., ce qui est moins fort
que de demander qu’elles soient de carré intégrable (hypothese de la loi faible). La loi forte semble donc, a double
titre (hypothese moins forte et conclusion plus forte), meilleure que la loi faible. Ceci n’est pas tout a fait exact car
I’intérét de la loi faible est de donner une estimation sur la vitesse de convergence (inégalité (6.38)) ce que ne donne
pas la loi forte.

On admettra la proposition suivante, qui donne la loi forte des grands nombres (voir par exemple [8, 10])
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Proposition 6.99 (Loi forte des grands nombres) Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé et (X,,) e+ une suite de
v.a.r. indépendantes.

1. On suppose ici que les X,, sont de carré intégrable, que E(X,;) = 0 pour tout n € N* et que
E(X2
Z ( 211) < +oo
neN* n
On a alors :
1 n
— ZX,» — 0p.s., quand n — +oo.
n
i=1

2. On suppose ici que la suite (X,,) e+ est une suite de v.a.r.i.i.d. et que E(|X{|) < +oo. Alors :
1 n
m ZXi — E(Xy) p.s., quand n — +oo.
i=1

3. On suppose ici simplement que la suite (X,,),en+ est une suite de v.a.r.i.i.d.. Alors, pour toute fonction @ borélienne
bornée de R dans R, on a :

1 n
m Z(p(X,-) — E(p(X1)) p.s., quand n — +oo.
i=1

Le troisieme item de la proposition 6.99 est une conséquence immédiate du deuxieme car la suite (@(X,,)),en+ €st
une suite de v.a.r.i.i.d. et E(Jo(X)| < +oo. Il montre qu’il est possible en pratique d’avoir une idée de la loi d’une
v.a.r. en faisant un grand nombre d’expériences indépendantes. (La méme remarque s’applique avec la loi faible des
grands nombres.)

Remarque 6.100 Nous verrons au chapitre 10 (théoréme 10.24) un résultat de convergence en loi lorsque que ’on
s’intéresse a \/LE Y X au lieu de %Z?:l X; (comme dans les propositions 6.98et 6.99). Nous énongons ici ce
résultat (connu sous le nom de théoréeme central limite).

Soit (3, A, P) un espace probabilisé et (X,,),en+ une suite de v.a.r.i.i.d. de carrés intégrables. On note m = E(X;)
et % = Var(Xy). On pose

1 n
Y, = 7 ;(Xi —m).

La suite (Y,,),en converge alors en loi vers toute v.a.r. Y dont la loi est la loi normale N (0,62) (la loi normale, ou
loi de Gauss, N (0,0?), est définie au chapitre 4 section 4.4 dans le cas 6% # 0 et N'(0,0) = &g).

6.5 Exercices

6.5.1 Espaces LP,1<p<oo

Exercice 6.1 (Fonctions nulles p.p. sur un ensemble mesurable) Soit (E, T, m) un espace mesuré, p € [1, 0] et
AeT.Onpose F={f € Lf’R(E, T, m); f = 0 p.p. sur A}. Montrer que F est fermé (dans L%(E, T, m)).

Exercice 6.2 (Fonctions positives ou nulles p.p.) Soitp € [1,00] et C ={f € LP(R, B(R),A); f > 0 p.p.}. Montrer
que C est d’intérieur vide pour p < co et d’intérieur non vide pour p = co.
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Exercice 6.3 (Convergence essentiellement uniforme) Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,),cn une suite de
fonctions mesurables de E dans R et f une fonction mesurable de E dans R.

Montrer que || f,,— flloo — 0, quand # — +o0, si et seulement s’il existe A € T t.q. m(A) = 0 et f,, — f uniformément
sur A°, quand n — +oo0.

Exercice 6.4 (Densité et continuité en moyenne) 1. Soit p € [1, co[. Montrer que C.(R, R) est dense dans L%(R,
B(R), A). Soit f € LE(R, B(R), A), montrer que ||f — f (- + h)||, — 0 quand h — 0.

2. Les assertions précédentes sont-elles vraies pour p = co ?

Exercice 6.5 (Sur la séparabilité) 1. Montrer que L%(R, B(R), A) est séparable pour p € [1,00[ et n’est pas
séparable pour p = co.

2. On munit Cy(R,R) et Cy(RR,R) de la norme de la convergence uniforme. Montrer que Cy (R, R) est séparable et
que C,(R,R) n’est pas séparable.

Exercice 6.6 Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f, g, h des fonctions mesurables de E dans R. Soient p,q,r €

1 1 1
11, +oo], tels que — + — + — = 1, montrer que :
p q r

[ vrgtam <[ 1gwam? [ 1gam ¥ [ ram.

(En convenant que 0 X (+o00) = 0.)

Exercice 6.7 (Produit L? —L7) Soient (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,+c0] et q le conjugué de p (i.e. g = I%).
Soient (f,)uen € LE(E, T,m), (¢)nen € LL(E, T, m), f € LE(E, T, m) et g € LY(E, T, m) t.q. f, — f dans LE(E,
T, m) et g, — g dans L]%(E, T, m). Montrer que jfngndm — jfgdm lorsque 1 — +o0.

Exercice 6.8 (Caractérisation de £P) Soit (E, T, ) un espace mesuré, p € [1,00] et g = [%. On note L" I’espace
L (E, T,m) (pour r € [1,00]).

Soit f : E — R une application mesurable. On suppose que fg € L' pour tout g € L1. Le but de I’exercice est de
montrer que f € LP.

1. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que f € L.
2. On suppose, dans cette question, que p = co. Pour montrer que f € £, on raisonne par 1’absurde en supposant
que f & L.
(a) Soit a > 0. Montrer qu’il existe f > « t.q. m({a < |f]| < B} > 0. En déduire qu’il existe une suite croissante
(o) nen t-q- g =0, o, = net m(A,) > 0 avec A, = {a,; <|f| < 41} (pour tout n € N).
(b) Soit (b),)yeny CR. On pose g =), cnbyla, (les A, étant définis a la question précédente). Montrer qu’un
choix convenable de (b,,),cn donne g € L1 et fge L1
(c) Conclure.
3. On suppose, dans cette question, que p €]1, oo[ et que m(E) < co. Pour montrer que f € £, on raisonne une
nouvelle fois par ’absurde en supposant que f & LP.
(a) Soit @ > 0. Montrer qu’il existe p > a t.q. 1 < fA |fIPdm < co avec A = {a < |f| < B}. En déduire qu’il existe
une suite croissante (o,;),en t.q- g =0et 1 < fA |[fIPdm < oo avec A, = {a,; < |f] < a1} (pour tout n € N).
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(b) Soit (b,),eny CR. On pose g = Y, o byl fIP11 A, (es A, étant définis a la question précédente). Montrer
qu’un choix convenable de (b,,),cn donne g € Let fge L1
(c) Conclure.
4. On suppose, dans cette question, que p €]1, o[ et que m est o-finie. Montrer que f € £P.
Exercice 6.9 (Une fonction L est “mieux” que L” ?) Soit (X, T, m) un mesure mesuré, 1 <p < +ooet f € LP
(avec LP = L%(X, T, m)). L’exercice consiste a montrer qu’il existe ¢ € C(R,,R,) t.q. lim,_,,, @(s)/s = +co et
o(Ifl) e LP.

1. (Question préliminaire) Soit (a,,),cn+ une suite de nombres positifs t.q. Y /% a,, < +00. Montrer qu’il existe
P e C(R,,R,) croissante t.q. limg_, o, (s) = +oo et )1 Y(n)a, < +oo.

2. Montrer qu’il existe ¢ € C(R,,R,) t.q. limg_,, o, @(s)/s = +oo et @(|f]) € LP.

Exercice 6.10 (Convergence de || - ||, quand p — +c0) Soit f une fonction de R dans R, continue & support
compact. Montrer que [|f|l, — [|f|lo lorsque p — +co.

Exercice 6.11 (Convergence de I’intégrale du produit de fonctions)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,) ey C L]ﬁ(E, T, m), ($u)nen C LR(E, T, m), f € L]}Q(E, T, m)etg e Ly (E,
T, m). On suppose que f, — f dans Lﬁk(E, T, m).

1. On suppose que g, — ¢ dans Ly (E, T, m). Montrer que f, g, — fg dans Lﬁk(E, T, m).

2. On suppose maintenant que g, — g p.p.. Montrer par un contre—exemple qu’on peut ne pas avoir f,g, — fg
dans LIIR(E, T, m).

3. On suppose maintenant que g, — g p.p. et qu’il existe M € R t.q. ||¢,|l.c < M. Montrer qu’on a alors f,,g, — fg
dans L]%(E, T, m).

Exercice 6.12 (Mesure de densité) Soit (E, T, ) un espace mesuré et p une mesure de densité f € M, par
rapport & m, montrer que :

(i) Jgdu=J-fgdm;Vg€M+
(ii) Soitg e M, alors g€ Ll (p) & fgeLl(m),
etsi g € L!(p), alors Jgdp = Jfgdm

Exercice 6.13 (Opérateur a noyau) Soit K : R? — R, une fonction mesurable (on a donc K € M (R?, B(R?))).
On suppose qu’il existe M € R, t.q. jK(x, t)dt <M, pour tout x € R, et jK(t,y)dt <M, pour tout y € R.

Pour tout 1 < p < oo, on note LP 1’espace [l%(R,B(R), A) et LP I’espace L%(]R, B(R), A).

Si f : R — R est une fonction mesurable, on pose, pour tout x € R t.q. K(x,-)f (-) € £}, T(f)(x) = JK(x, t)f(t)dt.
Soit 1 < p < co. [On conseille de considérer séparément lescasp =1, p=ocoet1 <p < oo.]

1. Soit f € LP (on identifie f, comme d’habitude, avec I’'un de ses représentants, on a donc f € £P). Montrer que
T(f)(x) est définie pour presque tout x € R. Montrer que T(f) € L? (au sens “il existe g € LP t.q. T(f) = g p-p.”).

2. Montrer que T est une application linéaire continue de LP dans LP.
Exercice 6.14 (Inégalité de Hardy) Soit p €]1, co[. On note LP 1’espace E%(]O, oo[, B(]0,0[), A) (A est donc ici
la mesure de Lebesgue sur les boréliens de ]0, oo|).

Soit f € LP. Pour x €]0, o0[, on pose F(x) = %ffl]oyx[d)\. Le but de I’exercice est de montrer que F € LP et
IEll, < L1111l
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1. On suppose, dans cette question, que f € C.(]0, oo[) (c’est-a-dire que f est continue et & support compact dans
10, o0]).
(a) Montrer F € C!(]0, o0[) N £P. Montrer que xF’(x) + f(x) pour tout x > 0.
(b) On suppose, dans cette question, que f(x) > 0 pour tout x 6]0, oo.
Montrer que IOOO FP(x)dx = % fooo FP=1(x)f(x)dx. [On pourra utiliser une intégration par parties.]

Montrer que |[F||, < p—1||f||p

(c) Monter que ||F|, < Ll||f||p (on ne suppose plus que f(x) > 0 pour tout x €]0, oo|).

2. On ne suppose plus que f € C.(]0, c0[).

(a) Montrer qu’il existe (f,)uen C Cc(]0,00[) t.qlf, = fll, — 0 quand 7 — +co. [On pourra utiliser la densité de
C.(R,R) dans L%(IR{, B(R), A), exercice 6.4.]
(b) Montrer que F € C(]0, oo[) N LP et que ||F||, < L1||f||p

3. Montrer que sup{ ” f||||P , feLP|Ifll, =0} = f 7 (dans cette formule, F est donné comme précédemment a partir

1
de f). [On pourra considérer la suite (f;,),en- définie par f,(t) =t ? 1}; ,,((t) pour t €]0, co[.]

Exercice 6.15 (Continuité d’une application de L? dans L9) Soit (E, T, ) un espace mesuré fini, p,q € [1, o[
et g une application continue de R dans R t.q. :

ICEeR:; |g(s) < Cls|7 +C, Vs R, (6.39)

1. Soit u € Q%(E, T, m). Montrer que go u € £%(E, T, m).

On pose L" = L (E, T, m), pour r = p et r = q. Pour u € LP, on pose G(u) = {h € E%(E,T,m); h=govppl,
avec v € u. On a donc G(u) € L1 et cette définition a bien un sens, c’est-a-dire que G(u) ne dépend pas du choix
de v dans u.

2. Soit (u,),en C LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — +oo, et qu’il existe F € L? t.q. |u,| < F p.p., pour
tout n € N. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L4.

3. Montrer que G est continue de LP dans L1.
4. On considere ici (E, T,m) = ([0,1], B(R), A) et on prend p = q = 1. On suppose que g ne vérifie pas (6.39). On va
construire # € L' t.q. G(u) ¢ L!.
(a) Soit n € N*, montrer qu’il existe a,, € R tel que : [g(a,)| > nla,| et |, | > n.
(b) On choisit une suite (o,,),en+ Vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe

a>0tq.
+00
a
Y i
Lo ln

(c) Soit (a,,),,en+ une suite définie par: a; = 1eta,.; =a, — (ol oy, et o sont définies dans les 2 questions

a
|ty |
précédentes). On pose u = ) 1%} &y lia,.,,a,[- Montrer que u € L' et G(u)e Ll

Exercice 6.16 (Convergence presque partout et convergence des normes, par Egorov) Soit (E, T, m) un espace
mesuré et 1 < p < co. On note LP I’espace LfR(E, T, m). Soit (f,,),, une suite d’éléments de LP et f € LP. On suppose
que f, — f p.p., quand n — +co.
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1. Montrer que ||fl, <liminf,_,,[|f,ll,- [Traiter séparément le cas 1 < p < oo et p = c0.]

2. En prenant (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0,1[), A) (out A est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de ]0, 1[), donner
un exemple pour lequel la suite (|| f,ll,)nen converge dans R et [|f||, < limyen||full,- [On pourra aussi traiter
séparément les cas 1 <p <ocoetp = co.]

Pour la suite de I’exercice, on suppose que ||f,ll, — [|fll,, quand n — +co.
3. Dans cette question, on suppose que p = 1.
(a) On suppose que m(E) < co. Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,, encore noté f,,. On choisit

aussi un représentant de f, encore noté f. Soit A € T et € > 0. On suppose que f, — f uniformément sur A°.
Montrer qu’il existe ng t.q. :

n2n0:>J- |fn|dm§a+f |fldm.
A A

(b) On suppose que m(E) < co. Montrer que f, — f dans L!, quand # — +co. [On pourra utiliser le théoréme
d’Egorov.]

(c) On suppose que m(E) = co. Soit € > 0. Montrer qu’il existe Ce T t.q. :
m(C) < oo et J |fldm <e.
CC

(d) On suppose que m(E) = co. Montrer que f,, — f dans L', quand # — +co.
4. Dans cette question, on suppose que 1 < p < co. Montrer que f,, — f dans L?, quand n — +o0. [S’inspirer de la
méthode suggérée pour le cas p = 1.]
5. Dans cette question, on suppose que p = oo et que (E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1[), A). Donner un exemple pour
lequel f,, /> f dans L™, quand n — +o0.
Exercice 6.17 (Convergence presque partout et convergence des normes, par Fatou) Soit (E, T, m) un espace
mesuré. Pour p € [1, 00], on note LP I’espace L%(E, T, m).
Soit p € [1, 00[, (f,)nen une suite d’éléments de L et f € LP. On suppose que f,, — f p.p. et que ||f,ll, — [If |l
quand 1 — +oo.
1. On suppose que p = 1. Pour n € N, on pose g, = |f,| +|f| = |f, — f| (en ayant choisi des représentants de f,, et f).
Montrer que g, > 0 pour tout # € N. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que f,, — f dans L.
2. On suppose maintenant que p €]1, oo[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable, montrer que
fn — f dans LP.

Exercice 6.18 (Généralisation de I’exercice 6.17) Soit (E, T, 7) un espace mesuré, ( f,),,cry une suite de fonctions
mesurables de E dans R et f une fonction mesurable de E dans R. Soit p une fonction mesurable de E dans R. On
suppose qu’il existe g € R, tel que 0 < p(x) < g pour tout x € E.

1. (Question liminaire) Pour (4, p) € R, x R*, on pose

ePIn@) g5 0

Lp(u,p):ap:{o sia=0.

Montrer que ¥ est continue de R, x RY dans R.

2. Montrer que I’application x - |f (x)[P*) est mesurable (de E dans R.,).
On suppose maintenant que
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. f| £ (x)P®dm(x) < +o0,

. Jlfn(x)lp(")dm(x) - J-If(x)lp(x)dm(x), quand 11 — +o0,
® fu—=fpp-
3. Montrer que flfn(x) — f(x)P¥dm(x) — 0 quand 1 — +oo.

[On pourra appliquer le lemme de Fatou a la suite (g;,) ey définie par g, = M(|f,,|P +|f[P)—|f,,— f|P en choisissant
convenablement M dans R.]

Exercice 6.19 (Compacité L? — L1) Dans cet exercice, (E, T, m) est un espace mesuré. Pour tout 1 < r < co, on
note L" I’espace Ly (E, T, m) (et L™ I'espace L (E, T, m)).

1. Soit ¥ > 1 et (g;,) nery une suite bornée de L”. Montrer que la suite (g,,),cn est équi-intégrable, c’est-a-dire que :
Ve>0,36>0tg.neN,AeT, m(A)SézJ |guldm < e.
A

[Utiliser I’inégalité de Holder.]
Soit 1 < p < q < o et (f,),en une suite bornée de L9. On suppose dans toute la suite que f, — f p.p. quand
n— +oo.

2. (Compacité LP — L4.) On suppose que m(E) < oo.
(a) Montrer que f € L1 (au sens ou il existe g € £9 t.q. f =g p.p.).
(b) Montrer que f,, — f dans LP quand n — +oco. [Utiliser la question 1 avec g, = |f,, — f|P et un théoréme du
cours.]

3. On suppose que m(E) = co.

(a) Soit B € T t.q. m(B) < co. Montrer que f,, 15 — f1p dans L? quand n — +oo0.
(b) On prend ici (E, T,m) = (R,B(R),\), g = 2, p = 1, f = 0. Donner un exemple pour lequel (f,),en C L,
f, /> 0 dans L! quand 1 — +oo (et (f,,)en bornée dans L2, f,, — 0 p.p. quand 1 — +00).

Exercice 6.20 (Convergence “dominée en norme”, mesure non finie) Pour tout s € [1, co], on note L° I’espace
Li(R,B(R),A). Soit7,p,g e Rt.q. 1 <r<p <q < +00, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R et
f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que (f,),en €t f Vérifient les trois conditions suivantes :

- fu — f p-p., quand n — +oo,
— la suite (f,),en est bornée dans L” et dans L,

— fu(x) = 0 quand x — +co, uniformément par rapport a n € N.

1. Montrer que f € L" N L7 (distinguer les cas g < +oco et g = +00).
2. Soit € > 0, montrer qu’il existe o > 0 t.q.

AeB(R), neN, MA)<do= J [fulPd\ <e.
A
3. Soit € > 0, montrer qu’il existe C € B(R) t.q. A(C) < +o0 et

neN:'f [fulPdX <e
CC
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4. Montrer que f,, — f dans LP. [Utiliser le théoreme de Vitali, donné dans le cours.]
5. On suppose de plus que f,(x) = 0 pour tout n € N et tout x € R t.q. |x| > 1. Montrer que f, — f dans L° pour
tout s € [1, g[ et donner un exemple pour lequel f,, /> f dans L7 (distinguer les cas g < +oc0 et g = +00).

Exercice 6.21 (Sur les suites convergentes en mesure et bornées dans £7) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini.
Pour 7 € [1,+00], on note L" I'espace L (E, T, m). Soit p €]1,+0c0], (f,)en une suite bornée de LP (c’est-a-dire
SUp e llfull, < +00) et f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que f,, — f en mesure quand 1 — +oo.

1. Montrer que f € £P. [On rappelle que, comme f,, — f en mesure, il existe une sous-suite de la suite ( f,,) ey qui
converge p.p. vers f.]

2. Soit g € [1, p[. Montrer que ||f,,— f]l; — 0 quand 7 — +co. [Pour & > 0, on pourra utiliser, avec A,, . = {|f,—f| < €},
I’égalité suivante :

JVfu=fl2dm= [, 1fy=flldm+ [, |f,—flidm]
3. (Question plus dlfﬁClle.) Donner un exemple pour lequel ||f,, — f||, 7> 0 quand 7 — +co.

Exercice 6.22 (Caractérisation de £=°) Soit (X, T,m) un espace mesuré. Pour p € [1,00], on note £P I’espace
kb r(X, T, m). Soit f une apphcatlon de X dans R. On suppose que pour tout 7 € N* il existe f,, € L¥ et g, € L! t.q.
f=futgfullo <1et|gulli < n. Montrer que f € L% et ||f||lo < 1.

Exercice 6.23 (Convergence en mesure et domination) Cet exercice généralise au cas p > 1 I’exercice 4.35.

Soit (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo0. On note LP ’espace LP(E, T, m). Soit (f,,),en une suite d’éléments
de LP et f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

e f, — f enmesure quand 1 — +oo.
e Ilexiste g € LP, t.q., pour tout n € N, |f,| < g p.p..

1. Soit € > 0. En remarquant que |f| <|f — f,,| + |f,,|, montrer que, pour tout n € N,

m({If1-gze) <m({lfu—fl = ¢€}).

2. Soit € > 0. Montrer que m({|f| — g > €}) = 0. En déduire que |f| < g p.p. et que f € LP.
3. On suppose, dans cette question, que m(E) < +oo.
(a) Soit 1} > 0. Montrer que, pour tout 1 € N,

J-|fn—f|pdm§r|m(E)+J. 2PgPdm.
{lfu=f1P>n}

(b) Montrer que lim,,_, , o, j |fu — flPdm = 0.
[On rappelle que si, k est une fonction intégrable de E dans R, pour tout € > 0 il existe 6 > 0 t.q.

A€eT, m(A)Sb:I |hldm < &.]
A

4. On ne suppose plus que m(E) < +c0. Montrer que lim,,_, , o, I |fu — fIPdm = 0. [On rappelle que si, h est une
fonction intégrable de E dans R, pour tout € > 0 il existe C € T t.q. m(C) < +o0 et JCE |hldm < e.]

Exercice 6.24 (Espace L! + L>)

Pour 1 < p < +o0, on note £ ’espace ck r(R,B(R),\) et LP I’espace Ll r(R, B(R), A). On désigne par [|-||, la norme
dans £LP ou LP.

On note E I’ensemble des fonctions de R dans R somme d’un élément de £1 et d’un élément de £, ¢’est-a-dire
que f €Esiilexistege L ethe L2 tq. f =g+h.
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1. Montrer que E est un sous espace vectoriel (sur R) de I’ensemble des fonctions de R dans R.
2.Soitge L1, he L® et f = g+ h. Soit K un compact de R. Montrer que ||f 1|1 <Iglli + AMK)|H]lco-
Pour f € E, on pose N(f) = inf{||g|l; + |hllco, avec getht.q. f =g+h,ge L et he L)
3. Soit f € E t.q. N(f) = 0. Montrer que f1¢ = 0 p.p. pour tout compact K de R.
En déduire que f = 0 p.p..

4. Soit f1, f, € Etq. f1~: f2 p-p-- Montrer que N(f;) = N(f>)
On note maintenant E I’ensemble E quotienté par la relation d’équivalence “= p.p.”. (Cet espace est souvent noté

L' +1>)
Un élément de E est donc un ensemble d’éléments de E (deux a deux égaux p.p.).
5. montrer que E a une structure d’espace vectoriel induite par celle de E.
Pour F € E, on pose N(F) = N(f) ot f est un élément de F. (Cette définition est cohérente grice a la question
précédente.)
6. Montrer que N est une norme sur E.
7. Montrer que E muni de la norme N est un espace de Banach (c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet).
8. Soit 1 < p < +co. Montrer que LP s’injecte continiment dans E (c’est-a-dire que 1’application f — f est linéaire
continue de LP dans E).
[On pourra commencer par lescas p =1 et p = +00.]

Exercice 6.25 (Exemples de v.a. appartenant a L9) Soit (Q, .4, P) un espace probabilisé et X une v.a. (réelle).

Dans les trois cas suivants, donner les valeurs de q € [1, co] pour lesquels la variable aléatoire X appartient & I’espace

L1(Q, A, P):

1. X suit une loi exponentielle £(A) (A > 0) (c’est-a-dire que la loi de X a une densité f par rapport a la mesure de
Lebesgue, avec f(x) = Aexp(=Ax)1jg o0 pour x € R).

2. X suit une loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 (la loi de X a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue,

avec f(x) = %xzj—cz pour x € R).

3. X suit une loi géométrique G(p) (p €]0,1]) (c’est-a-dire que P({X = k}) = p(1 — p)*~L, pour tout k € N*).

6.5.2 Espaces de Hilbert, Espace L>

Exercice 6.26 (Séries orthogonales dans L.?) Soit H un espace de Hilbert et (f,,),cn une suite d’éléments de H
deux a deux orthogonaux. Un exemple important est H = L]%g(E, T, m) ou (E, T, m) est un espace mesuré. On note
|| - |z 1a norme dans H.

1. Montrer que la série ), . f, converge (dans H) si et seulement si ), .| fn”%{ est convergente (dans R).

2. On suppose que la série ), oy f, converge (dans H). On note f la somme de cette série. Soit ¢ une bijection
de N dans N. Montrer que la série ),y fo(n) converge aussi vers f (dans H). (La série ),y f, est donc
commutativement convergente, voir la définition 6.64.)

Exercice 6.27 (L” n’est pas un espace de Hilbert si p = 2) Montrer que L%(R, B(R), A) (muni de sa norme
usuelle) n’est pas un espace de Hilbert si 1 < p < oo, p # 2. [Pour p # 2, chercher des fonctions f et ¢ mettant en
défaut I’identité du parallélogramme, c’est-a-dire 1’identité (6.13) page 147.]

Exercice 6.28 (Caractérisation des espaces de Hilbert séparables) Soit E un espace de Hilbert (réel) de dimen-
sion infinie. Montrer que E est séparable si et seulement s’il existe une base hilbertienne dénombrable de E [I’une
des implications a déja été vue].
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Exercice 6.29 (projection sur le céne positif de L) Soit (X, T, ) un espace mesuré et E = Lﬂé(X, T, m). On pose
={fe€E f=0pp}.

1. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de E.

2. Soit f € E. Montrer que Pcf = f™.

Exercice 6.30 (Exemple de non existence de la projection) Dans cet exercice, construit un espace de Banach

réel E, un sous espace vectoriel fermé F de E, ¢ € E\ F (et donc d(g,F) = inf{||lg — fllg, f € F} > 0...) tels qu’il

n’existe pas d’élément f € Et.q. d(g,F) =|lg - fllE.

On prend E= C([O 1],R), on munit E de la norme habituelle, ||f||g = max{|f(x)|, x € [0,1]}. On pose F = {f € E;

=0, JO x)dx = 0}. Enfin, on prend g € E défini par g(x) = x, pour tout x € [0, 1].
. Montrer que E est un espace de Banach (réel).

. Montrer que F est un sous espace vectoriel fermé de E.

Soit f € F. Montrer que ||g — f|lg = 1/2. [On pourra remarquer que fo g—f)x)dx > jo g—f)x)dx=1/2]
. Montrer qu’il n’existe pas d’élément f € Ft.q. ||g— fllg = 1/2.

UI-#}»N'—‘

. Montrer que d(g, F) = 1/2. [On pourra, par exemple, montrer que ||g — f,|l[g — 1/2, avec f,, défini par f,(x) =
—B,.x, pour x € [0,1/n], f,(x) = (x—1/n) —B,/n, pour x € [1/n,1], et B,, choisi pour que f,, € F.]

Exercice 6.31 (Lemme de Lax—Milgram) Soit E est un espace de Hilbert réel et a une application bilinéaire de
E X E dans R. On note (- | -) le produit scalaire dans E et || - || la norme dans E. On suppose qu’il existe C € R et
a>0tq.:

la(u,v)| < Cllulll|lvll, Yu,v € E (continuité de a),

a(u,u) > allul|?, Yu € E (coercivité de a).

Soit T € E’. On va montrer, dans cet exercice, qu’il existe un et un seul u € E t.q. T(v) = a(u,v) pour tout v € E
(ceci est le lemme de Lax-Milgram).

1. On suppose, dans cette question, que a est symétrique. On définit une application bilinéaire, notée (- | -), de EXE
dans R par (u | v), = a(u,v). Montrer que (- | -), est un produit scalaire sur E et que la norme induite par ce
produit scalaire est équivalente a la norme || - ||. En déduire qu’il existe un et un seul u € E t.q. T(v) = a(u, v) pour
tout v € E. [Utiliser le théoreme de représentation de Riesz.]

2. On ne suppose plus que a est symétrique.

(a) Soit u € E, Montrer que I’application v — a(u,v) est un élément de E’. En déduire qu’il existe un et un seul
élément de E, notée Au, t.q. (Au | v) = a(u,v) pour tout v € E.

On note, dans la suite A 1’application qui a u € E associe Au € E.
(b) Montrer que A est linéaire continue de E dans E.
(c) Montrer que Im(A) est fermé.
(d) Montrer que (Im(A))*+ = {0}.

(e) Montrer que A est bijective et en déduire qu’il existe un et un seul u € E t.q. T(v) = a(u, v) pour tout v € E.

Exercice 6.32 (Exemple de projection dans L?) On désigne par \ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de
10, 1, par L? I’espace L%(]O, 1[,B(]0,1[), A) et par LP I’espace Lﬁ(]O, 1[,B(]0, 1[), A)

Soit g € L2.
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1. Soit v € L? et ¢ € C2(]0, 1[,R) (on rappelle que ¢ € C(]0, 1[,R) signifie que ¢ est une application de ]0, 1]
dans R, de classe C*, et qu’il existe K c]0, 1], K compact, t.q. ¢(x) = 0 pour tout x €]0, 1[\K) . Montrer que
vgd’ e L.

Onpose C={vel?;v<1pp., fvg(b’d)\ < f(bd)\, pour tout ¢ € C*(]0,1[,R), ¢ > 0}. (On rappelle que
¢ > 0 signifie ¢(x) > 0 pour tout x €]0, 1[.)

2. Montrer que C est un convexe fermé non vide de L?.

3. On désigne par 1 la fonction constante et égale a 1 sur ]0, 1[. Soit u € C. Montrer que :
(Ju = 1|5 £ |Jv —1]|, pour tout v € C) & (J(l —u)(u—v)dA = 0 pour tout v € C).

4. Soit u € C t.q. |lu —1||; < |[v —1]|, pour tout v € C. On suppose que u,g € C'(]0, 1], R).

(a) Montrer que (1g)’(x) > —1 pour tout x €]0, 1[.
(b) Soit x €]0,1] t.q. u(x) < 1. Montrer que (ug)’(x) = -1.
(c) Montrer que u est solution du probleme suivant :
(ug)’(x) = -1, pour tout x €]0, 1],
u(x) < 1, pour tout x €]0, 1],
(I+(ug)'(x))(u(x)—1) =0, pour tout x €]0, 1[.
Exercice 6.33 (Approximation dans L?) On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L?
I’espace L%(R, B(R), A) et par LP 1’espace ﬁﬁ(R, B(RR), A). On note dt = dA(t).
Pour f € L? et k € N*, on définit Ty f de R dans R par :

Tof(x) = kf F(dt, 6:40)

n(x) n(x)+1

ol n(x) est 'entier de Z tel que e <x< — (’entier n dépend donc de x).

1. Soit k € N* et f € L2. Montrer que Ty f € L? (plus précisément, T, f € L et on confond alors, comme d’habitude,
Tof avec {g € £2, g = Tef pp.h et que [T fll <|Ifllo, pour tout k € .

2. Soit f € C.(R,R) (i.e. f continue de R dans R et a support compact). Montrer que Ty f — f dans L? quand

k — co.
3. Soit f € L. Montrer que Ty f — f dans L? quand k — co.
[On pourra utilser la densité de C.(R,R) dans L?, exercice 6.4.]

Exercice 6.34 (Projections orthogonales)
On pose H = Lé(] —1,+1[, B(] = 1,+1]), ). (On rappelle que B(] — 1,+1]) est la tribu borélienne de | —1,1]
et A la mesure de Lebesgue sur B(] —1,+1[).) Soit F = {f € H t.q. f]_l +1[f dX = 0}. Soit G = {f € H tq.

jH‘O[f d\ = j]oll[f d)).
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels fermés de H. Déterminer les sous-espaces F-, G+ et FN G.

2. Calculer, pour g € H, les projections orthogonales Pr(g) et P5(g) de g sur F et G.

Exercice 6.35 (Projection orthogonale dans L?) On pose L? = Lﬂé(R, B(R), A) (muni de sa structure hilbertienne
habituelle) et, pour o, f € R donnés, a« < B, C={f € L% a< f <Bppl}

1. Montrer que C est vide si et seulement si aff > 0.
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2. On suppose maintenant que af3 < 0. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de L2. Soit fe L2,
montrer que Pe f (x) = max{min{f(x), f}, «} pour presque tout x € R. (P f désigne la projection de f sur C.)

Exercice 6.36 (L” n’est toujours pas un Hilbert...) Soit (E, T, ) un espace mesuré et L = L%(E, T, m).

1. On suppose ici qu’il existe Aet Be€ Tt.q. ANB =0, et 0 < m(B) < +o0, 0 < m(A) < +0c0. Montrer que L? est un
Hilbert si et seulement si p = 2. [On pourra utiliser 1’identité du parallélogramme avec des fonctions de L” bien
choisies.]

2. Montrer que pour m = 0y (mesure de Dirac en 0), L%(R, B(R), m) est un Hilbert pour tout p € [1,+o0].
Exercice 6.37 (Espace /%) On note 1 la mesure du dénombrement sur P(N), ¢’est-a-dire m(A) = card(A) si A est
fini et m(A) = co si A n’est pas fini.

On note /2 = L3 (N, P(N), m).

1. Montrer que chaque élément de I? ne contient qu’un seul élément de 1’espace Eé(N, P(N), m).

2. Montrer que I’inégalité de Cauchy-Schwarz sur I? donne :

() anb)?<) a2y b2

neN neN  neN

pour toutes suites (a,)nen, (by)nen C Ry t.q. Y ends <ocoet Y b2 < co.

3. Soit ¢ : N* — N, bijective. Montrer que ), .-

n
p=1

%’21) = oo. [On pourra commencer par montrer que Z;’zl @ <

IlJ pour tout n € N* puis utiliser I’'inégalité de Cauchy-Schwarz.]

Exercice 6.38 (Isométrie d’un espace de Hilbert avec 12) Soit H un espace de Hilbert réel, de dimension infinie
et séparable. Soit {e,;, n € N} une base hilbertienne de H (une telle base existe, cf. proposition 6.62).

Pour u € H, on définit a,, € I (I? est défini  Iexercice 6.37) par a, (1) = (u | e, )y, pour tout # € N. (On montrera
tout d’abord que a,, est bien un élément de 12.)

Montrer que I’application A : u > a,, (est linéaire et) est une isométrie de H dans 12, ¢’est-a-dire que ||a, ||;2 = ||ullg
pour tout u € H.

Montrer que A est bijective (il faut donc montrer que, pour tout a € [, il existe u € Ht.q. a = a,,).

Exercice 6.39 (Intégration par parties dans £%(R, B(R),\)) Soit u,v € C}(R,R).

1. On suppose, dans cette question, que u et u” sont des fonctions de carré intégrable pour le mesure de Lebesgue
sur les boréliens de R. Montrer que lim,_, ., #(x) = 0. [On pourra commencer par montrer que #2(x) a une
limite dans R quand x — +o0, puis montrer que cette limite est nécessairement nulle.]

2. On suppose, dans cette question, que u, v, 1’ et v’ sont des fonctions de carré intégrable (pour le mesure de
Lebesgue sur les boréliens de R). Montrer que

J u(x)v’(x)dx = —J v(x)u’(x)dx.
R R

3. Donner un exemple pour lequel uv’ et v'u sont intégrables (pour le mesure de Lebesgue sur les boréliens de R) et

J- u(x)v’(x)dx = —j v(x)u’(x)dx.
R

R
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Exercice 6.40 (Tribu et partition, suite et fin) Cet exercice est la suite de 1’exercice 3.35. Soit (Q, A, P) un espace
probabilisé et a une partition de Q). On note 7 (a) la tribu engendrée par a (voir I’exercice 3.35). On suppose que la
partition a est mesurable, ¢’est-a-dire que ses atomes sont des éléments de .4 (on a donc 7 (a) C A).

Donner une base hilbertienne de L?(Q, 7 (a), P) construite a partir des atomes de a.
En déduire I’expression de la projection orthogonale d’une variable aléatoire X appartenant a L2(Q),.A, P) sur le
sous espace L2(Q), 7 (a), P).

Exercice 6.41 (Convergence presque siire et borne L> donne convergence L') Cet exercice reprend I’exercice
6.19 (pour g = 2 et p = 1) avec les termes probabilistes et une méthode 1égerement différente. Soit (Q), 4, P) un
espace probabilisé et (X,,),cn une suite de v.a.r.. On suppose

- X,; = 0p.s.,,quand n — +co.
— E(X2) < 1, pour tout 1 € N.
1. Soit € > 0. Montrer que E(|X,,|) < e+ mpour tout n € N.
2. Montrer que X,, — 0 dans L%R(Q,.A, P).
3. Montrer, en donnant un exemple, que les hypotheses données au début de I’exercice n’entrainent pas les hypotheses

du théoreme de convergence dominée.

Exercice 6.42 (Orthogonalité et v.a.r. indépendantes) Soit (Q),.4, P) un espace probabilisé et (X,,),,cn une suite
de v.a.r. indépendantes. On suppose que X,, est de carré intégrable pour tout n € N et que (X,, | X,;,), =0sin=m
(On note L? I’espace Lﬁ(Q, A,p) et (-]-); le produit scalaire dans L?). On suppose enfin que Y o Var(X,,) < +co.

1. Montrer qu’il existe au plus un entier n > 0 t.q. E(X,,) = 0.

2. Montrer que la série ) ;7 ; X,, est convergente dans L2
Exercice 6.43 (Identités de Wald)

Cet exercice est la suite de I’exercice 4.52. Soit (Q2, .4, P) un espace probabilisé, (X,,),,cn+ une suite v.a.r.i.i.d. et N
une v.a. a valeurs dans N*. On pose Sy = X +... + Xy (¢’est-a-dire que, pour w € Q, Sy(w) = ZEI:(({’) X, (w)).
1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r. N,Xy,...,X,,... sont indépendantes. Pour n € N*, on pose
A, ={weQ, N(w) = n} (on note, en général, A, ={N =n})etY, = 22:1 Xp-
(2) Soit n € N*. Montrer que 14 etY, sont des v.a.r. indépendantes.

(b) On suppose aussi que N et X; sont de carré intégrable. Montrer que Sy est de carré intégrable et calculer sa
variance en utilisant les variances et les espérances de N et X .

2. On suppose maintenant que {N = n} € 6(Xy,...,X,,) pour tout n € N* (on rappelle que 5(Xy,...,X,,) est la tribu
engendrée par X1,...,X,,). On suppose aussi que N et X; sont de carré intégrable et que E(X;) = 0. Montrer que
Sy est de carré intégrable et calculer sa variance en utilisant la variance X et I’espérance de N. [On pourra écrire
SN = e Linzny X, et utiliser I’exercice 6.26.]

N.B. : Le cas E(X;) = 0 peut aussi étre traité. Il se ramene au cas E(X;) = 0 en considérant Y,, = X,, — E(X,,).

6.5.3 Théoréme de Radon-Nikodym et dualité dans L”

Exercice 6.44 (Fonctions absolument continues) Soit —co < a < b < +00. On admet les 2 résultats suivants :

— Toute fonction monotone définie sur [a, b], a valeurs dans R, est dérivable en presque tout point de ]a, b|.

— Soit f € Lﬂ@(]a, b[, B(]a, b[), \). Pour x € [a, b], on pose F(x) = ffl]a’x[dk. La fonction F est alors dérivable
en presque tout point de ]a,b[ etona F’ = f p.p..
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1. (Fonctions monotones.) Soit f une fonction monotone croissante définie sur [a, b] et & valeurs dans R.
(a) Montrer que [’ € Li(]a,b[,B(]a,b[), A) et que

[ £ 1mr< r01- @
[On pourra poser f(x) = f(b) pour x > b, considérer f,(x) = n(f(x+ %) — f(x)) et remarquer que f, — f’ p.p.
sur ]a, b[.]
(b) Donner un exemple pour lequel 1’inégalité de la question précédente est stricte. (Les courageux pourront
chercher un exemple pour lequel f est continue. ..)
2. (Fonctions absolument continues.)
Une fonction définie sur [a, b] et a valeurs dans R est dite absolument continue si pour tout € > 0 il existe 6> 0
tel que pour toute famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (]ag, bx[)1<k<, dont la somme des longueurs
est inférieure 2 0, ona Y/, |f(bx) - f(ar)| <e
(a) Montrer que 1’absolue continuité implique I’uniforme continuité.

(b) Montrer que 1’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme un espace vectoriel.

3. (Fonctions absolument continues et fonctions monotones.) Une fonction f définie sur [4, b] (et & valeurs dans R)
est dite a variation bornée s’il existe C t.q. pour toute subdivision du segment [a,b], a = x5 <x; <...<x, =D,
onait Y i, |f(xx) — f (xg_1)| < C. Pour une fonction f a variation bornée, on peut définir, pour a < x < b, V;[f]
par :

VST =supl ) If () = f(ten)l, @ =% <x) <. <3, =x, n€N)
k=1

On pose aussi VZ[f]=0.

(a) Montrer que toute fonction absolument continue est a variation bornée.

(b) Montrer pour toute fonction f (définie sur [a, b] et) absolument continue, la fonction x +— V[ f] est absolument
continue sur [a, b]. En déduire que toute fonction absolument continue (définie sur [4, b]) est la différence de
deux fonctions absolument continues monotones croissantes (et est donc dérivable en presque tout point de
la, b]).

4. Soit f € L%R(]a, b[, B(]a, b[), \). Pour x € [a,b], on pose F(x) = ffl]m]d)\. Montrer que F absolument continue.

3. Soit F une fonction absolument continue et monotone croissante de [a, b] dans R. On prolonge cette fonction sur
R en posant F(x) = F(a) si x < a et F(x) = F(b) si x > b. Une version étendue du théoréme de Carathéodory (cette
version étendue est donnée par le théoreme de Lebesgue-Stieltjes, théoreme 2.62, pour ce résultat il suffit de F
continue croissante) donne I’existence d’une (et une seule) mesure mg sur B(R) t.q. mg(]e, B[) = F(B) — F(«)
pour tout o, f € R, o < p.

(a) Montrer que mp est absolument continue par rapport a A. [Utiliser la régularité de A et 1’absolue continuité de
F.]

(b) Montrer qu’il existe g € L%R(]R,B(R), A) tq. F(B) — F(a) = fgl]arﬁ[d)\, pour tout o, p € R, o < p. Montrer que
g =F p.p.sur]a,b.

6. Soit F une fonction absolument continue de [4, b] dans R. Montrer que F est dérivable en presque tout point de
la,b[, que F" € L% (]a, b, B(]a, b[), A) et que pour tout x € [a,b] on a

F(x)—F(a) = J‘F/l]a,x[d)\'
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Exercice 6.45 (Décomposition d’une mesure) Soit d > 1 et 1 une mesure sur les boréliens de R?. On suppose
que m(RY) < +co. On note B(R?) I’ensemble des boréliens de R? et A4 la mesure de Lebesgue sur B(R?). On pose

o« = sup{m(C), C € B(R) t.q. A4(C) = 0},

. Montrer qu’il existe C € B(R?) t.q. A;(C) = 0 et a = m(C).
Soit C € B(R?) t.q. A4(C) = 0 et a = m(C).
Pour A € B(R?), on pose v(A) = m(ANC) et wA) =m(ANC°).

. Montrer que p et v sont des mesures sur 3 (R9) et que v est étrangdre a A.

3. Montrer que p est absolument continue par rapport a A;. En déduire qu’il existe une fonction f borélienne de R4

dans R, t.q. m= fA;+v.
N.B. Dans ce corrigé, on a essentiellement repris la démonstration de la proposition 2.30 (qui considere un cas
plus général) et utilisé pour conclure le théoreme de Radon-Nikodym.

Exercice 6.46 (Dualité L'-L> par Radon-Nikodym) Soit (E, T, ) un espace mesuré fini et T € (L]}Q(E, T, m)).
On suppose que T est positive, c’est-a-dire que, pour f € Ly (E, T, m), f > 0 p.p. implique T(f) > 0.

1.

Pour A € T, on pose j(A) = T(1,). Montrer que p est bien définie et que p est une mesure finie sur T.

Attention, il y a toujours cette confusion malheureuse de notations, la méme lettre T désigne la tribu sur E et un
élément de (LL(E, T, m))".

Onnote L = Ly (E, T,m) et L™ = LR (E, T, m) (pour r = 1 et r = c0).
. En utilisant le théoreme de Radon-Nikodym, montrer qu’il existe g € M, t.q. T(1,) = j gladm pourtout A e T.

3. Montrer que g € L (E, T, m) (plus précisément, il existe h € LZ'(E, T, m) t.q. h = g p.p.). [On pourra montrer

4.

que [|glleo < ||T|l1y en choisissant bien A dans la formule trouvée a la question précédente. ]

Montrer que T(f) = Jgfdm pour tout f € Lﬁg(E, T, m).

Exercice 6.47 (Dualité L”-L9 pour p < 2) L’objet de cet exercice est de démontrer le théoréme de dualité 6.70
dans le cas p < 2.. Soit (E, 7, m) un espace mesuré o—finiet 1 <p < 2.Onpose g =p/(p—1) etonnote L" I’espace
LR (E,7,m) (pour r =p,r =qetr=2).Soit T € (LP)".

1

2

. On considere d’abord le cas out m(E) < +c0.

(a) Montrer que L? C L” et que I’injection canonique ! de L? dans L” est continue.

(b) Montrer qu’il existe g € L? t.q. T(f) = ffgdm pour tout f € L2,

(c) Montrer que la fonction g, trouvée a la question précédente, appartient a L9 [distinguer les cas p > 1 et
p = 1. Dans le cas p > 1, on pourra considérer les fonctions f, = |g|(q_2)gl{|g|s,1}. Dans le cas p = 1, prendre
f =sgn(g)1a ot A ={|g|>Tllry}.]

(d) Si f € LP, montrer que f, = f1{r<n) € L2. En déduire que il existe g € L7 t.q. T(f) = Ifgdm, pour tout
f elr.

. On considere maintenant le cas ol m(E) = +co. Comme m est o-finie, on peut écrire E = U A, avec An C A, .,

neN
A,eT etm(A,)<+00.Onnote 7, ={Ae€7,ACA,},m, = my, et L"(m,) = Ly(A,, T, m,) (r = p ou q).

1. On rappelle que I’injection canonique d’un ensemble G contenu dans un ensemble F est la restriction de 1’application identité a G. Pour

montrer la continuité de I’injection d’un espace vectoriel G muni d’une norme || - ||G inclus dans un espace vectoriel normé F muni d’une norme

-||g, il suffit donc de montrer qu’il existe C > 0 tel que ||u||g < C||u||g pour tout u € G.
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(a) Soit n € N. Pour f € LP(m,,), on pose T,(f) = f avec f = f p.p. sur A, et f = 0 p.p. sur (A,,)°. Montrer
que T, € (LP(m,,))’ et qu’il existe g, € L1(m,,) t.q

T.(f) = Jfgndmnf Vf eLF(m,).

On utilise (g,) ey dans les questions suivantes.
(b) Montrer que si m > n, g, = g, p.p. sur A,,.
(c) On définit g: E — R par g = g, sur A,,.
i. Montrer que g € L1(E). (Distinguer les cas g < +oo et g = +00.)
ii. Montrer que T(f) = ffgdm, pour tout f € LP.
Exercice 6.48 (Démonstration du théoréme de dualité L? — L7)

Soient (E, 7, m) un espace mesuré o-fini : il existe une famille dénombrable (A,,),cy d’ensembles A,, qu’on peut
prendre disjoints deux a deux, tels que

A, eT, m(A,)<+coetE= UAn.
neN

Soient p € [1,+0o[ et T une forme linéaire continue sur LfR(E, T,m)=1P,

Partie 1. (Rappel du cours.) On considére d’abord le cas p = 2, montrer qu’il existe un unique g € L? t.q.

T(f) = Jfgdm, V fel?

Partie 2. On s’intéresse maintenant au cas p € [1, 2]

1. Soit ¢, une fonction mesurable de E dans R. Montrer que si Y € L”, ot r = 2p/(2 — p), alors, pour toute fonction
f de L2, 1a fonction f1 est dans LP.
Montrer qu’il existe une fonction P € L" de la forme : Y =}, cya,1a,, @, > 0.

Dans toute la suite, 1\ désignera une fonction particuliere de la forme précédente.

2. Déduire des questions précédentes I’existence d’une unique fonction G € L? t.q., pour toute fonction f de LP t.q.

%eLz,onaT(f): jf%dm.

3. Soient p €]1, 2[, et q tel que (1/p) + (1/q) = 1 ; on définit les fonctions f,,, de E dans R, par :
f =172 g1 (lel<n) 1B, oug——etB UA

(a) Montrer que pour tout n€ Non a f,/{ € L2.
(b) En déduire que g = G/ € LY. [1l est conseillé d’utiliser la continuité de T de LP dans R.]

4. Soient p = 1 et f € L'. On définit : f, = sgn(g)1alp, ol A = {|g] > [|Tllrry}.
(a) Montrer que pour tout n € Nona f,/{ € L2.
(b) En déduire que m(A N B,) = 0 pour tout n € N et que g (= G/{) € L®.
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5. Soient p € [1,2[ et f € LP, on définit f, = f17|<n)1p,. Montrer que f,/{ € L? et que f, tend vers f dans LP.
En déduire que il existe g € L7 t.q. T(f) = Ifgdm pour tout f € LP.

Partie 3. On s’intéresse maintenant au cas p > 2, et on suppose ici que T > 0, i.e. T(f) > 0 pour toute fonction f
t.q. f > 0 p.p.. Soit q tel que (1/p) +(1/g) = 1.
1. On suppose dans cette question que la forme linéaire T est, de plus, continue pour la norme ||.|| 1.

(a) Montrer qu’il existe g € L* t.q. T(f) = jfgdm pour toute fonction f € L' N LP.

(b) Montrer que g € L9. [On pourra utiliser un raisonnement similaire a celui de la question 3 de la partie 2].

(c) En déduire qu’il existe ¢ € L1 t.q. T(f) = ffgdm pour toute fonction f € L? et que ||g]lrs = || ||y [On

pourra utiliser un raisonnement similaire a celui de la question 5 de la partie 2].

2. On suppose ici qu’il existe une suite (T,,),cy de formes linéaires sur LP vérifiant les quatre propriétés suivantes :

V fell;f>0pp, 0<T,(f)< (f) (6.41)
V felP;f>0pp, T,(f)<T. (6.42)
vV fel?;f>0p.p., <nffdm (6.43)
V felP;f>0pp., T,(f)converge vers T(f) lorsque n — +oo. (6.44)

(a) Montrer que, pour tout n € N, il existe g, € L1 tel que T, (f) = f gnfdm, pour tout f € LP. Montrer que
llgnllLs < I Tllry
(b) Montrer que, pour toutn € N, 0 < g, <np.p. et g, < g,41 P-p--
(c) Montrer qu’il existe g € L7 t.q. T(f) = Jgfdm, pour toute fonction f € LP.
3. Soit T, I’application de LP dans R définie par :
Sifelletf>0pp, T,(f)= inf (T((p) + nJ-(f - (p)dm),

@eLP,0<p<f
puis, si f € L7, T(f) = Tu(f ) = Tulf )
Montrer que T,, vérifie les propriétés de la question 2.
4. Montrer que T, est linéaire .

5. En déduire que, pour toute forme linéaire continue positive T sur LP, il existe une fonction g de L1 t.q. T(f) =

ffgdm-

6. Montrer que, pour toute forme linéaire continue T sur LP, il existe une fonction g de LY t.q. T(f) = J. fgdm.

[Décomposer T en une partie positive et une partie négative.]

6.5.4 Convergence faible, faible-+, étroite, en loi. ..

Exercice 6.49 (Convergence faible et convergence des normes = convergence forte) Soient (E, T, 1) un espace
mesuré, (f,)peny C L2 = L%(E, T, m) et f € L? tq la suite (f,,),en tende faiblement vers f dans L2, ¢’est-a-dire :
ffn(pdm — ff(pdm pour toute fonction ¢ € L2.
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I Montrer que [[f[l> < liminf, . o [If, 1>
2. On suppose de plus que ||f,|l> — ||f|l> lorsque 7 — +co0. Montrer que la suite (f;,),ex tend vers f dans L.
Exercice 6.50 (Convergence faible) Soit (E, T, ) un espace mesuré o—fini. Pour 1 < r < co, on note L" I’espace
Lp(E, T,m). Soit 1 <p <coetqg=p/(p—1).Soit (f,),eny CLP et f € LP.

1. Montrer que f,, — f faiblement dans L? quand n — +co (voir la définition 6.80) si et seulement si

jfngdmﬁjfgdm, Vge Ll (6.45)

2. Montrer que ||f]|, <liminf, . [|full, si f, — f faiblement dans LP, quand n — +co. [Utiliser (6.45) avec un
choix convenable de g.]

On suppose dans les questions suivantes (questions 3 a 7) que :

m(E) <oo, f, = f p.p, ACtq. [Ifull, <C VneN. (6.46)
3. On suppose, dans cette question, que p > 1.
(a) Soit N € Net g € L1 t.q. g = 0 p.p. sur Ef; avec Exy = (,>n{x € E; |f,,(x) — f(x)| < 1}. Montrer que
ffngdm — ffgdm, quand 1 — +co.
(b) Montrer que f, — f faiblement dans L. [Pour g € L, introduire g = g1g, -]
(c) Donner un exemple avec (E, T, m) = (]0,1[, B(]0, 1[), ) pour lequel f,, /> f dans LP.
4. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que ||f||; < liminf,_, . ||f,ll;. Donner un exemple avec
(E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1[), \) pour lequel f,, /> f faiblement dans L!, quand n — +co.

5. On suppose, dans cette question, que p > 1 et on prend 1 < r < p. Montrer que f, — f dans L", quand n — +co.
[On pourra, par exemple, utiliser le théoréme de Vitali pour la suite (g,,),en avec g, = |f,, — f1".]

6. Pour cette question, on retire dans (6.46) I’hypotheése m(E) < co et on suppose que p > 1. Montrer que f, — f
faiblement dans LP.

7. Dans cette question, on conserve I’hypothese (6.46) mais on ne suppose plus que f € LP. Montrer que f appartient
nécessairement a LP.

8. On prend maintenant (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0,1[), A) et on définit f,,, pour n € N par f, = 1 p.p. sur |2k/n, (2k +
1)/n[pourk e N, (2k+1)/n < 1et f,, = -1 p.p. sur |2k —1/n, 2k/n[ pour k € N*, 2k/n < 1. Montrer que f, — 0
faiblement dans LP, pour tout 1 < p < co. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de C([0,1],R) dans L!.]

Exercice 6.51 (Borne dans L' = convergence faible)  Soit (f,),cy la suite de fonctions de ]0,1[ dans R
2

définie par f,(x) = (n —n°x)*. On note A la mesure de Lebesgue sur la tribu B(R) des boréliens de ]0,1[, et
LP = Lﬁé(]o, 1[, B(R), A) pour p € [1, +o0].

1. Montrer que la suite (f,),cx est bornée dans L!.

2. Montrer que la suite ( f,),en n’est pas bornée dans LP pour p > 1.

3.'Y a-t’il convergence simple, convergence p.p., convergence uniforme, convergence en mesure, convergence dans
L? (p € [1,+o0]) de la suite (f,,),en (ustifier vos réponses...) ?

4. Montrer que pour toute fonction ¢ € C([0,1],R), on a an(pd)\ — @(0). En déduire que la suite (f,),en ne

converge pas faiblement dans L' (utiliser le fait que la mesure de Dirac n’est pas une mesure de densité, cf
exercice 5.1).
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Exercice 6.52 (Convergence forte contre convergence faible) Soit (E, T, ) un espace mesuré. Pour r € [1, +o0],
on note L" I’espace L (E, T, m).

Soit p € [1,00[ et g I’exposant conjugué de p. Soit (u,,),eny C LP, u € LP, (v;,),en C L9 et v € LA,
On suppose que 1, — u faiblement dans L? et v,, —» v dans L9, quand n — +oo. Montrer que u,v, — uv
faiblement dans L!, quand 1 — +co.

Exercice 6.53 (Convergence faible et non linéarité) On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de
10, 1[, par L? I’espace L%(]O, 1[, B(]0,1[), A) et par LP I’espace E%(]O, 1[, B(]0, 1), A).

1. (Unicité de la limite faible). Soit (u,,),ery € LY et u,v € L. On suppose que u,, — u faiblement dans L', quand
1 — +o0, (c’est-a-dire que T(u,,) — T(u) pour toute application T linéaire continue de L' dans R) et que u,, — v
faiblement dans L!.

(a) Montrer que f(u —v)pdA = 0, pour tout ¢ € L.

(b) Montrer que u = v p.p.. [Choisir convenablement ¢ dans I’égalité précédente.]

2. (Convergence forte contre convergence faible) Soit (v,,),,ey C L™ et v € L. On suppose qu’il existe C > 0 t.q.
[[v4]leo < C pour tout n € N et que v,, — v p.p., quand 1 — +oo.

(a) Montrer que v,, — v dans LP, quand #n — +oo, pour tout 1 < p < co.

(b) Donner un exemple pour lequel v,, /> v dans L.

(c) Soit (1,,),ey € L' et u € L. On suppose que ||u,||oo < C pour tout 1 € N et que u,, — u faiblement dans L',
quand n — +oo. Montrer que Iunvnd)\ — Juvdk, quand n — +oo. [Ecrire v, = v + (v,, — v).]

On se donne maintenant une fonction ¢ € C(R,R).

3. Soit u € L. Montrer que @ o u € L.

4.SoituelL®etv,weu. Montrerque {he L2 ;h=@ovpp)={hel®;h=¢owp.p.}.
Grace aux 2 questions précédentes, pour u € L®, on pose, siv € u :
e(u)={he L>; h=@ov p.p.}, de sorte que (1) e L*.

On se donne maintenant (u,,),eny C L. On suppose qu’il existe C > 0 t.q. ||u,||o < C pour tout n € N et qu’il
existeueLlet f :]0,1[— Rtq.:

— u,, — u faiblement dans L', quand n — +oo,
- @(u,) = f p.p., quand 1 — +oo.
Le but de ’exercice est de comparer f et @(u).

5. Montrer que |Iu1AdX| < CM(A) pour tout A € B(]0, 1[). Montrer que u € L* que ||u||o, < C.

6. On suppose, dans cette question, que @ est affine (c’est-a-dire qu’il existe o, f € R t.q. ¢(s) = as + p pour tout
s € R). Montrer que f = ¢(u) p.p.. [Utiliser, en particulier, la question 1.]

7. On suppose, dans cette question, que ¢ est injective. Montrer qu’il existe v € L* t.q. u,, — v p.p. quand n — +oco.
En déduire que v = u et f = @(u) p.p..

8. (Astuce de Minty pour passer a la limite sur les non linéarités) On suppose, dans cette question, que ¢ est
croissante.

(a) Soit v € L*°. Montrer que I(f —¢@(v))(u—v)dA > 0. [Utiliser la croissance de ¢ et la question 2 (c).]

(b) Soit w € L*°. Montrer que f(f —@(u))wdA < 0. [Utiliser la question précédente avec v = u + (1/n)w.]
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(c) Montrer que f = g(u) p-p--

9. On définit u,,, pour n € N, par u,, = 1 p.p. sur |2k/2n,(2k + 1)/2n[ pour k € {0,...,n—1}, et u,, = —1 p.p. sur
12k —1/2n,2k/2n[ pour k € {1,...,n}.
(a) Montrer que Iunq)dk — 0, quand 1 — +oo, pour tout ¢ € C([0,1],R).
(b) Montrer que u,, — 0 faiblement dans L', quand 1 — +oo. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0,1],R) dans L'.] Montrer que u,, #> 0 dans L', quand # — +oco.

(c) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R,R) pour lequel ¢(u,,) — f p.p. et f = @(0) p.p.. (et donc ¢ n’est pas
croissante et n’est pas injective). - -

(d) Donner un exemple de fonction ¢ € C(RR,R) croissante pour lequel @(1,) — f p.p. (et donc f = @(0) p.p., par
la question 8, et ¢ est non injective, par les questions 7 et 9 (b)).
Exercice 6.54 (Convergences faible et forte dans L!) Soit (X, T, ) un espace mesuré fini. Pour p € [1, 0], on
note LP I’espace L%(X, T, m). Soit (f,)uen C LY, f € L! et C € R. On suppose que
— f, — f faiblement dans L', quand 1 — +oco (c’est-a-dire que angdm — Jfgdm pour tout g € L®).
— Pourtoutn e N, f, > C p.p..

1. Montrer que f > C p.p..

2. On suppose maintenant que f = C p.p..
Montrer que f,, — f dans L! (c’est-a-dire lim,,_, o [|f,, — f1l1 = 0).

Exercice 6.55 (Dans [!, convergence faible = convergence forte)

On pose
1% ={x = (xy)nen CR; Sup{lxnl’ n € N} < oo},
"= {x=(xp)nen CR; Z;O:O x| < oo}

Pour x = (x,,) ey € [°° on pose ||x||o, = sup{|x,|, n € N}.

Pour x = (x,)en € 11 on pose [xlly = X520, -

1. Montrer que [* et I sont des espaces de Banach.

2. Soit ¥ = (V) nen € [°.
On définit T, : I' > R par

(o)

T, (x) = anyn, Vxell,

1n=0
(Remarquer que la série } ., x,,, est bien convergente, pour tout x € It
Montrer que T,, € (I')', et que || T, [[;1) = [[9llco-
3. Soit T € (I')". Montrer qu’il existe y € [ tel que T = T,.
[On pourra poser v, = T(e™), avec (") = (04,1)ien-]
4. Soit (x™),cy C I' une suite telle que
i) x(" = (xgn))ieN, xf.") — 0, quand 1 — oo, pour tout i € N.

ii) [Jx™]|; =1, pour tout € N.
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a. Montrer que 1’on peut extraire de la suite (x(™)), o une sous suite (x")), o et trouver une suite (0 )gey C N
telles que :

Qg Qf+1 oo
(m)y _ 1 (ng)y o 3 (n), 1
) < Z ) > 2 e o 2
Ok < gy, Eo|x, |_5, E lx, | > 5 E Hlxl I_S,VkeN.
1= 1=0%k+1

i=ag+1
b. Montrer qu’il existe y € [*° telle que T, (x x(m)y > L =, pour tout k € N ((x")).cry donnée en a.).
5. Soient (x("),,cy € I et x € I'. Montrer que x(") — x faiblement dans I! (c’est-a-dire T(x")) — T(x) pour tout
T e (I')) si et seulement si x(") — x dans I'.

Exercice 6.56 (Convergence étroite de mesures) Soit (11,,),cy une suite de mesures finies sur 5(IR) (on rap-
pelle que “m,, finie” signifie que “m,(R) < 00”) et m une mesure finie sur 5(R). On rappelle que C,(R,R) C
[I]}%(R,B(R), m,), pour tout n € N, et que C,(R,R) C ,C]%(R,B(R), m).

On suppose que :
fgdmn - J.gdm, pour tout g € Cy(RR,R).

Soit f € C(R,R). On ne suppose pas que f est bornée, mais on suppose que f € EIIR(R, B(R), m,,) pour tout n € N.
1. On pose a = sup,,cy M, (R). Montrer que a < co.
2. On suppose, dans cette question, que :

= supJ-Iflzdmn < oo,
neN

(a) Soit @ une fonction continue de R dans R, a support compact et t.q. 0 < ¢(x) < 1 pour tout x € R. Montrer
qu’il existe C € R, ne dépendant que de « et p (définis ci-dessus), t.q. :

jlfl(pdm <C.
(b) Montrer que f € [I%(R,B(R), m).

(¢) Montrer que dem,, — jfdm, quand n — +oo.

3. On ne suppose plus que sup J |f|2dmn < oo.
neN

Montrer (en choisissant convenablement (11,,),cn, 7 et f) que I’on peut avoir f ¢ £]§(R, B(R), m).

Exercice 6.57 (Convergence faible et convexité) Dans cet exercice (E, T,m) est un espace mesuré et on suppose
que la mesure m est g—finie.. Pour tout 1 < r < oo, on note L” I’espace L"(E, T, m) (et L" I’espace L"(E, T, m)). Soit
1 < p < o0, (4),en une suite bornée de LP et u € L t.q. u,, — u faiblement dans L? quand n — +co (on rappelle
que ceci signifie T(u,) — T(u), quand n — +oo, pour tout T dans (LP)’, c’est-a-dire dans le dual topologique de
LP).

1.Onposer=p/(p—1)sip>1etr=oo,sip=1. Montrer que, pour toutv € L" :

Junvdm — J-uvdm.

Soit ¢ € C!(R,R). On suppose que @ est strictement convexe (ce qui est équivalent a dire que ¢’ est strictement
croissante).
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2. Soit a € R. Pour x € R, on pose h,(x) = @(x) — @(a) — ¢’(a)(x — a).
(a) Montrer que h,(x) > 0 si x # a.
(b) Montrer que h, est décroissante sur | — oo, a[ et croissante sur ]a, co(.

Soit 1 < g < co. On suppose maintenant que la suite (@(u;,,)),ey est bornée dans L1 et qu’elle converge faiblement
dans LY, quand n — +co, vers une (classe de) fonction(s) ¢ € L1.

Précision de notation : On choisit un représentant pour u,,. On désigne alors par @(u,,) la fonction (de E dans R)
x — @(u,(x)). Cette fonction est supposée étre dans L7 et on I’identifie, comme d’habitude, avec I’élément de
L1 qu’elle représente.

Pour n € N, on pose f,, = [@(u,) — (u) — @’ (u)(u,, — u)].

Précision de notation : Ici aussi, pour définir f,,, on choisit un représentant pour u. On désigne alors par (1) et
@’ (u) les fonctions x — @(u(x)) et x — @’ (u(x)).

3. Soitk e R} et Be T t.q. m(B) < co. On pose Ay = {|lu| < k} (c’est-a-dire A = {x € E t.q. |u(x)| < k}.

Montrer que ffnlAk lgdm — J(@— @(u))1, 1gdm, quand 1 — +oco.
4. Montrer @ > ¢(u) p.p.. [Utiliser les questions 2(a) et 3.]

On suppose maintenant que @ = @(u) p.p..

5. Soit Be T t.q. m(B) < o0, k € R}, et Ay = {|u| < k}. Montrer que (f,),en admet une sous-suite convergeant p.p.
vers 0 sur Ay N B.

6. (Question plus difficile.) Montrer que (f,),cn admet une sous-suite convergeant p.p. vers 0 sur E. [Utiliser le fait
que la mesure m est o—finie et un procédé diagonal.]

7. Soit x € E t.q. f,(x) — 0, montrer que u,(x) — u(x). [Soit b € R, limite d’une sous-suite de la suite (1¢,,(X)) ex-
Utiliser la question 2 pour montrer que b = u(x).]

8. Montrer que (u,,),cn admet une sous-suite convergeant p.p. vers u.

9. On suppose ici que p > 1. Montrer que 1,15 — ulg dans L” pour tout r € [1,p[ et tout B € T t.q. m(B) < co.
[Utiliser I’exercice 6.19.]

10. En prenant (E, T, m) = (R, B(R), \) et ¢(s) = s2, donner un exemple pour lequel u,, /> u p.p. sur E (toutefois,

d’apres la question 8, (u,,),cn admet une sous-suite convergeant p.p. vers u).

Exercice 6.58 (Produit de convergences faibles) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1, c0], on note

L? I’espace L%(E, T, m). Soit o, p > 0. Pour a € R, on définit ¥, de R, dans R par {,(t) = (t* — a®)(tP - ab).

1. Soit a € R, . Montrer que {,(t) >0 pour tout t € R, t # a.
Soit (f,)uen une suite de fonctions positives appartenant & L™ et Iy, Ig, g € L*°. On suppose que la suite ( f;,)uen
est bornée dans L™ et que fny — [, »-faiblement dans L™, quand nn — +oo, pour y = a, y = pet y = a + .
On rappelle que fny — [, »-faiblement dans L* signifie que j fny(pdm — lecpd m, quand n — +o0, pour tout
pelLl.

2. Soit @ € L' t.q. ¢ > 0 p.p.. Montrer que fla(pdm > 0.

3. Montrer que I, > 0 p.p..

2=

4. Montrer que Iy, >[4l p.p.. [On pourra utiliser P,(t) > 0 avec t = f,,(x) et a = (Io(x))< ]

1
5. On suppose maintenant que [y, = l4lg p.p.. Onpose f =1y et g, = (f, —f"‘)(f,f’ - fB).
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(a) Montrer que g, — 0 dans L', quand n — +co.

(b) Montrer qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante t.q. go(,) — 0 p.p., quand # — +oco. Montrer que
f(P(”) — f p.p., quand n — +oo. [Utiliser la question 1.]

(c) Montrer que f,, — f dans L9, quand n — +o0, pour tout g € [1, co[.
Exercice 6.59 (Produit de convergences faibles et non-linéarité) Soit (X, T, ) un espace mesuré fini (¢’est-a-
dire m(X) < +00). On note L? I’espace LI%&(X, T, m). Soit (1) e €t (vy,)neny deux suites bornées de L2 et u,v € L2.

On suppose que les suites (1,,),en et (vy;)nen convergent faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci
signifie que

lim unwdmzjuwdm et lim vnwdm:fvwdm pour tout w € L.
n—+o0 n—+co

1. On suppose, dans cette question seulement, que v,, = u,, p.p., pour tout n € N (et donc u = v p.p.). Montrer que
u, — u dans L? (quand n — +co) si et seulement si fu,%dm — Juzdm (quand n — +00).

On suppose pour toute la suite de 1’exercice que funvn dm — fuv dm (quand n — +00) et qu’il existe une
fonction ¢ de R dans R t.q.

— ¢ continue et il existe C € R t.q. ¢(s) < C + C|s| pour tout s € R.

- v, = ¢(u,) p.p., pour tout n € N.

2. Soit w € L2, montrer que, quand 1 — +co,

f(cp(u,» — ow))(tty —w)dm — f(v ~ (w))(u —w)dm. (6.47)

3. On suppose que ¢ est croissante.

(a) Soit w € L? et t € R. Montrer que
j(v —@(u+tw))twdm < 0.

[Utiliser (6.47).] En déduire que J(v —@(u))wdm=0.
(b) Montrer que v = @(u) p.p..
4. On suppose que @ strictement croissante. Pour n € N, on pose G, = (¢@(u,,) — (1)) (u,, — u).
(a) Montrer que G,, — 0 dans L! quand n — +oo (utiliser (6.47)).

(b) Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (G;;)en, notée (Gyn))nen (avec P strictement croissante de N
dans N) t.q. Gy(n) — 0 p.p.. En déduire que uy,,,) — u p.p. (utiliser la croissance stricte de @).

(c) Montrer que u,, — u dans LP pour tout p € [1,2[.
Exercice 6.60 (Convergence faible contre convergence forte) Soit (E, T, ) un espace mesuré. On suppose que

m est o-finie. Pour r € [1, c0], on note L™ I"espace Ly (E, T, m) (et L™ est muni de sa norme usuelle). Soit p, q € [1, 0]
t.q. }l) + % = 1. Soit (f,),en une suite bornée de LP et (¢,,),cn une suite bornée de L9.

1. On suppose ici que p € [1, oo[ (et donc g €]1, 0]), ¢, — @ dans L9, quand n — +oo, et f,, — f faiblement dans
LP, quand n — +oo (c’est-a-dire que T(f,,) — T(f) pour toute application linéaire continue T de L? dans R).

(a) Montrer que I fubdm — j fdm, pour tout P € L9,
(b) Montrer que ffn(pndm — ff(pdm.
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2. On suppose ici que p = co (et donc q = 1), @, — ¢ dans L', quand # — +oo, et f,, — f *—faiblement dans L*,
quand n — +oo (c’est-a-dire que ffntpdm - jfll)dm pour tout { € L'). Montrer que an(pndm - ff(pdm.

On suppose pour la suite de I’exercice que p = 1 (et donc g = oo0) et m(E) < oo.
3. Montrer que ¢,, — ¢ dans L®, quand n — +co, implique :
(pl) @, — @ p.p. quand n — +co.
4. Montrer, en prenant (par exemple) (E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1[), A) que (p1) n’implique pas ¢, — ¢ dans L*®

quand 1 — +oo. [II faut donc trouver une suite (¢,,),cy bornée de L et ¢ € L* t.q. ¢, — @ p.p., quand
n— +oo, et ||¢,; — ¢l 7 0, quand n — +o00.]

On suppose maintenant que la suite (¢,,),cn Vérifie (pl) et que :
(p2) f, — f faiblement dans L!, quand n — +oo,

5. Montrer que ¢ € L* (au sens “il existe ¢ € LZ(E, T, m) t.q. ¢ = ¢ p.p.”). [On rappelle que la suite (¢,,),en €st,
par hypothese, bornée dans L*.]

6. On admet que (p2) implique I’équi-intégrabilité de la suite (f;,),cn, ¢’ est-a-dire :
Ve>0,30>0tq. AT, m(A)<9o, neN:I |fuldm <e.
A

Montrer que f fundm — I f@dm. [On pourra utiliser le théoréme d’Egorov.]

Exercice 6.61 (Théoréme de Dunford-Pettis) Soit (E, T, ) un espace mesuré fini. On note L! 1’espace Lﬁ@(E, T,
m). Soit (f,)en une suite bornée de L!. On suppose que la suite (f,,) ey est équi-intégrable, ¢’est-a-dire que pour
tout € > 0, il existe d t.q.

AeT,neN,m(A)Sé:f|fn|dm§€.
A

Le but de cet exercice est de démontrer que la suite (f,,),en admet une sous-suite faiblement convergente dans L.

1. Montrer que pour tout € > 0, il existe M € R t.q., pour tout n € N,

J fldm <.
1fl>M)

On suppose maintenant, pour les deux questions suivantes, que f,, > 0 p.p. pour tout # € N. Pour M € N*, on pose
fn,M = min{fwM}~
2. Soit M € N*. Montrer que la suite (f;; u),eny admet une sous-suite faiblement convergente dans L.
3. Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (f,,;),en, encore notée (f,),cn. et il existe une suite (gy)men+ de
L! t.q., pour tout M € N*
fum — gu faiblement dans L! quand n — +co.
[Utiliser le procédé diagonal, décrit, par exemple, dans la proposition 8.19.]
(a) Montrer que la suite (gy)men+ €St convergente dans L.
(b) On note g la limite (dans L) de la suite ( gM)Men+- Montrer que f,, — f faiblement dans L! quand # — +co.

4. On ne suppose que les fonctions sont positives p.p.. Montrer que la suite ( f,,) e admet une sous-suite faiblement
convergente dans L!.
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Exercice 6.62 (Convergence étroite et mesures des intervalles) Soit (11,,),cy une suite de mesures sur B(R) et
m une mesure sur B(RR). On suppose que m,, — m étroitement, quand n — +oo, et que m est diffuse (c’est-a-dire
que m({x}) = 0 pour tout x € R). Soit I un intervalle de R, montrer que m,,(I) — m(I) quand n — +co. Montrer (en
donnant un contre-exemple) que cette propriété peut étre fausse si m n’est pas diffuse.

Exercice 6.63 (Convergence en loi et fonction de répartition) Soit (Q3,.4, P) un espace probabilisé, (X,,),cn une
suite de v.a.r. et X une v.a.r.. On note m,, la loi de X,, (pour tout n € N) et m la loi de X.

1. Soit A une partie dense dans R. On suppose, dans cette question, que P({X,, < a}) — P({X < 4}), quand n — +o0,
pour tout a € A.

(a) Montrer que m,,(]a, b]) — m(]a, b]), quand n — +oo, pour tout a,b € A, a < b.

. . . P
(b) Soit p e N*, aty,..., 0y EReetay,...,ap € At.q. ag <...<ay,. Soit ¢ = Y i1 il | 4] Montrer que

J @edm, — f @dm, quand n — +oo.
R R

(c) Soit ¢ € C.(R,R). Montrer que IR @dm, — IR @dm.

(d) Déduire de la question précédente que X,, — X en loi, quand n — +oo.

2. On suppose, dans cette question, que X,, — X en loi, quand n — +oc0. Pour a € R on pose F(a) = P({X < a})
(c’est donc la fonction de répartition de X). On note A 1’ensemble des points de continuité de F.
(a) Montrer que A est dense dans R.

(b) En partant de la définition de convergence en loi (c’est-a-dire E(p(X,,)) — E(@(X)) pour tout @ € Cy(R, R)),
montrer que P({X,, < a}) » P({X < a}) pour tout a € A.

(c) Donner un exemple pour lequel, pour tout a € N, P({X,, < a}) /» P({X < 4}), quand 1 — +oo (alors que 1’on a
toujours X,, — X en loi, quand n — +00).

Exercice 6.64 (Convergence en loi) Soit (Q,.A4, P) un espace probabilisé et X une v.a. réelle de loi uniforme sur
[-1,1].

1. Montrer que —X est une v.a. de méme loi que X.

2. Donner un exemple de suite (X,,),ey de v.a. t.q. :

(a) (X,,)nen converge en loi vers X,

(b) (X,, — X),,e ne converge pas en loi vers 0.
3. Donner un exemple de trois v.a.X,Y,Z t.q. X et Y aient la méme loi, mais sans que XZ et YZ aient la méme loi.

Exercice 6.65 (Convergence en loi + convergence en probabilité) Soit (Q, A, P) est un espace probabilisé, X
une v.a. réelle et (X,,),en, (Y,)nen deux suites de v.a. réelles telles que :

X,, = X enloi, Y, — 0 en probabilité, quand n — +co.

Montrer que
X, +Y,, = Xenloi, quand n — +oo0.

[On pourra utiliser la convergence vague.]

Exercice 6.66 (Convergence en loi versus convergence en probabilité)
Soit (Q), A, P) un espace probabilisé, X une v.a. réelle et (X,,),cn une suite de v.a. réelles.
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1. On suppose, dans cette question, que X,, — X en probabilité, quand n — +co. Montrer que :
X,, = X en loi, quand n — +co.

[Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague de Py vers Px.]

2. On suppose qu’il existe a € R tel que X = a p.s.. On suppose aussi que X,, — X en loi, quand n — +oco. Montrer
que :
X, — X en probabilité, quand n — +oo.

Exercice 6.67 (Convergence L>-faible, p.p. et L!)

Soit Q) un ouvert borné de R. On note LP 1’espace L%(Q, B(Q), ).

Pour x € Q) et h > 0, on pose B(x, h) = {y € Q t.q. |x — y| < h} et on désigne par |B(x, h)| la mesure de Lebesgue de
B(x, h). Pour f € LY, xeQeth>0,0n pose

1
i) = o L<x,h>f‘”dy'

On dit que x est un point de Lebesgue de f si f;(x) a une limite dans R quand & — 0.
Six € Q), on pose F, = {f € L* tel que x est un point de Lebesgue de f}.

1. Soit x € Q. Pour f € F, on pose T,(f) = limy,_,q f;(x). Montrer que F, est un sous espace vectoriel de L™ et que
T, est une application linéaire continue de F,, muni de la norme de L*, dans R. En déduire qu’il existe T, € (L)’
telle que T, (f) = Ty(f) pour tout f € E.. [On pourra utiliser la conséquence du théoréme de Hahn-Banach
rappelée dans la remarque 5.13.]

Pour la suite de cet exercice, on rappelle que, si f € L!, presque tout point x de Q) est un point de Lebesgue de f
et on a, pour presque tout x € (3, limy,_,¢ f(x) = f(x) (ceci est démontré dans I’exercice 5.13).

Soit (f,,),en une suite bornée de L™ et f € L*. On suppose que f,, — f faiblement dans L*°, quand # — +co.
2. Montrer que f,, = f p.p..
3. Montrer que f, — f dans L!.
4. Soit 1 < p < co. Montrer que f,, — f dans L?.

N.B. : Le méme exercice peut se faire avec un ouvert borné de RN (N>1),noté Q,et f € Lﬁ(Q,B (Q), An) ot Ay
est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de . Cette mesure Ay sera définie au chapitre 7.
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