Chapitre 10

Transformation de Fourier

10.1 Introduction et notations

La notion de série de Fourier permet d’analyser les fonctions définies d’un compact [, b] de R dans R (ou dans C),
et donc aussi les fonctions périodiques de R dans R (ou C). La notion de transformée de Fourier permet d’analyser
les fonctions définies de R (ou RN) dans R (ou C). Les deux notions ont une multitude d’applications en physique et
en mathématiques. La transformée de Fourier est une notion employée par exemple en théorie du signal, en théorie
des probabilités et pour I’analyse des équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, on considérera I’espace mesuré (RN, B(RN), Ay) et on notera d Ay (x) = dx. Soit N > 1, les
espaces K(E(RN, B(RN), Ay) et L(lc(]RN, B(RN), Ay) ont été définis dans la section 4.10 et les espaces £(2C(RN,
BRN), Ay) et Lé(RN, B(RN), Ay) ont été définis dans la section 6.2. On rappelle aussi que si f est une fonction
définie de RN dans C, la fonction f est mesurable si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont mesurables

(chaque ensemble, RN, R ou C, étant muni de sa tribu borélienne). On peut, bien sir, aussi définir les espaces
ﬁé(RN, B@RN), Ay) et Lfé(RN, B(RN), \y) pour tout p € [1, o).

Définition 10.1 (Espaces L{.(RN, B(RN), \y))

Soit N > 1, p € [1,00] et f une fonction mesurable de RN dans C (c’est-a-dire f~1(A) € B(RN) pour tout
A € B(C)).

On dit que f € LE(RN, BRN), Ax) si|f] € Lp (RN, BIRN), \y) et on définit ||fll, par |Ifll, = IIfll, o If1ll, est
la norme de |f| dans [IfR(RN,B(RN), AN) (vue au chapitre 6).

L’espace L%(RN,B(RN), AN) est ’espace L%(RN,B (RN), \N) quotienté par le relation d’équivalence “= p.p.”.
C’est un espace de Banach (complexe), c’est-a-dire un e.v.n. (sur C) complet.

Remarque 10.2 Soit N > 1, p € [1,00] et f une fonction définie de RN dans C. 1l est facile de voir que f €
Eé(RN, B(RN), A\y) si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont dans E%(RN, B(RN), Ay).



10.2 Transformation de Fourier dans L’

10.2.1 Définitions et premieres propriétés

Soit N > 1. Pour x = (xq,...,xN)' € RNett= (t1,..., tN)' € RN, on note x - t le produit scalaire euclidien de x

et t, c’est-a-dire x - t = Z%\il x;t;. Dans ce chapitre, On note aussi Lfé(RN) ou parfois simplement Lfé I’espace
p

LE (RN, B(RN), Ay), pour p € [1, 00].

Définition 10.3 (Transformée de Fourier dans L!) Soit N > 1 et f € L(lc(]RN). Pour t € RN, Iapplication

x > e~ Xt f (x) (définie de RN dans C) appartient a L%:(RN). On définit alors f(t) par :
]?(t) = (27'()_% J‘f(x)e_ix'tdx.

La fonction ]?(déﬁnie de RN dans C) s appelle transformée de Fourier de f, qu’on notera également F (f).

On note Co(RN,C) = {g € C(RN,C) t.q. g(t) — 0 quand |t| — +co}. On rappelle que Co(RN, C) est un espace de
Banach quand il est muni de la norme de la convergence uniforme, c’est-a-dire :

llll, = max|ep(x)].
xeRN

Proposition 10.4 (Linéarité de la transformée de Fourier) Soir N > 1. L’application F qui a f (appartenant a
L(IC(RN) ) associe sa transformée de Fourier est linéaire continue de L(lc(]RN) dans Co(RN, C).

DEMONSTRATION — Le théoréme de continuité sous le signe I (théoreme 4.52) appliqué a la fonction (x,t)
emixt f (x) entraine immédiatement que fest continue. Montrons que fe Co(R,R).

Cas N =1 . On remarque que pour ¢ # 0, on a, comme ¢'™ = -1,

Fit) =~ f e £ (),

et donc avec un changement de variable simple,

On en déduit que

20 =m0 [ (500 flr+ T
et donc que |]?(t)| < %(21‘()_% lf (-) = f(-+ F)ll1 . Le théoréme de continuité en moyenne dans L! (théoreme 5.21)
donne alors le fait que ]"\(t) — 0 quand || — oo.

Cas N >1 . Onreprend la méme méthode.
Pour t =0, t = (t1,...,tN)}, il existe jefl,...,N} tq. |tj| = maxg=1, N ltx]- On a alors, comme '™ = —1, en

notant ¢; le j—iéme vecteur de base de RN,

fi=-cn ¥ [

et donc avec un changement de variable simple,

= _N —ip-
Fi) = —(2n) f Wf(y+?je,-)dy.

—i(x—,ﬂjej)-t

f(x)dx,
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On en déduit que |j?(t 2n _7I|f - f(-+ t e])||1 Le théoréme de continuité en moyenne dans L!

(théoréme 8.5) donne alors le fait que f (t) = 0 quand || — oo.

La transformée de Fourier a la propriété intéressante de transformer la convolution en produit. Ceci est montré dans
la proposition suivante.

Proposition 10.5 (Transformée de Fourier d’un produit) Soient f et g € L(lc(RN), alors f/*\g = (21'()%],‘?.

DEMONSTRATION —  Par la proposition 7.22, ona f+g € L} (RN) et pour p.p. x e RN, f jf x-v)g(y)dy.
On a donc, pour tout ¢ € RN,

Frain =en) % f(jf(x—y)g(y)dy)e-fwx _

fJ(J‘fX v)g —tx y)t—zytdy
En appliquant le théoreme de Fubini (théoréme 7.12) a la fonction
i—>f x—)g(v)e —i(x—y)-t —iy-t

(qui est bien intégrable sur R2N car son module est la fonction (x, y) — |f (x —y)g(v)| dont Iintégrale sur R2N est égale

a|lfll1ligll1), on obtient :
f*g() *I(fo Ve —i(x— y)tdx) (v)e iy'tdy.

Comme, pour tout y € RN, Jf(x—y)e’l(x’y tdx = ff(z)e’lz'tdz = (271)%f(t), on en déduit :

—_— —

Feglh =7 jg(y)e—fy'fdy - 2n) ¥ Flogin),

ce qui est le résultat annoncé. ]

10.2.2 Théoreme d’inversion

Il est naturel de se poser les deux questions suivantes :

La transformée de Fourier d’une fonction f caractérise-t-elle la fonction f (c’est-a-dire si f =g, a-t-on f = ¢
p-p)?
Peut-on retrouver la fonction a partir de sa transformée de Fourier ?

Les réponses a ces questions sont fournies par le théoreme d’inversion de Fourier :

Théoréme 10.6 (Inversion partielle de la transformée de Fourier) Soirt N >1 et f € L(lC t.q. fe L(%:. On a alors

= f .) p-p., ¢’est-a-dire :

f(t)= (27()_% ff(x)emdx, pour presque tout t € RN,
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La démonstration fait I’objet de I’exercice 10.1.

Une conséquence de ce théoreme est I’injectivité de 1’application F, qui fournit donc une réponse positive a la
premiére question. En effet, soient f et g € L(lC t.q. ]?: g; alors par linéarité, f/—\g =0 et donc f/—\g € L%:. En
appliquant le théoreme d’inversion, on a donc f = g p.p..

Ce théoreéme apporte aussi une réponse partielle a la deuxieme : on peut calculer f a partir de fdés que ]?E L(lc. nn
faut remarquer a ce propos que L(}: n’est pas stable par transformation de Fourier (voir exercice 10.2).

10.2.3 Régularité et décroissance a I’infini

Proposition 10.7 (Différentiabilité, dimension 1)

1. Soit f € L(lc(R) NCYR,C) rq. f’ € L(%:(R) (on ' est la dérivée de f). Alors, pour tout t € R, F(f’)(t) =
(i) F (f)(1).

2. Soit f € L%:(R) tq. (-)f € L%:(]R) (ot (-)f est Uapplication qui a x € R associe xf(x)). Alors, F(f) € C{(R,C) et,
pour tout t € R, F(f)'(t) = F((—i-)f)(¢t).

DEMONSTRATION — La démonstration du premier item consiste a faire une intégration par parties sur I’intervalle
[=n,n] puis a faire tendre n vers I'infini (en remarquant que f (£1n) — 0, quand n — +o0, voir I’exercice 5.6).

Le deuxieme item est une conséquence immédiate du théoreme 4.53 (théoréme de dérivation sous le signe f).
(]

La transformation de Fourier transforme donc la dérivation en multiplication par la fonction (i-), et la multiplication
par (—i-) en dérivation. Cette propriété est utilisée, par exemple, pour la résolution d’équations différentielles (qui
sont ainsi transformées en équations algébriques).

Cette propriété se généralise au cas de la dimension N et pour un ordre k de dérivation quelconque. On introduit

pour ce faire les notations suivantes : soient & = (ay,...,ay)’ € NN un multi-indice et f une fonction de RN dans
C. On définit |a] = o] + 0y +... 0 et

0% g% QN
8x;x1 6xgz 8xIO\CIN )

pef =

lorsque cette dérivée existe.

Proposition 10.8 (Différentiabilité, dimension N)

1. Soit N > 1 et k > 1. Soit f € CK(RN,C) r.q. Df € Lé:(RN) pour tout o« € NN t.q. |«| < k. Alors, ﬁ"?(t) =
(it)"‘/\(t)pour tout t € R et pour tout o € NN 1.q. || <k, avec (it)® = (ity)™ (ity)%2 ... (ity)*N.

2. Soit f tq. ()*f € L%:(RN) pour tout o € NN tel que || < k. Alors, fe CK(RN,C) et D“f: (:)7]‘ pour tout
o € NN tel que || < k.

—

La proposition 10.8 montre que la dérivabilité de f entraine la décroissance de f a ’infini (plus f est dérivable, plus
f décroit vite a I’infini), et réciproquement. Cette remarque incite a définir I’espace des fonctions a décroissance
rapide (souvent appelé espace de Schwartz),

Définition 10.9 (Espace de Schwartz) Soir N > 1, on appelle espace de Schwartz, noté S(RN, C) ou Sy ou méme
S, Uespace des fonctions dites a décroissance rapide, défini par :

Sy = {f € C°(RN,C) t.q. pour tout o et p € NN, sup |(x)*DPF f (x)| < +o0}.

xeRN
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On va montrer I’invariance par transformation de Fourier de cet espace. On commence par remarquer que Sy C
Lé:(RN). En effet, si f € Sy, en prenant des choix convenables de « et p dans la définition de Sy, on remarque qu’il
existe C € R t.q. (1 + |x|N*1)|f(x)| < C. On en déduit que f € L}C(RN). Plus généralement, si f € Sy, on remarque
que (-)PD*f € L(IC(RN) pour tout a, p € RN. On obtient alors la proposition 10.10.

Proposition 10.10 (Transformée de Fourier et dérivation dans S) Soit N > 1 et f € S(RN,C). Pour tout
a,peNNona:

F(DU(i9P)) = (190 iPF = (DI, (10.1)
Fl(~i-)*DP f] = DDEf = D[(i-) f]. (10.2)

La démonstration est une adaptation simple de celle de la proposition 10.8.
La proposition 10.10 et le théoreme 10.6 nous permettent alors de remarquer que la transformée de Fourier est une
bijection de Sy dans Sy.

Proposition 10.11 (Transformée de Fourier dans Sy) Soit N > 1. L’application F qui a f associe sa transformée

de Fourier est une bijection de Sy dans Sy. De plus, pour tout f € Sy, ona f = }?(—-).

DEMONSTRATION —  En utilisant la proposition 10.10, on montre facilement que F envoie Sy dans Sy. Le théoreme

d’inversion (théoréme 10.6) donne alors que f est injective et que f = /?(—-) pour tout f € SN. De cette derniere formule,
on déduit que F est surjective (et donc bijective) de SN dans Sy;. [

10.3 Transformée de Fourier d’une mesure signée

11 est facile d’étendre la définition de la transformation de Fourier a une mesure signée sur les boréliens de RN, Plus
précisément, si m est une mesure signée sur les boréliens de RN (N > 1), la définition 10.12 définit la fonction i1
(continue et bornée de RN dans C) et, si m = f Ay, avec f € Lé(RN,B(RN), An) (c’est-a-dire que m est la mesure

signée de densité f par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RN), on a 71(t) = ]/‘\(t) pour tout t € RN,

De meéme, si m est une mesure a valeurs complexes, on a alors m = my +itm,, ol m; et m, sont des mesures signées
(ce sont les parties réelle et imaginaire de n1). On peut alors définir 712. C’est la fonction continue bornée de RN
dans C donnée par 7i(t) = 711 () + i#1i,(t) pour tout t € RN,

Définition 10.12 (Transformée de Fourier d’une mesure signée) Soit N > 1 et m une mesure signée sur les
boréliens de RN. Soit t € RN, I'application x — e~*t (définie de RN dans C) appartient a L(lc(RN, BRN), m) (car
elle est continue, donc borélienne, et bornée). On définit alors m(t) par :

i(t) = (2m)"2 Je‘ix’tdm(x).
La fonction i (définie de RN dans C) s’appelle transformée de Fourier de m.

On rappelle que
Cy(RN,C) = {g € CRN,C) t.q. sup [g(t)| < oo}

teRN

et que Cy(RN, C) est un espace de Banach quand il est muni de la norme de la convergence uniforme.
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Proposition 10.13 Soit N > 1. Soit m une mesure signée sur les boréliens de RN. La fonction it appartient a
Cy(RN,C).

DEMONSTRATION —  Le fait que 71 est bornée est simple. On utilise la décomposition de Hahn (proposition 2.33),
c’est-a-dire le fait que m = m™ —m™, ot m* sont deux mesure finies étrangéres. On remarque alors que, pour tout
t e RN, ona |7i(t)| < [m|(RN) < +o0, ot [m| = m™ +m™.

La fait que 7 est continue est une conséquence immédiate du théoréme de continuité sous le signe f (théoreme 4.52)

appliqué a la fonction (x, t) > e~ > (et avec les mesures finies m™). [

Comme pour la transformation de Fourier dans L', on peut se demander si 77 caractérise la mesure signée m et si on
peut retrouver m a partir de #1. La proposition suivante s’intéresse a ces deux questions.

Proposition 10.14 Soit N > 1.

1. Soit m et y deux mesures signées sur les boréliens de RN. On suppose que it =1 alors, m = .

2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de RN. On suppose que i € K(IC(RN). Alors, m = fAy avec f = :rr\l\(—)
p.p. (c’est-a-dire p.p. pour la mesure Ay ).

La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exercice 10.6.

Nous avons vu dans la section précédente qu’il y avait un lien entre les propriétés de décroissance de f a I'infini et
les propriétés de régularité de f(propositions 10.7, 10.8 et 10.10). Dans le méme esprit, on peut remarquer que,
si f est une fonction de R dans R, borélienne et intégrable, la continuité de fen 0 donne une précision sur la
convergence vers 0, quand a — +oo, de I]_M[C |f (x)|dx. Nous donnons dans le lemme 10.15 cette précision dans le

cas plus général d’une mesure (positive) finie. Ce lemme permet de démontrer le théoreme 10.22 (lui-méme utile
pour démontrer le théoréme central limite, théoreme 10.24).

Lemme 10.15 Soit m une mesure (positive) finie (et non nulle) sur B(R). On pose M = m(R) et, pour t € R,

P(t) = \/ﬁw

(La fonction V prend donc ses valeurs dans R, et méme dans [-M, M|, est continue en 0 et P(0) = M.) On a alors,

pour tout a > 0,
2/a

m({x,|x| > a}) < af (M —(t))dt.

0

DEMONSTRATION —  On peut supposer M = 1 (il suffit, si M = 1, de remplacer la mesure m par la mesure #1/M). On
remarque tout d’abord que pour tout t € R on a

#i(t) + mi(—t) = \/% JR(e*i’“ +e™*Hdm(x) = \/% chos(xt)dm(x).

= d .
P(t) J].Rcos(xt) m(x)
On en déduit bien que P(t) € R, |[{P(t)| < 1 et que P(0) = 1.

et donc

Soita>0,onpose e =2/aetT = jog (1 —(t))dt. En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) on obtient

T= LE(jR(l —cos(xt))dm(x))dt = L{(Lﬁ‘(l _COS(xt))dt)dm(x)

- fR(e _ S )

X
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Mais, (a—smxﬁ) = 5(1—311187(;96)) > ¢/2 si|ex| > 2, ce qui est vrai si |x| > a car ea = 2. On a donc (comme (a—%) >0

pour tout x) .
T:J(E—M)d (x)>
R

X
€ 2/a
[ a-vonr=a [T - g
0 0

Ce qui est le résultat annoncé. ]

m({x, x| > a}).

N\m

On obtient donc, finalement,

il 1 > a)) < 2 <

m\t\)

10.4 Transformation de Fourier dans 1?2

On aimerait ici définir la transformée de Fourier d’un élément de Lé(RN) = Lé(RN, B®RN), AN). On rappelle
que ’espace L(ZC(RN) est un espace de Hilbert et que le produit scalaire sur L(ZC(RN) est défini par (en notant

dt = dAn (1)) :
(F1g)2 = ff(t)g(t)dt

1l est clair que la définition de fqu’on a donnée pour f € L(}:(RN) ne s’applique pas pour un élément de Lé(RN).
Pour définir la transformée de Fourier d’un élément de L(%(RN), on va utiliser la densité de Sy dans L(ZC(]RN)
(on peut montrer que Sy C Lé(RN), comme on a montré que Sy C L(IC(JRN)). On va d’abord remarquer que la
transformée de Fourier envoie Sy dans L(zc(RN) et que c’est une isométrie pour la norme de L?C(RN). On utilisera
ensuite la densité de Sy dans L(ZC(RN) pour définir la transformée de Fourier des éléments de L(ZC(IRN).

Proposition 10.16 Soit N > 1 et f,g € Sy (on a donc, en particulier, f,g € Lé(RN)). Alors ]?et g sont des
éléments de Lé(RN) et (f | g)2 = (f12)2. En particulier, ||f]l, = |Ifl,.

DEMONSTRATION —  Soit f,g € SN. On a alors aussi ;[\, g € SN. Comme Sy C L(ZC(]RN), on a donc f, g, }‘\,
ge L(%:(RN). On va montrer que (f | g)2 = (f 19)2.

Comme f ,fe SN C L%:(RN), on peut appliquer le théoreme d’inversion (théoreme 10.6) pour transformer le produit
scalaire de f avec g.

Le théoréme d’inversion donne f = f ) et donc :

(f18)2 Jf tdt = (2m)” §J(jei“ﬁx)dx)g(t)dt.

On utilise maintenant le théoréme de Fubini (théoréme 7.12). Il s’applique car }? ge Lé:(RN) On obtient :

(flg)2=(2ﬂ)_%j(j ivig <>dt) nax= [ Gofnar =71

ce qui termine la démonstration. ]

La proposition 10.16 permet de définir, par un argument de densité, la transformée de Fourier dans Lé(]R{N).

Théoréme~ 10.17 (Transformée de Fourier dans L2, Plancherel) Soit N > 1. Il existe une application linéaire
continue F de Lé(]RN) dans Lé(RN) tq.:

255



1.5if e Lé:(RN) N L(ZC(RN), on a alors F(f) = ]/‘\p.p..
2. Pour tout f,g € LE(RN), ona (f | 8)2 = (F(f) | F(g))-
3. Pour tout f € Lé(RN), ona f=F(F(f))(—)

4. F est une bijection de Lé(RN) dans Lé(RN).

Pour f € L(ZC(RN), F(f) s appelle la transformée de Fourier de f. Compte tenu du premier item, on notera en
général, fla transformée de Fourier de f si f € L(%:(RN) (et alors f: F(f) € Co(RN,C)) oussi f € Lé(RN) (et
alors f = F(f) € LZ(RN)).

DEMONSTRATION — L’application f +— fest définie sur Sy, qui est un sous espace de L(%(RN), et prend ses
valeurs dans Lé(RN) (car SNy C Lé(RN), en confondant, comme d’habitude, un élément de L%:(RN) avec ’un de ses
représentants). Comme cette application est linéaire, continue pour la norme de L(ZC(]RN), et que Sy est dense dans
L(ZC(RN) (car Sy D CX (RN, C) et C(RN, C) est dense dans Lé(RN), voir le théoréme 8.14), on en déduit que cette

application se prolonge (de maniére unique) en une application, notée JF, linéaire continue de Lé(RN) dans L(zc(RN).

Plus précisément, soit f € L(ZC(]RN). Il existe (f;;)neN € SN t.q. f — f dans Lé(RN) quand 1 — +oo. La suite (f;;)eN
est donc de Cauchy dans L(%:(RN). La proposition 10.16 donne alors que la suite (E)%N est donc aussi de Cauchy
dans LZ(RN). Elle converge donc dans LZ(RN). On aimerait définir 7 (f) comme étant la limite (dans L2 (RN)) de Ia

suite (J/[;)neN- Ceci est possible a condition que cette limite ne dépende que de f et pas du choix de la suite (f;;)yeN
convergeant dans L(ZC(]RN) vers f. Or, ce dernier point est facile car si (g;,),eN est une autre suite convergeant dans

Lé(RN) vers f,ona I|E ~Gull2 =l — gnll2 — 0 quand 7 — +co. On a ainsi défini F de L(ZC(]RN) dans lui méme.

La linéarité de F découle immédiatement du fait que ’application f > fest linéaire de SN dans L(ZC(RN). Enfin,

soit f € L(ZC(RN) et (fy)nen C SN t.q. f; — f dans Lé(RN). La proposition 10.16 donne que IIEIIZ = ||full2 pour
tout # € N. En passant 2 la limite quand 1 — +c0, on en déduit | F(f)||> = ||fl2. Ce qui prouve la continuité de F de
Lé(RN) dans L(%:(RN). On montre maintenant les 4 items du théoréme.

1. Soit f € L}C(RN) N L%(RN). En reprenant la démonstration du théoréeme 8.14, il est facile de voir qu’il existe une
suite (f;;)neN C C?"(RN,(C) t.q. f, — f dans Lé(RN) et L(%:(]RN) lorsque 1 — +oo (car dans la démonstration du
théoréme 8.14, la suite construite pour converger vers f dans LP ne dépend pas de p). On en déduit que f,, — f
uniformément sur RN lorsque n — +oo (car fu — f dans Lé:(RN)) et que f,; — F(f) dans L(%:(]RN) lorsque
n — +oo (car f;, — f dans Lé(RN)) et donc que, apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer que
fu — F(f) p-p- quand 1 — +o0. On en déduit bien que f = F(f) p.p..

2. Soit f,g € L(ZC(RN). I existe deux suites (f;)neN C SN et (€n)neN C SN t.q. [ = f, gn — g dans L(%:(]RN). La
proposition 10.16 donne (f;, | ;)2 = (f | gn)2 pour tout # € N. En passant & la limite quand n — +oo on obtient bien
(FNOIF(@)2=(f18)2.

3. Soit f € L2. Soit (fu)neny C SN t.q. f;, — f dans L%(RN) qliand n — +o00. On a donc E — F(f) dans L%(RN),

ce qui donne aussi E(—~) — F(f)(~) dans Lé(RN) et donc E(—~) — F(F(f))(~) dans L%(RN) quand 1 — +oo0.

La proposition 10.11 donne f;, = E(—) pour tout 7 € N. On en déduit donc (par unicité de la limite dans L2) que
f=FF())pp..

4. Linjectivité de F (de L(zc(]RN) dans L(ZC(RN)) découle du fait que ||F(f)ll2 = |If]l> et que F est linéaire. La
surjectivité est une conséquence immédiate du troisieme item.
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Remarque 10.18 Pour définir la transformée de Fourier dans L(zc(]RN), on aurait pu utiliser la densité de C2°(RN, C)
dans L(ZC(IRN ) et ne pas introduire 1’espace Sy (voir I’exercice 10.5 pour le cas N = 1).

10.5 Résolution d’une équation différentielle ordinaire ou d’une équation
aux dérivées partielles

On donne ici deux exemples simples d’utilisation de la transformation de Fourier pour la résolution d’une équation
différentielle (souvent notée EDO pour Equation Différentielle Ordinaire) ou d’une équation aux dérivées partielles
(souvent notée EDP pour Equation aux Dérivées Partielles).

Soit N > 0, (ay,...,ax) € RN*! et ¢ € S; (donnés). On cherche f € S; qui vérifie :
aNf(N)(x) +...+ay f'(x)+agf(x) = g(x), pour tout x € R. (10.3)

Si f € §; vérifie (10.3), elle vérifie nécessairement, par transformation de Fourier :

aNf/(ﬁ)(t) +...+ alf’(t) + aOJ/‘\(t) =7g(t), pour tout t € R.

c’est-a-dire : . . .
an(it)NF(t)+... +aqitf(t) +ao f (t) = g(t), pour tout t € R.

En posant p(t) = an(it)N +... + ayit + ag et en supposant que p ne s’annule pas sur R, on a alors :

i = W
)

Comme g € S| et que p ne s’annule par sur R, on peut montrer que % € §;. En utilisant maintenant le théoréeme
d’inversion, ou la proposition 10.11, on obtient :

—

f(t)=f(-t)= (g)(—t), pour tout ¢ € R. (10.4)

On a donc montré que f est nécessairement donnée par (10.4). Réciproquement, il est facile de voir que la fonction
donnée par (10.4) est solution de (10.3), c’est donc 1’unique solution dans S; de (10.3) (en supposant que p ne
s’annule par sur R).

Soit N > 1, on considére une fonction u : RN — R, de classe C? (c’est-a-dire deux fois continiiment dérivable),

N
hvl
dont on peut donc définir le Laplacien Au = Z —1; On cherche a déterminer les fonctions harmoniques de Sy,
; X
i=1 1
c’est-a-dire les fonctions u € Sy telles que :
—Au(x) = 0, pour tout x € RN, (10.5)

Cherchons u € Sy (et donc Au € Sy) solution de (10.5). On a donc Au =0 (partout sur RN), ¢’est-a-dire
|t|?7(t) = 0 et donc u(t) = 0, pour tout t = 0. Comme # est continue, ceci entraine que 77 = 0 (partout sur RN), et
donc u = 0. La fonction identiquement égale a 0 est donc la seule solution de (10.5) dans Sy.
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On peut effectuer un raisonnement analogue si on cherche u de classe C? et dans LI%R(RN) (on peut aussi le faire si
u est seulement dans LI%K(RN), il faut alors convenablement définir Au). On obtient encore que la seule solution
de (10.5) est u = 0.

Par contre, ce résultat d’unicité n’est plus vrai si on ne demande pas a u d’étre de carré intégrable. En effet, les
fonctions constantes sont toutes solutions de (10.5) (et on peut montrer que ce sont les seules fonctions, de classe
CZ2et bornées, solutions de (10.5), c’est le théoreme de Liouville en analyse complexe).

10.6 Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

La transformée de Fourier a son équivalent en probabilités : il s’agit de la fonction caractéristique d’une variable
aléatoire (rien a voir avec la fonction caractéristique d’un ensemble !).

Définition 10.19 Soiz (), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. On appelle fonction
caractéristique de X la fonction de R4 dans C définie par :

ex(u) = j X 4P = E(eX"), pour u € RY.
Q

Dans la définition précédente, la fonction ¢'X* est bien intégrable sur Q (pour tout 1 € R%) car la fonction x > e/*

est continue bornée de R dans C. En notant py la loi de X, on remarque également que Qx = (21)%2py (—). La
section 10.3 donne alors quelques propriétés élémentaires de la fonction caractéristique d’un v..a..

Proposition 10.20 Soir (), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. La fonction caractéris-
tique de X vérifie alors les propriétés suivantes :

1. px € Cy(R%, Q).
2. La loi de X est entierement déterminée par @x (c’est-a-dire que si Y est un autre v.a. de dimension d et que
Px = @y, on a nécessairement px = py).

3. Sipyxe L(%:(]Rd, B(RY), \y), la loi de X a une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur B(R?), ¢’est-a-dire
pPx = f)\d, et:
flx)= (21‘()“’1 f emixn ex(u)du, Ag-p.s.enxe RY.
R4

DEMONSTRATION — Comme @x = (2n)d/2ﬁx(—-), le premier item est donnée par la proposition 10.13 (qui donne
Px € Cp(RY,C)).

Le deuxieme item est donnée par le premier item de la proposition 10.14.

Pour le troisieéme item, on remarque que le deuxieme item de la proposition 10.14 donne px = f A4 avec f = p:\;(—-), ce
qui donne A -p.s.en x € RY

fx) = (2 J

X pR(t)dt = (2n)‘dj e X oy (t)dt.
R4 R4

Les fonctions caractéristiques peuvent étre utilisées pour montrer I’indépendance de v.a.r. (ou de v.a.). On donne un
exemple dans la proposition suivante.
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Proposition 10.21 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et Xy,..., X, d v.a.r. Alors, les v.a.r Xq,...,X, sont
indépendantes si et seulement si on a

px(u) = (PX]-(”]')

-

j=1
pour tout u = (uy,...,uz)" € R, o X est le v.a. de composantes X1,...,Xg.

DEMONSTRATION —  D’apres le théoreme 9.28 les v.a.r. X1,..., X sont indépendantes si et seulement px = px, ®
...®px,- Par la proposition 10.14, ces deux mesures sont égales si et seulement si leurs transformées de Fourier sont
égales, c’est-a-dire si et seulement si :

ox(u) = de e”"”cl(px1 ®...®px,) pour tout u € R

Comme ¥ = ]_[;7121 e™i" pour tout x = (x1,...,x4)" et tout u = (uy,...,uz)!, la définition de la mesure produit

donne

U

J e d(px, ®...@px,) = | [ox; )
Rd ]
]_
ce qui termine la démonstration de cette proposition. ]

Il est intéressant aussi de connaitre le lien entre convergence en loi et convergence simple des fonctions caractéris-
tiques. Nous donnons ce lien dans le deuxieme item du théoreme 10.22 (di a Paul Lévy).

Théoreme 10.22 (Convergence en loi et fonctions caractéristiques, Paul Levy) Soit (QQ, A, P) un espace proba-
bilisé, d > 1 et (X,,)en un suite de v.a. de dimension d.

1. On suppose que la fonction caractéristique de X,, converge simplement (quand n — +co) vers une fonction @
continue en 0. Il existe alors un v.a. X t.q. X,, — X en loi, quand n — +oo.

2. Soit X un v.a. de dimension d. Alors, X,, — X en loi, quand n — +oo, si et seulement si ©x (u) — ¢@x(u), quand
1 — +o0, pour tout u € R4,

DEMONSTRATION —  Le deuxieme item du théoréme est une conséquence facile du premier item. En effet, si X;, — X
en loi, on a, bien sir, x, (1) — ¢@x(u) pour tout u € R4 (car la fonction x > ¢** est continue et bornée de R dans C,

pour tout u € Rd). Réciproquement, on suppose que @x, (1) — @x (1) pour tout u € R“. Comme la fonction @x est
continue (et donc, en particulier continue en 0), le premier item donne que X,, converge en loi vers un v.a. Y. Mais ceci
donne que X et Y ont méme fonction caractéristique et donc méme loi. On en déduit bien que X, tend vers X en loi.

Nous démontrons maintenant le premier item du théoréme 10.22. Cette démonstration se fait en deux étapes. Dans la
premiére étape on montre que la suite des lois des X, est tendue (on utilise ici le lemme 10.15 et la continuité de ¢).
Puis dans la seconde étape on conclut grice a la proposition 9.21.

Etape 1. On montre dans cette étape que la suite des lois des X, est tendue. Pour cela, il suffit de montrer que la suite
des lois de chaque composante des X, est tendue. Soit donc i € {1,...,d} et (Xﬁ: ))neN la suite des i—eme composantes

des X;,. On note m,, la loi de XS;) et, pour tout € R,

L = 1y () + 1y (1)
Pn(t) = 2<{>X§>(t)+<PX§>( t)=V2n 3
Le lemme 10.15 donne alors, pour tout a > 0 et n € N.
2/a
my ({x, |x| = a}) SaJ;) (1 =Py (t))dt. (10.6)
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On a Pyl () = @x,, (te;) (ou ¢; est le i-tme vecteur de la base canonique de R4), la fonction Py, (t) converge donc pour
N

tout t € R et sa limite est une fonction { (de R dans R) continue en 0. Comme 1,,(0) = 1 pour tout n € N, on a aussi
P(0)=1.

Soit & > 0, comme ¥ est continue en 0 et P(0) =1, il existe ag > 0 t.q. maxs[g,2/4,](1 = P(£)) < & et donc

2/ﬂo
aOJ- (I -1¢(t))dt < 2e.
0
La fonction 1, converge simplement vers { et 0 < (1 — ;) < 1 le théoréme de convergence dominée donne donc
2/&0 2/{1()
ngrgmaojo (1= b0t = aofo (1= (et
Il existe donc ng t.q.

Z/ao
n>nyg= lim aOJ (1 —10y(t))dt < 3e.
0

n—+oo
Avec (10.6) on a donc
n=ny = my({x, x| > ag}) < 3e.
D’autre part, en utilisant la continuité décroissante d’une mesure, pour tout € {1,...,ng—1}, il existe a,, t.q. m,({x, |x| >
ay}) < 3e.
En prenant a = max{ag,ay,...,4,,-1} on a donc
my, ({x,|x| > a}) < 3¢ pour tout n € N*.

Ceci montre bien que la suite (#1,,),,eN est tendue et termine la premiere étape.

Etape 2. Dans cette seconde étape il suffit d’utiliser la proposition 9.21. Cette proposition nous donne 1’existence d’une
sous-suite de la suite (X;;),en+ et d’un v.a. X tel que cette sous-suite tende vers X en loi. On en déduit, en particulier
que ¢@x = ¢. Il reste a montrer que toute la suite (X;;),en+ tend vers X en loi (et pas seulement une sous-suite). Pour
le montrer, on raisonne par I’absurde. Si la suite (X;,),cN+ ne converge pas en loi vers X, il existe ¢ € Cb(]Rd,]R) t.q-.
E(¢(X;)) 7 E($(X)). Il existe donc € > 0 et une sous-suite de la suite (X;),en+, que nous noterons aussi (X;;),en
(pour ne pas alourdir les notations), t.q.

[E((Xy)) — B((X))| = &. (10.7)

Mais, la proposition 9.21 nous donne I’existence d’une sous-suite de cette sous-suite et d’un v.a. Y t.q. la sous-suite de la
sous-suite tende vers Y en loi. Comme la convergence en loi donne la convergence simple des fonctions caractéristiques
(et que @x, — ¢ simplement), on en déduit que @y = ¢ = @x. On a donc Px = Py. La sous-suite de la sous-suite tend
donc vers X en loi. En contradiction avec (10.7). On a bien ainsi montré finalement que X,;, — X en loi. [

On donne maintenant la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien.

Proposition 10.23 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé.
1. Soit X une v.a.r. gaussienne. On note m son espérance (donc, m = E(X) € R) et 62 sa variance (donc, o> =
E((X —m)?) > 0) de sorte que X ~ N (m,?). On a alors :
; o2 2
Qx(u)=e"e™ 7%, pour tout u € R.
2. Soit d > 1 et X une v.a gaussien de dimension d. On note m son espérance (donc, m = E(X) € R?) et D sa
matrice de covariance (donc, D est une matrice symétrique, composantes d’indices | et k de X) de sorte que
X ~ N (m, D) (proposition 9.33). On a alors :

i —LDu
@x (1) = e 2P pour tout u € RY.
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DEMONSTRATION —  Soit X une v.a.r. gaussienne, X ~ N (m, 62). On suppose tout d’abord que 62 =0, on a alors
X = m p.s. et donc, pour tout u € R, @x(u) = e'™", ce qui est bien la formule annoncée. On suppose maintenant que
o0 >0, on a alors, pour tout u € R :

_ ixu 1 _(x_m)z
@X(u)—J;Re Gmexp( 552 )dx.

Avec le changement de variable y = 22, on obtient :
2

i i 1
X(u):elﬂluj elycu er ,
¢ R V21 Y
2

ce qui donne @x(u) = et ——=1(ou) avec P(t) = IR eiyte% dy pour tout ¢ € R. Comme la fonction y e¥” est

paire, on a aussi :
2

P(t) = j cos(yt)e% dy, pour tout t € R.
R

Pour calculer {(t), on remarque que le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale s’applique (théoreme 4.53) et
donne que 1 est de classe clet

V()= k(—y)sin(yt)e% dy.

En intégrant par parties cette derniere intégrale (en fait, on intégre par parties sur [—n, 1] puis on fait tendre n vers

I’infini), on obtient :
2

V(t) = —j tcos(yt)e% dy = —t{(t), pour tout t € R,
R

2 —y2 2
ce qui donne P(t) = 1!)(0)6%. Comme (0) = jRe% dy = V2, on en déduit que P(t) = \/21'(6% (pour tout t € R)
2,2

—0‘u

et donc que @x (u) = eiMie=7 — ce qui est bien la formule annoncée.
On suppose maintenant que d > 1 et que X est un v.a. gaussien. Soit u € R?. Ona ex(u)= E(e!X) = @x.y(1). Pour
connaitre @x (u), il suffit donc de connaitre la fonction caractéristique de la v.a.r. X- u. Comme X est un v.a. gaussien, la

v.a.r. X - u est une v.a.r. gaussienne. Sa moyenne est E(X - u) = E(X) - u = m - u et sa variance est (voir ’exercice 9.5) :
o2 = E(X-u-—m- u)z) = But(X = m)(X - m)tu) = u'Cov(X)u = u'Du.
On a donc, d’apres la premiere partie de cette démonstration (c’est-a-dire le cas d = 1),

. t
_ imwuy —uDu

ox(u)=px.y(l)=e e 7,
ce qui est bien la formule annoncée (car u!'Du = Du - u). u

On montre enfin le théoréme central limite, qui nous dit que toute somme de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées tend en loi vers une variable aléatoire gaussienne.

Théoreme 10.24 (Théoreme central limite) Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et (X,,),en+ une suite de
v.a. de dimension d i.i.d.. On suppose que E(|X1|?) < co. On pose E(X;) = m, D = Cov(X;) et, pour n € N*,

1 n
Y, = 7 ;(xi —m).

La suite (Y,,),ene converge alors en loi vers tout v.a. Y dont la loi est la loi normale multidimensionnelle N (0, D).
(Voir la définition 9.5 et la proposition 9.33 pour la définition de cette loi normale multidimensionnelle.)
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DEMONSTRATION — D’apres le théoreme 10.22 et la proposition 10.23, il suffit de montrer que, pour tout u € R4,

1 ut;)u
I @Y, (1) = e 2
ou @y, est la fonction caractéristique du v.a. Y.
Soitu e R?. Ona
. Ly (X —m)- (X —m)
Oy, () = B(e™r) = (e =1 [ e e
p=1
Les v.a. Xp (p = 1,...,n) étant indépendants et identiquement distribués, on a donc, par la proposition 9.27 (cette

proposition est écrite pour des fonctions a valeurs réelles mais elle s’étend a des fonctions a valeurs complexes en
décomposant les fonctions en parties réelles et imaginaires),

L (Xq=m)-u

@y, (1) =E(e V" ). (10.8)
(X —m)-
On pose z,, = E(e v ) u) et on calcule maintenant z,, en faisant un développement limité des fonctions cos et sin.
11 existe deux fonctions €1 et €, appartenant a Cy(R,R) t.q. lim,_,g¢&;(x)=0,i=1,2 et
) 2
cos(x)=1- 5 +x“€e1(x) et sin(x) = x + x“ep(x).
On en déduit que
1 )?
cos(— (X1 —m)-u dP_l——j (Xp—-m dp
jg) Vn )
+ X u)’e X1 —m)-u)dP,
 J ok —m -
et
sin(— ! (X1 —m)-u)dP = ! (X m)-udP
o ynol 2n !

o jQ«xl m). u>2sz<%<x1 ~ m)- u)dP.

Comme E(|X; |2) < 400, le théoreme de convergence dominée donne

im [ (X0 —m) e

LT W(Xl—m)m)dP:Opourz:l,Z.

D’autre part, on a

J (X1 —m)-u)*dP :j ut(Xq —m)(Xq —m) udP
Q Q
= ut(jQ(Xl -m)(Xq - m)th)u =u'Du.

JQ(xl —m)-udP = (jQ(xl —m)dP)-u = 0.

et

t

u'Du
En posant a = ,on a donc

1 b 1 c
cos(— (X1 —m)-u dP:l——”,j sin(— (X —m)-u)dP = 2,
J, costgp 0 =m e =1 =2, | sin(=060 =)y = &
avec lim,,_,, o b, =aetlim,_,, ., c, =0. En posant a,, = b, + ic,, on adonc z,, = (1 — a—”) avec lim;,_, ., a, = a.
n
Avec (10.8), ceci donne

Py, (1) =2} = (1= 22",

Comme a € R, le lemme 10.25 donne le résultat, c’est-a-dire lim;,_, oo @y, (4) =€ =¢" 2 . ]
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Lemme 10.25
Soit a € R et (a,),eN une suite de nombres complexes t.q. lim,,_,, ., a, = a. On a alors

a
lim (1--2)"=¢™"
n—+oo n

DEMONSTRATION — Ce lemme est bien connu si a, € R pour tout n € N. Il suffit de remarquer que a,, < n pour n

assez grand et que lim,,_,, , nln(1 - %”) =-lim,_,, a;, = —a. La difficulté est ici que a,, peut ne pas étre un nombre
réel.
On pose z,, =1 — % ety,=1- %. Comme la suite (a,),eN est bornée (car elle est convergente), il existe M € R t.q.

|a,;| < M pour tout n € N. On adonc |z,| < 1+% (et aussi [y, < 1+%). On a alors (en écrivant (1)—¢(0) = jol @’ (t)dt
avec @ € C®(R,C) définie par @(t) = (tz, + (1 —t)y,)")

1
Zy—Yp = ”(Zn_yn)—l; (tzy + (1 —t)y”)”_ldt'

M M
Comme |tz,, + (1 — t)y,| < tz,|+ (1 —t)[yy] < 1+ — < en (pour tout n € N), on en déduit que
n

M M
|23—V3|Sn|zn—yn|€ =la—ayle™.
a

On a donc limy, 40 2} =limy 0o ¥y = limy 4 oo(1 - 4)" =%
10.7 Exercices

10.7.1 Transformation de Fourier

Exercice 10.1 (Résultat partiel d’inversion de Fourier dans L(lc) Soit H(t) = e, € R. On pose, pour A > 0 :

—

hy(x) = (21)"2 ‘fRH()\t)e”xdt,x eR.

E)% A

1. Mont h = ,
ontrer que k1, (x) (n T2

et J hy(x)dx = (21'()%.
R

2. Soit f € Lé(R,B(R), A), montrer que pour tout x € R, on a :
fahy(x)= f H(A) f (e dt.
R

3. Soit g une fonction mesurable bornée de R dans C, continue en 0. Montrer que g * /1) (0) — V21 g(0) quand
A — 0. [Utiliser 1. et le théoreme de convergence dominée. |

4. Soit f € L%:(]R, T, A), montrer que :
Ilf * hy — V21 f||; — 0 lorsque A — 0.

[On pourra utiliser la continuité en moyenne et la question précédente avec g(y) = f| f(x+p)—f(x)|dx.]

5. Déduire de ce qui précede le théoreme d’inversion de Fourier, théoreme 10.6.

Exercice 10.2 (La transformation de Fourier n’est ni stable ni surjective) Soit 2 € R%. On note L%: I’espace
L(lc(R,B(R), A). On pose f = 1[_g,q)-
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1. Calculer la transformée de Fourier de f. En déduire que Lé: n’est pas stable par transformation de Fourier.

2. Pour n € N, on pose g,, = 1_y,,,]. Calculer f =g, et montrer qu’il existe h,, € L%: t.q.’h\n = f *g,. Montrer que la
suite f =g, est bornée dans Cy(RR,R) alors que la suite /,, n’est pas bornée dans L%:. En déduire que la transformée
de Fourier n’est pas surjective de L(lC dans Cy(R, C).

Exercice 10.3 (Une condition donnant fe L)
On note L I’espace Lé(R, T,A).
1. Soient f,g € L!, montrer que fge L', gf € L et [ fgdx= fgfd)\.
2. Soit B = [—%, %] Montrer que 1 = 15(t) = (1 —|t|)* pour tout ¢ € R.
3. On pose 0,,(t) = (1 - %)Jr pour tout n € N* et pour tout ¢ € R.
(a) Calculer 61 (v) pour tout y € R.
[On pourra remarquer que 6; = 1z * 1 avec B = [—%, %]]
(b) Soit n € N* et y € R*, montrer que
— 4 sinz(%)

0,(y) = En—ﬁ

4. Soit f e LI NL*® t.q. f(t) € R, pour tout ¢ € R. On se propose de montrer que fe L' (et donc que le théoreme
d’inversion s’applique). On utilise la fonction 0,, de la question précédente.

(a) On note ¢,, = 6”7\; montrer que ¢,, T ]/‘\et j(pnd AT j]/‘\d A lorsque 1 — +o0.

(b) Montrer qu’il existe a > 0 indépendant de # tel que f@n(y)dy = a pour tout 7 € N*. En déduire que ]/‘\e L.

Exercice 10.4 (Transformée de Fourier inverse) Soit f ¢ L]}Q(R,B (R), A). On suppose que la transformée de
Fourier de f, notée ]/‘\, est aussi intégrable (pour la mesure de Lebesgue).

1. En utilisant le fait que f prend ses valeurs dans R, montrer que

Re(f(—t)) =Re(f(t)) pour tout ¢ € R,

Im(f(~t)) = —Im(f(£)) pour tout £ € R,

ot Re(&) et Im(&) désignent les parties réelle et imaginaire du nombre complexe &.

2. Montrer que

2 +00 . X
f(x) =4 ,E f Re(f(t)e'™*)dt pour presque tout x € R.
0

N

Exercice 10.5 (Transformée de Fourier pour f de classe C2, a support compact) On note Kfé I’espace
ﬁé(R,B (R), \). Soit f € C2(R,C) (c’est-a-dire que f est une fonction de R dans C, de classe C?, et qu’il existe K
compact de R t.q. f = 0 sur K°).

1. Montrer que f € £5N L(ZC.
2. Montrer que f € [l(%: N £(2C. [On pourra utiliser la proposition 10.7.]
3. Montrer que ||f||, = ||f||2

N.B. Comme CZ(R, C) est dense dans Lé(R, B(R), A), cet exercice permet de définir la transformée de Fourier dans
L(zC sans utiliser ’espace Sj.

264



Exercice 10.6 (Caractérisation de m par i) Soitd > 1.
1. Soit m et p deux mesures signées sur les boréliens de R, On suppose que 77 =7
(a) Soit @ € L}C(Rd,B(Rd), A4). Montrer que j’(ﬁdm = f’(ﬁdu.
(b) Montrer que f(pdm = I(pd}/t pour tout ¢ € S(R%,C) (et donc pour tout OXS C?(Rd,R)).
(c) Montrer que m = p (On rappelle qu’une fonction de ¢ € CC(Rd,R) est limite uniforme de fonctions de
¢ € CX(RY,R)).
2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de R?. On suppose que 717 € L}C(Rd, B(R%), \;). Montrer que m est la
mesure de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue avec f = #1(—).
Exercice 10.7 (Transformée de Fourier du produit de fonctions)
Pour p € [1,+00], On note LP I’espace Lé(R,B(R), A) et on désigne par || - ||, la norme dans L?.
On note C°(R, C) I’ensemble des fonctions de classe C* et & support compact de R dans C. Enfin, on note C;(R, C)
I’ensemble des fonctions continues bornées de R dans C.
Si f € L!, on désigne par f la transformée de f (on a donc f € Cy(R,C)).
Si f € L2, on désigne par F (f) la transformée de Fourier de f (on a donc F(f) € L?).
On rappelle que si f € L' N L2, ona f = F(f) p.p.. Dans ce cas, on confond, en général, f et F(f).

1. (Convolution L? —L?). Soit u, v € L?. Montrer que pour tout ¢ € R la fonction s > u(t — s)v(s) est intégrable et
donc que la fonction u * v est définie sur tout R par la formule

u=v(t) = j u(t —s)v(s)ds, pour tout t € R.
R

Montrer que u * v € C,(R,C) et que ||u = v||o < |[t]l2]|?]l5-
2. Soit f,g € CZ(R,C).
(a) Montrer que f, g, fg € L1 NL2, puis que ]?, gellnL2

(b) Montrer que, pour tout t € R,
1

V2r

[On pourra, par exemple, utiliser le fait que f, g€ L! et calculer f*:q\(t) en utilisant la définition de fet la
transformée de Fourier inverse pour g']

fa(t)= —F+31).

3. Soit f,g € L?. Montrer que, pour tout ¢ € R,

Falt) = —F(f) = F(g)(t).

1
V21
Exercice 10.8 (Caractérisation des fonctions a valeurs réelles) Soitd > 1. Pour 1 < p < oo, on note LP 1’espace
Le(RE, B(RY), 1),

1. Soit f € S;. Montrer que f(x) € R pour tout x € R? si et seulement si ]?(E) = f(—é) pour tout & € RY,

2. Soit f € L'. Montrer que f(x) € R pour presque tout x € R? si et seulement si f(é) = f(—&) pour tout & € R,

3. Soit f € L?. Montrer que f(x) € R pour presque tout x € R si et seulement si ]"\(é) = f(—&) pour presque tout
ceRY,
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Exercice 10.9 (f € C° et f = 0 sur un ouvert non vide implique / = 0)

Soit f € CZ°(R,C) et U un ouvert non vide de R. On suppose que f = 0 sur U. Montrer que f = 0 sur tout R. [On
pourra commencer par montrer que I’application z = £ +ine C— f f (x)e I X(EHMAx gt bien définie et dérivable
sur C.]

Exercice 10.10 (Théoreme d’injection de Sobolev)

Soit d > 1. Pour p € [1, 00], on note L ’espace 1’espace L%(Rd,B(Rd), Ag).-Sif e L2, on note }'\la transformée

de Fourier de f.

Pour s € R, s > 0, on note H*(R%) = {f eL?tq. (1+] Iz)%fe L2 et ||fllgs = II(1 +]- Iz)%?\HLz.

On rappelle que Cy(R?, C) est un sous espace vectoriel fermé de Cy,(R¢, C) muni de la norme ||f||,, = sup,epd |f (x)|.

Avec cette norme, Cj,(R%,C) et Cy(R?, C) sont des espaces de Banach.

Soit s > %.

1. Soit f € H*(R?). Montrer que ]/‘\e L'. En déduire que f € Co(R%,C) (au sens “il existe g € Co(R?) telle que
f =g p.p.”; on confond alors f et g).

2. Montrer que H*(R%) c Cy(R?, C) et qu’il existe C,, ne dépendant que de s et d, t.q. :

If1l. < Csllflligs pour tout f € H¥(RY).

3. On s’intéresse maintenant au cas d = 2.

(a) Soit s > 1 et u € H¥(R?). Montrer que

1
Il < 5 =l

(b) Soit 1 <s < 2 et f € H*(R?). Montrer que
ks < Neellg 1A
[Utiliser I’'inégalité de Holder.]

(c) On pose C = /5. Montrer que

fe AR, fll =1 = lIflle < CyIn(L +1Ifllz2)-

s—1 . L.
4 | et distinguer selon les

Vs-1

[Pour a > 1, on pourra chercher le minimum pour s €]1,2[ de la fonction s

valeurs de a.]

Soit B > 0, montrer qu’il existe Cg, ne dépendant que de f, t.q. :
feH*®?), Ifllm <B = Ifll, < CpvIn(1 +[fll2).

10.7.2 Fonction Caractéristique d’une v.a.r.

Exercice 10.11 (Calcul de fonctions caractéristiques) Soit (C,.4, P) un espace probabilisé et X une v.a. réelle.
Calculer la fonction caractéristique ¢x de X dans les cas suivants :

1. X=aps.(aeR).
2. X~ B(p) (loi de Bernoulli de parametre p : P({X =1}) =p =1-P({X = 0})).
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3. X suit une loi exponentielle de parametre A (avec A > 0).

Exercice 10.12 (Loi normale et vecteur gaussien) Soit (), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de
dimension d. Soit m € R et D une matrice s.d.p. (de taille d x d). Si X ~ N (m, D), ot N (m, D) est définie par la
définition 9.5, montrer que X est un vecteur gaussien.

Exercice 10.13 (Vecteurs gaussiens et densité) Soit (Q,.4, P) un espace probabilisé, d > 1 et X = (Xy,...,Xy )
un v.a. de dimension d.

On suppose que X est un vecteur gaussien (c’est-a-dire que ):fizl a; X; suit une loi gaussienne pour tout ag, ..., a4
€ R). On note m la moyenne de X et D la matrice de covariance de X. Montrer que la loi de X est de densité par
rapport  la mesure de Lebesgue (sur R?) si et seulement si D est inversible. Si D est inversible, montrer que la loi
de X est la loi NV (m, D) donnée dans la définition 9.5.

Exercice 10.14 (V.a. gaussiens, indépendance, covariance) Soit (2, .4, P) un espace probabilisé, d > 1 et X =
(X4,...,Xy) un v.a. de dimension d.
1. On suppose ici que d = 2.

(a) On suppose que X; et X, suivent des lois gaussiennes et sont indépendantes, montrer que X est un vecteur
gaussien et que Cov(X{,X;) = 0.

(b) On suppose que X est un vecteur gaussien et que Cov(Xy, X,) = 0. Montrer que X; et X, sont indépendantes.

2. On suppose toujours d = 2. Donner un exemple pour lequel X; et X, sont gaussiennes mais X n’est pas un
vecteur gaussien. [On pourra, par exemple, choisir (QQ, 4, P) et X1, X, de maniére a avoir Cov(X;,X,) = 0 sans
que Xy, X, soient indépendantes, voir I’exercice 4.47.]

3. On suppose que X est un vecteur gaussien et que les composantes de X sont indépendantes deux a deux. Montrer
que Xy, ..., X,  sont indépendantes.
Exercice 10.15 (Suite de v.a.r.i.i.d. de Poisson) Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé et X une v.a. de Poisson de
parameétre A (A > 0). On rappelle que, P({X = k}) = e‘)‘%{, pour tout k € N et que E(X) = A, Var(X) = .
1. Calculer la fonction caractéristique @y de X.
2. Soit (X;,),en+ une suite de v.a. indépendantes et de Poisson de parametre A.
(a) Soit n > 1. Déduire de la question 1 laloidelav.a. Y, = Z;Zl Xp-

(b) Utiliser le théoréme central limite pour démontrer que

n nk
— — — quand n — +oo.
L2

—n

(2

Exercice 10.16 (Sur les lois des grands nombres) Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé et X une v.a.r. dont la loi
est la loi de Cauchy c’est-a-dire que Px = f A, avec f(x) = m pour x € R (on rappelle que A désigne la mesure
de Lebesgue sur les boréliens de R).

1. Montrer que X n’est pas une v.a.r. intégrable.

2. Soit n € N*, montrer que P({|X| > n}) > -1

>, ot {|X] > n} = {w € Q, [X(w)| > n}. [On pourra remarquer que

ﬁ > xLZ pour tout x > 1.]

3. Pour x € R, on pose g(x) = e~ Montrer que

2 .
i J e'"*g(x)dx = V2mg(u) pour tout u € R.
u R
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En déduire que la fonction caractéristique de X, notée @y vérifie @x(u) = eIl pour tout u € R. [On pourra
utiliser de théoreme d’inversion de Fourier qui donne :gr':: g(—)pp-sigge L(lc(]R, B(R),\).]

On se donne maintenant une suite X1, X5,...,X,,... de v.a.r.ii.d. et on suppose que la loi de X; (et donc de tous
les X,,) est la loi de Cauchy. Pour n € N*, on pose :

1 n
Z, = Z(lep).
p:

4. Soit n € N*,
(a) Montrer que

n

¢z, (1) = x, (%) pour tout u € R.

(b) Donner la loi de Z,,.
5. Pour n € N*, on pose A,, = {|X,,| >n} et B, = UPZ” Ap. On pose aussi B = [,y Byi-

(a) Soit n € N*. En utilisant la question 2, montrer que

1
cy\ _ c _
peeg) = [ [Peag<| Jo-0
p=zn p=n
En déduire que P(B¢) = 0 et donc que P(B,,) = 1.

(b) Montrer que P(B) = 1. [Cette question est une conséquence de la question (a) mais elle peut aussi étre faite
directement en appliquant le lemme de Borel-Cantelli et la question 2.]
X

(c) Soit w € B. Montrer que # +4 0 quand n — +o0.
(d) Soit w € Q). Montrer que si la suite (Z,,(w)),en+ converge vers une limite finie on a alors

X
lim Ku(w)
n—+o0 1

=0.

[Ecrire X,, en fonction de Z,, et Z,,_1.]

(e) Déduire des trois questions précédentes que la suite (Z,,),,en+ N€ converge pas p.s. vers une limite finie quand
n— +o0.

6. Pour tout n € N*, montrer que
U,+V,
R
ou U, et V, sont deux v.a.r. indépendantes, de loi de Cauchy. En déduire que la suite (Z,,),,cn+ N€ converge pas
en probabilité.

Z2n - Zn =

7. Pour quelles raisons ne peut-on appliquer, a la suite (Z,,),,cn-, les lois forte et faible des grands nombres ?

Exercice 10.17 (Sur la loi d’un vecteur aléatoire) Soit (Q2,.4, P) un espace probabilisé et X un v.a. de dimension
d. Montrer que la loi de X est uniquement déterminée par la donnée des lois de toutes les v.a.r. a- X, a € R4, |a] = 1.
[On pourra utiliser la fonction caractéristique de X.]

Exercice 10.18 (Limite en loi de Gaussiennes) Soit ((,.4, P) un espace probabilisé, X une v.a.r. et (X,,),ey une
suite de v.a.r. gaussiennes. On suppose que X,, tend en loi vers X, quand # — +o0. On note m,, I’espérance de X, et
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o7 la variance de X,, (avec o, > 0). Si 0, > 0, la v.a.r. X,, a donc pour loi une loi dont la densité par rapport a la
mesure de Lebesgue est

1 _ (X*mm)z

)
= e % pourxeR.
V27o,

fa(x)

Sio, =0,laloi de X,, est oy, .
Si Z est une v.a.r., on note @z la fonction caractéristique de Z (on rappelle que ¢z est une fonction continue de R
dans C et que @z(0) = 1). On rappelle que la fonction caractéristique de X, est

22

@x, () =e 2™ pourt e R.

1. Soit Z une v.a.r.. Montrer qu’il existe t € R* t.q. [pz(t)| > 0.

2. Montrer que la suite (62),,c)y est convergente dans R. [On pourra utiliser la convergence de lpx,, ()] vers |@x (t)]
pour ¢ bien choisi.]

3. Calculer P({X,, > m,,}) et P({X,, < m,,}) et en déduire que la suite (m1,,),cn est bornée. [On pourra utiliser le fait
que la suite (Px ),en est tendue, d’apres la proposition 9.20.]

4. Montrer que la suite (#1,,),cn est convergente. En déduire que X est une v.a.r. gaussienne.

Exercice 10.19 (Caractérisation de X = 0 p.s.) Soit (Q, A, p) un espace probabilisé. Si Z est une v.a.r., on note
@ la fonction caractéristique de Z, c’est-a-dire @z (t) = E(e'?!) pour tout t € R.

1. Soit X une variable aléatoire réelle et a > 0. On suppose que @x(¢) = 1 pour tout f € [—a, a].

(a) Montrer que, pour tout ¢ € [—a, a], f [1-cos(tX(w))]dp(w) = 0.
Q
(b) Montrer que X = 0 p.s..

2. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes.

(a) Montrer que @x.y = PxPy.
(b) On suppose maintenant que X + Y et Y ont méme loi. Montrer que X = 0 p.s..

Exercice 10.20 (Indépendance et variables gaussiennes) Soit (2,.4,p) un espace probabilisé et X,Y deux
variid. t.q. E(X) =0et Var(X) = 1.

On rappelle une caractérisation de 1’indépendance avec les fonctions caractéristiques, donnée dans la proposi-
tion 10.21 : Soit Z1,Z, deux v.a.r., on note Z le v.a. (de dimension 2) dont les composantes sont Z; et Z,. Les v.a.r.
Z1 et Z, sont indépendantes si et seulement si les fonctions caractéristiques de Z, Z1 et Z, (notées @z, @z, et ¢z,)
vérifient @z (uy, us) = @z, (u1)@z,(u;) pour tout uy,u; € R.

1. On suppose dans cette question que X et Y sont des v.a.r. gaussiennes. Montrer que X + Y et X —Y sont des
v.a.r. indépendantes. [On pourra utiliser le rappel.]

On suppose maintenant, pour toute la suite de I’exercice, que X +Y et X — Y sont indépendantes. Le but
des questions suivantes est de démontrer que X et Y sont des variables gaussiennes. On note toujours ¢x la
fonction caractéristique de X.

2. Montrer que lim;_, 17(2‘“) = % [Utiliser E(X) = 0, Var(X) = 1 et un développement limité des fonctions

cos et sin.]|

3. Montrer que @x(2t) = @x(t)>@x(~t) pour tout t € R [Utiliser I’indépendance de X + Y et X — Y]. Montrer
que @x(t) = 0 pour tout t € R.
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. Soit p(t) = (;‘;X((_tz) Montrer que p(t) = p(t/Zk)zk pour tout t € R et tout k € N. Montrer que p(t) = 1 pour tout
t € R [utiliser la question 2]. Montrer que ¢yx prend ses valeurs dans R.

. Montrer que @x(t + s)@x(t — ) = @x(£)2@x(s)? pour tout t,s € R. En déduire que ¢x (1) = @x (£)"" pour
tout f € R et tout n € N.

. Montrer que X (et donc aussi Y) est une v.a.r. gaussienne.
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