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Exercice 1 (Somme de deux v.a.r.) Soitent ({2, F, P) un espace de probabilisé, 0 < p < 1 et
qg =1 — p. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que

P{X =k}) = P({Y = k}) = pg" pour tout k € IN.

1. Montrer que X et Y ont méme loi.

Corrigé — Comme ) .o ¢ = 11(1 = —) les v.a.r. X et'Y prennent leurs valeurs presque

sirement dans IN. Comme P({X = k}) = P({Y = k}) pour tout k € IN, on en déduit que les
vaa.r. X et Y ont méme loi,

Px =Py =Y pg"oy.
kEN

2. Soient k, I € IN. Calculer P({X =k} n{Y =1}).

Corrigé — En utilisant I'indépendance de X etY, on a
PU{X = K} N {Y = 1}) = PUX = kNPUY = 1}) = p¢™.

3. Déterminerlaloide X + Y.

Corrigé — Lav.ar. X +'Y ne prend aussi p.s. ses valeurs dans N et on a, en utilisant la o-
addivité de P et l'indépendance de X, Y,

k
PUX+Y =k} => PUX=Un{Y =k-1})

k
=Y PU{X =0P{Y =k—1} = (k+1)p°
=0

1
n+1
Corrigé — Pourn € IN, ona P({X +Y = n}) > 0 la probabilité conditionnelle sachant

{X +Y = n} est donc bien définie et on a, en utilisant encore I’indépendance de X, Y,

P({X = k‘} ’ {X +Y = n,}) — P<{XP({]§1?_{;(+3;) ’llr})

 P{X=kIn{Y=n—-k}) PHX=kHPH{Y =n—-k}) 1

PH{X +Y =n}) B PH{X +Y =n}) n+1

4. Montrer que pour n, k € IN, avec k <n,ona P{X =k} | {X +Y =n}) =

On rappelle que P(B | A) désigne la probabilité conditionnelle de B sachant A (voir le td2).

Exercice 2 (Temps d’arrét) Soient (2, F, P) un espace probabilisé et (X,,),>; une suite de va-
riables aléatoires indépendantes a valeurs dans {0, 1}. Soit 7" le premier “instant” ou la valeur 1 est
prise, c’est-a-dire que 1" est définie par, pour tout w € 2,

T(w) = inf{n € IN* tel que X,,(w) = 1} si {n € IN* tel que X,,(w) = 1} # 0,
T(w) =0si{n € IN" tel que X, (w) =1} = 0.



1. Soitn € IN. Montrer que {T' = n} € F. En déduire que 7" est une v.a.r..
Corrigé — Ona{T =0} = Mpen+{Xx =0}, {T =1} ={X; = 1} et pourn > 1,
(T =n}={X, =1}n(NZ1{X; = 0}).
La stabilité de F par union dénombrable nous permet alors de conclure de {T = n} € F pour

tout n € IN.

La stabilité de F par union dénombrable nous permet alors aussi de conclure de T est v.a.r. car
elle donne {T € B} = Npep{T =n} € F pour B € B(IR) (et méme pour tout B C R).

On pose, pour tout n € IN*, r,, = P({X,, = 1}) et on suppose que ,, < 1 pour tout n € IN*.
2. Donner, pour tout & € IN*, I’expression de P({T" = k}) al’aide des r,, et de k.

Corrigé — L’expression de {T = k} vue a la question précédente et ’'indépendance des X,

donne
400

PUT =0}) = [[Q—rn), PUT =1}) =1y

n=1

k—1
et P{T =k}) =1 H (1—ry), sik>1.

n=1
3. Montrer que 7' > 0 p.s. si et seulement si [],,cp+ (1 — 7,,) = 0. Donner un choix possible des
valeurs de 7, pour lequel P({7"= 0} > 0).

Corrigé — T > 0 p.s. si et seulement si P({T" = 0}) = 0 et donc si et seulement si [ [, e+ (1 —
rn) = 0 (d’apreés la question précédente).
En prenant r, = n—lz pourn > 1, onal],cn+(1 — 1) > 0 et donc P({T = 0} > 0).

Dans toute la suite de I’exercice, on suppose que 7, = 7 pour tout n € IN*, avec r fixé dans |0, 1].

4. Calculer, pour tout & € IN*, en fonction de r et k, P({T" = k}). Donner I’espérance et la
variance de 7.

Corrigé — Puisque 1, = r €0, 1] pour tout n € IN*, on a

PUT=0})=0et PUT =k}) =r(1 —r)ftsik>1.
E(T)=Y{NkPHT =k}) =r> k(1 —r)iLet E(T?) = r Y725 K2 (1 — r)k— L
La série Zzzof)(l — 1)k est uniformément convergente sur |a, 1 (pour tout a > 0) ainsi que les

séries obtenues par dérivation terme a terme. On peut donc obtenir (pour r €0, 1[) les dérivées
de la somme en dérivant terme a terme, ¢’est-a-dire

—+00 1 “+oo 1
E 1—r)f =2, E E(1—r) ==,
k::()( ) r k=1 ( : r?’

= k—2 2 = 2 k—1
D k=D -n= SR s 5=
k=2 k=1

On obtient donc E(T) = L et Var(T) = E(T?) — E(T)?> = & — L = 1,

r



5. Onpose Ty = 0,77 =T et, pour toutn > 1 etw € ),

Tri1(w) = inf{m > T, (w) tel que X,,,(w) = 1} si {m > T,,(w) tel que X,,(w) =1} # 0,
Toi1(w) =0si{m > T,(w) tel que X,,(w) =1} = 0.

(a) Montrer que, pour toutn € IN*, T,, > 0 p.s..

Corrigé — La fonction T,, est bien, pour tout n € IN une v.a.r.. Ceci se démontre de ma-
niere analogue au cas n = 1 (premiere question de [’exercice).
Soit n > 1. Soit w € Q. Si T),(w) = 0, on a alors w € Ny~ ()1 Xm = 0}. Ceci montre
que

{Tn =0} C Ugen (Nm>k{Xm = 0}).

On a donc, par o-additivité de P et indépendance des X,

+00 “+oo +00
P{Tn = 0} < Z P(mm>k’{Xm - 0}) - Z H P({Xm - 0}) - Z H (177‘) = 0.
k=0 k=0m>k k=0m>k

(b) Donner, pour tout n € IN* et , P({T,, = k}). Pour n € IN*, donner I’espérance et la
variance de 7T,,.

Corrigé — Soient n > 1 k > n. Soit w € ) tel que T'(w) > 0 (on rappelle que P({T =
0}) = 0) Pour que T,,(w) = k, il faut et il suffit que Xy(w) = 1 et que parmi les (k — 1)
X;(w) precedents, il y en ait exactement (n — 1) pour lesquels X;(w) = 1. Le nombre de
choix possibles de (n — 1) éléments parmi (k — 1) elements est le nombre noté C*~1. On

(k-1 (k-1
Choi = (n 1) CERICED

Pour chacun de ces choix, la probabilité est (grdce a l'independance des X;) (1—
Compte tenu de [’additivité de P, on obtient finalement

o —r k—nrn n—1
P{T, =k}) = (1 —r)kmem 0 (ﬁ)!(;)! i a 0 j 0 H (k —1).

=1
On reprend maintenant la méthode de la question Wl Pour tout k > n > 1 on a, par

rappelle que

7.)k7n7,n.

récurrence SUur n,
+oo n—1

n!
Z H Y1 —r) " = ——.
n+1
k=n 1=0 r
On en déduit que
400 rn +oo n—1 n
T,) =Y kP{T, =k} Z I W = =
k=n =n 1=0 "
Puis, on rermarque que
+oo 2 2
n“+n(l—r
12) = 3" RPUT, = k) = LB () - B(x,) = =202
=n

et donc Var(T,,) = E(T?) — E(T},)? = n(ij).



Exercice 3 Soient (£, T, P) un espace probabilisé et X;, X, deux v.a.r.. On note o(X;) et 0(X5)
les tribus engendrées par X; et X5.
Soit X I’application de F dans R? définie par X (w) = [§1 EZ%} pour toutw € E.

2
On pose 0 = {X~!(B), B € B(IR?)}. Montrer que ¢ est la plus petite tribu contenant o(X;) et
o(X3). [Reprendre une démonstration vue en cours.]

Corrigé — On note X la plus petite tribu contenant o(X1) et 0(X3). On montre ci-aprés que o C 3
(c’est la démonstration vue en cours) puis que . C o (ce qui donnera bien Y. = o).
Etape 1. On montre dans cette étape que o C X..
Onpose T = {A C R?, t.q. X" '(A) € ©}. On remarque tout d’abord que T est une tibu sur R?. En
effet,
— R?cTcar X '(R) =FEe€¥,
— [l’ensemble T est stable par union dénombrable car 3. est stable par union dénombrable (et donc
XN UpewAn) = Unen X Y(A,) € B si X1(A,) € X pour tout n € IN, ce qui donne
UneNAy, € T si A, € T pour tout n),

— Densemble T’ est stable par passage au complémentaire car Y. est stable par passage au com-
plémentaire (et donc X 1(A¢) = XY A)® € ¥ si X 1(A) € 3, ce qui donne A° € T si
AeT).

On remarque ensuite que By X By € T pour tout couple (By, By) d’élements de B(IR). En effet,
XYBy x By) = X;H(B1) N X351 (Bz) € o car X est stable par intersection finie et X; '(B;) €
o(X;) C X pouri=1,2.

L’ensemble T est donc une tribu contenant { By x By, By, Bo € B(IR)}. Comme B(IR?) est la plus
petite tribu contenant { By x Ba, By, By € B(IR)}, on a donc B(IR?) C T. Ceci donne X ~1(A) € ¥
pour tout A € B(IR?), et donc o C .

Etape 2. On montre dans cette étape que 3. C o.

Soit B € B(IR). On remarque que X '(B) = {X, € B} = {X € BxIR} = X~(B x R). Comme
B xR € B(R?), ona X~ (B x R) € o. Ceci montre que o(X1) C 0. De maniére similaire on
montre que o(X3) C o.

La tribu o contient donc o(X1) et 0(X3), elle contient donc la plus petite tribu contenant o(X1) et
o(X2), c’est-a-dire X.



