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Exercice 1 (Somme de deux v.a.r.) Soitent (Ω,F, P ) un espace de probabilisé, 0 < p < 1 et

q = 1 − p. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que

P ({X = k}) = P ({Y = k}) = pqk pour tout k ∈ IN.

1. Montrer que X et Y ont même loi.

2. Soient k, l ∈ IN. Calculer P ({X = k} ∩ {Y = l}).

3. Déterminer la loi de X + Y .

4. Montrer que pour n, k ∈ IN, avec k ≤ n, on a P ({X = k} | {X + Y = n}) =
1

n + 1
.

On rappelle que P (B | A) désigne la probabilité conditionnelle de B sachant A (voir le td2).

Exercice 2 (Temps d’arrêt) Soient (Ω,F, P ) un espace probabilisé et (Xn)n≥1 une suite de va-

riables aléatoires indépendantes à valeurs dans {0, 1}. Soit T le premier “instant” où la valeur 1 est

prise, c’est-à-dire que T est définie par, pour tout ω ∈ Ω,

T (ω) = inf{n ∈ IN∗ tel que Xn(ω) = 1} si {n ∈ IN∗ tel que Xn(ω) = 1} 6= ∅,

T (ω) = 0 si {n ∈ IN∗ tel que Xn(ω) = 1} = ∅.

1. Soit n ∈ IN. Montrer que {T = n} ∈ F. En déduire que T est une v.a.r..

On pose, pour tout n ∈ IN⋆, rn = P ({Xn = 1}) et on suppose que rn < 1 pour tout n ∈ IN⋆.

2. Donner, pour tout k ∈ IN⋆, l’expression de P ({T = k}) à l’aide des rn et de k.

3. Montrer que T > 0 p.s. si et seulement si
∏

n∈IN∗(1 − rn) = 0. Donner un choix possible des

valeurs de rn pour lequel P ({T = 0} > 0).

Dans toute la suite de l’exercice, on suppose que rn = r pour tout n ∈ IN∗, avec r fixé dans ]0, 1[.

4. Calculer, pour tout k ∈ IN⋆, en fonction de r et k, P ({T = k}). Donner l’espérance et la

variance de T .

5. On pose T0 = 0, T1 = T et, pour tout n ≥ 1 et ω ∈ Ω,

Tn+1(ω) = inf{m > Tn(ω) tel que Xm(ω) = 1} si {m > Tn(ω) tel que Xm(ω) = 1} 6= ∅,

Tn+1(ω) = 0 si {m > Tn(ω) tel que Xm(ω) = 1} = ∅.

(a) Montrer que, pour tout n ∈ IN∗, Tn > 0 p.s..

(b) Donner, pour tout n ∈ IN∗ et k ≥ n, P ({Tn = k}). Pour n ∈ IN∗, donner l’espérance

et la variance de Tn.

Exercice 3 Soient (E, T, P ) un espace probabilisé et X1, X2 deux v.a.r.. On note σ(X1) et σ(X2)
les tribus engendrées par X1 et X2.

Soit X l’application de E dans R2 définie par X(ω) =

[

X1(ω)
X2(ω)

]

pour tout ω ∈ E.

On pose σ = {X−1(B), B ∈ B(IR2)}. Montrer que σ est la plus petite tribu contenant σ(X1) et

σ(X2). [Reprendre une démonstration vue en cours.]

1


