9.2 Indépendance

Définition 9.22 SoitpeN, p >2,4dy,.. .,dp € N*. soit (), A) un espace probabilisable et, pour tout i € {1,...,p},
X; un v.a. de dimension d;. Les v.a. X1,... , Xy, sont dits indépendants si les tribus o(X1 Vreees G(Xp) (engendrées par
X1,-..,Xp) sont indépendantes (cf définition 2.57, p. 43)

La proposition suivante donne des opérations possibles sur I’indépendance.

Proposition 9.23 Soitp e N, p > 2, dl,...,dp € N*. soit (Q), A) un espace probabilisable et, pour tout i € {1,...,p},
X; un v.a. de dimension d;. On suppose que les v.a. X1,..., X, sont indépendants. On se donne maintenant une
suite strictement croissante py,...,py (9> 2)1.q. 1 =pg<...<py;=p+1et, pouri€fl,...,q}, onnoteY; le v.a.
(Xpiyr-- .,Xpi_l)t, qui est donc un v.a. de dimensionr; = dy, | +...+d, . Onaalors

1. Lesv.a. Yq,...,Y, sont indépendantes,

2. Si @; est, pour tout i € {1,...,q}, une application borélienne de R'i dans R% (avec s; € N*), les v.a. ¢1(Yy), ...,
¢4(Yy) sont indépendants.

DEMONSTRATION — le premier item est une conséquence immédiate de la proposition 2.59 (sur I’indépendance de
tribus) et de la proposition 9.3. Le second item est une conséquence immédiate du premier car o(¢;(Y;)) C o(Y;) pour
tout 1. ]

Remarque 9.24 Soit ((,.4) un espace probabilisable et X, Y deux v.a. (pas nécessairement de méme dimension).
La proposition 9.23 montre que si X et Y sont indépendants, toute composante de X est indépendante de toute
composante de Y. Réciproquement, si toute composante de X est indépendante de toute composante de Y, on en
déduit que X et Y sont indépendants. Ceci est encore une conséquence simple de la proposition 2.59.

On donne maintenant une généralisation de la proposition 4.59.

Proposition 9.25 Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, n > 2 et X1,...,X,, des v.a. indépendants, de dimension
dl""’dn e N*,

1. Soit, pour tout i € {1,...,n}, une fonction borélienne, notée @;, de R% dans @Jr. On a alors :

E(| [eixin =] |E@itxi). 9.2)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si [’'un des termes est nul.)

2. Soit, pour tout i € {1,...,n}, @; une fonction borélienne de R% dans R. On suppose que @(X;) est intégrable
pourtouti=1,...,n. Lav.a.r. [1_, @;(X;) est alors intégrable et I'égalité (9.2) est vraie.

3. Soit, pour tout i € {1,...,n}, @; une fonction borélienne bornée de R dans R. Alors, I’égalité (9.2) est vraie.

N.B. Comme dans la proposition 4.59, Uitem 3 est donc une condition nécessaire suffisante pour que les v.a.
X1,...,X,, soient indépendants.

La démonstration suit pas a pas celle de la proposition 4.59, sans difficulté supplémentaire.
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Remarque 9.26 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. La proposition 9.25 donne aussi des résultats quand les
fonctions ¢; sont a la valeurs dans R avec r; # 1. Par exemple, soit X, Y deux v.a. indépendants de dimensions
d. On suppose X et Y intégrables (c’est-a-dire E(|X]) < oo et E(|Y|) < o). La v.a.r. X -Y est alors intégrable et
E(X-Y) = E(X) - E(Y).

Plus généralement, soit X est un v.a. de dimension d, Y est un v.a. de dimension d, X, Y indépendants. On suppose

que @ est une fonction borélienne de R dans R” et  une fonction borélienne de R? dans R” t.q. @ o X et oY
soient intégrables. On a alors @ o X - P o Y intégrable et E(po X - oY) =E(poX) - E(PoY).

Enfin, si Xy,...,X,, sont des v.a. indépendants de dimension d (d > 1), la formule donnée dans la proposition 6.97
se généralise et donne :

n
Cov(X; +...+X,) = ZCOV(Xi).
i=1

Pour le montrer, il suffit de traiter le cas n = 2 (qui est traité dans 1’exercice 9.7) et de faire une récurrence sur .
On donne maintenant la généralisation de la proposition 4.61.

Proposition 9.27 Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, n > 2 et X1,...,X,, des v.a. de dimension d1,...,d, € N*.
Ces v.a. sont indépendants si et seulement si on a, pour tout famille {¢;, i =1,...n} t.q. ¢; € C.(R%,R) pour tout i,

E(H @i(X;) = HE(@i(Xi)), 9.3)

d d
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si ['un des termes est nul.)

Ici encore, la démonstration suit pas a pas celle de la proposition 4.61, sans difficulté supplémentaire.

Théoreme 9.28 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes) Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé.

1. Soit X, Y deux v.a.r.. Les v.a.r. X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi du v.a. (X,Y)t (ou du couple
(X,Y)) est Px,yy = Px ® Py.

2. Soit X1,...,X,, (n>2) nv.a. de dimension dy,...,d, € N*.
On pose Z = (Xq,...,X,)! (Z est donc un v.a. de dimension dy + ... +d,). Les v.a. Xy,...,X,, sont indépendantes
si et seulement si la loi du v.a. Z est Pz =Py ®...® Py .

DEMONSTRATION — La démonstration du premier item fait partie de 1’exercice 9.8. le second item est une généralisa-
tion assez simple (en faisant, par exemple, une récurrence sur # pour se ramener au cas 1 = 2). [

On utilise souvent en théorie des probabilités une suite (finie ou infinie) de v.a.r. indépendantes ayant des lois
prescrites. Le théoréme suivant montre qu’il existe effectivement un espace probabilisé et une suite de variables
aléatoires réelles indépendantes sur cet espace ayant des lois prescrites.

Théoreme 9.29 (Existence de v.a.r. indépendantes de lois prescrites)
Soit (p,,)nen une suite de probabilités sur B(R). On a alors :
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1. Pour tout n € N*, il existe un espace probabilisé, noté (), A, P), et une suite finie de v.a.r. indépendantes, notées
Xiseoy Xy, t.q. Px, = pi pour tout k € {1,...,n}.

2. Il existe un espace probabilisé, noté (Q, A, P), et une suite de v.a.r. indépendantes, notée (X,,)en+ 1.9. Px, = pyu
pour tout n € N*,

DEMONSTRATION —  Nous démontrons ici le premier item. Le second (plus difficile) sera admis. Soit n € N*. Un
raisonnement par récurrence utilisant le théoréme d’existence (et unicité) de la mesure produit (théoréme 7.3) permet de
construire une mesure p sur B(R") vérifiant, pour toute famille Ay,..., A, de boréliens de R :

PqﬂlAﬁ==rjPAAﬂ
i=1 i=1

Onadoncp=p; ®...®@py,.

On prend alors (QQ, A, P) = (R", B(R"), p) et, pour tout i = 1,...,n, X; est I'application qui a w € R" associe sa i-ieme
composante. Enfin, on note X = (X1,...,X,,)!, de sorte que X est un v.a. de dimension #.

Pour tout w € R", on a X(w) = w, ceci prouve que Px = P. Puis, pour tout i € {1,...,1}, on a X(w) = w; (ob w; désigne
la i-ieme composante de w). On en déduit que Px; = p;. Enfin, comme p = p1 ®...®py;, on a aussi Px = px, ®...®px, -
Le théoréme 9.28 donne donc que les v.a.r. Xq,..., X;, sont indépendantes. [

On s’intéresse maintenant a la somme de variables aléatoires indépendantes.

Proposition 9.30 (Loi de la somme de v.a. indépendantes) Soit (), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X, Y
deux v.a. indépendants de dimension d. Alors, P,y = Px * Py.

DEMONSTRATION —  Soit ¢ une fonction borélienne bornée de R? dans R. Comme X et Y sont indépendants, on a
Px,y) = Px ® Py (par le théoréme 9.28) et donc :

JLoxear= [ otsnargyen= [ otesparcmin

La définition de la convolution de mesure donne (voir la définition 7.26 et la proposition 7.27 :

[, [ oo mimmarin = [ o@aecne
On en déduit que jQ e(X+Y)dP = IRd @(z)d(Px * Py)(z), c’est-a-dire Px,y = Px * Py. ]

9.3 Vecteurs gaussiens

Soit m € R et ¢ > 0. On rappelle que la loi normale N (m, 52) est la probabilité (sur B(R)) de densité f avec, pour
xeR,

_ (x—m)2

exp 202

1
flx)=
oV2T
Pour introduire les v.a. gaussiens, il est utile de définir aussi la loi normale A (m,0). Cette loi normale est la

probabilité (sur B(R)) o,, (appelée mesure de Dirac au point m). Comme elle vérifie, pour tout fonction ¢
borélienne de R dans R, f(pdém = @(m), il est facile de vérifier que N (m,0) est la limite étroite, quand ¢ — 0,

0> 0, de N(0,02).
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Définition 9.31 Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. le v.a. X est un v.a.
gaussien si u - X est, pour tout u € R, une v.a.r. gaussienne.

Remarque 9.32 Soit (O, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. On suppose que chaque
composante de X est une v.a.r. gaussienne. Alors, le vecteur X n’est pas nécessairement gaussien. Mais, si les
composantes de X sont indépendantes, le vecteur X est alors un v.a. gaussien. On peut aussi montrer que si X est un
v.a. gaussien et que les composantes de X sont indépendantes deux a deux (ou si on a seulement Cov(X;, X;) =0
pour tout i, j t.q. i # j), alors les composantes de X sont indépendantes (voir I’exercice 10.14 pour tous ces résultats).

Les v.a. gaussiens sont les vecteurs qui suivent un loi normale multidimensionnelle, dont la définition et donnée dans
la définition 9.5, a condition d’étendre convenablement la définition 9.5 au cas D non inversible. C’est I’ objectif de
la proposition suivante.

Proposition 9.33 Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d.

1. Soit m € R? et D une matrice s.d.p. (de taille d xd). Si X ~ N (m, D), oit N (m, D) est définie par la définition 9.5,
alors X est un vecteur gaussien.

2. Si X est un vecteur gaussien. On pose m = E(X) et D = Cov(X). Alors, la loi de X ne dépend que de m et D. Si
D est inversible on a X ~ N'(m, D) (oit N'(m, D) est définie par la définition 9.5).

Ceci permet de définir N'(m, D) dans le cas on D est seulement symétrique semi—définie positive (et m € R?). On

définit N'(m, D) comme étant la loi d’un vecteur gaussien de dimension d t.q. m = E(X) et D = Cov(X) (on peut
montrer qu’un tel vecteur existe).

Le premier item est démontré dans I’exercice 10.12 et le deuxieme item est démontré dans 1’exercice 10.13.

Remarque 9.34 La notion de vecteur aléatoire gaussien (et de loi normale multidimensionnelle) généralise la
notion de variable aléatoire gaussienne (et de loi normale). Le théoréme central limite que nous avons énoncé dans
la remarque 6.100 se généralise au cas vectoriel. Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et (X,,),,en+ une suite
de v.a. de dimension d i.i.d.. On suppose que E(]X;|?) < co. On pose E(X;) = m, D = Cov(X;) et, pour 1 € N*,

1 n
Y, = 7 ;(Xi —m).

La suite (Y,,),en+ converge alors en loi vers tout v.a. Y dont la loi est la normale multidimensionnelle NV (0, D).
(Voir la définition 9.5 et la proposition 9.33 pour la définition de cette loi normale multidimensionnelle.) Ceci sera
démontré au chapitre 10 (théoreme 10.24) en utilisant la transformation de Fourier.

255



