10.6 Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

La transformée de Fourier a son équivalent en probabilités : il s’agit de la fonction caractéristique d’une variable
aléatoire (rien a voir avec la fonction caractéristique d’un ensemble !).

Définition 10.19 Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. On appelle fonction
caractéristique de X la fonction de R? dans C définie par :

Qx(u)= f X4 4P = E(e™**), pour u € R%.
Q

Dans la définition précédente, la fonction e’X* est bien intégrable sur Q (pour tout # € R%) car la fonction x > e

est continue bornée de R? dans C. En notant px laloi de X, on remarque également que @y = (2n)Y 2px(—). La
section 10.3 donne alors quelques propriétés élémentaires de la fonction caractéristique d’un v..a..

Proposition 10.20 Soir (O, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. La fonction caractéris-
tique de X vérifie alors les propriétés suivantes :
1. px € Cy(R4,C).
2. La loi de X est entiérement déterminée par @x (c’est-a-dire que si Y est un autre v.a. de dimension d et que
Px = Py, on a nécessairement px = py).
3. Sipx € L}C(Rd, B(R?),\;), la loi de X a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur B(RY), ¢’est-a-dire
px =fAg et:
f(x)= (2m)~? J e oy (u)du, Ag-p.s. enx € R
R4

DEMONSTRATION — Comme @x = (21'()‘1/227\)((—-), le premier item est donnée par la proposition 10.13 (qui donne
Px € Cyp(R4,C)).
Le deuxieme item est donnée par le premier item de la proposition 10.14.

Pour le troisieme item, on remarque que le deuxieme item de la proposition 10.14 donne px = fA; avec f = ;/7)?(—-), ce
qui donne A -p.s.en x € R4
_d

f(x) = (2n) 7J

) et (H)dt = (2n)_dj e X oy (t)dt.
R

R4

Les fonctions caractéristiques peuvent étre utilisées pour montrer 1’indépendance de v.a.r. (ou de v.a.). On donne un
exemple dans la proposition suivante.

Proposition 10.21 Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X1,...,X4 d v.a.r. Alors, les v.a.r Xq,...,X  sont
indépendantes si et seulement si on a

=1

pour tout u = (u,...,uz)t € R, on X est le v.a. de composantes X1,...,Xg.
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DEMONSTRATION —  D’apres le théoréme 9.28 les v.ar. Xq,..., X, sont indépendantes si et seulement px = px, ®
...®px,- Par la proposition 10.14, ces deux mesures sont égales si et seulement si leurs transformées de Fourier sont
égales, c’est-a-dire si et seulement si :

Qx(u) = J];Qd ei"'”d(px1 ®...®px,) pour tout u eR4.

Comme ¢¥ = ]_[;71:1 it pour tout x = (xq,...,x4)" et tout u = (uy,...,uy)*, la définition de la mesure produit
donne
] d
|, ematox, @@ px,) = [ T )
R ]
j=1
ce qui termine la démonstration de cette proposition. [

Il est intéressant aussi de connaitre le lien entre convergence en loi et convergence simple des fonctions caractéris-

tiques. Nous donnons ce lien dans le deuxieme item du théoreme 10.22 (dfi a Paul Lévy).

Théoreme 10.22 (Convergence en loi et fonctions caractéristiques, Paul Levy) Soit (QQ, A, P) un espace proba-

bilisé, d > 1 et (X,;)en un suite de v.a. de dimension d.

1. On suppose que la fonction caractéristique de X,, converge simplement (quand n — +o0) vers une fonction @

continue en 0. Il existe alors un v.a. X t.q. X,, — X en loi, quand n — +oo.

2. Soit X un v.a. de dimension d. Alors, X,, — X en loi, quand n — +oo, si et seulement si @x, (1) — @x(u), quand

n — +oo, pour tout u € R,

DEMONSTRATION —  Le deuxieme item du théoréme est une conséquence facile du premier item. En effet, si X;, — X
en loi, on a, bien sir, @x, (1) — ¢@x(u) pour tout u € R4 (car la fonction x — e'*¥ est continue et bornée de R dans C,

pour tout u € RY). Réciproquement, on suppose que @x, (1) — @x (1) pour tout u € R“. Comme la fonction @x est
continue (et donc, en particulier continue en 0), le premier item donne que X,, converge en loi vers un v.a. Y. Mais ceci
donne que X et Y ont méme fonction caractéristique et donc méme loi. On en déduit bien que X, tend vers X en loi.

Nous démontrons maintenant le premier item du théoreme 10.22. Cette démonstration se fait en deux étapes. Dans la
premiére étape on montre que la suite des lois des X, est tendue (on utilise ici le lemme 10.15 et la continuité de ¢).
Puis dans la seconde étape on conclut grice a la proposition 9.21.

Etape 1. On montre dans cette étape que la suite des lois des X, est tendue. Pour cela, il suffit de montrer que la suite
des lois de chaque composante des X, est tendue. Soit donc i € {1,...,d} et (XS; ))neN la suite des i—&me composantes

des X;,. On note m,, la loi de XS) et, pour tout f € R,

1 _ ‘ B 1y, (1) + 111, (—t)
Bnlt) = 3030 (1) + Py (—1) = V2R
Le lemme 10.15 donne alors, pour tout a > 0 et n € N.
2/a
(3] > ) < jo (1= bl (106)

On a Pyl () = ox,, (te;) (ou e; est le i-eme vecteur de la base canonique de R4), la fonction 1, (t) converge donc pour
N

tout € R et sa limite est une fonction { (de R dans R) continue en 0. Comme ,,(0) = 1 pour tout # € N, on a aussi
$(0) = 1.

Soit € > 0, comme 1 est continue en 0 et P(0) = 1, il existe ag > 0 t.q. maxte[o’z/ao](l —(t)) <&, et donc

2/a
aojo 0(1 —P(t))dt < 2e.
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La fonction 1, converge simplement vers { et 0 < (1 — ;) < 1 le théoréme de convergence dominée donne donc
2/ag 2/ay
lim a 1- t))dt=a 1—(t))dt.
Jim a0 [ 0w o) =aq [ - pin)
Il existe donc ng t.q.
2/&0
n>nyg= lim a 1—Yy,(t))dt < 3e.

2= Jim oo [ (1) <

Avec (10.6) on a donc
n>ng = my({x,|x| > ag}) < 3e.
D’autre part, en utilisant la continuité décroissante d’une mesure, pour tout n € {1,...,ng—1}, il existe a,, t.q. m, ({x,|x| >
ay}) < 3e.
En prenant a = max{ag, 4y, ...,4,,-1} on a donc
my, ({x,|x] > a}) < 3¢ pour tout n € N*,

Ceci montre bien que la suite (#1,,),,en est tendue et termine la premiere étape.

Etape 2. Dans cette seconde étape il suffit d’utiliser la proposition 9.21. Cette proposition nous donne 1’existence d’une
sous-suite de la suite (X,,),en+ et d’'un v.a. X tel que cette sous-suite tende vers X en loi. On en déduit, en particulier
que ¢@x = ¢. Il reste a montrer que toute la suite (X;,),en+ tend vers X en loi (et pas seulement une sous-suite). Pour
le montrer, on raisonne par I’absurde. Si la suite (X;,),cN+ e converge pas en loi vers X, il existe ¢ € Cb(Rd,R) t.q.
E(¢(X;)) 7 E($(X)). Il existe donc € > 0 et une sous-suite de la suite (X;;),en+, que nous noterons aussi (X;;),en
(pour ne pas alourdir les notations), t.q.

[E(p(Xn)) —E(p(X))] = & (10.7)
Mais, la proposition 9.21 nous donne I’existence d’une sous-suite de cette sous-suite et d’un v.a. Y t.q. la sous-suite de la
sous-suite tende vers Y en loi. Comme la convergence en loi donne la convergence simple des fonctions caractéristiques
(et que @y, — ¢ simplement), on en déduit que ¢y = ¢ = @x. On a donc Px = Py. La sous-suite de la sous-suite tend
donc vers X en loi. En contradiction avec (10.7). On a bien ainsi montré finalement que X,;, — X en loi. [

On donne maintenant la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien.

Proposition 10.23 Soir (Q, A, P) un espace probabilisé.
1. Soit X une v.a.r. gaussienne. On note m son espérance (donc, m = E(X) € R) et 6% sa variance (donc, 6° =
E((X —m)?) > 0) de sorte que X ~ N (m,?). On a alors :
imu —iu2
ex(u)=e""e" 7", pour tout u € R.

2. Soit d > 1 et X une v.a gaussien de dimension d. On note m son espérance (donc, m = E(X) € R?) et D sa

matrice de covariance (donc, D est une matrice symétrique, composantes d’indices | et k de X) de sorte que

X ~ N (m,D) (proposition 9.33). On a alors :

- 1
Qx(u) = ™" e 2P hour tout u € R?.

DEMONSTRATION —  Soit X une v.a.r. gaussienne, X ~ N(m, 02). On suppose tout d’abord que 02 =0, on a alors
X = m p.s. et donc, pour tout u € R, @x(u) = e'™*, ce qui est bien la formule annoncée. On suppose maintenant que

0> 0, on a alors, pour tout u € R :
; 1 (x —m)2
x (1) :j et ex (— dx.
® R oV2m P 202

Avec le changement de variable y = 22, on obtient :

4
e s
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2

. . -y
ce qui donne @x(u) = e’m”ﬁw(ou) avec P(t) = IR e'¥te™2 dy pour tout ¢ € R. Comme la fonction y > e¥” est

paire, on a aussi :
2

P(t) = j cos(yt)e% dy, pour tout t € R.
R

Pour calculer {(t), on remarque que le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale s’applique (théoréme 4.53) et

donne que 1 est de classe Clet
2

W= [ (psinetdy

En intégrant par parties cette derniére intégrale (en fait, on intégre par parties sur [—#, 1] puis on fait tendre n vers

I’infini), on obtient :
2

P'(t) = —j tcos(yt)e% dy = —t(t), pour tout t € R,
R

2 —y2 2
ce qui donne P(t) = 1!)(0)6%. Comme (0) = jRe% dy = V2, on en déduit que P(t) = \/21'(6% (pour tout t € R)
2

o2
_ pimu =

et donc que @x (u) = e'e , ce qui est bien la formule annoncée.

On suppose maintenant que d > 1 et que X est un v.a. gaussien. Soit u € R?. Ona ex(u)= E(eiX'”) = @x.4(1). Pour
connaitre @x (u), il suffit donc de connaitre la fonction caractéristique de la v.a.r. X- u. Comme X est un v.a. gaussien, la
v.a.r. X - u est une v.a.r. gaussienne. Sa moyenne est E(X - u) = E(X) - u = m - u et sa variance est (voir ’exercice 9.5) :
o2 = E(X-u-m- u)z) =E(u! (X -m)(X=m)'u) = u'Cov(X)u = u'Du.
On a donc, d’apres la premiére partie de cette démonstration (c’est-a-dire le cas d = 1),
_ imey —1Du

ex(u) = px.yu(1)=e™e 2,
ce qui est bien la formule annoncée (car u!Du =Du - u). ]

On montre enfin le théoréme central limite, qui nous dit que toute somme de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées tend en loi vers une variable aléatoire gaussienne.

Théoreme 10.24 (Théoreéme central limite) Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et (X,,),en+ une suite de
v.a. de dimension d i.i.d.. On suppose que E(|X;|?) < 0. On pose E(X;) = m, D = Cov(X;) et, pour n € N,

1 n
Y, = 7 ;(Xi —m).

La suite (Y,,)) e converge alors en loi vers tout v.a. Y dont la loi est la loi normale multidimensionnelle N (0, D).
(Voir la définition 9.5 et la proposition 9.33 pour la définition de cette loi normale multidimensionnelle.)

DEMONSTRATION — D’apres le théoreme 10.22 et la proposition 10.23, il suffit de montrer que, pour tout u € R4,

utDu
i —e 2
i o, 0=,
ol @y, est la fonction caractéristique du v.a. Yy,.
Soitu € R?. Ona .,
. Ay (X ) (X, —m)-
(1) = E(eM) = B(en p ) g [ ] o3n o7,
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Les v.a. Xp (p = 1,...,n) étant indépendants et identiquement distribués, on a donc, par la proposition 9.27 (cette
proposition est écrite pour des fonctions a valeurs réelles mais elle s’étend a des fonctions a valeurs complexes en
décomposant les fonctions en parties réelles et imaginaires),

(X, —m)u

Py, (u) =E(e V" )" (10.8)

1
On pose z,; = E(eﬁ(xrm)'u) et on calcule maintenant z,, en faisant un développement limité des fonctions cos et sin.
11 existe deux fonctions €; et €5 appartenant a Cy(R,R) t.q. lim,_,g€j(x)=0,i=1,2et
x2
cos(x)=1- = + xzsl(x) et sin(x) = x + xzsz(x).

oo

On en déduit que
(Xl— m)-u dP—l——j (X1—-m dP

2
o ] (= <\m<x1— m)-u)dp,

<‘

et
J-Qsm(\},(Xl m)-u)dP = 2171 (Xq —m)-udP

ARG —m)'u)zﬁz(%

Comme E(|X; |2) < 400, le théoreme de convergence dominée donne

(X1 —m)-u)dP.

1
i - . 2 | — — . = | =
nhrfoo Q((X1 m)-u) sl(\/ﬁ(Xl m)-u)dP =0pouri=1,2.

D’autre part, on a
J ((Xq—m)- u)zdP = j ut(Xq —m)(Xqy = m)tudP
Q Q

= ut(jQ(Xl -m)(Xq - m)th)u =u'Du.

fo(x1 —m)-udP :(L(xl —m)dP)-u =0.

et

t

, on a donc

JQcos(\/l,( m)- )dP—l—— Jsm Xl—m)~u)dP:?,

. . . ay .
avec lim,,_,, o b, =aetlim,_,, . c, =0. En posant a,, = b, + ic,, on adonc z,, = (1 — —) avec lim,_,, . a4, = a.
n

En posant a =

Avec (10.8), ceci donne

Py, (1) =2} = (1= 22",

Comme 4 € R, le lemme 10.25 donne le résultat, ¢’est-a-dire lim,,_, | o, Qy,(u)=¢=¢" . ]

Lemme 10.25
Soit a € R et (a,),en une suite de nombres complexes t.q. lim,,_,, ., a, = a. On a alors

a
lim (1--2)"=¢™"
n—+o0o n
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DEMONSTRATION — Ce lemme est bien connu si a; € R pour tout n € N. 11 suffit de remarquer que a,, < n pour n
assez grand et que lim,,_,, o, nln(1 — %) =-lim,_,, a, = —a. La difficulté est ici que a,, peut ne pas étre un nombre
réel.

On pose z,, =1 — '%“ ety,=1- %. Comme la suite (a,),eN est bornée (car elle est convergente), il existe M € R t.q.

|a,;| < M pour tout n € N. On adonc |z,| < 1+,M1 (et aussi |y,| < 1+%). On a alors (en écrivant (1)—¢(0) = jol @’ (t)dt
avec @ € C®(R,C) définie par @(t) = (tz, + (1 — t)y,)")

1
2yt =n(zn—yn>f0 (k2 + (1= )"y L,

M M
Comme [tz + (1 — t)yy| < t|z,|+ (1 = )|y, < 1+ — < en (pour tout 1 € N), on en déduit que
n

M M
|Zg_y’r11| < nlzy _ynle =la—apyle™.

On a donc limy, oo 2] =1imy, 400 vy = limy, 4 oo(1 - %)" =77
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