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Le partiel contient 5 exercices. Le baréme est sur 22 points.

Exercice 1 (Convergence en probabilité d’une somme, baréme 3 points) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, (X, )neN,
(Y3 )new deux suites de v.a.r. et X, Y deux v.a.r.. On suppose que X,, — X en probabilité et Y,, — Y en probabilité,

quand n — +o0.

On pose Z,, = X;, + Y,. Montrer que Z,, = X + Y en probabilité quand n — +4o0c.

Corrigé —  Soit € > 0. Comme
{IXn +Ya = X = V|2 e} € {|Xa = X| 2 S}U{IVa - Y] 2 5},
on a, par o-additvité de P, P({|Xn +Yn — X =Y | >¢e}) < P({|Xn = X| > 5}) + P{|Yn = Y| > §}), et donc, comme
Xy — X en probabilité et Y,, — Y en probabilité,
lim P{|Xn+Y,—X-Y|>e}) < HET% P{|X, - X| >

n—-+oo

Ceci prouve bien que Z, — X + Y en probabilité quand n — —+oo.

N+ lim P{|Y. -Y| >3} =0
— 400 2

n

N ™

Exercice 2 (Exponentielle d’une v.a. gaussienne, baréme 2 points) Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X une
vartq. X ~ N(0,1). Soit Y = exp(X). Calculer la densité de Y (si elle existe).

Corrigé —  Soit ¢ une fonction borélienne bornée de IR dans IR. On a

' I2
E(p(Y)) = / w(e”) e T du.
JRr V2T
Le changement de variable y = e* donne alors
B(p(Y)) / ) e
“($p = Py e - y-
0 V2my

Lav.a.r.'Y adonc une densité. Cette densité est donnée par la fonction g définie par :

_In(yp?

2 siy>0etg(y) =0siy <O0.

9(W) = 7=¢

Exercice 3 (Calcul de lois, baréme 5 points) Soit (€2, T, P) un espace probabilisé et (X, Y") un vecteur aléatoire (de
dimension 2) de loi de densité

1 1 2 2
— = =3 +y7)
f(x7 y) 27_(6 *
1. Déterminer la densité de la loi de la v.a.r. X2 + Y2,

. 2 2 o S P .
Corrigé — On pose Z = X* + Y =. Soit p une fonction borélienne bornée de IR dans IR. On a

‘ 2 oy 1 12442
Be2) = [ ol 41 (o).
R2 &
On peut passer dans cette intégrale en coordonnées polaires. On obtient

400 27 . 400 .
1 2 7:17‘2 2y —1,2
E(p(2)) = %/ / p(r)e 2" rdodr :/ o(r)e 2" rdr.
0 0 0

. 2
Le changement de variable v = s donne alors

B(p(2)) = / ple)e ¥ Lds.

La v.a.r. Z a donc une densité. Cette densité est donnée par la fonction g définie par :

g(y) = %efé& siy>0etg(y)=0siy <0.

2. Déterminer la densité de la loi de la v.a.r. | X| + |Y].



Corrigé — OnposeT = |X| + |Y'|. Soit ¢ une fonction borélienne bornée positive de IR dans IR. On a
1 1,22
E(p(D) = [ (el + |y g=e 2 " d(,y).
IR 2
La parité en x et en y de la fonction que I’on intégre sur IR? nous permet d’écrire

Bp(T)) =4 /

1 _1,2.,2
pla+y)g-e 2T d(x,y).
(R4)?2

Le théoreme de Fubini-Tonelli nous donne alors
+oo +oo
1 _1,20,2
B =1 [ ([ elarige ¥ )i
0 0 4

Pour tout x € IR 4 fixé, on utilise le changement de variable x + y = z dans l'intégrale par rapport a y. On obtient
“+ o0 “+ o0
1 -1 12 zZ—T 2
E(p(T)) =4 ( o(z)—e 2@ H(E2) )1]I7+m[(z)dz)d:v.
Jo Jo 2m

. 1.2 2y _ 2 1,2 _ 12 4 1.2 . 5t
On remarque maintenant que 5(x~ + (z — x)°) = 2~ — zx + 52~ = (v — 52)° + 72°. Ceci donne en réutilisant le
théoréme de Fubini-Tonelli et le fait que 1y, | oo[(2) = 1jo,.((2)

+oo nZ
1.2 1 1,42
E(p(T)) =4 z)e 47 — e @729 42 dz.
=4[ e@e ([ 5 )
Le changement de variable x — %z = % nous donne

V2 V2

z 1 1 2 % 1 _t2 =2 * 1 _ 2 1 2
/ —e ;z)Q)dx: e B dt = —e B dt = e(iz),
o 2m -z, 2V/27 0 V2 Var 2

) 2
en posant pour s > 0, e(s) = [~ e~ T dt. On obtient donc

0
00
2v2 V2
B = [ o0 e
0 T
Lav.a.r. T a donc une densité. Cette densité est donnée par la fonction g définie par :

g(y) = Z‘Tﬁze(gz)efiz2 siy>0etg(y)=0siy<0.

)cfiszz.

Exercice 4 (Indépendance et indépendance 2 a 2, baréme 4 points)

Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et X1, X, X3 trois v.a.r. indépendantes. On suppose que chaque X; a pour loi
la loi discrete uniforme sur {1,2,3,4,5,6}. Pour i # j, onpose 4, ; = {X; = X;}.

1. Pour i # j, calculer P(A; ;).

Corrigé —  Soit i # j. On a, en utilisant 'indépendance de X; avec X, puis le fait que X; et X; ont pour loi la loi
discrete uniforme sur {1,2,3,4,5,6},

| =
[
(@)

6 6
P(Aiy) =Y PUXi=k}n{X; =k}) =Y P{Xi=k}P{X; =k} =6
k=1 k=1
2. Montrer que A; 2, A3 et Ay 3 sont indépendants 2 4 2 mais ne sont pas indépendants.

Corrigé —  Pour montrer 'indépendance 2 a 2 des trois événements A 2, A1,3 et Az 3, on utilise I’indépendance des trois
va.r. X1, Xo, X3 (et pour ce calcul I’indépendance 2 a 2 des trois v.a.r. suffit) :

P(Al,g N A]_yg) = P(Al,g n Ag_yg) = P(Ag_rg n A]_yg) = P({X1 =Xs = Xg})

6 6
1
=) PUXi =K n{X=kn{Xs=k}) =) P{Xi=k)P({X2 = k)P({Xs = k}) = .
k=1 k=1
Avec la premiére question, on en déduit bien I'indépendance 2 a 2 de A1 2, A1,3 et A 3.
(On a, par exemple, P(A1,2 N A13) = P(A1,2)P(A13).)
Enfin, pour montrer que A1 2, A1,3 et Az 3 ne sont pas indépendants, on remarque que

1 1
P(Ai2NA13NAxs)=P{X1=X2=X3}) = 52 # P(A1,2)P(A1,3)P(A23) = Ik



Exercice 5 (Une caratérisation de la convergence en loi, baréme 8 points)
Soit (2, A, P) un espace probabilisé, (X,,)nen une suite de v.a.r. et X une v.a.r.. On note m,, la loi de X,, (pour tout
n € IN) et m laloi de X. On note Fy la fonction de répartitionde Y (pourY = X ou Y = X,)).

1. On suppose, dans cette question, que X,, converge en loi vers X quand n — 4o0. (c’est-a-dire que E(p(X,,)) —
E(¢o(X)) pour tout p € Cp(IR, R)).
(a) Soit @ € IR. On suppose que F'x est continue au point a (on dit que a est un point de continuité de Fly).
Montrer que Fx, (a) = Fx(a) quand n — +o0.
[Question difficile, reprendre une démonstration faite en cours. .. ]
Corrigé — On pose p = 1)_ q) de sorte que
Fx,(a) =mnp(] — 00,a]) = fIR edmy, et Fx(a) =m(] — oo,a]) = fIR edm.
On peut construire deux suites de fonctions appartenant a Cy(IR,IR), notées (¢p)pew et (V¥p)pem, telles que
o v <, <letyy(x) — (x)pourtout x € R quand p — +oo.
e 0 <1, <getpp(x) — @(x) pourtout x € R, z # a quand p — +00.

Pour construire 1, et @, on peut, par exemple, prendre 1, et p,, affines par morceaux et égales a  sur le complémen-
taire de 'intervalle Ja — 1/p,a + 1/p].
Soit p € IN. Comme ¢, < p < @p, 0na

E(p(Xn)) = / Ypdmg, < / edma, < / wpdmn, = E(pp(Xn)).
JIR J IR JIR

Comme X,, — X en loi, on en déduit, quand n — 400,

E(z,bp(X)):/ wpdmgliminf/ pdmy, §limsup/ wdman, §/ ppdm = E(pp(X)). (1)
R ot Jr n—+oo JR R

On peut maintenant faire p — 00 dans ces inégalités.
Comme ), converge simplement vers @ et est dominée par 1, on a, par le théoréme de convergence dominée,

lim / gp,,dm:/ pdm.
LGS 3 R

On utilise maintenant le fait que F est continue en a, ce qui donne m(a) = limy_, ;o F(a) — F(a —1/k) = 0. Ona
donc Y, — @ p.p. pour la mesure m. On peut donc aussi appliquer le théoréme de convergence dominée, il donne

lim / PYpdm = / pdm.
LAl IR

On passe maintenant a la limite quad p — oo dans @) pour obtenir

/ pdm < lim inf/ pdm,, < 1i1nsup/ pdmy, §/ pdm.
R notee Jig n—+oo JIR R

On a donc fIR pdm, — fIR wdm quand n — +o0, ¢’est-a-dire Fx,, (a) — Fx (a) quand n — +oc.

(b) Donner un exemple pour lequel il existe a € IR tel que F'x, (a) 4 Fx(a) quand n — +o0.

Corrigé — Il suffit de prendre X, telle que X, = 1/n p.s. et X = 0 p.s.. On a bien que X,, — X en loi, mais, pour
a=0, Fx,(a) =0+ 1= Fx(a).

2. On note C I’ensemble des points de continuité de F'x et on suppose, dans cette question, que, pour tout a € C,
Fx, (a) — Fx(a) quand n — +o00. L’objectif de la question est de montrer que que X,, converge en loi vers X
quand n — +-o00.

(a) Montrer que my, (]a, b]) — m(Ja, b]), quand n — +o0, pour tout a,b € C, a < b.

Corrigé — Soita,b e C, a <b.

11 suffit de remarquer que my(]a,b]) = Fx, (b) — Fx, (a) et m(Ja,b]) = Fx(b) — Fx(a). Comme a,b € C, on a
Fx, (b) = Fx(b) et Fx, (a) = Fx(a) et donc m,(]a,b]) = m(]a,b]).



Soit ¢ une fonction de IR dans IR. On dit que ¢ € S siil existe p € IN*, aq,...,a, € Retag,...,a, € Ctq.
ap < ... < ap. Soitp =30 | ailje, ;4
(b) Soit ¢ € S. Montrer que

/ pdm, —>/ wdm, quand n — 4-00.
R R

P

Corrigé —  On a, en utilisant la définition de S, p = ) ,._,

et la question précédente (car a; € C),

. D » .
pdm, = aimn(Jai-1,a:]) — aim(lai—1,a:]) = /
| ima =37 >

i=1 i=1 YR

ailja; | ,a; et donc, en utilisant la linéarité de I'intégrale
pdm.

(c) (Question hors baréme, +4 points) Montrer que S est dense dans IR, et en déduire que pour tout ¢ € C.(IR,IR)
ettoute > 0 il existe ¢ € S telle que sup, g |p(z) — ¥(x)| <e.

(d) Soit ¢ € C(IR, IR ). Montrer que [ wdm,, — [ wdm. [Utiliser la question hors baréme.]

Corrigé —  Soit € > 0. La questionRd donne Iexistence de 1 € S t.q. sup,c |¢(x) — ¥(z)| < e. On a alors pour
toutn € IN*

\/ <,9dmn—/ pdm| < \/ <,9dmn—/ wdmr,,|+\/ Ydmy —/ d)dm\—i—\/ d)dm—/ wdm)|
R R R R R R R R
< 25+|/ d)dmn—/ dm)|.
R R

fIR pdm, — fIR dm| < e. On a donc, pour tout n. > ny,

Comme 1) € S, il existe ng tel que n > no implique

| / pdm, — / wdm| < 3e.
JR JR

Ce qui termine la question.

(e) Déduire de la question précédente que X,, — X en loi, quand n — +oc0.

Corrigé — La question Eddonne la converge vague de my, vers m et donc la converge étroite de my, vers m (car mp
et m sont des probabilités). On a donc X,, — X en loi quand n — +oc.



