Université de Marseille
Licence de Mathématiques, 3eme année, probabilités-Statistique
Partiel du 9 mars 2016

Le partiel contient 2 exercices. Le baréeme est sur 20 points.

Exercice 1 (Détermination de lois. Baréme : 10 points)
Soit D le domaine de IR?* défini par :

D={(z,y) e R* |z >0,y >0,y° > z}.

1. Dessiner D.

FIGURE 1: Domaine D

Soient (2, T, P) un espace probabilisé et (X,Y") un couple de v.a.r. dont la loi a une densité (par
rapport a la mesure de Lebesgue sur B(IR?)) donnée par :

eV si(z,y) €D
flz,y)=1{ " i (@9)
0 si(x,y) ¢ D.
2. Vérifier que f est bien une densité de probabilité.

Corrigé — Onabien f > 0p.p. et, avec le théoréme de Fubini-Tonelli et une intégration par parties,
00 .y2
0

‘ d J —1 d d o Ud o Ud
’ T, I\T,Y) = e E lr)ay = ye ! Yy = e ! [y = 1.

Ccei donne bien que f est une densité de probabilité.

3. Déterminer les lois de X et Y, et les espérances de X et Y.

Corrigé — Laloi de X est une loi de densité (par rapport a la mesure de Lebesgue sur B(IR)). Cette
densité est donnée par la fonction g définie par

oy == [ ey = ia s 0
g9(z) /]Rf(»l/,y)(y2—\/5/\/E ey =5z siw>0,

g(z) =0siz <0.

La loi de Y est une loi de densité (par rapport a la mesure de Lebesgue sur B(IR)). Cette densité est

donnée par la fonction h définie par
2

: w1
h(y) = / x,y)de =¢e Y / ——dx =ye Ysiy >0,
()= . f(z,y) Jo 2vE y y

h(y) =0siy < 0.



La connaissance de g et h permet de calculer les espérances de X et Y. On obtient, avec des chan-

gements de variables et des intégrations par parties :

g +oo | - +o0o +o0o
E(X)= / xg(x)dx = / —ze Vidy = / yle Vdy = / 2ue Ydy = 2.
R o 2 Jo Jo
‘+OO
E(Y)= / xh(x)dx = / e dr = 2.
JIR 0

4. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
Corrigé — Avec les notations de la question précédente, on remarque, par exemple, que
-z

f(:9) = 9(2)hly) = —5=ye™ £ 0 pour (z,) € (RD)*\ D.

Ce qui permet d’affirmer que X et Y ne sont pas indépendantes, car l'indépendance de X et'Y
donnerait f(z,y) — g(x)h(y) = 0 pour presque tout (x,y) € R? (“presque tout” étant pris ici au

sens de la mesure de Lebesgue sur B(IR?)).

5. Calculer Cov(X,Y).

Corrigé — Cov(X,Y)=E(X -2)(Y -2)=EXY)—-2E(Y)—-2E(X)+4=E(XY)—4
On calcule maintenant E(XY') en utilisant le théoréeme de Fubini-Tonelli et deux intégrations par

parties,
S 1 400 .y2 \/E 400 y3
E(XY :/ T e Yd(x, :/ e Y / ~—dzx)d :/ e YZ-d
(XY) T (z,9) Oy(OQ)y.Oy AL

+o0 4 +o0
= / —y‘ge_ydy = / 4y26_ydy = 8.
o 3 0

On a donc Cov(X,Y) = 4.

6. Question facultative, hors bareme. Déterminer la loi de la v.a.r. XY
[On pourra utiliser la fonction g définie, pour = > 0, par g(z) = [;F> e ¥ dt.]

Corrigé — On pose Z = XY. Soit ¢ une fonction borélienne bornée de IR dans IR. On a (en

utilisant le théoreme de Fubini)

B(p(2) = BpxY) = [ etan)g zeiteg) = [ ([T 8 asyay

Pour y fixé, on utilise le changement de variable z = xy, puis on utilise le théoréeme de Fubini. On

obtient ainsi
+0o0o efy

Le changement de variable \/y = x donne




On en déduit que Z a une densité (par rapport a la mesure de Lebesgue sur B(R)) et cette densité
est la fonction h définie par

ol=

(25)

S

h(z) =

siz >0,

N

h(z) =0siz <0

Exercice 2 (Indépendance et inégalité. Baréme : 10 points) Soit (2, 7', P) un espace probabi-
lis€ et X, Y deux v.ar..

1. On suppose dans cette question que X et Y sont indépendantes et que ¥ > X p.s..
(a) Montrer que pour toutt € IR, ona P({Y < t})(1 - P{X < t}))=0.

Corrigé — Soitt € IR. En utilisant 'indépendance de X etY et Y > X p.s., on obtient

0< PUY < )(1 - PUX < 1)) = PUY < 5)PUX > 1})
=P{Y <t}n{X >t}) <PH{X >Y}) =0,
etdonc P{Y <t})(1—-P{X <t})) =0.

(b) Montrer qu’il existe t € R tel que P({Y < t}) = 0.

Corrigé —

On note Fx la fonction de répartition de X. Comme limy_, o, Fx(t) = 0, il existe t € IR telle
que Fx(t) < 1. Onadonc P{X < t}) < Fx(t) < 1. Ce qui donne (1 — P({X < t}) > 0et
donc, par la question précédente, P({Y < t}) = 0.

(c) On pose a = sup{t € R; P{Y < t})=0}.
Montrer que a € R, P({Y < a})=0et P({X > a}) =0.

Corrigé — D’apres la question précédente, ’ensemble {t € R; P({Y < t}) = 0} est non
vide. Comme lim;_,oo P({Y < t}) = 1, l'ensemble {t € R; P({Y < t}) = 0} est bornée
supérieurement. On a donc bien a € IR et la monotonie de Fy, la fonction de répartition de Y,
donne {t € R; P({Y < t}) =0} =] — 00, a] ou ] — 00, al.
Pour montrer que P({Y < a}) = 0, on remarque que {Y < a} = Upen+{Y < a —1/n}. La
o-addivité de P donne alors

0<PH{Y <a})< > P({Y<a,—l}):0,

nelN* "

et donc P{Y < a})=0.
Enfin, pour t > a, on a P({Y < t}) # 0 et donc, par la premiére la question, P({X < t}) =1
et donc aussi Fx (t) = 1. Comme Fx est continue a droite, on en déduit Fx(a) = 1, ce qui donne
bien P({X > a}) =0.

2. On suppose que X modélise la durée de vie d’un moustique et Y la durée de vie d’un éléphant.



(a) Le web suggere de prendre comme loi pour X une loi exponentielle de parametre o et comme
loi pour Y une loi exponentielle de parametre 3, avec 0 < § < «. (On rappelle que la loi
exponentielle de paramétre )\ est la loi de densité fy avec fy(z) = Ae™** pour z > 0 et
fr(z) =0pourz < 0.)

Peut-on considerer que X et Y sont indépendantes et que Y > X p.s. (c’est-a-dire que 1’élé-
phant vit presque stirement plus longtemps que le moustique...)?

Corrigé — La réponse est “non” car siY > X p.s., la question [[ddonne I’existence a € TR tel

que P({X > a}) = 0. Or, pour tout a € IR, on a
00

P({X > a}) = / falz)da > 0.

(b) Soit 0 < a < b < c. On suppose maintenant que X a une loi de densité dont la densité a pour
support ’intervalle [0, a] et que Y a une loi de densité dont la densité a pour support I’intervalle
[b, ¢] (on ne s’intéresse pas a la mortalité infantile des éléphants).
AtonY > X ps.?
Existe-t-il un espace probabilisé (2, T, P) et deux v.a.r. indépendantes X et Y telles que X a
une loi de densité dont la densité a pour support I’intervalle [0, a] et Y a une loi de densité dont
la densité a pour support ’intervalle [b, ¢| ? Si oui, donner un exemple.

Corrige— Ona X <ap.s.etY > bp.s. Comme a <b, onadoncbienY > X p.s..

1l existe bien un espace probabilisé (2, T, P) et deux v.a.r. indépendantes X et Y telles que X a
une loi de densité dont la densité a pour support Uintervalle [0, a] et Y a une loi de densité dont la
densité a pour support Uintervalle [b, c¢|. Pour constuire un exemple, on note p la loi uniforme sur
[0, a] et po la loi uniforme sur [b,c]. On prend (2, T, P) = (R? B(IR?), P), avec P = p; @ po.

Pourw = |“'| € Q, on pose X (w) =wy et Y(w) = wa.

On a alors Px = p;y et Py = po et la loi du couple (X,Y) est p1 @ pa, ce qui prouve que X etY
sont indépendantes et donne bien un exemple de deux v.a.r. indépendantes X et'Y telles que X a
une loi de densité dont la densité a pour support Uintervalle [0, a] et Y a une loi de densité dont la
densité a pour support intervalle [b, c|.



