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Le partiel contient 3 exercices. Le baréme est sur 22 points. Le polycopié du cours, les notes de
cours et de TD sont autorisés.

Exercice 1 (Indépendance de deux v.a.r.. Baréeme : 7 points)

Soient (€2, 7', P) un espace probabilisé et X, S deux v.a.r. indépendantes. On suppose que la loi de
X est la loi normale réduite N(0, 1) et que P({S = 2}) = P({S = —2}) =1 .Onpose Y = SX.
1. Déterminer la loi de la v.a.r. Y

Corrigé — Soit ¢ € By(IR,IR), 'indépendance de X et S donne Ps x = Ps x Px et donc
1 r 1 1.2 ' 1 1.2 ' 1 1.2
E(p(Y)) == / p(2x e 2% dx + / —2x e 2% dx) = / x e 8% du.
(p(¥)) = 5( . p(2x) or I p(—2z) or )= . o )2 or
Ceci prouve que Y ~ N(0,4).

2. Calculer E(XY) et Cov(X,Y).

Corrigé —
On remarque tout d’abord que XY est intégrable car E(| XY |) = E(2X?) = 2Var(X) = 2. Puis,
en utilisant ’'indépendance de X et S, on a

E(XY) = E(SX?) = E(S)E(X?) =0 (car E(S) = 0et B(X?) =1)
et, comme E(X)=FE(Y)=0, Cov(X,Y)=E(X,Y)=0.

3. X et Y sont-elles indépendantes ?

Corrigé — Lesv.a.r. X etY ne sont pas indépendantes.
Pour le montrer, on remarque que E(|X||Y|) # E(|X|)E(|Y]). En effet :
E(IX|[Y]) = B(2X?) = 2Var(X) = 2

et
' 1 1.2 "+00 1 1.2 2
F(X :/.r e_ixdx:2/ T e 2V der = —, E(|Y]) =2E(|X]) = —.
(XD = [ 1ol [ e = B(YI) = 2B(X) = =
On en déduit que 2 = E(|X||Y|) # E(|X|)E(|Y|) = %

V)

4. Donnerlaloidelav.ar 2X +Y.

Corrigé — Soit ¢ € By(IR,R). On utilise encore 'indépendance de X et S, elle donne

17 1 : 1 r 1
E(p(2X +Y)) = 3 i 99(4.7:)\/%(3_%‘”2(13; + 3 /IR @(O)\/—Q_ﬂe_%xgdm
1 12
= 1 e 2% dr 4+ —p(0).
/}R WS 7 5#(0)

Ceci donne que (2X +Y') ~ (300 + $N(0,16)).



5. Question subsidiaire, hors bareme. Le vecteur aléatoire dont les composantes sont X et Y est-il
un vecteur gaussien ?

Corrigé — Non, car la loi de 2X + Y n’est pas une loi gaussienne.

Exercice 2 (Détermination de lois. Baréme : 9 points)
Soient (£2, T, P) un espace probabilisé et (X, Y") un couple de variables aléatoires de densité (par
rapport a la mesure de Lebesgue sur les boréliens de IR ?)

flz,y) = k(1 +ay)si|z| <let|y| <1,
f(z,y) = 0 sinon.

1. Dessiner ’ensemble {|z| < 1, |y| < 1} et trouver la ou les valeurs possibles de k pour lesquelles
f est bien une densité de probabilité.

FIGURE 1: Domaine D

Corrigé — La fonction f doit étre positive (p.p.) et d’intégrale (de Lebesgue) égale a 1. Comme
[ ey =4,
Sl-11p2
la fonction f est une densité de probabilité (par rapport a la mesure de Lebesgue) si et seulement si
_ 1
k=7
2. Donner les densités de X et Y.

Corrigé — Les v.a.r. X etY ont des densités (par rapport a la mesure de Lebesque sur B(IR)). On
les obtient par intégration de la fonction f. Comme f(x,y) = f(y,x) pour tout (x,y) les densités
de X etY sont égales (p.p.). On note g cette densité et on a, pour presque tout x dans IR,

1 1
g(z) = 1/ (I +ay)dy = 5 siz €] —1,1],
—1

g(x) =0six ¢] —1,1].
Ceci montre que X et'Y ont pour loi la loi uniforme sur | — 1, 1].



3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Corrigé — Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes car f(x,y) # g(x)g(y) p.p.
sur] —1,1[2.

4. Soit  une fonction mesurable telle que x +— |z|p(x?) est intégrable sur [—1, 1].

1
Montrer que / rp(x?)dx = 0.
1

Corrigé — Il suffit de remarquer que le changement de variable y = —x donne

0 1 1
/ zp(z?)dr = / (—z)p(x?)dx = — / zo(z?)dz.
J-1 Jo Jo

5. En déduire le calcul de E(p(X?)y(Y?)), E(o(X?)) et E(¢(Y?)) pour des fonctions mesurables
@ et 1 telles que ces espérances ont un sens. Les variables aléatoires X2 et Y2 sont-elles indé-
pendantes ?

Corrigé — Soient ¢ et 1) deux fonctions boréliennes (de IR dans IR.). On suppose que les espérances
données dans [’énoncé ont un sens, c’est-a-dire que les fonctions dont on prend [’espérance sont

positives ou intégrables. On a alors
1

1
B = [ o)
1 1
Ewwng/ b(y?)dy,
. 1 /1 . e .
B(p(X2)p(Y J/ W)d(ay) = § [ elat)de [ o).
T4 12 4 1
On en déduit que E(p(X?*)(Y?)) = E(p(X?)E(W(Y?)). Ce qui prouve que X?* et Y? sont
indépendantes.

Exercice 3 (Indépendance de v.a.r. discretes. Baréme : 6 points)
Soient (€2, T', P) un espace probabilisé et X, Y deux variables aléatoires discretes et indépendantes
qui suivent une méme loi géométrique de parametre p €0, 1[. On a donc

vk e N*, P{X =k}) = P({Y = k}) = p(1 — p)* .
On définit aussi les variables aléatoires :
D=X-YetM =min(X,Y).

1. Calculer P({M > j}) pour tout entier j € IN. En déduire que M suit une loi géométrique dont
on donnera le parametre.



Corrigé — Soit j € IN. On remarque que {M > j} = {X > j} N{Y > j}. Comme X etY sont
indépendantes et méme loi, on en déduit que
P({M > j}) = P({X > jHP{Y > j}) = P{X > j})*.

Par o-additivité de P, on a

+o00 +o0o
PUX > = PUX=k)= 3 p(1—p)" ' =p(l—pys = (1—p).
k=j+1 k=j+1 p

On adonc P({M > j}) = (1 —p)¥.
La v.a.r. M prend, comme X etY, ses valeurs dans IN*. Pour k € IN*, on a
PUM =k} = PUM > k—1}) = P(IM > k}) = (1 - p)*2 — (1 - p)
=1 -p)P*F D1 - (1-p)?) = (1-p**V(2p-p?).

La v.a.r. M suit donc une loi géométrique de paramétre p(2 — p).

2k

2(a) Soit (i,7) € Z x IN*. Selon que i < 0 oui > 0, exprimer I’événement
{D =i} n{M = j}
a I’aide de deux évenements faisant, chacun d’entre eux, intervenir séparemment X et Y.

Corrigé —
Pouri>0etj € N ,ona{D=i}N{M =3} ={X=i+j}n{Y =}
Pouri<0etje N ona{D=i}N{M =3} ={Y =5—i}n{X =j}.

(b) Donner 1’ensemble des valeurs prises par le couple (D, M).

Corrigé — Comme X etY sont (presque siirement) a valeurs dans IN*, la v.a.r. D prend donc ses
valeurs dans Z et v.a.r. M prend ses valeurs dans IN*. Le couple (D, M) prend donc (presque
siirement) ses valeurs dans 7ZZ x IN*. On peut aussi remarquer que, pour tout (i,j) € Z x IN*,
ona P({(D,M)}) > 0 grace a la question précédente et a I'indépendance de X etY .

(c) Déduire de ce qui précede la loi du couple (D, M).
Corrigé — Pouri > 0etj € IN*, on a, grace a 'indépendance de X etY,
PH(D,M) = (i,j)}) = PUD =i} n{M = j}) = PUX =i+ n{Y =j})
=p(1—p) (L —p) = pP(1 - )2
Pouri < 0 et j € IN*, on a, grace a ’indépendance de X etY,
P{(D, M) = (i,j)}) = P{D =i} n{M = j}) = P{Y =j —i} n{X =j})
=p(l—p) " Ip(L—p) T =pP (1 )P

Ceci montre que P(p nry = (i jyez xIN* p?(1 — p)2j+|i|_25(i7j).



3. En utilisant la question [2|déduire que la loi de D est donnée par
2

Vie Z, P({D =i}) = ﬁu —p)lil,

Corrigé — Soiti € Z . En utilisant la o-additivité de P on a

P{D=i})= > P{(D,M) = > pA(1— p)H 2
JEIN* JEIN*
21 _ )il
201 \|i—2 B 2j_P(1 D)
=p (1-p) > 1-p) =
et 1—(1-p)

4. Montrer que les variables D et M sont indépendantes.

Corrigé — Pour montrer que D et M sont indépendante, il suffit de vérifier que pour (i,j) € Z X

IN*ona P({(D,M) = (i,j)}) = PU{D =i})P{M = j}). En effet, comme 0; jy = 0; @ 0;, ceci

donnera bien que P(p )y = Pp @ Pyy.
Soit (i,j) € Z x IN* ona
P({(D,M) = (i.§)}) = p*(1 = p)*1""2,
2 2

PUD =ih) = -0 = 20 =),

P({M = j}) = (1 —p)*i=D(2p —p?).
On obtient bien P({(D, M) = (i, j)}) = P({D = i})P({M = j}).



