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td 2, variable aléatoire réelle (v.a.r.), loi d’une v.a.r.

Exercice 1 (Loi de probabilité de la v.a.r. nulle)
Soit (E, T, p) un espace probabilisé et X une v.a.r.. On suppose que X = 0 p.s.. Donner la loi de
probabilité px de X.

Exercice 2 (tribu engendrée par une v.a.r. simple)
Soit (E, T, p) un espace probabilisé
1. Soit A € T et X = 1,4. Montrer que X est une v.a.r. et que o(X) = o(A).

2.S0it A, BeT, X =1,etY = 1. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si
A et B sont indépendants.

Exercice 3 (De loi uniforme a loi donnée) Soit (£, A, P) un espace probabilisé, X une v.a.r. et
U une v.a.r. de loi U([0, 1]). A partir de U, on va construire une v.a.r. Y qui a méme loi que X.
Soit F' la fonction de répartition de X (i.e. F'(x) = P(X < x) pour x € IR).

Pour u € IR, on définit G(u) de la maniére suivante :

G(u) = inf{z € R; F(x) > u}, siu €]0,1],
G(u) =0, siu ¢]0,1].
Onpose Y = G(U) (c’est-a-dire Y (w) = G(U(w)) pour tout w € E).
1. Soit u € ]0, 1], montrer que {z € R; F'(z) > u} #0, inf{zx € R; F(x) > u} € R et

{r e R; F(z) = u} = [G(u), +-00[.

2. Montrer que Y est une v.a.r..

3. Montrer que Y a la méme loi que X. [On pourra montrer que P(G(U) < z) = P(U < F(x)),
pour tout x € R.]

Exercice 4 (Composition de v.a.r.) Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit N une variable
aléatoire a valeurs dans IN* et (Y},),,ev une suite de variables aléatoires réelles. On définit Z par

Yw € Q, Z(w) = YN(w)(w).
Montrer que Z est une variable aléatoire.

Exercice 5

Soit 2 = {0, 1}™. Un élément w de 2 est donc une suite prenant ses valeurs dans ses valeurs dans
{0, 1}, c’est-a-dire que w = (a,)pen avec a, = 0 ou 1 pour tout p.

On pose A = {w = (ap)pen ; lim, 1 a, = 1} et,pourn € IN, A, = {w = (ap)pen ; an = 1}.
Comparer les ensembles A, limsup,,_, , ., A, et liminf, ., A,.



Exercice 6 (V.a.r. mesurable par rapport a une autre v.a.r.)

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (€2, A, P). Montrer
que si Y est de la forme Y = f(X) ou f est une fonction borélienne de IR dans IR, alors Y est
o(X)-mesurable.

N.B. : La réciproque de ce résultat est vraie. On peut montrer que Y est mesurable par rapport a
la tribu engendrée par X (notée o (X)) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R
dans R telle que Y = f(X) (c’est-a-dire, plus précisément, que Y = f o X).

Exercice 7 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (€2, A, P).
On note o (X, Y') la plus petite tribu pour laquelle X et Y sont mesurables.
Montrer que (X, Y) # o(X) Uo(Y) en général.

Exercice 8 (Probabilité conditionnelle, loi conditionnelle) Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

Soit A un événement de probabilité non nulle. On définit la probabilité conditionnelle sachant A

par la formule

P(BNA)
P(A)

1. Vérifier que (2, A, P4) est un nouvel espace probabilisé. Montrer que P4(A) = 1.

Ps(B) = P(B|A) = pour tout B € A.

Soit X une variable aléatoire réelle. La loi conditionnelle de X sachant A estlaloi (P4)x c’est-a-
dire ’image de la mesure P4 par X.

2. On suppose que la loi de X est la loi uniforme sur [0, 1]. On pose A = {X < 1}. Déterminer la
loi conditionnelle de X sachant A.

Exercice 9 Soit A un sous-ensemble fini de IR et p une probabilité sur B(IR) telle que p(A) =
1. Soit X une v.a. sur un espace probabilisé (€2, A, P) de loi x. Montrer que X coincide avec
probabilité 1 avec une combinaison linéaire finie de fonctions indicatrices.

Exercice 10 (Convergence en probabilité d’une somme) Soit (€2, A, p) un espace probabilisé,
(Xn)new, (Yn)nen deux suites de v.ar. et X, Y deux v.a.r.. On suppose que X,, — X en pro-
babilité et Y,, — Y en probabilité, quand n — +oc.

On pose Z,, = X,, + Y,,. Montrer que Z,, — X + Y en probabilité quand n — +oc.

Exercice 11 (Convergence en probabilité et fonctions continues) Soit (€2, A, p) un espace pro-
babilisé, (X, ),en une suite de v.a.r. et X une v.a.r. On suppose que X,, — X en probabilité, quand
n — +0o0.

1. Soit ¢ une fonction uniformément continue de IR dans IR. Montrer que ¢(X,,) — ¢(X) en
probabilité, quand n — +o0.

2. Soit ¢ une fonction continue de IR dans IR. Montrer que ¢(X,,) — ¢(X) en probabilité, quand
n — +o00. [On pourra commencer par remarquer que lim,_, ;. p({|X| > a}) = 0.]



