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Exercice 1 (Espérance conditionnellement & une tribu) Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et Y une variable aléa-
toire réelle intégrable. Dans les trois cas suivants, montrer que E(Y|B) est réduit a un élément et déterminer E(Y|B)
(en fonction de Y et B).

1. La tribu ‘B la tribu grossiére, ¢’est-a-dire B = {(), Q}.
2. Soit B € At.q.0 < P(B) < 1. On prend pour B la tribu engendrée par B.
3. Soit (Bp)new+ C Atq. ByN By, =0sin#m,Q=J,cn Bnet0 < P(B,) < 1pourtoutn € IN*. On prend

pour B la tribu engendrée par (B, )nen+ (¢’est-a-dire B = {{J,,c ; Bn, J C IN*}).

Exercice 2 (Espérance conditionnellement a une tribu (2)) Soit (2,.A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r.
intégrable.
1. Soit B € Atq. P(B) = 1et B¢ # () (c’est le cas, par exemple, si P est une mesure diffuse, que A contient les
singletons et que B¢ est formé d’un nombre fini ou dénombrable de points de §2). On pose B = {0}, B, B¢, Q}. Pour
a € IR, on pose
Z,=FE(X)lp +alge.

Montrer que E(X|B) est I’ensemble des v.a.r. Z, avec a € IR (en pratique, comme on confond E(X|B) avec
I’un de ses représentants, on peut écrire E(X|B) = Z, p.s. avec n’importe quel a dans IR, et donc, par exemple,
E(X|B) = E(X) pss..)

2. Soit I un ensemble fini ou dénombrable, (B, ),c; une famille de sous tribus de A telle que

By By =0sin#mQ=|] B,

nel
On prend pour B la tribu engendrée par (B, )ner (c’est-a-dire B = {{J,,c ; Bn, J C I). Montrer que
[, XdP
EX|B) =Y 215 ps.
(X13) = 3 g s,

ot J ={nel, tq. P(B,) >0}
Exercice 3 (Espérance conditionnellement a une v.a.r.) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléa-
toire réelle et Y une variable aléatoire réelle intégrable.
1. On suppose qu’il existe a € IR t.q. X = a p.s.. Donner un élément de E(Y|X).
2. On suppose que X prend p.s. deux valeurs 1 ou xo avec 21 # x2. Donner un élément de E (Y| X).

3. On suppose que X est une v.a. prenant p.s. ses valeurs dans un ensemble dénombrable {z,,,n € IN*} avec P(X =
xp) # 0 pour tout n € IN*. Donner un élément de F (Y| X).

Exercice 4 (Egalité d’espérances conditionnelles) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, B une sous—tribu de A, X
une v.a.r. intégrable et V' une v.a.r. B-mesurable bornée. Montrer que E(XV|B) = E(X|B)V p.s..

Exercice 5 (Espérance conditionnelle et indépendance) Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et X une v.a.r. inté-
grable.

1. Soit Y une v.a.r. indépendante de X. Montrer que E(X|Y) = E(X) p.s..

2. Soit B une sous tribu de A. On suppose que o(X) et B sont des tribus indépendantes. Montrer que E(X|B) =
E(X)p.s..

Exercice 6 (Espérance conditionnelle d’une v.a.r. appartenant a £”)
Soit (£2, A, P) un espace probabilisé, G une sous—tribu de A et Y une v.a.r. intégrable. On pose Z = E(Y|S) (plus
précisément, on confond ici, comme d’habitude, la classe E(Y'|G) avec I’'un de ses éléments).



1. On suppose, dans cette question, qu’il existe M € TR tq. |Y| < M p.s.. Montrer que |Z| < M p.s.. et que
E(Z®) = E(Y®) pour tout ® G—mesurable et intégrable.

2. Soit p €]1,00[ et ¢ = -£5. On suppose que |Y'|P est intégrable, montrer que |Z|? est intégrable et que E(ZP) =
E(Y ®) pour tout & G—mesurable et t.q. |P|? soit intégrable.

Exercice 7 (Calcul de E(exp(XY)|X)siY ~ N(0,1)) Soit (92, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a. réelles
indépendantes. On suppose que Y suit une loi gaussienne centrée réduite et que E(exp(X?2/2)) < oo. Montrer que
exp(XY) est intégrable et déterminer E(exp(XY)|X).

Exercice 8 (Espérance selon une somme de v.a.r.i.i.d) Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

1. Soit X et Y deux v.a.r. intégrables. Montrer que E(X | X +Y)+E(Y|X+Y) = X +Y p.s.. On suppose maintenant
que X et Y sont indépendantes et de méme loi. Montrer que

X+Y
E(X|X+Y)=EY|X +Y)= ; p.s.
2. Soitn € IN* et Xy, ..., X, des v.a.r. indépendantes, de méme loi et intégrables. On note

Sn = Xi.
k=1
Montrer que E(X1]S,) = Sn/n p.s..

Exercice 9 (Une condition nécessaire et suffisante pour avoir X = Y p.s.) Soit (2, A, P) un espace probabilisé et
X, Y deux v.a.r. intégrables. On suppose que

EX|Y)=Y ps.et E(Y|X) =X p.s..
1. Soit ¢ € IR. Montrer que
E((X —Y)lixseyset) =E((Y = X)lixsesyy) < 0.

En déduire que E ((X — Y)1{x>c,y>e}) = 0, puis que P({X > ¢ >Y}) = 0.
2. Montrer que X =Y p.s..

3. on suppose maintenant que X et Y sont de carré intégrables. Montrer qu’une démonstration (beaucoup) plus directe
de la question 2 est possible en calculant E((X — Y)?).
N.B. Le cas ou X et Y sont seulement intégrables (traité dans les questions 1 et 2) peut aussi se faire avec la question
3 en tronquant les v.a.r. X et Y.

Exercice 10 (Espérance du produit et produit des espérances) Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux
v.a. intégrables t.q. XY est intégrable et £(X|Y) = E(X) p.s.. Montrer que E(XY) = E(X)E(Y).

Exercice 11 (Egalité de lois donne égalité d’espérances conditionnelles) Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et
X, Y, Z trois v.a.r.. On suppose que X et Y sont intégrables et que (X, Z) ~ (Y, Z).

1. Montrer que E(X|Z) = E(Y|Z) p.s..

2. Soit f une fonction borélienne de IR dans IR. On suppose que f(X) et f(Y) sont intégrables. Montrer que
E[f(X)|Z] = E[f(Y)|Z] ps..



