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On rappelle la définition de I'uniformément convexité de E :

Pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 t.q. :
zy€E, |z <1yl <1, lz -yl > e =[5 <1-0.

On rappelle (ou on admet...) qu'un espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

Partie I. On démontre la propriété par 'absurde. On suppose qu’il existe R > 0, € > 0 et deux suites
(an)nelN et (bn)nE]N tq :

an +0 1 1 1
lanll < R, ball < R, flan = ball > € et [ > S llanl + S llbal® — = (1)
2 2 2 n
On pose ay, = |lan| et B, = ||bn]|. on peut supposer (apres extraction de sous suites) que a,, — « et
Bn — B quand n — oo.
On remarque tout d’abord que :
1 2, 1 1 an + by ||an||2 ||an2 llan[[|bn ]
- - b 2 _ = < 2 < ,
Sl 4+ 2 ol — - < 2oy < Noally Jonl ]l
— _||b 1
et donc (O("Tﬁ")Q = (wf < —. Ce qui prouve que o = f3.
n
On remarque ensuite que « # 0 car € < |lan, — by|| < @y + B (et donc e < 2a).
On utilise maintenant 'uniforme convexité de E. 11 existe 6 > 0 t.q. :
el <1, lyll < Llle —yll > — = |2 <1-6 (2)
S Lyl =4 yil = % B) > .

Soit 0 < 1 < . On peut supposer, en retirant éventuellement les premiers termes des suites (a,)nenN €t
(bn)new, que o, < a+n et B, < a+n pour tout n € IN.

b
Comme a + 1 < 2a, on peut utiliser (2) avec = aT” et y = T" On obtient :
o n

a, + by,
2

I < (1 =d)(a+mn).

En utilisant (1) et en passant & la limite quand n — oo, on obtient donc a < (1 — ¢)(a + n). Comme
7 peut étre choisi arbitrairement petit, on en déduit o« < (1 — d)e, ce qui impossible car a # 0. Ceci
termine la preuve de la partie I.

Partie II
Question 1 Soit 2,z € E et t € [0,1]. Pour tout y € A, on a :

[tz + (1 =)z =yl = [tz —y) + 1 =)z = y)| <tz =yl + (1 = Dllz = yl| < tp(@) + (1 = t)e(2).

En prenant le sup pour y € A de cette inégalité on obtient p(tz + (1 —1t)z) < te(z) + (1 —t)p(z). Ce qui
prouve la convexité de ¢.

Soit z1,z9 € F, on peut supposer que ¢(x1) > @(x2). Soit y € A. On a, par I'inégalité triangulaire,
1 =yl = llz2 =yl < [[#1 — 2. Comme [[z2 —y|| < p(x2), on en déduit ||lz1 — yl| — p(z2) < [lz1 — z2].
En prenant le sup pour y € A de cette inégalité on obtient ¢(z1) — p(z2) < |21 — 22|

Question 2



Comme a + % n’est pas un minorant de
La suite (zn)nen est donc une suite

Existence de c. On pose a = infco ¢(x) (done «
lensemble {p(x), z € C}, il existe z, € C t.q. ¢(xy,)
d’éléments de C' t.q. ¢(x,) — a quand n — oo.

> 0).
< a4+

1
ol

On remarque que la suite (2,)new est bornée. En effet, soit y € A, on a ||z,]| — ||y]| < [|zn —yl| < ©(zy).
On en déduit que la suite (2, )nen est bornée car la suite p(zy,)new est bornée.

Comme 'espace E est réflexif, on peut donc supposer (apres extraction éventuelle d'une sous suite) que la
suite (2, )nen converge faiblement. Il existe donc = € E t.q. z,, — z, faiblement dans F, quand n — oo.
Comme C' est convexe fermée, C' est aussi séquentiellement faiblement fermée. On en déduit que x € C.

Soit maintenant € > 0. L’ensemble C. = {z € C, p(x) < a+¢} est convexe (car ¢ est convexe) fermé (car
© est continue). Il est donc aussi séquentiellement faiblement fermée. Comme il existe ng t.q. z, € C;
pour n > ng, on en déduit que x € C. et donc que p(z) < a+e. Comme € > 0 est arbitrairement petit,
et que p(z) > «, on a donc p(z) = a. Ce qui prouve la partie “existence” de la question.

11 est utile (pour la partie III) de remarquer que le raisonnement précédent donne le résultat suivant :
Si z, — « faiblement dans E et (¢(xy))new converge, on a alors ¢(x) < lim, . ¢(2,). Si la suite
(¢(x,))new ne converge pas, il suffit de considérer une sous suite de la suite (z,),en pour avoir le méme
résultat avec “liminf” au lieu de “lim”. On a donc, pour une fonction ¢ convexe continue :

x, — x faiblement dans F = p(z) < hné]il{ff o(xy). (3)
n

Unicité de c. Soit z1,29 € C t.q. p(z1) = ¢(x2) = a = inf,cc p(x). On suppose que 1 # x2 et on va
T1+x2

montrer que p(*32) < a, ce qui est impossible car “51;””2 eC.

On pose v = sup,c 4 [lyl|. On a v < oo car A est borné. On pose alors R = max{y + [|z1 ||,y + [[x2]|} et
€ = ||z — x2||. On utilise I'inégalité donnée par la partie I avec a = x1 —y et b =29 — y pour y € A. On
obtient donc pour un ¢ > 0 indépendant de y € A :

ity o1 2, 1 2
- < =z — |z — — 0.
1E522 gl < Slles P+ 52 — vl
Comme ||z; — y|| < ¢(z;) = a, pour i = 1,2, on en déduit que ||# —y||? < a* — 4§ pour tout y € A.

On a donc (en prenant le sup sur y € A) w(%) < a, ce qui est impossible car 3“'57“ eC.

Question 3

Comme A n’est par réduit & un élément, il existe © € A avec z # o0(A) (méme si 0(A) € A). Comme
x € O, l'unicité démontrée dans la question précédente donne que p(o(A)) < @(x) = sup,e4 |z —yl| <
SUPy zcA ”y - ZH

Partie II1
Question 1 Soit z € E. Comme A,,11 C A,, la suite (p,(x)),en est décroissante. Elle est minorée par
0. Elle donc convergente dans IR (et méme dans R.).

Question 2 Soit x1,z2 € C. La partie IT donne |, (21) — ¢n(z2)| < |21 — 22| pour tout n € IN. Quand
n — oo, on en déduit |p(z1) — p(x2)] < ||z1 — 22]|. Cette inégalité est vraie pour tout 1,22 € C. On en
déduit que ¢ est lipschitzienne et donc continue.

Question 3
Existence de . On raisonne comme a la question 2 de la partie II. On pose a = inf,cc ¢(z) (donc
a > 0). Il existe une suite (z,)pen d’éléments de C' t.q. ¢(z,) — a quand p — oc.

Pour montrer que (zp)pen est bornée on note M = sup, ¢y ||anl|. On a M < oo car la suite (an)nen
est bornée. Soit x € C, on a, pour tout y € A, et tout n € IN, ||z]| — ||yl < ||z — y|] < pn(x) et



donc ||z|| < ¢n(z) + M. Quand n — oo, on en déduit ||z|| < ¢(z) + M. Pour x = z,, ceci donne
lzpll < p(xp) + M. Comme la suite (¢(zp))pen est bornée (car convergente vers o € IR ), on en déduit
que la suite (z,)pen est bornée. On peut donc supposer (apres extraction éventuelle d'une sous suite)
que la suite (z,)nen converge faiblement.

Comme @pest convexe et que @, (x) — () pour tout & € F, on montre facilement que ¢ est convexe.
La fonction ¢ est donc convexe continue. Le raisonnement de la question 2 de la partie II montre alors
que la limite faible de la suite (x,),cn, notée @, appartient & C et que ¢(d) = a. Ce qui prouve la partie
“existence” de la question.

Unicité de 7. On fait ici un raisonnement semblable & celui de la question 2 de la partie II en remplacant
v par M. Soit z1,29 € C t.q. o(x1) = @(x2) = a = infec p(z). On suppose que 1 # 2 et on pose
R = max{M + ||lz1||, M + ||z2]|} et € = ||z1 — 22]|. On utilise I'inégalité donnée par la partie I avec
a=x1—yetb=uxy—y, poury € A, et n € IN. On obtient donc pour un § > 0 indépendant de y € A,
et den e N :

I + T2 y 2 <

1
1222 gt < 5

1
lz1 = yl* + 5 llz2 = yI* = .

1+ o
—— -yl

1 1
Comme ||z; — y|| < ¢n(z;), pour i = 1,2, on en déduit que || < 59%(331)2 + —pn(12)* =6

2
pour tout y € A,. On a donc (en prenant le sup sur y € 4,) :

T + 2o 1 1
‘Pn(T)2 < §<,0n($1)2 + 590n(x2)2 — 0.

En faisant n — oo dans cette inégalité, on en déduit ¢(#522)? < a? — §, et donc p(HE22) < a, ce qui
est impossible car 2122 € C' et o = infyec ¢(z).

Question 4
Comme ¢ < @, ©n(0,) =infco on(z) et (@) = infrec p(z), on a :

(@) < (o) < pnlon) < n(). (4)

Comme ¢, (7) — ¢(7) quand n — oo, on en déduit les égalités demandées :

o(@) = lim p(o,) = lim ¢, (0,).
n—oo n—oo
Pour montrer la convergence faible de la suite (0, )neN, on montre tout d’abord que cette suite est bornée.
On a, pour tout n € IN et tout y € Ay, ||on|l = Yl < llon — yll < @nlon) < ©n(7). On a donc, avec
M = sup, e Jlau|
lonll < n() + M.

Ce qui prouve bien que la suite (o,,)nen est bornée car la suite (¢, (7))nen est bornée (elle converge en
décroissant vers ¢(7)).

On montre maintenant que la seule limite faible possible de (0, )new est @. En effet, supposons o,, — z,
faiblement dans F, quand n — co. On a x € C car on a déja montré que C' était séquentiellement
faiblement fermé. L’inégalité (3) donne alors ¢(x) < liminf,, . ¢(0,) = ¢(7). Comme T est 'unique
élément de C' minimisant , on en déduit x = 7.

Dans le raisonnement précédent, on a supposé que la suite (0, ),en convergeait faiblement (et on a montré
que la limite ne pouvait étre que 7). Pour montrer que (o,),enN converge effectivement faiblement vers
7, on raisonne par I’absurde. On suppose que (0,,),cN ne converge pas faiblement vers 7. Il existe alors
alors T € E' t.q. T(0,,) /4 T(7). 1l existe donc € > 0 et une sous suite, notée encore (o, )nen (pour ne
pas embrouuiller le lecteur fatigué), t.q. |T'(o,,) —T(d)] > € pour tout n € IN. De cette sous suite, on
peut extraire (comme F est réflexif et que la suite est bornée) une sous suite, toujours notée (o, )new (car



le lecteur est définitivement embrouillé), faiblement convergente. ..et le raisonnement précédent montre
que la limite faible ne peut étre que @, en contradiction avec |T'(o,,) — T(d)| > € pour tout n € IN.

On a ainsi montré la convergence faible de (04, )nen vers . Ce qui termine cette question.

Question 5 On suppose que (0,)nen ne converge pas vers o. Il existe donc € > 0 et une sous suite,
encore notée (op)neN, t.q. ||on — 7| > . Comme (0, )nen est bornée, on reprend le raisonnement de la
partie “unicité” de la question 3 (partie III), il donne 'existence de 6 > 0 t.q. :

Opn + 09 onp+0
— ) <

Comme () = limy,— oo @n(0y) = limy, oo ¢ (F), on en déduit :

#(@)° < ol 2 < Sonlon)? + 50n(@)? =

p(7)? < p()* — 0.

ce qui est impossible.

Question 6 On remarque que ¢, (a) = sup,,, [|a, — a|| — 0 qaund n — oo, car a, — a quand n — oo.
On a donc ¢(a) = 0 et donc p(a) = infyee @(x) car p(z) > 0 pour tout € C. Ceci montre que a est
bien le centre asymptotique de la suite (a,)nen.

Question 7 Soit z € C. On compare ¢, (a) et ¢, (x). Pour n € IN et p > n on a (en désignant le produit
scalaire par (-/-)) :

la = apll?* = llz = apll* + llal|* — 2(a/ap) — 2| +2(z/ay) < pu(@) + [lal® - 2(a/ap) - ||z]|* + 2(z/ap).
et donc, en prenant le sup sur p > n :

pn(a) < pnl@) +laf* — 2 inf (a/ap) — (| + 22;15(1/%) ()

Quand n — oo on a (a/a,) — ||al|? et (z/an) — (z/a). On déduit donc de (5) quand n — oo :

¢(a) < p(@) = llal® = [|lz[* + 2(z/a) = ¢(z) = [la - z|* < p(z).
Ceci montre que a est bien le centre asymptotique de la suite (@, )nenN-

Partie IV
Question 1 On utilise la partie II avec cette suite (an)new pour définir . Pour n € IN*, On majore
©n(T(9)) en utilisant le fait que T est contractante (au sens large) :

¢n(T'(@)) = sup [[T'(7) — ap|| = sup [|T'(@) — T(ap-1)|| < sup |7 — ap-1]| = sup [T —ap| = pn-1(2).
p=n p=n p=n p=>n—

Quand n — oo, on en déduit ¢(T'(7)) < ¢(7)). Comme T(7) € C, on a donc nécessairement (par unicité
de ), T(7) =7.

Question 2 Comme C' est supposé bornée dans les hypotheses du théoreme 1, Le théoréme est une
conséquence immédiate de la question précédente (la suite (an)new est bornée car elle appartient & C').



