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Curiosités sur les normes. ..

Exercice 1 (Normes construites & partir d’une base algébrique)

Soient E un espace vectoriel sur R et (e;);c; une base algébrique de E.
Soit x € FE, on sait qu'il existe une unique famille, (\;);c7, de nombres réels telle que card{i € I; \; #
0} < 400, et & =) ;; \ie; (noter que cette derniere somme a bien un sens, car il y a un nombre fini de

termes non nuls). On pose ||z||1 = >,/ [Nil, [[2]]2 = (Eiej(/\i)Z)%, |Z|loc = sup;es |Ail-
1. Montrer que ||.||1, ||.]|2 et ||.]lcc SOnt trois normes sur E.

2. Montrer que ||.||2 est induite par un produit scalaire (donner le produit scalaire) et que ||.||1 et |||l
ne sont pas induites par un produit scalaire si cardl > 1.

trois normes sont équivalentes. Si E est de dimension infinie, montrer que chacune des trois normes
n’est pas équivalente a chacune des deux autres.

3. Montrer que [|z]|c < [|z]l2 < ||z||1, pour tout € E. Si E est de dimension finie, on sait que les

Exercice 2 (La limite d’une suite peut dépendre de la norme ...)

Soit E un e.v.n. sur IR. On note ||.|| la norme sur E. On suppose que E est de dimension infinie.

1. Montrer qu'il existe (e;);cr, base algébrique de FE, telle que IN € I et (%)en — ¢g (pour la norme
de F) quand n — oo.

2. Montrer qu'’il existe une autre norme sur F, notée ||.||x, un élément non nul de F, noté a, et une

suite (an)nen+ € E t.q. a, — a dans (E,| - ||) et a,, — 0 dans (E,| - ||x), quand n — oc.
En déduire que a = a,, + by, avec b, — 0 dans (E, || - ||) et a, — 0 dans (E, || - ||+), quand n — oo.
Exercice 3 (La dérivée peut dépendre de la norme ...)

Soit E un e.v.n. sur IR. On note ||.|| la norme sur E. On suppose que E est de dimension infinie.
Montrer qu'il existe une autre norme sur E, notée ||.||x, et une application f : IR — FE telles que :

(i) f est dérivable (et différentiable) en 0 si on munit £ de la norme ||.||. On note f'(0) cette dérivée
(noter que f'(0) € E).

(ii) f est dérivable (et différentiable) en 0 si on munit £ de la norme |.||x. On note f,(0) cette dérivée
(noter que fL(0) € E).

(iii) f7(0) # fx(0)-

Lle (n+1)t—1)+ n%rlenﬂ(l —nt), si n%rl <t<i nelN,
[on pourra définir f par f(t) =< 0, sit=0;
f(t) =—f(=1), sit <0,

avec (en)nen+ convenablement choisie, conformément a l’exercice précédent.]

Exercice 4 (Différentiabilité de la norme)

1. Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé (sur IR). Montrer que lapplication : = — ||z|| n’est pas
différentiable en 0.

2. On suppose maintenant que E est un espace de Hilbert (réel), on définit ¢ et ¢» de E dans IR par :
o(z) = (z/x), ¥(z) = ||z|, pour z € E.

Mountrer que ¢ est différentiable en tout point de E. Calculer D¢(z)(y), pour tout (x,y) € E X E,
et gradg(x), pour tout x € E. Montrer que v est différentiable en tout point de E \ {0}. Calculer
Diy(x)(y), pour tout = € E \ {0} et tout y € E. Calculer grady(z), pour tout = € E.



Exercice 5 (Différentiabilité de la norme L?)
Soit E = C([0,1],IR). On définit f : F — R par :

f(u) :/0 (u(t))?dt, Yu € E.

On munit £ de la norme de L', ou de la norme de L*, f est elle différentiable en tout point de E?
(Traiter les deux cas séparément).

Exercice 6 (Différentiabilité de la norme L')
Soit E = Li; (R, B(IR), \). On munit £ de la norme habituelle. On définit f : E — IR par :

Fw) :/0 lw(t)|dt, Yo € E.

Soit u € E. On pose A, = {rx € R; u(z) >0}, A_ ={z € R; u(z) <0}, Ao = {z € R; u(z) = 0}.

1. Soit v € E, v # 0. Montrer que f est dérivable en u dans la direction v et que :
fllu) = /U1A+d)\ - /le_d)\+ / [v|14,dA.

2. On suppose dans cette question que A(Ag) # 0. Montrer que Papplication v +— f/(u) n’est pas
linéaire (de E dans IR). En déduire que f n’est pas différentiable en w.

3. On suppose dans cette question que A\(Ag) = 0. Montrer que Papplication v — f!(u) est linéaire
continue (de F dans IR). Montrer cependant que f n’est pas différentiable en u. [On pourra calculer
f(u+h), avec h = —2uly, A € B(R)/]

Exercice 7 (Normes “de Banach”)

Partie I. Soient E un e.v. sur IR de dimension infinie et || - ||; une norme sur E. On suppose que F,
muni de la norme || - ||1, est un espace de Banach. On se propose de contruire une nouvelle norme sur E,
notée | - ||2, t.q. £ muni de la norme || - |2 soit un espace de Banach et t.q. || - ||1 et || - |2 ne soient pas
équivalentes.

Soit (e;);er une base algébrique de E (une telle base existe toujours). Comme E est de dimension infinie,
on peut supposer que I contienne IN*. Pour z € FE, il existe I, C I et (z;)ie;, C R* t.q. z = EieII xie;.
En posant z; =0sii & I, on a aussi x = Ziel z;e;. On pose alors Ax = ZZE]N* irie; + ziel\m* T;€;
et [|zfl2 = [[Az];.

1. Montrer que 'application A : x — Az est une application linéaire bijective de E dans FE.
2. Montrer que E, muni de la norme || - ||2, est un espace de Banach.
3. Montrer que || - ||1 et || - ||2 ne sont pas des normes équivalentes.

Partie II. Soient E un e.v. sur IR. Soient ||-||1 et || - ||]2 deux normes sur E. On suppose que F, muni de
la norme || - ||1, est un espace de Banach et que E, muni de la norme || - ||2, est aussi un espace de Banach.
On suppose qu’il existe un e.v.t. F t.q. E, muni de la norme || - ||1, s’injecte continiment dans F' et t.q.
E, muni de la norme || - ||2, s'injecte aussi continiiment dans F. On va montrer ci apres que || - ||1 et || - |2
sont équivalentes.

1. On définit || - || = | - l1 + || - |l2- Montrer que F, muni de la norme || - ||, est un espace de Banach.

2. Montrer que || - ||; et || - ||2 sont équivalentes.



