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C0. Résumé partiel des 12 premieres séances

0.1 Espaces métriques

Définition 0.1 (Espace métrique). Soient E un ensemble et d une application de E x E dans R . L’appli-
cation d est une distance si d sépare les points (x # y implique d(x,y) > 0), d est symétrique (d(x,y) =
d(y,x)) et d vérifie I’inégalité triangulaire (d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2)).

Un espace métrique est un ensemble muni d’une distance.

Si E est un espace métrique, 1’application distance (de 2 x E dans IR ;) permet de définir une topologie sur
E (voir le cours de topologie de Licence).
On rappelle maintenant quelques notions importantes dans les espaces métriques.

Définition 0.2 (Complet, compact, séparable, continuité). Soient E espace métrique.

1) L’espace E est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente (dans E).

2) L’espace E est compact si de toute suite de Cauchy dans F on peut extraire une sous-suite convergente
(dans E). (Cette proprité est équivalente a la propriété de Borel-Lebesgue, non rappelée ici.)

3) L’ensemble E est fini si il contient un nombre fini déléments. L'ensemble E est dénombrable si il existe
une injection de E dans IN. (Avec cette définition, un ensemble fini est donc dénombrable.)

4) L’ensemble E est séparable si il existe A C E, A dénombrable et dense dans E.

5) Soit F un espace métrique et f une application de E dans F. L’application f est continue si x, — x
(dans E), quand n — +oo, implique f(x,) — f(x) (dans F). (Cette propriété est équivente a dire que
I’image réciproque d’un ouvert de F' est un ouvert de E. Cette équivalence peut étre fausse dans le cas
d’espaces topologiques non métrisables.)

Un exemple important d’espace métrique est un espace vectoriel normé, souvent noté e.v.n..

Définition 0.3 (Espace vectoriel normé (e.v.n.)). Soit E un ensemble.

1) L’ensemble E est un espace vectoriel réel si E est muni de deux lois, une loi interne et une loi externe
vérifiant les propriétés suivantes :

(a) La loi interne, de E x FE dans E, notée “+”, donne a E une structure de groupe commutatif, c’est-
a-dire que cette loi est associative ((x +y) + z = x + (y + 2)), qu’il existe un élément neutre, noté
0 (et donc x + 0 = 0 + x = z), que chaque élément de E admet un élément symétrique (on note —x
I’élément symétrique de x et donc x+ (—x) = 0) et enfin que cette loi est commutative (x+y = y+ ).

(b) La loi externe, de R X E dans E, notée (a,x) — ax, doit étre distributive (a(x + y) = ax + ay et
(a + b)x = ax + bx), associative (au sens (ab)x = a(bx)) et 1 est un élément neutre (donc 1x = x).



2) L’ensemble E est un espace vectoriel complexe si E vérifie les mémes propriétés que (1) avec C au lieu
de R.

3) L’espace E est un espace vectoriel normé (réel ou complexe) si il existe existe une application x +— ||z||
de E dans IR telle que

(a) ||z|| = 0 si et seulement si x = 0,
(b) llaz|| = |all],
() llz+yll < ll=ll + [yl

Un espace vectoriel normé (réel ou complexe) est un espace métrique, la distance dans I’ensemble E est
définie par d(z,y) = ||z — ||

Définition 0.4 (base et dimension). Soit E' un espace vectoriel (réel ou complexe). On appelle “base de E”
une famille libre et génératrice. La dimension de E est le nombre d’éléments d’une base de F (ce nombre
est indépendant de la base choisie).

Notation : On notera sous espace vectoriel (s.e.v. en abrégé) de F un espace vectoriel inclus dans 1’espace
vectoriel E.

Théoreme 0.1 (Dimension et compacité de la boule unité, théoréme dii a F. Riesz). Soit E un espace vectoriel
normé (réel ou complexe). La boule unité fermée de E est compacte si et seulement si I’espace vectoriel E
est de dimension finie.

Noter aussi qu’un e.v.n. de dimension finie est toujours complet.
Soient X un espace métrique compact et F un espace métrique complet (un exemple intéressant est X =
[0,1) et E = IR). On note indifféremment d la distance dans X et la distance dans E. On note C(X, F)
I’ensemble des applications continues de X dans E. Grice a la compacité de X, on peut définir une distance
dans C(X, E) (encore notée d) en posant, pour f, g € C(X, E),

d(f,g) = sup d(f(x),g(z)). ¢))

zeX

(Noter que la compacité de X permet de montrer que ce “sup” est atteint, on dit alors que c’est un “max”.)

Avec cette distance, C'(X, E) est un espace métrique complet (il est intéressant, a titre d’exercice, de dé-
montrer cette propriété). Noter que, pour cette distance, la convergence d’une suite (fy,)nen d’éléments de
C(X, E) vers un élément f de C(X, E) est ce que I’on appelle la convergence uniforme.

1l est intéressant pour la suite du cours de caratériser les parties compactes ou les parties relativement com-
pactes de cet espace métrique.

On rappelle qu’une partie d’un espace métrique est relativement compacte si elle est incluse dans un com-
pact. Une partie d’un espace métrique est donc compacte si et seulement si elle est relativement compacte et
fermée.

Le théoreme d’ Ascoli donne une caratérisation importante des parties relativement compactes de C (X, E).

Théoreme 0.2 (Théoréeme d’Ascoli). Soient X un espace métrique compact et E un espace métrique com-
plet. On munit C(X, E) de la distance définie par (1). Soit A C C(X, E). La partie A est relativement
compacte dans C(X, E) si et seulement si :

(k1) Pourtoutx € X, {f(x), f € A} est relativement compact dans E,



(h2) pour tout x € X, I'ensemble A est “équicontinu” au point x, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il
existe § > 0 tel que

(d(z,y) <6, f € A) = d(f(x), f(y)) <e.

(On a noté indifféremment d la distance dans X et dans E.)

La partie importante du théoréme est que (h1)-(h2) implique la relative compacité de A.

En fait, grice a la compacité de X, on aurait pu remplacer dans le théoréme 0.2 I’assertion (h1) par “{ f(z),
f € A,z € X} estrelativement compact dans E” et dans (h2) demander que ¢ soit indépendant de 2 dans
X (et non seulement de f dans A), c’est-a-dire demander une uniforme équicontinuité des éléments de A.

Démonstration du théoreme 0.2.  On démontre la partie importante du théoreme d’ Ascoli, ¢’est-a-dire que
si A vérifie (h1)-(h2), alors A est relativement compacte dans C'(X, E). (La réciproque est plutdt plus facile
et laissée a titre d’exercice.)

On suppose donc que A vérifie (h1)-(h2). Soit (f,,)nen une suite d’éléments de A. Il sagit de montrer qu’il
existe une sous-suite, ¢’est-a-dire une application 1) strictement croissante de IN dans IN, et f € C(X, E)
tels que fi(ny — f uniformément quand n — +oco. On décompose cette preuve en 4 étapes. Dans les deux
premieres étapes, on construit la sous-suite grace a I’hypothese (h1). Puis, en utilisant I’hypothese (h2), on
démontre la convergence uniforme.

Etape 1, X est séparable.
Comme X est compact, il existe, pour tout p € IN*, un nombre fini de points x, 1, ...,z v, tels que X =

Uf\;”lB(wp,i, 1/p) (ot B(z,e) désigne la boule ouverte de centre x et rayon €).

On pose alors B = Upen+ By avec B, = {xp1,...,, N, }. L'ensemble B est dénombrable dense dans
X. (X est donc séparable, voir le cours C3 pour quelques rappels sur les espaces séparables et quelques
exemples.)

Etape 2, procédé diagonal.

Soit B dénombrable dense dans X. Comme B est dénombrable, B peut s’écrire B = {x,,, p € IN*}.

Par I’hypothése (h1), la suite (f,,(2,))nen+ est, pour tout p € IN*, relativement compacte dans E, elle
admet une sous-suite convergente dans F.

Malheureusement cette sous-suite dépend de p. Le procédé diagonal que nous décrivons maintenant permet
d’obtenir une sous-suite indépendante de p.

On construit d’abord, par récurrence, une suite (¢, ),en+ d’applications strictement croissante de IN dans
IN et une suite (¢,),cn~ d’éléments de E telles que, pour tout p € IN*,

Jor00s...00,(n) (xp) — £, (dans E) quand n — +o0. 2)

Initialisation. Par I’hypothese (h1), la suite ( f,,(21))nen admet une sous-suite convergente, ¢’est-a-dire qu’il
existe ¢y strictement croissante de IN dans IN, et ¢; € E vérifiant (2) pour p = 1 (¢1 © @2 ... ¢, est alors
réduit a ©q).

Itération. Soit p > 1. On suppose @1, ..., @, et £y, .., £, construits.

Par I’hypothese (h1), la suite (fy, 0ps...00, (n) (Tp+1)nenn admet une sous-suite convergente, ¢’est-a-dire qu’il
existe yp11 strictement croissante de IN dans IN, et £,,;1 € E vérifiant (2) pour p + 1 au lieu de p. La récur-
rence est terminée.

On définit maintenant ¢ de IN* dans IN* par ¢)(n) = @1 0 @2... 0 @,(n)



On remarque que, pour tout p € IN*, la suite ( fy(,))nen+ est extraite de la suite (fi0p,...00, (1))neN 2
partir du rang p (c’est-a-dire que {¢»(n), n > p} C Im(p1 0 p2... 0 p,)) et donc

Pour tout p € IN*, fy()(2p) — £, quand n — 4-00. 3)

On peut remarquer aussi que ¢ est bien strictement croisante, ceci découle du fait que, pour tout n > 2,
©n(n) > n (car ¢, est strictement croissante) et ¢1 © s ... 0 ¢, _1 est strictement croissante. Ceci donne

Y(n)=pr10p2...0opp(N) > propa...0pp_1(N) >pro@a...0p,_1(n—1) =1(n—1).
La densité de B n’a pas été utile pour cette étape.
Etape 3, convergence simple de la suite ( fy(n))neN-
Pour simplifier les notations, on note g, la fonction fy,,). On a donc démontré a I’étape précédente que la
suite (gn(¥))nen est convergente (dans E) pour tout y € B. On veut montrer maintenant la convergence de
(gn(x))nen pour tout z € E.

Dans cette étape, on utilise la densité de B dans X, la complétude de E et I’hypothese (h2).
Soit z € X et soit e > 0. Par densité de B, il existe y € B tel que d(z,y) < ¢ (donné par (h2)), et donc

d(gn (), gm () < d(gn(z), gn(y)) + d(gn(¥); gm (¥)) + d(gm(y), gm(x)) < 2& + d(gn(y), gm(y))-

Comme la suite (g, (y)nen est convergente et donc de Cauchy, il existe ny tel que
n, m 2 ny = d(gn(x>7gm(x)) < 3e.
La suite (g5, (2))nen est donc de Cauchy et donc convergente dans E. On note f(z) la limite.

Etape 4, f € C(X, E) et g, — f uniformément quand n — +oo.
11 suffit encore d’utiliser (h2).
Soit € > 0 et § donné par (h2). Pour toutn € N et toutz, y € X,

d(z,y) <0 = d(gn(2),gn(y)) <e.

Quand n — +o00 ceci donne
d(z,y) <6 =d(f(x), f(y) <e,
et donc la continuité de f (c’est-a-dire f € C'(X, E)).
Le preuve de la convergence uniforme de g,, est un peu plus délicate. On remarque que 1’étape 3 a donné
pour tout z € X et tout n € IN, I’existence de y € B tel que

d(gn (), gm(x)) < 26 + d(gn(y), gm (v))-

Mais, pour avoir cette inégalité, il suffit que y € B, avec 1/p < § (B, est défini a I’étape 1). Comme B,
est de cardinal fini, la suite (g, (y))n € IN (qui est convergente) est uniformément de Cauchy par rapport a
y (qui est dans B,). Il existe donc ng, indépendant de z, tel que

n, m > ng = d(gn(z), gm(z)) < 3¢,
Dans cette assertion, on fixe n et on fait m — 400, ceci donne pour tout z € X,
n>ng = d(gn(‘x)uf(x)) < 3¢,

ce qui donne la convergence uniforme de g,, vers f et termine cette preuve.



0.2 Espaces de Banach

Dans toute la suite on considérera que les e.v.n. considérés ne sont pas réduits a {0}.

Définition 0.5. On appelle espace de Banach un e.v.n complet.

On dit qu’il s’agit d’un espace de Banach réel (resp. complexe) s’il s’agit d’un espace vectoriel réel (resp.

complexe).

Voici 3 exemples d’espaces de Banach réel :

D Cy(R,R) ={f € C(R,R) tel que sup,g |f(x)| < +oo} avec la norme || f||= sup,er | f()].

2) Co(R,R) = {f € C(IR,IR) tel que lim|;|_, f(x) = 0} avec la norme || f[|= sup,cr | f(z)].
L’espace Cyp(IR,IR) est s.e.v. fermé de Cp, (IR, IR).

3) Lz (X, T,m) ot (X, T,m) est un espace mesuré et 1 < p < +oo. (Voir le cours d’intégration.)

Les 3 exemples précédents donnent des exemples d’espaces de Banach complexes en remplagant I’espace

d’arrivée (qui est R) par C.

Proposition 0.1 (Caractérisation de la continuité). Soient E, F' deux e.v.n. et'T une application de E dans F'.
L’application T est continue si et seulement si il existe C' € IR tel que, pour toutu € E, | T (u)||r < C||u| g

Définition 0.6. Soient E, F' deux e.v.n..

1) On note L(E, F) I’ensemble des applications linéaires continues de E dans F. Pour tout T € L(E, F),
onpose |T| c(g,ry) = sup{||T'(v)||r, u € E, ||lul|g = 1}.

2) En particulier si E est un espace vectoriel réel (resp. complexe), on note E' 'ensemble L(E,TR) (resp.
L(E,QC)). Noter que si T € E',

T(u
1715 = sup{|T(w)], u € B, lulls = 1} = sup{'”j”;', we B, w0}

Noter que si E, F' sont deux e.v.n. et T" une application de £ dans F', on a pour tout u € E,

1T ()llr < T ze,mllvlEe

Si E est e.v.n. réel (resp. complexe), on note aussi £* ’ensemble des applications linéaires de £ dans
IR (resp. €). Si E est de dimension finie, £’ = E*, mais si F est de dimension infinie 1’espace E* est
strictement plus gros que E’.

L’espace E' est I’espace dual de I’espace F (on dit aussi “dual toplogique™ si 1’on veut préciser). L’espace
E™ est I’espace dual algébrique de 1’espace F.

Noter que la notation frangaise pour E’ et E* est inverse dans d’autres pays.

Théoréme 0.3 (Espace dual). Soir E est e.v.n. réel (resp. complexe). L’espace E' est un espace de Banach
réel (resp. complexe).

On donne maintenant plusieurs théorémes importants d’analyse fonctionnelle.

Théoreme 0.4 (Hahn-Banach).
Soient F un e.v. réel et p une application de F dans IR telle que

D) p(u +v) < p(u) + p(v), pour tout u, v € E,



2) p(Au) = Ap(u), pour tout u € E et A > 0.

Soient F' un s.e.v. de F et f une application linéaire de F' dans IR telle f(u) < p(u) pour tout u € F. Alors
f se prolonge en une application linéaire de E dans IR, encore notée f, telle que f(u) < p(u) pour tout
u€kb.

Le théoreme de Hahn-Banach se démontre a partir du lemme de Zorn (exercices 1.8 et 1.9). On donne
maintenant deux conséquences du théoréeme de Hahn-Banach appelées “Hahn-Banach analytique” et “Hahn-
Banach géométrique”.

Théoreme 0.5 (Hahn-Banach analytique, prolongement d’une forme linéaire continue). Soient F un e.v.n.
réel, F un s.e.v. de F non réduit a2 {0} et f une application linéaire continue de F' dans IR (c’est-a-dire f €
F’, F étant muni de la norme de E). Alors, il existe g € E’ telle que f = g sur F et ||g||z = || f|| 7.

L’exercice 1.1 donne plusieurs conséquences du théoréme de Hahn-Banach analytique :

1) Soient E un e.v.n. réel, F uns.e.v.de Eetu € E. Alors, u € I si et seulement si
T € E', T(v) =0pourtoutv € F = T(u) = 0.

En particulier ceci montre que F' est dense dans F si et seulement si tout élément de £’ nul sur F’ est nul
sur tout E.

2) Soient Eune.vn.etu € E,u # 0.l existe T € E’' tel que T'(u) = |lu|| g et ||ul|gr = 1.
Définition 0.7 (Partie convexe). Soit E un e.v. réel ou complexe. Soit C' C E. On dit que C' est convexe si :
uwveC, tel0,l]=tu+(1—-tveC.

Théoreme 0.6 (Hahn-Banach géométrique, séparation de convexes disjoints). Soient F un e.v.n réel et A,
B deux parties de I/, convexes, non vides et disjointes. On suppose que A est fermée et que B est compacte.
Alors il existe f € E', o € R et e > 0 tels que, pour tout u € Aetv € B,

flw+e<a< fv)—¢

Une démonstration du théoréeme 0.6 est détaillée dans les exercices 1.4 et 1.5 dans le cas ol B est réduit a
un point.

Nous donnons maintenant le théoréme de Baire et quelques conséquences.

Théoréme 0.7 (Baire). Soient E un espace métrique complet et (F,,)pc une suite de fermé de E. On pose
F = Upen Fy,. On suppose que, pour tout n € IN, F,, est d’intérieur vide, alors F' est d’intérieur vide.

Théoreme 0.8 (Banach-Steinhaus. “faiblement borné” implique “borné”). Soient E, F deux espaces de
Banach et (T;) ;e une famille d’éléments de L(E, F'). On suppose que, pour tout u € E,

sup ||T;(u)||F < +o0.
icl

Alors sup,c; || T 2 (e, 7) < +o00.



Remarque 0.1.

Soient E un espace de Banach réel et (T},)neN une suite d’éléments de E’. On suppose que, pour tout
u € E, lasuite (T, (u))nen converge (dans IR). Le théoréme 0.8 donne alors sup,,cpy || 75| g2 < +00.

La question importante est plutot la réciproque de ce résultat : on suppose que sup,,ci ||Tnllzr < +00,
peut-on en déduire qu’il existe une sous-suite de la suite (7},),eN, encore notée (T),),cn, telle que, pour
tout v € E, la suite (7}, (u))nen converge (dans IR)? Nous verrons dans la suite du cours (théoréme 4.1)
que la réponse est “oui” si F est séparable.

Théoréme 0.9 (Banach). Soient E, F deux espaces de Banach et T € L(E,F). On suppose que T est
bijectif (de E dans F). Alors T~ € L(F, E).

Dans le théoreme 0.9, 71 désigne I’opérateur réciproque de T (qui existe car T est bijectif et il est, bien
stir, linéaire de F' dans E). La conclusion importante du théoréme est que 7! est continu.

Théoreme 0.10 (Graphe fermé). Soient E, F deux espaces de Banach et T une application linéaire de E
dans F. On pose G(T) = {(u,T(u)), u € E} (c’est donc une partie de E x F). Alors, T' est continue si et
seulement si G(T') est fermé.

(On rappelle que I’espace E X F est muni de la norme ||(u,v)||exr = ||ullg + ||[v||F (ou d’une norme
équivalente). L’espace E X F' est aussi un espace de Banach.)

0.3 Espaces de Hilbert

Les preuves des théorémes et propositions de ce paragraphes sont toutes dans le livre “mesure-intégration-
probabilités” publié chez Ellipses et disponible sur HAL, https ://hal.science/hal-01283567v2.

Définition 0.8 (Produit scalaire). Soit H un espace vectoriel réel (resp. complexe). On appelle produit
scalaire sur H une application de H x H — TR (resp. C), notée (-|-) ou (-|-) g t.q.

1) (u|u) € R pour toutw € H \ {0},
2) (u|v) = (v]|u) (resp. (v|u)) pour tout u,v € H,
3) u — (u|v) est une application linéaire de H dans IR, pour tout v € H.

Proposition 0.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit H un espace vectoriel, réel ou complexe, muni d’un
produit scalaire. Pour tout u, v € H,

(V)] < (u]u)(v]v). @)

(u|v)|? = (u]u)(v|v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

De plus,

Proposition 0.3 (Norme induite par un produit scalaire). Soit H un espace vectoriel, réel ou complexe, muni
d’un produit scalaire. Pour tout uw € H, on pose ||u|g = /(u]|u). Alors, || - |5 est une norme sur H. On
I’appelle norme induite par le produit scalaire.

Définition 0.9 (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert un espace de Banach dont la norme est induite
par un produit scalaire.

L exemple fondamental d’espace de Hilbert réel (resp. complexe) est I'espace L (X, T, m) (resp. I’espace
L3(X,T,m)) ot (X,T,m) est un espace mesuré. Le produit scalaire est I'application (f,g) — [ fgdm
(resp. | fgdm). (Voir le cours d’intégration.)



Proposition 0.4 (Identité du parallelogramme). Soit H un espace de Banach (réel ou complexe). Alors, H
est un espace de Hilbert (c’est-a-dire que la norme est induite par un produit scalaire) si et seulement si,
pour tout u,v € H, ona

lu+olff + llu = ol = 2[lullF + 2]l )

Cette identité s appelle identité du parallelogramme.

Nous donnons maintenant la notion fondamentale d’orthogonalité dans un espace de Hilbert. Cette notion est
liée au produit scalaire. Elle permettra en particulier de construire une isométrie entre un espace de Hilbert
et son dual (théoreme 0.14).

Définition 0.10 (Orthogonal). Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe).

1) Soit w,v € H. On dit que u et v sont orthogonaux (et on note u_Lv) si (u | v) = 0.

2) Soit A C H. On appelle orthogonal de A I’ensemble A+ = {u € H; (u|v) = 0 pour tout v € A}.
Proposition 0.5 (Propriétés de 1’orthogonal). Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et A C H.
Alors :

1) At estun s.e.v. fermé de H,

2) AL =4

3) A C (A+)* (que ’on note aussi A*++).

Théoreme 0.11 (Pythagore). Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et uy, . .. ,u, € H tels que
(u; | uj) =0sii#j. Alors :

n

n
1> willd =D il 7.
i=1

i=1

Théoreme (.12 (Projection sur un convexe fermé non vide).

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et C C H une partie convexe fermée non vide. Soitu € H.
Alors, il existe un et un seul ug € C t.q. d(u,up) = d(u, C) = inf,ec d(u,v) (avec d(u,v) = ||[u — v||g).
On note ug = Pco(u). Po est donc une application de H dans H (dont I'image est égale a C). On écrit
souvent Pou au lieu de Po(u).

Proposition 0.6 (Premiere caractérisation de la projection).
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et C C H une partie convexe fermée non vide. Soient
uw € Hetug e C.

1) On suppose que H est un Hilbert réel. Alors :

ug = Pou < (u—ug |ug —v) >0, pour tout v € C. 6)
2) On suppose que H est un Hilbert complexe. Alors :

ug = Pou < R(u — ug | ug —v) > 0, pour tout v € C. @)

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe), C' C H une partie convexe fermée non vide et u, v € H.
Une conséquence de la proposition 0.6 est que | Pcu — Pev|lg < |lu — o] i.



Proposition 0.7 (Deuxi¢me caractérisation de la projection).
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et ' un s.e.v. fermé de H. Soientu € H etug € F. Alors :

u():PFu@(u—uo)eFL. ®)

Théoreme 0.13 (Projecteur orthogonal).

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F un s.e.v. fermé de H. Alors :
1)H=F&F+,

2) pour toutu € H, u = Ppu+ Ppiu.

3) F =Ftt.

Le théoréme 0.13 a un corollaire tres utile :

Corollaire 0.1. Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F un s.e.v. de H. Alors :
F=H< F+={0}.

Remarque 0.2. Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose o, (u) = (u | v) pour
tout u € H. Grice a I'inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalité (4)), on a |¢, (u)| < ||u| g]|v]|z. On a donc
¢, € H' et ||py||nr < ||v]| . En remarquant que o, (v) = ||v||%, on montre alors que ||y || g/ = ||v| m-
On considere maintenant ’application ¢ : H — H’ définie par ¢(v) = ¢, pour toutv € H.

— Si H est un espace de Hilbert réel, ¢ est une application linéaire de H dans H' car, pour tout v, w € H
tout v, 8 € IR et pour tout u € H,
Pavtpw(u) = (u|av + fw) = a(ufv) + Bulw) = apy(u) + Bew(u),

Ceci donne @qy48w = gy + Bpy,. Lapplication ¢ est donc une isométrie (linéaire) entre H et
Im(p) C H'. (En particulier ¢ est donc injective.)

— Si H est un espace de Hilbert complexe, ¢ est une application anti-linéaire de H dans H' car, pour
tout v, w € H tout o, 8 € IR et pour tout u € H
Pavrpuw(u) = (u | av+ Bw) =a(u | v) + Blu | w) = apy(u) + B (u),
ceci donne Yupq gy = WP, + Bpw. L application ¢ est donc une isométrie (anti-linéaire) entre H et
Im(yp) C H’. (En particulier ¢ est donc, ici aussi, injective.)
Le théoreme de représentation de Riesz (théoreme 0.14) montre que 1’application ¢ est surjective de H dans

H', ¢’est-a-dire que Im(p) = H'.

Théoreme (.14 (Représentation de Riesz).
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Soit T € H'. Alors, il existe un et un seul élément de H,
noté v, tel que

T(u) = (u|v), pour toutu € H. )

L’application ¢ définie dans la remarque 0.2 est donc surjective (le résultat ci-dessus donne T’ = ,,).
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Remarque 0.3 (Structure hilbertienne de H'). Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). On sait déja
que H' est un espace de Banach. Le théoréme 0.14 permet aussi de montrer que H' est un espace de Hilbert.
En effet, en prenant les notations de la remarque 0.2, I’application ¢ est un isométrie bijective, linéaire ou
anti-linéaire entre H et H'. Cela suffit pour montrer que I’identité du parallelogramme est vraie sur H' et
donc que H’ est une espace de Hilbert. Mais on peut méme construire le produit scalaire sur H' (induisant
la norme usuelle de H') :

Soient T}, Ty € H'. Par le théoreme 0.14, il existe vy et vy € H tels que 71 = ¢, et To = ¢,,,. On pose
(T | T2)gr = (va | v1)g (ou (- | -) g désigne ici le produit scalaire dans H). 1l est facile de voir que
(- | -) v est un produit scalaire sur H'. Il induit bien la norme usuelle de H' car (71 | Th)g = (v1 | v1)m =
lvill% = w13 = || T1|% car ¢ est une isométrie.

On donne maintenant la définition de base hilbertienne dans le cas d’un espace de Hilbert.

Définition 0.11 (Base hilbertienne). Soient H un espace de Hilbert et B = {e;, i € I} C H une famille
d’éléments de H (I’ensemble I est quelconque). La famille B est une base hilbertienne de H si elle vérifie
les deux propriétés suivantes :

1sii=jy,

1) (ei | ej)=5i,j:{ 0sii 4,
2) vect{e;, i € I} = H.

On rappelle que vect{e;, i € I} = {> ;. ;ae;, J C I, card(J) < +00, (a;)ies C K} (K =R ou C,
selon que l’espace est réel ou complexe).

pour tout 1,5 € I.

Remarque 0.4. Soit H un espace de Hilbert.

1) Si H est de dimension finie, il existe des bases hilbertiennes (qui sont alors aussi des bases algébriques).
Le cardinal d’une base hilbertienne est alors égal a la dimension de H puisque, par définition, la dimension
de H est égal au cardinal d’une base algébrique (ce cardinal ne dépendant pas de la base choisie).

2) Si H est de dimension infinie et que H est séparable, il existe des bases hilbertiennes dénombrables (voir
la proposition 0.8).

3) Si H est de dimension infinie et que 1 est non séparable, il existe toujours des bases hilbertiennes (ceci
se démontre avec I’axiome du choix), mais elles ne sont plus dénombrables.

Proposition 0.8 (Existence d’une base hilbertienne). Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie. On
suppose que H est séparable. Alors, il existe une base hilbertienne B = {e;, i € IN} de H.

La proposition 0.8 montre donc que tout espace de Hilbert séparable et de dimension infinie admet une
base hilbertienne dénombrable. On peut aussi démontrer la réciproque de ce résultat. Tout espace de Hilbert
admettant une base hilbertienne dénombrable est séparable.

La proposition suivante s’adresse donc uniquement aux espaces de Hilbert séparables.

Proposition 0.9. Soient H un espace de Hilbert et {e,, n € IN} une base hilbertienne de H (I'espace H
est donc séparable et de dimension infinie et, dans ce cas, une telle base existe d’apreés la proposition 0.8).
Alors :

1) (Identité de Bessel) ||u|> = >, o |(u | €,)
2)u=3,cn(ul| en)en, pourtoutu € H, c’est-a-dire Y (u | e;)e; — u dans H, quand n — +oc,

2, pour tout u € H,

3) soient uw € H et (an)new C K (K = IR ou C selon que le Hilbert est réel ou complexe) t.q. u =
Y nelN Onén (C'est-a-dire S aie; — udans H quand n — +00), alors o; = (u | e;) pour tout
1 €N,
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4) (identité de Parseval) (u | v) = > - (u | en)(v | en), pour tout u,v € H.

Remarque 0.5. Soit H un espace de Hilbert séparable et de dimension infinie.

1) Soit {e,, n € IN} une base hilbertienne de H et soit ¢ : IN — IN bijective. On pose &, = e, (n)-
Comme {e,,n € N} = {é,,n € IN}, la famille {é,,, n € IN} est donc aussi une base hilbertienne de H.
On peut donc appliquer la proposition 0.9 avec la famille {e,,, n € IN} ou avec la famille {é,,, n € IN}.
Le deuxieéme item de la proposition 0.9 donne alors, pour tout u € H,

u= Z (u]en)e, = Z (u | ep(n))epmn)-

nelN nelN

Ceci montre que la série ) _n(u | en)e, est commutativement convergente, c’est-a-dire qu’elle est
convergente, dans H, quel que soit ’ordre dans lequel on prend les termes de la série et la somme
de la série ne dépend pas de ’ordre dans lequel les termes ont été pris. Noter pourtant que cette sé-
rie peut ne pas étre absolument convergente. On peut remarquer, pour donner un exemple, que la suite
> H%ei)nem C H est de Cauchy, donc converge, dans H, quand n — 400, vers un certain u. Pour
cet élément u de H,ona (u | ;) = ZJ%I pour tout i € IN. La série ) . (u | ey)e, est donc commuta-
tivement convergente mais n’est pas absolument convergente car ) [[(u | en)en|l = >, e %ﬂ =

+00. En détaillant cet exemple, on peut construire une isométrie bijective naturelle entre H et £2(IN).

Par contre, on rappelle que, dans IR ou C, une série est commutativement convergente si et seulement
si elle est absolument convergente. On peut d’ailleurs remarquer que la série donnée a I’item 4 de la
proposition 0.9 est commutativement convergente (pour la méme raison que pour la série de I’item 2,
donnée ci-dessus) et est aussi absolument convergente. En effet, pour u,v € H,ona |(u | e;)(v | €;)| <
|(u | €:)|> + |(v | €;)|* pour tout i € IN, ceci montre bien (grace a I’identité de Bessel) que la série
> nen (U] €n)(v | en) est absolument convergente.

On conclut avec une caractérisation des bases hilbertiennes.

Proposition 0.10 (Caractérisation des bases hilbertiennes). Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe.
Soit{e;, i € I} C H t.q. (e; | ej) = 0; j pour touti,j € I. Alors, {e;, i € I} est une base hilbertienne si et
seulement si, pour tout u € H,

(u]e;) =0 pourtouti €I = u=0.
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C1. Convergence faible et faible-étoile

On rappelle que si E est un espace de Banach, on note E’ son dual (topologique), ¢’est-a-dire I’ensemble
des applications linéaires continues de £ dans IR, si le Banach est réel, ou C si le Banach est complexe.
(Ne pas confondre avec E* qui est le dual algébrique, c’est-a-dire I’ensemble des applications linéaires de
E dans IR, si le Banach est réel, ou € si le Banach est complexe. Si F est dimension infinie, 1’espace E’ est
strictement inclus dans E*. Nous utilisons ici les notions habituelles en France.

Soit E' un espace de Banach et E’ son dual. Pour T € E’ on pose ||T'|| g = sup{|T(uv)|,u € E, ||u||g = 1}.
Avec cette norme E’ est aussi un espace de Banach.
Noter que 1’on aussi, par linéarité de T,

T(u
7l = w70, we B fulle =1} =sup{ [ w e £ 0)

=sup{|T(uw)|, u € E, |lul|g < 1}.

1l sera souvent utile d’utiliser ’inégalité

T(u)| <|IT|lellu]e-

Notations : Soit E un espace de Banach.

1)SiT € E' etu € E, le nombre T'(u) est souvent noté (T, u) g g pour bien préciser dans quels espaces
sont T et u.

2) On note E” le dual de E’, c’est-a-dire E”/ = (E')’. L’espace E” est donc aussi un espace de Banach et
pour p € E”

leller = sup{lp(T)], T € E', |Tller =1}, (p(T) = (¢, T) . pr)-

Rappel : Soit F un espace de Banach. L’espace E est de dimension finie si et seulement si de toute suite
bornée de F, on peut extraire une sous-suite convergente.

En dimension infinie, d’une suite bornée de F il est donc possible que I’on ne puisse pas extraire une
sous-suite convergente. C’est en particulier pour essayer de retrouver la propriété “de toute suite bornée
de E on peut extraire une sous-suite convergente” que I’on va introduire dans £ une notion plus faible de
convergence. (Nous aurons alors la propriété désirée dans les espaces “réflexifs”, voir C2 et C4.)

Définition 1.1 (Convergence faible). Soient E un espace de Banach, (uy, )new une suite déléments de E et
u € E. On dit que u,, — u faiblement dans E quand n — 00 si, pour tout T € E’,

T(up) — T(u) quand n — +oc.
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(Ceci s’écrit aussi (T, un) g g — (T, u) g g quand n — +00. La convergence est ici, bien sir, dans R ou
C selon que E est un Banach réel ou complexe.)

Proposition 1.1. Soient E un espace de Banach, (uy,)nc une suite déléments de E et u € E.
1) u,, — uwdans E (quand n — +00) = u, — u faiblement dans E quand n — 400 .

2) On suppose que E est de dimension finie, alors,
U, — u faiblement dans F (quand n — +00) = u, — u dans E quand n — 400 .

Démonstration. La démonstration du premier item (convergence implique convergence faible) est immé-
diate. Cette implication est due a la continuité des éléments de E’.

Pour le deuxieme item, on suppose que £ est de dimension finie. On note m la dimension de E et on choisit
une base de E notée {e1,...,en}.

Tout élément v de E se décompose sur cette base, v = >~ v(¥e;. On note aussi ||v]|oo = sup™, [v@].
L’ application v — ||v||o est une norme sur E. (On rappelle que, comme E est de dimension finie, toutes les
normes dans F sont équivalentes.)

Pour i € {1,...,m} on note T; I"application v — v(). Comme T; € E’ on a Tj(u,) — Tj(u), c’est-a-
dire u!) — u®, quand n — +o0 et donc [, — ul|oe = sup?_, |ul’) — u®| = 0 quand n — +o00. Ceci
prouve que u,, — u dans E quand n — +o0. O

En général, dans un espace de Banach de dimension infinie, la convergence faible n’est pas équivalente a
la convergence (c’est-a-dire la convergence pour la norme de E). L’exercice 2.3 donne un exemple curieux
d’espace de Banach de dimension infinie pour lequel la convergence faible est équivalente a la convergence,
il s’agit de I’espace ¢! (IN).

Par contre dans le cas des espaces de Hilbert de dimension infinie la convergence faible n’est jamais équi-
valente a la convergence. Pour le montrer nous rappelons le (trés important) théoréme de représentation de
Riesz (théoreme 0.14).

Soit H un espace de Hilbert, on note (- |-)g le produit scalaire dans H. Pour v € H, on pose, pour tout
v € H, T,(v) = (v|u)y. Il est facile de voir que T, € H’ car I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
T.(v) < ||lullg|lv||g etdonc T,, € H' et | Ty||p < ||u|| . En remarquant que T, (u) = |Jul|% on a méme
[Tl = [lul|a-

L application ¢ qui a u associe T}, est donc isométrie (linéaire) de H sur son image (qui est une partie de H’,
c’est-a-dire {T,,, u € H} C H’). Le théoréme de représentation de Riesz (théoreme 0.14) donne que cette
image est exactement H' ¢’est-a-dire que pour tout 7' € H' il existe u € H tel que T = T,,. Nous rappelons
ici cette démonstration.

Démonstration du théoréme 0.14. Soient H un espace de Hilbert de T' € H’. On veut montrer qu’il existe
u € H tel que T'(v) = (v |u) g pour tout v € H. On suppose T' # 0 (sinon u = 0 donne T;, = T'). On pose

F =KeT = {v € H; T(v) = 0}. F estun s.e.v. fermé de H (car ' € H’). On a donc (par le théoréme
0.13) H = F @ F*. I’ensemble F'* n’est par réduit 4 {0}, sinon H = F et donc T = 0. On peut donc
choisir ug # 0 tel que ug € F*.

Soit v €. On remarque que

T(v T(v)

U Tug) "0 Tug)
(

Comme v — ’IT(( )) ug € KerT' = Fetug € Ft , (U — T(uO)U() | U())H = 0.




T (uo) 0
lluoll%; -

On en déduit (v|ug)g = %(uo | uo) g et donc T'(v) = (v |u)y avec u =

Remarque 1.1. Dans la démonstration du théoréme 0.14, le point crucial a été de choisir ug € F-, ug # 0.
Cette démonstration prouve donc aussi que si 7' € H* mais que ' ¢ H " (c’est-a-dire que T n’est pas
continue) alors F- = {0} et donc F' = H selon le corollaire 0.1). (On rappelle que F' = KerT'.)

Une conséquence simple du théoréme 0.14 est la proposition suivante qui donne dans le cas des espaces de
Hilbert un autre moyen de présenter la convergence faible.

Proposition 1.2. Soient H un espace de Hilbert, (u,)new une suite déléments de H et u € H. Alors,
U, — u faiblement dans E (quand n — +00) si et seulement si pour tout v € H (un |v)g — (u|v)g
(quand n — +00).

Démonstration. La preuve consiste simplement a remarquer H' = {T,,, v € H} avec T,, € H' définie par
Ty(w) = (w|v)g. O

Remarque 1.2. De la proposition 1.2 on peut déduire que dans un espace de Hilbert de dimension infinie
il existe des suites non convergentes mais faiblement convergentes. Voici une démonstration simple si H est
séparable.

On suppose que I est un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. On peut alors choisir une base
hilbertienne de H notée {e,, n € IN}. (voir la proposition 0.8).

Soit u € H, la proposition 0.9 donne v = > _n(u|en)men et identité de Bessel donne [ul|7, =
> nen (u]en)F. On en déduit (u|e,)y — 0 quand n — +oo. Comme u est arbitraire dans H, la pro-
position 1.2 donne e,, — 0 faiblement dans H quand n — +cc. Pourtant e,, 4 0 dans H car |le,||g = 1
pour tout n € IN.

Remarque 1.3. L’exercice 2.2 montre que dans un espace de Banach une suite faiblement convergente
est nécessairement bornée. Mais, comme dans la remarque 0.1, c’est plutot la réciproque qui nous intéresse,
c’est-a-dire “de toute suite bornée de E on peut extraire une sous-suite faiblement convergente”. Nous aurons
cette propriété dans les espaces “réflexifs”, voir C2 et C4.

Soit E un espace de Banach. Pour u € F on définit ’application de £’ dans IR ou € (selon que E est un
Banach réel ou complexe) qui 2 T (de E’) associe (T, u) g/ g. Cette application, notée J(u) est clairement
linéaire. Elle est aussi continue car (T, u) g g| < ||u|]|g||T|| &, c’est donc un élément de E” et I’inégalité
précédente donne méme ||J(u)||g» < |lu||g. On montrera dans I'exercice 1.1 que || J(u)||gr = |ul&.
L application u — J(u) est donc une isométrie de F sur son image (qui est une partie de E").

Définition 1.2 (Injection canonique de E dans E”). Soit E un espace de Banach. Pour u € E, On définit
I’élément J(u) de E" par

(J(u), T g = (T,u)p.E, pourtoutT € E'.

L’application J qui a u associe J(u) est une isométrie de E sur son image, Im(J) C E".
L’espace E est dit réflexif si Im(J) = E".

Les espaces de Hilbert sont réflexifs. En fait, pour un espace de Hilbert, noté H, il y a méme, grace au
théoréme 0.14, une isométrie naturelle entre H et H'. Si u € H, on définit T,, € H' par (T,,,v)p' g =
(v|u) . Le théoreme 0.14 donne que 1’application u — T, est une isométrie entre H et H' (en particulier
{T.,uw € H} = H’). Ceci montre aussi que H' est un espace de Hilbert. Si f, g € H’, il existe u, v € H
telsque f =T, etg=T,.Onaalors (f|g)m = (v|u)nu.
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On note Iy cette isométrie naturelle entre H et H'. On peut alors montrer que I’injection canonique de H
dans H”, notée J dans la définition 1.2, est égale & I/ o Iy (ceci est laissé comme exercice), ceci prouve
que J est surjective et donc que H est réflexif. (En fait H est bien plus que réflexif car il y a déja cette
isométrie entre H et H'.)

Définition 1.3 (Convergence faible-x). Soient E un espace de Banach, (T,)ncN une suite déléments de E'
etT € E'. On dit que T,, — T %-faiblement dans E' quand n — +oo si, pour tout u € E,

<Tn,u>E/7E — <T, U>E",E quand n — —+00.

Soit E un espace de Banach. On note J I'injection canonique de FE dans E”. On rappelle que pour tout
u e E, J(u) € E” et (J(u), T>E”,E’ = <T, U>E’,E~
Soient (7}, )nenN une suite déléments de £ et T' € E'.

On a donc (definition 1.1) :

T,, — T faiblement dans E' si, pour tout ¢ € E”, (¢, T),) g 5r — (¢, T) g g quand n — +o0.

et (definition 1.3) :

T,, — T -faiblement dans E’ si, pour tout u € E, (J(u), Ty) g g — (J(uw),T) g g quand n — +o0.

Si E est réflexif, Im(J) = {J(u), u € E} = E” et donc la convergence faible-x dans E’ est identique a la
convergence faible dans E’. Par contre si F n’est pas réflexif, la convergence faible-x dans E’ est plus faible
que la convergence faible dans E’ car Im(.J) est strictement inclus dans E”'.

Remarque 1.4. L’exercice 2.2 montre que dans le dual, noté E’, d’un espace de Banach (noté F) une suite
*-faiblement convergente est nécessairement bornée. Mais, ici encore, c’est plutdt la réciproque qui nous
intéresse, ¢’est-a-dire “de toute suite bornée de E’ on peut extraire une sous-suite x-faiblement convergente”.
Nous aurons cette propriété si E est séparable. Le théoréme fondamental est le théoréme 4.1 (voir C4).

Dans ce cours, on a introduit deux nouvelles notions de convergence, la convergence faible et la conver-
gence faible-x. Dans la suite de ce document, quand nous parlerons de convergence d’une suite (sans pre-
ciser) dans un espace de Banach (ou de Hilbert), il s’agira toujours de la convergence au sens de la norme,
c’est-a-dire que w,, — u quand n — o0 signifie ||u,, — u|| — 0. Beaucoup d’ouvrages utilisent le terme
“convergence forte” pour cette notion (classique) de convergence. Nous n’utiliserons pas ce terme dans ce
document.

td1. Conséquences de Hahn-Banach, convergence faible

Exercice 1.1 (Trois applications de Hahn-Banach). Soit E un espace de Banach réel.

1) Soit z € E, z # 0. Montrer qu’il existe T' € E' t.q. T'(x) = ||z||g et ||T'|| z» = 1. En déduire que

|z]|p = max{S(z), S € E'; ||S|| & = 1}.

Corrigé — On pose F' = vect{x} et on définit I’application T linéaire continue de F' dans IR par
T (ax) = a||z||g pour tout o € R.

L’application Ty appartient a F' (F étant muni de la norme de E) et | T1||r: = 1. Par le théoréme de Hahn-
Banach analytique (théoréme 0.5) Ty se prolonge en T € E' avec ||T || = ||T1]| 7.
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L’application T vérifie les conditions demandées.
Puis, comme |S(x)| < ||z||g pour tout S € E' tel que ||S|| g = 1, on en déduit bien
llz||p = max{S(z), S € E'; ||S|| g = 1}.

2) Soient F uns.e.vde E etz € E. Montrer que z & F si et seulement si il existe T' € E’ t.q. T(z) # 0 et
T(y) =0 pourtouty € F.

Corrigé —
Sixz € F, T(y) = 0 pour tout y € F implique T(T) = 0 (il suffit de considérer une suite (.rn)ne]N d’élements
de T telle que limy,— oo Ty, = ).

Six & F, il existe ¢ > 0 tel que ||z — y|| > & pour touty € F.

On considere alors G = F @ vect{x} et on définit I'application S linéaire de G dans IR par
S(y + ax) = a pour tout o« € R et pour tout y € F.

L’application S appartient a G’ car pour tout o« € R* et pour tout y € F,

1 1
ly + azlle = lallz = 2 ||e > lale car 2 ¢ F,

et donc 1
1S(y + az)| = |af < —lly + azf|e.
Ceci donne ||S| ¢ < .

Par le théoréme de Hahn-Banach analytique (théoreme 0.5) S se prolonge en T € E' et on a bien T(y) = 0
pour touty € F et T'(x) # 0.

3) Pour x € E, on définit J(x) de E’' dans R par J(z)(T) = T(z) pour tout ' € E’. Montrer que
J(x) € E" pour tout z € F et que I’application J : x — J(z) est une isométrie de E sur Im(.J) C E”.
(Définition : On dit que E est réflexif si Im(J) = E”.)

Corrigé — Soit x € E. L'application J(z) est bien linéaire de E' dans TR. Elle est aussi continue car

T@)T)] < Tl |25 et done J(z) € B et |0(z)| g < |2z
D’autre part, la question 1 montre qu’il existe T € E' t.q. T(z) = ||z||g et |T||g = 1. On en déduit que
|J(z)||g» = ||z||e et donc que I’application J (qui est, bien siir; linéaire) est une isométrie de E sur son

image.

Exercice 1.2 (Hahn-Banach positif).
Soit F' un sous espace vectoriel de Cy, (IR, IR) (ensemble des fonctions continues bornées de IR dans IR) et
T une application linéaire positive de F' dans IR (T positive signifie : (f > 0= T(f) > 0)).

1) On suppose que F contient les fonctions constantes. Montrer qu’il existe T, application linéaire positive
de Cp(R,R) dans IR, t.q. T = T sur F. [On pourra s’inspirer de la démonstration du théoréme de
Hahn-Banach ou se ramener au théoréeme de Hahn-Banach.]

Corrigé — La preuve la plus rapide consiste a utiliser directement le théoreme de Hahn-Banach. On prend,
dans le théréeme 1.1, E = Cy(IR,IR) et, pour f € E, p(f) = aMy, avec a = T(1wr) et My = sup, i f(2).
L’application p vérifie bien les deux hypothéses du théoreme 1.1, c’est-a-dire

(a) p(f + g9) < p(f) + p(g) pourtous f, g € E,

(b) p(Af) = Ap(f), pour tout f € E et tout X € RR.
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Puis, pour tout f € F, My1r — f > 0 et donc, comme Mylw — f € F, par linéarité et positivité de T,
0<T(Mflr — f) = aMy = T(f) = p(f) = T(f)

et donc T(f) < p(f).

Le théréme 1.1 donne alors Uexistence de T, application linéaire de E dans R, t.q. T = T sur F et T(f) <

p(f) pourtout f € E. On a bien la positivité de T car f > 0 implique —f < 0 et donc T(—f) < p(—f) <0,

c’est-a-dire T(f) > 0.

2) Montrer (en donnant un exemple) que le résultat de la question précécente peut étre faux si F' ne contient
pas les fonctions constantes.

Corrigé —  Un exemple simple consiste a prendre F = C.(IR,R) et, pour € F,
T(f) = | f(2)da.

R
F est bien un sous espace vectoriel de Cy,(IR,, R) T une application linéaire positive de F' dans IR.. On ne peut
pas prolonger T' en une application linéaire positive de Cy, (IR, IR) dans IR. En effet, un tel prolongement, noté
T, devrait vérifier T(1r) > S f(x)dz pour toute fonction f € C.(R) telle que 0 < f < 1. En particulier
en prenant f = 1 sur [—n,n] (et f > 0) ceci donnerait T(1r) > 2n pour tout n. € IN et donc T(1g) = +oo.

Exercice 1.3 (Pas de théoreme de Riesz sur C (IR, IR)).
Si p est une mesure finie sur les boréliens de IR, on définit 7}, sur C,(IR, R) par : T,,(f) = [ fdu, pour
tout f € Cp(IR,IR). T}, est donc une application linéaire positive de Cy, (IR, IR) dans IR.

Contruire une application linéaire positive, notée 7', de C;(IR,IR) dans IR t.q. 7' # T}, pour toute mesure
finie 1 sur les boréliens de IR. [Utiliser I’exercice 1.2.]

Théoréme dii a Riesz : si T est application linéaire positive de Cy(IR, IR) dans IR, il existe alors une unique
mesure finie sur les boréliens de IR, notée y, telle que T'(f) = [ fdp, pour tout f € Co(IR,IR). (Cet
exercice montre donc que I’on ne peut pas remplacer Cy (IR, IR) par Cy (IR, IR) dans ce théoréme.)

Corrigé — On note F ’ensemble des éléments de Cy,(IR,IR) ayant une limite dans R en +o0, ¢’est-a-dire que

feFsifeCy(R,R)etil existe { € IR tel que limy_ 4o f(x) = L.

L’ensemble F est clairement un s.e.v. de Cy, (IR, IR) contenant les fonctions constantes.

Pour f € F, on pose S(f) = limy— 400 f(x). L’application S est une application linéaire positive de F' dans IR..
L’exercice 1.2 donne donc Iexistence de T, application linéaire positive de Cy, (IR, IR) dans R, t.q. T = S sur F.

Soit p une mesure finie sur les boréliens de IR. On suppose que T = T},. On consideére alors une suite de fonctions
(fr)new+ de C.(IR,R) positives et tendant simplement et en croissant vers 1. On peut prendre par exemple
fo=1sur[—n,n], fn =0sur] —n—1,n+ 1[° et fn affine sur [—n — 1, —n] et [n,n + 1].

Comme f, € F, T(fn) = 0 et donc, comme T = T, f fndu = 0. le théoréeme de convergence monotone
appliqué a la suite ( fn)new+ donne alors [ 1rdp = 0, ¢’est-a-dire Ty, (1r ) = 0, en contradiction avec T(1r ) =
1 (car 1r € F). On a donc nécessairement T’ % T,.

Exercice 1.4 (Jauge d’un convexe).
Soient £ un espace de Banach réel et C' C E un convexe ouvert contenant 0.

1) Pour z € FE, montrer que {\ > 0, (z/\) € C'} # 0.

Corrigé — Comme C est un ouvert contenant 0, il existe € > 0 tel que {y € E; ||y|| < e} C C.
Soitx € E.
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Siz =0, ona{A>0,§ € C} =0, +oo[# 0.

Si x # 0, on a donc ; eCsi\> M ce qui prouve que
€

T

[l]
Y €ECHO [ 000,

{A>0,
Pour x € E, on pose p(z) = inf{\ > 0, (z/X) € C}.

2) Soit z € E, montrer que {A > 0, (z/\) € C'} = [p(x), +oo[ ou |p(x), +o0].

Corrigé — Onnote Ay = {\ > 0, (z/\) € C} (donc p(x) = inf A, noter que p(z) > 0).
Soit pp > p(x). Comme p(x) = inf A,, il existe 0 < X\ < p tel que L € C et done

A
x T A A
T2 00-YecC
BooAp ( u)
car C' est convexe (et 0 € C'). On en déduit que p € A,.
Ceci donne bien que Ay Dlp(x), +00[ et donne donc le résultat car Ay C [p(x), +00].

3) Montrer que p(az) = ap(x) et p(x +y) < p(z) + p(y) pour tout z, y € E et tout a > 0.

Corrigé — Soient x € E et a > 0. En reprenant la notion du corrigé de la premiére question, X € A, si et
seulement \Ja € A, et donc p(az)/a = p(z).
Soient z, y € E. Soient X\ > p(x) et 1 > p(y). Comme % €C, Y e CetC convere,
I
r+y Az kY
A A4+pX A+pp
Ceci prouve que X\ + p > p(x + y). Ceci étant vrai pour tout X > p(x) et tout p > p(y), on en déduit bien
p(z) +p(y) =2 p(z +y).

cC

4) Soit z € E Montrer que
x € C siet seulement si p(z) < 1,
x € C si et seulement si p(z) < 1.

Corrigé — On reprend les notations et résultats des questions précédentes.
Sip(x) <1,1€ Ay etdoncx € C.

Siz € C, 1 € Ay mais ce n’est pas suffisant pour conclure que p(z) < 1. Mais, comme C' est ouvert, x/\ € C
pour X suffisamment proche de 1, il existe donc n > 0 tel que x/(1 —n) € C etdonc p(z) <1 —n < 1.

Sip(z) <L A =1+ IZn € Ay pour tout n € IN* et donc x/ A\, € C pour tout n € IN*, ce qui prouve
quand n — o0 que x € C.

Sixz € C, pour tout n > 0, il existe y € C tel que ||z — y|| < 1. On en déduit, avec & défini a la premiére

question

xr —1
P(fﬂ)=p(fv—y+y)Sp(x—y)+p(y)<”87"”+1<g+1,

Quand n — 0 on obtient bien p(x) < 1.
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Exercice 1.5 (Séparation d’un point et d’'un convexe (Hahn-Banach “géométrique”)).
Soient F un espace de Banach réel, C' C E un convexe non vide et a € E \ C. Dans cet exercice, on se
propose de montrer la propriété suivante :

Jpe F',Ja e R,

ola) > a, p(r) <a, Ve eC. (.1

(Noter qu’en prenant ¢ = (¢(a) — «)/2 (donc € > 0), on a aussi, avec & = a + ¢,
o) +e <a<yp(a)—epourtout z € C,

comme demandé dans le théoreme 0.6.)

1) On suppose dans cette question que C' est ouvert et 0 € C. Montrer (1.1). [Utiliser I’exercice 1.4 et le
théoréme de Hahn-Banach.]

Corrigé —  On utilise I’application p définie dans [’exercice 1.4.
On pose F' = vect{a} et on définit I'application 1 linéaire de F dans R par
Y(Ba) = Bp(a) pour tour B € R.

L’application 1 est une application linéaire de F dans R telle que f(x) < p(x) pour tout x € F (il y a égalité
si B> 0 et inégalité stricte si § < 0 car, dans ce cas, p(Ba) > 0 alors que f(Ba) < 0).
Par le théoréme de Hahn-Banach (théoreme 1.1) 1) se prolonge en  application linéaire de E dans IR telle que
o(x) < p(x) pour tout x € E.
Grace a la derniére question de ’exercice 1.4,

plx) <plx) <lsizeC,

o(a) =pla) > 1carxz g C.
Il reste a montrer que @ € E'. Ceci découle du corrigé de la premiére question de I’exercice 1.4. Ce corrigé
donne p(x) < ||z||/e pour tout x € E et donc p(x) < ||z||/e pour tout x € E. On en déduit que o € E’ (et
el < 1/e).

2) On suppose dans cette question que 0 € C. Montrer (1.1). [Se ramener a la question précédente en
introduisant le convexe C,, = U,ccB(z,€), € > 0 convenablement choisi, B(z, ) étant la boule ouverte
de centre z et rayon ¢.]

Corrigé —  Comme a est dans I'ouvert E\C, il existen > 0 tel que B(a,n) C E\C. Enprenante = n/2 > 0,
a & C,. Comme C, est un convexe ouvert contenant 0, la question 1 donne alors Uexistence de ¢ € E' et
a € IR tels que

pla) > a, o(z) < a, Yz € C..

Ceci termine cette question car C, O C.

N.B. L’ensemble C\ est bien convexe. Pour le montrer il suffit de remarquer que si u € B(x,¢), v € B(y,¢) et
t €]0,1], alors tu + (1 — t)v € Btz + (1 — t)y, e).

3) Montrer (1.1). [Se ramener a la question précédente. ]

Corrigé— Soit b € C (on rappelle que C est non vide). On pose C, = {x — b, * € C} et ap = a — b.
L’ensemble Cy, est un ouvert convexe contenant 0 et a, € E \ C. On peut appliquer la question précédente
avec Cy, et ap. Elle donne Uexistence de p € E' et o € IR tels que

pla—0)) > a, o(x) < a, Yz € Ch,
c’est-a-dire
0(0) > a+ plb), 9(2) < a+p(b), Vo € C,

ce qui termine la question.
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Exercice 1.6 (Lemme de Mazur).
Soit E un espace de Banach réel.

Soit ()new C Fetax € E t.q. z, — x faiblement dans E, quand n — oo.

On pose C,, = Conv{z,,, m > n}, c’est-a-dire ’ensemble des combinaisons convexes des z,,, m > n.
Plus précisément, y € C,, siil existe IV,, € N etty,...,ty, tels que

N N
Yy = Ztixnﬂ», Zti =1 ett; > 0 pour tout ¢.
i=0 i=0

(Il est facile de voir que I’ensemble C', est un convexe non vide.)

1) Montrer que = € C,, pour tout n € IN. [Utiliser le théoreme de Hahn-Banach “géométrique”.]

Corrigé —  Soit n € IN. On raisonne par contradiction, on suppose que © & C,. L'exercice 1.5 donne alors
Pexistence de p € E' et o € R tels que o(x) > acet p(y) < a pour tout y € Cp,.

Comme x,, € Cp, gp(:l;,,,) < a. Puis, comme x, — x faiblement dans E quand n — 400 et ¢ € E,
limp— 400 p(zn) = @(x). On en déduit que p(x) < «, en contradiction avec p(x) > .

On a bien prouvé que x € C,.

2) Montrer qu’il existe (yn)new C F t.q. yn € Conv{z,,,m > n} pour tout n € N et y,, — 2 quand
n — oo.

Corrigé —  Soit n € IN. Comme x € C,, il existe y, € C, tel que lyn — z||z < 1/n. On en déduit que
Yyn — x dans E quand n — +o00.

Exercice 1.7 (Minimisation d’une fonction convexe).
Soit F un espace de Banach réel et f une application continue et convexe de £ dans IR.

On suppose qu’il existe (2, )new C Eetx € E t.q. z, — x faiblement dans E et f(x,) — infg f, quand
n — oo. Montrer que f(z) = infg f.
Montrer en donnant un exemple que ce résultat peut étre faux si f n’est pas convexe.

Corrigé — Cet exercice n’est intéressant que si I est de dimension infinie. En effet, si E est de dimension finie,
la convergence faible est équivalente a la convergence (proposition 1.1). Le résultat est alors immédiat car f est
continue (et la convexité est inutile). On peut d’ailleurs aussi rappeler que si F est de dimension finie, la convexité
de f implique sa continuité.

On utilise ’exercice 1.6, il existe (yn)ne]N C Etqg yn € Conv{:f;m, m > n} pour toutn € N et y,, — x quand
n — oo.
Soitn € IN, y, € Conv{xm, m > n}, il existe donc N, € N et tq,...,tn, tels que
Nm Nm,
Yn = thl'n+7j7 Zti =1 ett; > 0 pour tout 1.
i=0 i=0

La convexité de [ donne alors
Nm

Nm

et donc comme th:o t; = lett; > 0 pourtout i

f(yn) < sup f(zm).

m>n
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Enfin, comme [ est continue, yn — x et sup,,~, f(zm) — infg f quand n — +oo, on en déduit que f(z) <
infg f et donc finalement que f(x) = infg f (noter que ceci donne en particulier que infg f > —o0).

Si on est en dimension infinie, ce résultat peut étre faux si f n’est pas convexe. Un exemple possible consiste a
prendre pour E un espace de Hilbert (réel) séparable et a définir f par

f(z) =1 = ||z|)T pour tour z € E.
La fonction [ est bien continue et infg f = 0.
On consideére maintenant une base hilbertienne de F notée (e, )nen (dont Iexistence est donnée par la proposition
0.8). Ona f((i,,,) = 0 pour tout n € IN et donc f((i,,,) — infg f quand n — +4-c0. Mais e,, — 0 faiblement dans
E quand n — +oo (car (u| en) — 0 pour tout u € E, c’est une conséquence de I'identtité de Bessel, proposition
0.9) et pourtant f(0) = 1 # 0 = infg f.

Exercice 1.8 (Lemme de Zorn).

Dans cette exercice, on démontre le lemme de Zorn. On en déduit, dans I’exercice 1.9, le théoreme de Hahn-
Banach.

Soit E un ensemble non vide muni d’une relation d’ordre notée <.

hypotheése : On suppose que I’ensemble F, muni de cette relation d’ordre, est inductif, c’est-a-dire que tout
partie de E totalement ordonnée admet un majorant.

Objectif : Le but de ’exercice est de montrer que E posséde un élément maximal, ¢’est-a-dire un élément
qui n’admet pas de majorant strict. (noter qu’en général il n’y a pas unicité de cet élément maximal.) Ce
résultat est le lemme de Zorn.

On commence par utiliser I’axiome du choix. Pour toute partie P totalement ordonnée de E' admettant au
moins un majorant strict, on choisit un tel majorant, on note ce majorant m(P) (donc m(P) ¢ P). (En
particulier, si E # (), on choisit donc pour m () un élément de F.)

On définit maintenant la notion de “partie finissante” et de “bonne partie”.

Partie finissante : Soit P une partie totalement ordonnée de E et Q C P. La partie () est une partie
finissante de la partie P si, pourtoutz € Q ety € P\ Q, x < y. La partie () est une partie finissante stricte
de la partie P si de plus P\ @ # (). (Noter qu’une partie partie finissante stricte a nécessairement au moins
un majorant.)

Bonne partie : Soit P une partie totalement ordonnée de E. La partie P est une bonne partie si pour toute
partie finissante stricte @, m(Q) € P et est le plus petit élément de P majorant Q. (Par exemple, si E # ()
et P # () est une bonne partie, m(()) est le plus élément de P.)

On note B I’ensemble des bonnes parties.

1) Soient P;, P» deux bonnes parties. Montrer que I’une des ces deux parties est une partie finissante de
I’autre.
[Considérer la plus grande partie possible étant a la fois finissante de P et finissante de P, (en montrant
tout d’abord I’existence d’une telle partie).]

Corrigé — On note Q) l'union des parties de P1 N P qui sont des parties finissantes a la fois de Py et de P»
(il y a en a car I’ensemble vide est une telle partie). L’ensemble () est bien une partie finissante de Py et de P»
(siz € Qety € P1\ Q, il existe Q partie finissante de Py et de Ps telle que x € Q et comme Q C Q, on a
y & Q et donc x < y. Bien siir; le méme raisonnement est valable pour Px).

Si Q est une partie finissante stricte de P1, m(Q) € Pi et ¢’est le plus petit élément de Py, ceci montre que
Q U {m(Q)} est une partie finissante de Py car m(Q) est le plus petit élément de Py majorant Q. De méme si
Q est une partie finissante stricte de P>, QU{m(Q)} est une partie finissante de P>. Ceci contredit la définition
de Q. Onadonc Q = Py ou @ = Ps.

ceci montre bien que Py est une partie finissante de P> ou que P» est une partie finissante de P .
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2) On pose Py = UpepP. Montrer que Py est une bonne partie et en déduire qu’un majorant de Py (qui
existe par hypothése puisque P est totalement ordonné) est un élément maximal (ceci démontre le lemme
de Zorn).

Corrigé — On remarque tout d’abord que Py est bien totalement ordonnée car si x, y € Py, il existe Py,
Py € Btels que x € Py ety € P et comme ['une de ces parties est finissante de I’autre, on a bien ©,y € Py
oux,y € Ps. Les éléments x, y sont donc comparables.

On montre maintenant que Py est une bonne partie. Soit () une partie finissante stricte de Py. Il s’agit de
montrer que m(Q) € Py et que m(Q) est le plus petit élément de Py majorant Q.

Soit © € Py \ Q, il existe Py € B telle que © € P1. On va montrer que Q@ C Py (et donc que Q est une partie
finissante de Py et donc que m(Q) € Py et x > m(Q) car m(Q) est le plus petit élément de Py, majorant Q).

Soity € Q, il existe P> € B telle que y € Pa. Comme x > vy, P1 ne peut pas étre une partie finissante de Pa,
c’est donc Py qui est une partie finissante de Py et donc y € Pi. On a bien montré que QQ C Pi.

Comme ( est une partie finissante de Py (stricte car x € Py \ Q), onam(Q) € Py C Py et x > m(Q). Ceci
montre que Py est une bonne partie.

La partie Py étant totalement ordonnée, elle admet un majorant. Ce majorant est un élément maximal, car si
Py avait un majorant strict, on aurait Py U {m(Py)} € B en contradiction avec la définition de Pj.

Exercice 1.9 (Théoreme de Hahn-Banach).
Dans cette exercice, on démontre le théoreme de Hahn-Banach.

Théoréme 1.1 (Hahn-Banach).
Soient E un e.v. réel et p une application de E dans IR telle que

1) p(u+v) < p(u) + p(v), pour tout u, v € E,
2) p(Au) = Ap(u), pour tout u € E et A > 0.

Soient F un s.e.v. de E et f une application linéaire de F' dans IR telle que f(u) < p(u) pour tout u € F.
Alors f se prolonge en une application linéaire de £ dans IR, encore notée f, telle que f(u) < p(u) pour
toutu € E.

Démontrer le théoreme de Hahn-Banach (théoréme 1.1) en utilisant le lemme de Zorn.

Corrigé — Onnote A l’ensemble des couples (G, g) tels que G est un s.e.v. de E contenant F et g une application
linéaire de G dans R telle que g = f sur F et g(u) < p(u) pour tout u € G.
L’ensemble A est non vide car il contient le couple (F, f).
On munit A d’une relation d’ordre notée < par :

(G1,91) < (G2,92) si G1 C Gz et go = g1 sur Gi.
On montre tout d’abord que A, avec cette relation d’ordre, est inductif.
En effet, soit B une partie totalement ordonnée de A. On note H = U(g,¢)eBG.
L’ensemble H est un s.e.v. de E car, si ui, us € H et M, M1 € R, il existe (G1,¢91), (G2, g2) € B tels que
u1 € G1, uz € Ga. Comme B est totalement ordonnée, on a G1 C G2 ou G2 C G et donc w1, us appartiennent
au méme G, ce qui montre que \1u1 + Aou2 appartient a l'un des G; et donc a H.
Puis, pour uw € H, il existe (G,g) € B tel que u € G. On pose alors h(u) = g(u). Ici encore, la fonction
h est bien définie car B est totalement ordonnée (et donc si v € G1 N Ga avec (G1,q1), (G2,92) € B, on a
(G1,91) < (G2,92) ou (G2, g2) < (G1,g1) ce qui donne, dans les deux cas, g1 (u) = g2(u).
Enfin, on a, bien sir, h(u) < p(u) pour tout w € H (car h(u) = g(u) pour un certain coupe (G, g) appartenant
aB)eth= fsurF.
Le couple (H, h) appartient donc a A et ¢’est un majorant de B. On a ainsi prouvé que A, avec la relation d’ordre
<, est inductif.
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Le lemme de Zorn (exercice 1.8) donne alors que ’ensemble A admet (au moins) un élément maximal. On note
(M, m) un élément maximal de A.

On montre maintenant que M = FE (ce qui termine la preuve du théoreme 1.1). Pour cela, on raisonne par
contradiction. On suppose que M # E. Soitv € E'\ M.

On pose N = M @ R, c’est-a-dire N = {u+ \v; u € M,\ € R}.

11 s’agit maintenant de construire une application linéaire n de N dans IR telle que (N,n) € Aetn = m sur M
(en contradiction avec la maximalité de (M, m)).

Comme n = m sur M, I’application n est entiérement déterminée par le choix de n(v). En effet, siw € N, il
existe un unique couple (u, \) € M x IR tel que w = u + \v et on a alors (comme n est linéaire et n = m sur
M) n(w) = m(u) + An(v). Pour avoir (N,n) € A (ce qui terminera la preuve du théoréme), le probéme est
donc de choisir n(v) tel que m(u) + An(v) < p(u+ Av) pour tout couple (u, \) € M x IR. Par linéarité de m et

homogénéié de p (seconde hypothese sur p dans le théoreme 1.1) il suffit de considerer les cas A = 1 et A\ = —1.
11 s’agit donc de trouver n(v) (dans IR) tel que
n(v) < p(u + v) — m(u) pour tout u € M, (1.2)
n(v) > m(u) — p(u — v) pour tout u € M. (1.3)

Le choix de n(v) est donc possible si (et seulement si)

:g}}e{(m(u) —plu—v)) < ,l}élﬁi(p(u +v) —m(u)).

11 suffit donc que pour tout w1, uz € M, m(u1) — p(ur — v) < p(uz + v) — m(us2).
Or, pour tout w1, uz € M, grdce a la premiere hypothese sur p dans le théoreme 1.1,

m(u1) +m(uz) = m(ur + uz2) < p(ur +u2) = p(ur — v +u2 +v) < plur —v) + pluz + v).
Ceci donne bien (pour tout u1, us € M) m(ui) — p(ur —v) < p(uz + v) — m(uz).

Le choix de n(v) est donc possible pour avoir (N,n) dans A, en contradiction avec la maximalité de (M, m).
Ceci termine la preuve du théoreme 1.1.

Exercice 1.10 (Séparation d’un point et d’un convexe fermé non vide dans un espace de Hilbert réel).

Soient H un espace de Hilbert réel, C' C H un convexe fermé non vide et a € H \ C. Dans cet exercice, on

se propose de montrer, sans le théoreme de Hahn-Banach, qu’il existe T € H' ety € IR tels que

T(u) <~y pour tout u € C, (1.4
T(a) > 7. (1.5)

On note b la projection orthogonale de a sur C' (I’existence de b est donnée par le théoréme 0.12), c’est-a-

direqueb e Cet |la—b| < |la — u| pouru € C.

1) Montrer (a — b|b—u) > 0 pour tout u € C. [Soitu € C et t €]0, 1[. Utiliser ||a — b||?> < ||a — v||? avec

v = tu + (1 — ¢)b et faire tendre ¢ vers 0.]
Cette question est dans la proposition 0.6.
Corrigé —  Comme C est convexe, v = tu + (1 — t)b € C' et donc
la—=bl* <lla—v|]?=(a—v]a—v)=(a—b+t(b—u)|a—b+tb—u))
= |la = b||* + 2t(a — b|b — u) + t*||b — .
On en déduit 2(a — b | b — u) + t||b — u||* > 0. Ceci donne, quand t — 0, (a — b|b —u) > 0.

2) On définit T € H' par T'(u) = (a — b| u) pour tout u € H. Montrer que T € H' et qu’il existe y tel que

le couple (T, ~) vérifie (1.4)-(1.5).
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Corrigé — L’application T est clairement linéaire.

T(w)| < Jla — blull

La question précédente montre que, pour tout v € C, (a —b|b) —T(u) = (a—b|b—u) > 0.

On prend donc v = (a — b|b). On a bien T(u) < ~ pour tout u € C.

Puis T(a) —v = (a—bla) = (a —b|a—b) = |la — b||*> > 0 car a # b (on rappelle que a ¢ C etb € C).

Elle est aussi continue car, pour tout w € H,

Exercice 1.11 (Prolongement d’une forme linéaire continue dans un espace de Hilbert réel). Dans cet
exercice, on se propose de montrer, sans le théoreme de Hahn-Banach, le théoreme 0.5 (appelé “Hahn-
Banach analytique”) lorsque I’espace E est un espace de Hilbert réel.

Soient H un espace de Hilbert réel, F' un s.e.v. de H non réduit a {0} et f une application linéaire continue
de F dans IR (c’est-a-dire f € F’, F' étant muni du produit scalaire de H).

1) Montrer que f se prolonge (de maniére unique) en une application linéaire continue de F' dans R. (F
étant aussi muni du produit scalaire de H.)

Cette application est encore notée f dans la question suivante.

Corrigé — Comme [ € F', |f(u)| < ||fllr|ulle = || fll# ||u|l & pour tout w € F.

L’application f se prolonge par densité & I. En effet, soit u € F, il existe une suite (up)new de F telle que
Un — u dans H quand n — +o00. La suite (up)new est de Cauchy dans H et donc la suite (f(un))nenN est
de Cauchy dans R (car | f(un) — f(um)| < |[fll77||un — wm||a) et est donc convergente dans R.. Sa limite
dépend (en général) de u mais ne dépend pas de la suite (un)new (car si une autre (v, )n € IN converge vers
wdans H, |f(un) — f(n)| < | fll#/]||un — vn]lg — 0 quand n — +00). On note f(u) cette limite.

Comme Uapplication f est linéaire sur I, son prolongement par densité est donc une application linéaire sur
F. L’application f est continue sur F. En effet, si u € F et si (un)nen est une suite de F telle que u, — u
dans H quand n — +oo, en passant a la limite quand n — +oo dans |f(un)| < || f||F/||un||z on obtient
|f(w)| < || flle||w|| & Done f € F et £l < IfllFr. Comme F C F, on anécessairement || f||z > || f||
et donc finalement || f||z = || f|| -

2) Montrer qu’il existe u € F tel que f(v) = (u|v)y pour tout v € F et que || f|| 7 = |ullz-
[On pourra utiliser le théoréeme de représentation de Riesz, théoreme 0.14.]

Corrigé — Comme F est un s.e.v. fermé de l'espace de Hilbert H, ’espace F' (muni du produit scalaire de H )
est aussi un espace de Hilbert. Le théoréme 0.14 donne alors existence de w € F tel que f(v) = (u|v)n
pour tout v € F. Ceci donne aussi || f||& = ||ullz = ||ullz (remarque 0.2).

Avec la question précédente on obtient finalement || f|| rr = ||u|| a.

3) Montrer, en utilisant la question précédente, qu’il existe g € H' telle que g = f sur F et ||g| g = || || 7.

Corrigé — Il suffit de définir g par g(v) = (u|v)g pour tout v € H. On a bien g = f sur F et (par la
remarque 0.2). ||g|lz = ||ulle = || ] 7-

25



C2. Espaces réflexifs

Soit F un espace de Banach. On rappelle qu’il y a une injection de F dans E”, notée J.
Pour u € E, J(u) vérfie
(J(uw), fYer. e = (f,u)p, B, pour tout f € E.

L application J est une isométrie de E sur son image, Im(.J) C E”.
L’espace F est dit réflexif si Im(.J) = E”.

Si E est dimension finie, dim £ = n € IN. On a alors dim £/ = dim E” = n. Comme J est une isométrie,
on a aussi dim(Im(J)) = dim E = n et donc Im(J) = E”. L’espace E est réflexif.

Le cas des espaces de Hilbert est plus simple que le cas général des espaces de Banach. Si H est un espace
de Hilbert, il y a une isométrie naturelle entre H et H'. Pour u € H, on note I (u) 1’élément de H' défini
par

(Ir(w), )i = (v]u)u.

Le théoreme 0.14 donne que Iy est surjective et on en déduit que Iy est une isométrie entre H et H'.
L’espace H' est aussi un espace de Hilbert. Le produit scalaire dans H’ est donné par (I (u) | I (v)) g =
(v|w)g.

On peut alors remarquer que I’injection canonique J de H dans H' est égale a Iy, o I'y.

En effet, soit uw € H. Pour tout f € H’, on a, avec v € H tel que I (v) = f,

I oIy (w), A m = (f [ {n(w)w = (ulv)g = {u(v),w)n 1
= (J(w), Iu () 1 = (J (), fYur m,

ceci prouve que Iy o I (u) = J(u) etdonc J = Ips o Iy.

Les espaces de Hilbert sont donc réflexifs (et méme “mieux que réflexifs” car il y a cette isométrie entre
H et H'). Par contre, les espaces de Banach ne sont pas toujours réflexifs. L objectif principal du cours C2
est de montrer que ’espace de Banach réel F est réflexif si sa norme est uniformément convexe (définition
2.1). I s’agit d’une condition suffisante, elle n’est pas nécessaire (comme le montre I’exemple des espaces
de dimenson finie, voir I’exemple 2.1).

Définition 2.1 (Norme uniformément convexe). Soit E un espace de Banach. L’espace E est uniformément
convexe (on devrait plutot dire “la norme de E est uniformément convexe“) si pour tout € > 0, il existe

6 > 0 tel que
u—+v

(lull <1, Jloll < 1, Jlu = vll > €) = || =;

|<1-06. @2.1)
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Exemple 2.1. On prend £ = IR? (mais cet exemple se généralise facilement 2 tout espace vectoriel de
dimension finie). La condition (2.1) correspond alors 2 la stricte convexité de la sphere unité de IR ?, ¢’est-2-
dire au fait que, pour z, y € R, ||lz|| = ||ly|| = 1 et || — y|| # 0 implique ||(x + y)/2|| < 1. Pour certaines
normes, cette condition n’est pas vérifiée.

Pour x = (1, 72)! on pose

[2]loo = max{|z1], |z2[},

[l = 2| + [22],

[zllz = V] + |22,

Avec la norme || - |00, I’espace F n’est pas uniformément convexe. Pour le voir, il suffit de prendre, pour
0<e<l,z=(g1) ety=(—¢,1)". Onaalors |z]cc = [|Ylloc = [|(x+¥)/2]|cc = 1et ||z — 1yl = 2e.
Avec lanorme || - ||1, ’espace E n’est pas uniformément convexe. Pour le voir, il suffit de prendre, pour 0 <

e<1/2,x=(1/2—¢,1/2+¢) ety = (1/2+¢,1/2—¢)t. Onaalors || 2| oo = [|Ylloo = [(z+¥)/2]|cc =1
et ||z — ylloo = 4e.

Sphere unité de IR? pour || - ||oo (2 gauche) et pour || - ||1 (2 droite)

Par contre, avec la norme || - ||2, ’espace F est un espace de Hilbert, il est donc uniformément convexe (voir
I’exemple 2.2). (On rappelle toutefois que ces 3 normes sont équivalentes.)

Exemple 2.2. On montre dans cet exemple qu’un espace de Hilbert H est toujours uniformément convexe.
Ceci est une conséquence de I’identité du parallelogramme (proposition 0.4). Soient € > 0 et u, v € H tels
que ||ul| <1, |lv]| < 1let|u—v| > e (et donc nécessairement ¢ < 2). L'dentité du parallelogramme donne

llu+olf* + [lu = ol* = 2[ful|* + 2||v]%,
etdonc |lu +v|? <4 —¢&?et

2
2 € U+ v
<1l—-—

U+ v g2
1 I<y1-5

11 suffit donc de prendre 6 =1 — /1 — %. On a bien 6 > 0.

L’ objectif principal de ce cours C2 est de démontrer le théoreme 2.1.

Théoreme 2.1. Soit I un espace de Banach réel. On suppose E uniformément convexe. Alors F est réflexif.
Pour démontrer le théoreme 2.1, nous allons commencer par démontrer le lemme 2.1.

Lemme 2.1. Soient E un espace de Banach réel, f, g € E' et p € E”, ||¢||lp» = 1.
Alors, pour tout > 0 il existe uw € Bg = {v € E; ||v||g < 1} tel que

|<f7 U>E",E' - <§07f>E”,E/| S Cv
g, W e & — (¢, 9) B | <C.
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Remarque 2.1. Le lemme est immédiat si E est réflexif. En effet, comme J (I’injection canonique de F
dans E” donné par la définition 1.2) est surjective, on peut choisir u € F tel que J(u) = . Comme J est
une isométrie, on a bien ||u|| g = ||¢||g» = 1 (et donc u € Bp) et la définition de J(u) donne

(fruye g = (J(), e = (o e e,
(g, w)pr e = (J(u),9) 5" 5 = (¢, 9) B B

Donc, ce choix de u convient pour tout ¢ > 0.

Démonstration du lemme 2.1.

Pour u € B, on note C,, le point de IR? défini par C,, = ((f,u) g &, (g, u)pr £)*.

On pose C' = {Cy, u € Bg}. L'ensemble C est une partie convexe de IR2. En effet, soient u, v € Bg
ett € [0,1]. On a alors (par linéarité des applications f et g) tCy + (1 —t)Cy = Cpyyq—tyy € C car
tu+ (1—t)v € Bg (grice a I'inégalité triangulaire). L’adhérence de C, notée C, est donc convexe et fermée
(et non vide).

On veut montrer que pour tout ¢ > 0 il existe uw € B tel que

|<f7 U>E',E - <(p7f>E”,E’| S Cv
g, wE B — (¢, 9) B B | < C.

Ceci consiste simplement a dire que le point ({¢, f) g &, (¢, 9) g )t € C.

On raisonne par 1’absurde. On suppose que a = ({¢, f) g g, (¢, 9) g 1)t € C. Le théoréme de Hahn-
Banach géométrique (théoreme 0.6, mais qui est tres facile ici, voir la remarque 2.2) dans IR? donne alors
qu’il existe une application linéaire de IR? dans IR séparant strictement C et a, ¢’est-d-dire qu’il o, 8,7 € IR
tels que

olf,uw) g g+ B{g,u)p g < ypourtout u € B, (2.2)
alp, fler m + B(p, 9) B B > 7. (2.3)

L’inégalité (2.2) donne (af + Bg,u)p g < 7y pour tout u € Bg et donc (en prenant la borne supérieure
quand v décrit Bg) ||af + Bgllp < 7.
L’lnégahté (22) donne Y < <()O, O[f + /BQ>E“,E' S ||g0||E// ||O[f —+ Bg”E/ = Hogf —+ IBgHE/ (Car ||()0||E” = 1)

Onadoncy < |af + Bg||g < 7, ce qui est impossible. On en déduit que ({0, f) g g/, (¢, 9)Er 1)t € C,
ceci donne la conclusion du lemme. O

Remarque 2.2. Dans IR? (et plus généralement dans un espace vectoriel réel de dimension finie ou méme
dans un espace de Hilbert réel) le théoréme sur la séparation d’un point et d’un convexe fermé non vide est
assez facile (et peut se démontrer sans le théoréme de Hahn-Banach, voir I’exercice 1.10).

En effet, soient K est un convexe fermé non vide de IR? et a ¢ K. On note b la projection orthogonale de a
sur K et ¢ le milieu du segment [a, b]. la droite orthogonale au segment [a, b] et passant par le point ¢ sépare
a et K. Cette droite est bien définie par 3 nombres «, 5 et v comme indiqué dans le lemme 2.1.
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Séparation du point a et du convexe fermé non vide K

Démonstration du théoreme 2.1. L’espace E est un espace de Banach réel uniformément convexe. On veut
montrer que Im(.J) = E”, ot J est I'injection canonique de E dans E” donnée dans la définition 1.2.

Etape 1. On sait que J est une isométrie. On en déduit que Im(.J) est une partie fermée de E”. En effet,
80it (U )new une suite de Im(.J) telle que J(u,) — ¢ dans E” quand n — +oc0. On veut montrer que
v € Im(J).

Comme J est une isométrie linéaire et que la suite (J(u,))neN converge, la suite (u,)nenN est nécessai-
rement une suite de Cauchy. Comme E est complet, il existe donc © € E tel que w,, — u dans E quand
n — +oo et donc J(uy,) — J(u) dans E”, c’est-a-dire ¢ = J(u). On a bien montré que Im(.J) est une
partie fermé de E".

Etape 2. Dans I’étape 1, on a montré que Im(.J) est fermé, c’est-a-dire Im(.J) = Im(J). On est donc ramené
a montrer que Im(J) = E”, ¢’est-a-dire que :

pour tout p € E” ettoute > 0, il existe u € E tel que ||J(u) — p||gr < e.

Soient donc ¢ € E ete > 0. On cherche u € E tel que ||J(u) — ¢| g < e. Comme J est linéaire, on peut
supposer sans perte de généralité que ||| g = 1.
On choisit alors § > 0 donné par ’'uniforme convexité de F, c’est-a-dire que € et § vérifient (2.1).
On rappelle que 1 = ||¢||gr = sup{{yp, fYer e, f € E', ||fller = 1}. Il existe donc f € E’ tel que
[fller = 1et

1-0/2<(p,flprm <1 (2.4)

De méme, comme 1 = || ||z = sup{{f,u) g g,u € E,|ul|g = 1}, il existe u € E tel que ||ul|g = 1 et

On va montrer que ||J(u) — ¢l g < €.
On raisonne par I’absurde et on suppose que ||.J(u) — || > €.
Comme ||J(u) — ¢||gr = sup{(J(v) — ¢, 9)E" 5", g € E', |lgllgr = 1} > ¢, il existe g € E’ tel que
llgller = Let
(J(u) = ¢, 9)pr 5 > ¢,
c’est-a-dire
(J(u) — @, 9)pr g =€+, avecn > 0. (2.6)

On utilise maintenant le lemme 2.1 avec f, g, ¢ et ( = min{d/2,n/2}. 1l donne qu’il existe v € B tel que

IN

(f,v)er B — (¢, e m| < 2.7)

IN
NS oo,

¢
g, v)er.E — (0, 9)Er B | <C (2.3)
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On va maintenant montrer que |u — v||g > e et ||(u +v)/2)||g > 1 — 6 en contradiction avec le choix de &
donné par I’uniforme convexité.

Avec (2.6) et (2.8) (on rappelle que (J(v), g) g g = (g, v) g’ E), on obtient
(T(w) — T (), Gy o7 = () — .0) 0 + o — J(0), )y Z e T > e,

comme .J est une isométrie linéaire, ceci donne bien ||u — v||g > € (et donc par I'uniforme convexité
l(w+v)/2||g <1-0).

Pour montrer que ||(u 4+ v)/2||g > 1 — 6, on utilise (2.4)-(2.5) et (2.7). De (2.4)-(2.5) on déduit

1) 1)
(fr)pe =1 =5 ={p. flene =5 2.9)
D’autre part, (2.7) donne
1)
{(fro)pp 2 (e flemp =3 (2.10)

En additionnant (2.9) et (2.10) on obtient (on rappelle aussi que (@, f) g g > 1 —6/2)

u+v u—+v

| le = Il | —e > (f,

En contradiction avec 1I’uniforme convexité. O

)
Ve B > (0, f)Er B — 321- 4,

L’exemple principal d’espace de Banach réel uniformément convexe est Li; (X, 7, m) ot (X, 7, m) est un
espace mesuré et 1 < p < 4-o0. Ceci peut démontrer avec les inégalités de Clarkson (non démontrées ici).
Pour2 <p < +ooetf,ge LP = L%(X,T,m),
f + 9p 1
==L I e)-

"‘H ||Lp < §(Hf||Lp+||9||Lp

Pour 1 <p<26tf,g€Lp=L%(X7Tam),

f+9 1 1 1 _ _
I 2 + 1 52D < eI, + gl o,

Le théoreme 2.1 donne donc que Li; (X, T,m) estréflexif si 1 < p < 400 (et (X, 7T, m) est un espace me-
suré). Il est alors assez facile de voir que Lg, (X, 7, m) est aussi réflexif si 1 < p < +oo (car Li,(X, T, m)
peut étre vu comme deux “copies” de LT, (X, T, m)). Par contre, les espaces Li; (X, T, m) et L (X, T, m)
ne sont pas réflexifs, sauf cas particuliers.

On rappelle enfin que L, (X, T,m) et L,(X, T,m) sont des espaces de Hilbert.

La réflexivité de L1 (X, T, m) (etde LT, (X, T, m)) donne un moyen pour caractériser le dual de I’espace
L (X, T,m) (et L,(X,T,m)) pour 1 < p < +o0.
On rappelle maintenant brievement la définition les espaces L? et cette caratérisation de (L?)’.

Définition 2.2 (Les espaces LP). Soient (X, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +o0 et f une fonction définie
de X dans K (avec K = R ou €), mesurable. On dit que f € L% = L5 (X, T,m) si [|f|Pdm < +oo.
On pose alors :

151, = ( [ 15ram)’
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De maniére analogue au cas p = 1 on quotiente les espaces L% par la relation d’équivalence “= p.p.” afin
que I’application f — || f||, définisse une norme sur I’espace vectoriel des classes d’équivalence.

Définition 2.3 (Les espaces LP). Soient (X, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +o0.

1) On définit I'espace LY. (X, T, m) (avec K = IR ou C) comme I’ensemble des classes d’équivalence des
fonctions de L, pour la relation d’équivalence (= pp). En I’absence d’ambiguité on notera LP I’espace
LY (X, T,m) (avec K = R ou C).

2) Soit F' € LI (X, T,m). On pose ||F||, = ||f||p si f € F. (Cette définition est cohérente car ne dépend
pas du choix de f dans F. On rappelle aussi que F' = f ={g € LP; g = f p.p.}.)

Proposition 2.1. Soient (X, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +o0. Alors : Lt (X, T, m), avec K = R
ou @, est un espace de Banach, réel ou complexe selon que K =R ou K = C.

Pour caractériser les espaces (LP)’ on uilise I'inégalité de Holder. On se limite pour simplicité au cas des
Banach réels. La généralisation au cas des Banach complexes est facile.

1 1
Lemme 2.2 (Inégalité de Holder). Soient (X, T, m) un espace mesuré et p, q €)1, +oo[tels que — + — = 1.

P q
Soient f € L (X, T,m) et g € L (X, T,m). Alors, fg € Ly (X, T,m) et

1fglle < 1 f1lpllgllq- 2.11)

Soient (X, 7, m) un espace mesuré et p €]1, +00[, on pose ¢ = % (de sorte que % + % =1, ¢ s’appelle
le conjugué de p).
Soit f € L%, on considere I’application :

oy g€ L — /gfdm. (2.12)

L’inégalité de Holder montre que ¢ (g) est effectivement bien définie pour g € Li; et que ¢ est continue
de Ll dans IR ; donc ¢y € (Liz ) et ¢ (g) peut aussi se noter (¢, g) (L . 1 -
On peut aussi obtenir un majorant de la norme de ¢ car I’inégalité¢ de Holder donne

(s, 9 wgyr.ey | =179 < I fllqllgllp, pour tout g € Lig,

d’ou I'on déduit que ||| (ze ) < [|f[lq-
On définit donc une application ® : f — ¢y de L dans (L, )’. La définition de ¢ (formule (2.12))
montre que cette application est linéaire. Elle est continue. On montre maintenant que c’est une isométrie.

Proposition 2.2 (Injection de L? dans (LP)"). Soit (X, T,m) un espace mesuré. Soient p €]1,400[ et
q= %. L’application ® : f +— @y, ot @y est définie par (2.12) est une application linéaire de Ly, dans
(L) De plus, c’est une isométrie de L, sur son image, c’est-a-dire que lefllczzy = I fllq pour tour
felLf.

Démonstration de la proposition 2.2.  On sait déja que ® est une application linéaire de L{; dans (L)’

On saitaussi que || || (L2 ) < [|f|lq pour tout f € L, . Pour terminer la démonstration de cette proposition,
11 suffit donc de montrer que, pour tout f € Li,,

lesllzey = 11fllq- (2.13)
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Soit f € L%. On suppose f # 0 (sinon (2.13) est immédiat). On confond f avec I'un de ses repré-
sentants, de sorte que f € L£¢ = L% (X,7,m). Pour montrer 2.13, on définit g : X — IR par
g(x) = | f(x)|? tsign(f(z)) Pour ce choix de g, on a

o)l _ 1 1
=L fodm=— e = I
ol fllé’/ T

car g — % = 1. On en déduit que

h
losllany = s 22 e ey g0y > *ﬁ;ﬁf)' = £l
P P

ceci donne (2.13). O

Il reste maintenant a montrer que 1’application ® donnée dans la proposition 2.2 est surjective. On obtient
alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.2 (Dualité LP — L9). Soient (X,T,m) un espace mesuré, 1 < p < +00, ¢ = p’%l etT €
(LR ). Alors, il existe un unique f € L%, t.q.

T(g9) = /gfdmpour tout g € Li .

c’est-a-dire telle que T' = @ avec @y donnée par (2.12). On a donc montré la surjectivité de I’application
<(I> p: )/L?R — (LIy) définie par ®(f) = @5 pour f € L. L'application ® est une isométrie entre Ly et
L)
R

Démonstration du théoréeme 2.2. La démonstration de ce théoréme, en utilisant la réflexivité de L?R, fait
I’objet de I’exercice 5.1. U
La situation pour p = 1 est différente. On définit d’abord I’espace L5 .

Définition 2.4 (L’espace L>°). Soient (X, T, m) un espace mesuré et f une fonction mesurable (de X dans

R);

1) on dit que f est essentiellement bornée, ou encore que f € LE, s’il existe C € R tel que |f| < C p.p.;

2)si f € LE, onpose ||f|lco =nf{C e R4 ;|f| <Cpp.}

3)si f & L, on pose || f|lococ = +00.

Définition 2.5. Soient (X, T, m) un espace mesuré et

1) On définit Lyy = LK (X, T, m) comme I’ensemble des classes d’équivalence sur L pour la relation
d’équivalence “= p.p.”.

2) Soit F € L. On pose ||F|loo = ||fllsc avec f € F, de sorte que F = {g € L ; g = f p.p.}. (Cette
définition est cohérente car || f||o ne dépend pas du choix de f dans F.)

Proposition 2.3. Soient (E, T, m) un espace mesuré. L’espace L est un espace de Banach réel.
Le théoréeme 2.2 est alors vrai si p = 1, ¢ = oo et que la mesure m est o-finie.

Théoréme 2.3 (Dualité L' — L>°). Soient (X, T,m) un espace mesuré o-fini. Pour f € L, on note ¢
I’élément de (Li; )’ défini par

(05 9)ry, 0 = ¢5(g) = /gfdmpour tout g € L.

Alors Uapplication ® : f — @y est une isométrie entre LS et (Li; )’ (en particulier, elle est surjective).
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Démonstration du théoréme 2.3. La démonstration du fait que ® est une isométrie de L§Y dans (L)’ se
fait de maniere semblable a celle donnée dans la proposition 2.2, elle est non détaillée ici (mais est faite dans
I’exercice 5.2).

La démonstration du caractere surjectif de ® est 1’objet principal de 1’exercice 5.2.

Noter que la démonstration du caractere surjectif de ® ne peut pas se faire en utilisant la reflexivité car
I’espace Li; est en général non réflexif. (]

Sip = oo et g = 1, la proposition 2.2 est encore vraie mais I’application ® n’est, en général, pas surjective
(sinon, 1’espace L! serait réflexif). L application ® est donc seulement une isométrie non surjective de L'
dans (L*>°)’.

td2. Convergence faible, convergence faible-x

Exercice 2.1 (Unicité de la limite).
Soit F est un espace de Banach réel.

1) Soient (z,)new C E, z,y € E t.q. x, — z faiblement dans F et x,, — y faiblement dans £ (quand
n — o0). Montrer que x = y.

Corrigé — Pour tout o € E', p(x) = o(y) = limy_ 400 @(zn). En utilisant le premier item de I’exercice
1.1, ceci suffit pour affirmer que x = y. En effet, si x # y, le premier item de I’exercice 1.1 donne I’existence
de ¢ € E' tel que p(x) — p(y) = p(z —y) = [lz —y|| # 0.

2) Soient (T, )pew C E', T, S € E' t.q. T, — T x-faiblement dans F’ et T,, — S x-faiblement dans E’
(quand n — oc0). Montrer que 1" = S.

Corrigé — Pour tout x € E, T'(x) = S(x) = limy— 400 Tn(x). Ceci donne exactement T = S.

3) Soient (Ty)new C E', T, S € E’ tq. T, — T -faiblement dans E’ et T,, — S faiblement dans E’
(quand n — oc0). Montrer que 1" = S.

. - , . o ,
Corrigé — La convergence faible dans E' de T}, vers S implique la convergence faible-x dans E' de T, vers
S. La question précédente donne alors T' = S.

Exercice 2.2 (Convergence faible et faible-x impliquent bornée).
Soit E est un espace de Banach réel. Soient (T),)new C E', T € E' et (zp)new C E, x € E.

1) On suppose que T,, — T x-faiblement dans E’. Montrer que la suite (7}, ),cn est bornée.

Corrigé — Pour tout v € E, la suite (T,, (-’If))nc]N est bornée (car convergente). Le théoreme de Banach-
Steinhaus, théoreme 0.8),avec F' = IR, donne alors que la suite (|| Ty || g/ )new est bornée.

2) On suppose que z,, — x faiblement dans E. Montrer que la suite (z,,),ecn est bornée.

Corrigé — On note J Uinjection canonique de E dans E" (définition 1.2). La suite (J(y))new est faible-x
convergente dan E" vers J(z) (car {J(xn), T)prr.pr = (T, zn)pr g = (Tyx)pr g = (J(x),T)pr g5 pour
toutT € E').

La question 1 donne alors que la suite (||J(xn)| g7 )new est bornée, ce qui donne le résultat demandé car
17 (@a)lln = 2l

E.
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3) On suppose que T,, — T dans E’ et z:,, — x faiblement dans E.
Montrer que (15, Zpn)rr g — (L, %) 5 E.
Corrigé —  La question 2 donne que la suite (xn)nen est bornée dans E. On note C' = sup,, ¢y ||Zn || -
(Tn,2n)er B — (T, 2)p B <|{Th,2n)pr .5 — (T, 2n) e Bl + (T 2n)e B — (T, 2) 5 E|
< HTn - THE’ HanE + ‘<T7 m'rL)E’,E - <T7 x)E’,E‘
<C\Tn —=T|g + (T 2n)p g — (T, z)p 5| = 0 quand n — +o0,
carTy, — T dans E' et x,, — x faiblement dans E.

4) On suppose que T,, — T x—faiblement dans F’ et z,, — x dans E.
Montrer que (T, Tp) g g — (L, T) g E.
Corrigé —  La question I donne que la suite (Ty,)new est bornée dans E'. On note C = sup,,cy || Tnl /-
\(Tn,l‘n>}~)',hj - <T7 «T>E’,E‘ < |<Tn7$n>l~:’,E - <Tn7x>E’,E + |<Tn-,$>E',E - <T7 f)E’,E‘
STl llen —2lle + [(Tn, @) g2 — (T, 2) 5 6]
< Cllan —z||lg + |{Th,2)pr g — (T, 2) g 5| = 0 quand n — +o0,

car o — x dans E et Ty, — T x-faiblement dans E'.

Exercice 2.3 (Dans /! (IN), convergence faible = convergence).
On pose :

£° ={*°(IN) = {z = (Tn)nen; Tn € IR pour tout n € IN, sup{|z,|, n € N} < o},
0 =" (IN) = {z = (Tp)nen; T, € R pour toutn € IN, > |z, | < oo}

Pour x = (z,,)nen € £°° on pose ||z|| e = sup{|z,|, n € IN}.
Pour z = (2p,)new € €' onpose [|z]j1 = D 0r |zn.
1) Montrer que £>° et £* sont des espaces de Banach.

Corrigé — On commence par montrer que {°° est un espace de Banach.

1l est facile de voir que || - ||oo est une norme sur £°°.
En effet, ||z||coc = 0 implique © = 0, ||[Ax]|co = A||2]|co pour z € £° et X > 0, |2 + ylloo < [|Z]|oo + [|Y]loo
pour © = (Tp)new € £ ety = (Yn)new € £°° car, pour tout n € N, |zn + Yn| < |@n| + yn| <

12|04 ¢/l oo
On montre maintenant que £°° est complet.

Soit (Z'(n))nglN une suite de Cauchy de £°°. On note m,ETL) les composantes de m(”>, c’est-a-dire que 2 est la

suite (zgn))iem.
Pour tout i € IN et pour tout n, m € N, ‘.L,(Ln> -

Cauchy dans IR. On note x; sa limite.

(n)

l'gm)‘ < ||lzn — Tm||oo- La suite (x;

La suite © = (x;)ieN appartient a €°° car (pour tout i et tout n) \L§n>| <z < SUDpeN 2P )00 <
+o00 car la suite (x(”))nem est de Cauchy dans €°° et donc bornée dans (°°. Quand n — 400, ceci donne
|7i| < sup,en 2P || oo (pour tout i) et donc = € £>°.

1l reste a montrer que ™ — x dans (> quand n — +oc.

Soit € > 0, comme la suite (.T("))ng]]\] est de Cauchy dans °°, il existe n. tel que, pour tout i € 1N,

n, m>ne = |L£") - :L‘Em)‘ <e.

34

)nen est donc de



Dans cette inégalité, on fixe n et on fait tendre m vers +00, on obtient (pour tout i € IN),
n>n.= 2" -z <e,
et donc (comme n. ne dépend pas de 1)
n>ne= ||z — 2w <e.

On a bien montré que =™ — z dans (> quand n — +oc et donc que £ est complet.

On reprend maintenant la méme technique pour montrer que ¢* est espace de Banach.

La norme || - ||1 est une norme sur ("

En effet, ||z||1 = 0 implique x = 0, |Az|l1 = |||+ pour x € £' et X > 0. Puis, pour x = (T )nen € £'
ety = (Yn)new € 2, on a, pour tout n € IN, |z, + Yn| < |@n| + ynl, ef donc, en sommant sur n € IN,
4yl < [lzf] + [yl

On montre maintenant que { Lest complet.

Soit (m(">)nem une suite de Cauchy de ?r. On note azgn) les composantes de x(”), c’est-a-dire que (") est la

suite (‘Z'gn))ig]]\].

(n)

xE") — xf;m)| < |l@n — xm||1. La suite (x;"" ) new est donc de Cauchy

Pour tout i € IN et pour tout n, m € N,
dans IR. On note x; sa limite.

La suite x = (xi)iem appartient a o car, pour tout I € IN et tout n,

I
>l ] < 2™ < sup 2@l < +oo
i=0 peN
car la suite (x(”))nem est de Cauchy dans (* et donc bornée dans (*.

Quand n — +o0, ceci donne Zf:o 73] < sup,en |z P ||1. Puis, quand T — 400, ||z|): < SUP, ey 2P|,
etdonc x € (.

1l reste & montrer que =) — x dans € quand n — +oo.

Soit € > 0, comme la suite (x(”))ﬂ,em est de Cauchy dans 0, il existe n. tel que, pour tout I € IN,

I
n, m>n. = Z 2™ — 2™ < 2™ = 2™, <e.
i=0
Dans cette inégalité, on fixe n et on fait tendre m vers +o00, on obtient, pour tout I € N,
I
n>ne = Z|x§") —z;| <e,
i=0
et donc, giand I — +o00,
n>ne= |z -z <e.

On a bien montré que ©™ — x dans £* quand n — +00 et donc que £* est complet.

2) Soity = (yn)nelN €.
On définit T}, : ¢* — IR par :
Ty(x) = Z:cnyn, Vr € £t
n=0
(Remarquer que la série Zflo:o ZnYn est bien convergente, pour tout x € £1.)
Montrer que Ty, € (¢')', et que || T2y = [|ylloo-

Corrigé — La série y )" Tnyn est absolument convergente car

e [eS)
S 2ngal < lyllee 3 ol = gl ol < +oc.
n=0 n=0
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L’application Ty est bien linéaire. Elle est continue car |Ty(x)| < 377 |znyn| < |[yllco|lz|li < +o00. Ceci
donne aussi || Tyl o1y < |[yl]oo-

Soit p € IN. En prenant x tel que x, = 0 sin # p et x, = 1, on obtient |Ty(x)| = |yp| = |yp|||lz||1 et donc
Tyl ety > |yp|- On en déduit || Ty 1y > sup,e [Yp] = Y]l co-

Finalement, on obtient bien || Ty || ;1) = ||yl[oo-

3) Soit T' € (¢')'. Montrer qu’il existe y € £>° tel que T = T,,.
[On pourra poser y,, = T'(e(™), avec ™ = (6,,;)ien]
Corrigé — On pose y = (yn)new avec yn, = T(e™).
Soit & = (xn)new € LY. Pour p € N, on définit ' par 2P = (2P));en avee mEp) =xisii < pet
2P = 0sii < p, c’est-a-dire zP = S wnel™.

Par linéarité de T', on a donc, avec T, défini a la question ptécédente,

P P
T(2L<p) = Z -/L'nT((i(n)) = Z TnlYn = Ty([L(p)

n=0 n=0

Comme T et T, appartiennent & (€)' et que ) — & dans 0* quand p — +oco, on en déduit, quand p — +oc,
que T'(x) = Ty (x). On a bien montré que T = T,.

4) Soit (x(™),,ew C ' une suite telle que :
) = (xl("))iem, xl(-") — 0, quand n — oo, pour tout i € IN.

i) |||, = 1, pour tout n € IN.

a. Montrer que I’on peut extraire de la suite (2(™)),cy une sous suite (2("*)),cqy et trouver une suite
(k) ke C IN telles que :

SN TR S FURE: SR N A |
Nk Nl Nk
ak<ak+1,Z|xi |gg,_z A S | <5 VkEN.
i=0 i=ar+1 i=apq1+1

Corrigé — Le choix de la suite (au,)kew se fait par récurrence sur k (et la suite (ng)rew est construite
pendant la récurence).

Initialisation : On choisit cg = 0.

Itération : On suppose o, connu, k > 0.

On choisit ny, tel que
aussi ng > Ng—1.

ag

i=

o \15”")\ < 1 Ceci est possible gréce a la condition i). Pour k > 1, on choisit

A \ .. .. . .. Q1 (ng) 3
Grdce a la condition ii), on peut alors choisir c+1 > au, tel que > imag41 ;"% > <.
ondition ii N oo (k) 1
La condition ii) donne alors nécessairement imap 141 |z, < s

b. Montrer qu’il existe y € £*° telle que T}, (z(™*)) > L, pour tout k € IN ((z(™*)) ey donnée en a.).

Corrigé —  On choisit y = (yi)iew avec y; = sign(ccﬁ"*')) si ap < 1 < ags1, k € IN (on rappelle que
sign(s) = 1sis > 0etsign(s) = —1si s < 0 et, par exemple, sign(0) = 1).

On a bieny € 0> et T, (™) > i

5) Soient (™), ey C €' et z € £'. Montrer que (™ — z faiblement dans ¢! (c’est-a-dire T'(z(™) —
T(x) pour tout T € (£')’) si et seulement si (") — z dans ¢*.
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Corrigé — Il s’agit de montrer que la convergence faible dans (* implique la convergence dans ¢* (la ré-
ciproque étant toujours vraie). On raisonne par contradiction, on suppose que (™ 4 x dans 0*, c’est-a-
dire ||z™) — z||; /4 0 quand n — +oco.

1l existe donc € > 0 et une sous-suite de la suite (.77(”))7,,6]1\1, que nous noterons encore (.r(”))ne]N, telle que
|z — |1 > e pour tout n € IN.

2(n) _

On pose alors, pourn € IN, 2" = M, de sorte que ||z ||; = 1 et 2™ — 0 faiblement dans 0* (car,
z (") —zx||y

pour tout T € (£1)), |T(2™)| < (1/e)|T(z™) — T'(x)| = 0 quand n — +o0). En particulier, en prenant

Yy = e® défini a la question 3, limy, oo T, (i) (z(")) =0, ¢’est-a-dire lim,_ 4 o ZE") =0.

La suite (z("))nem vérifie donc les conditions i) et ii) de la question 4. La question 4 donne alors qu’il existe

y € 0> et une sous-suite de la suite (2™ e, notée (2", e, tels que Ty ((2™)) > L pour tout k, ce

qui contredit la convergence faible dans €* vers 0 de la suite (z("))nem.

Exercice 2.4 (Convergence, convergence faible et converge faible-x).
Pour n € IN, on définit f,, : IR — @ par f,(t) = einte—t? pour tout ¢ € IR.
On note L, (IR) I'espace L, (IR, B(IR), A).

1) Montrer que (fn)new C Lig(IR) pour tout p € [1, co].

Corrigé —

Soit n € IN. (Noter que f,, est continue et donc mesurable, IR, et C étant munis de la tribu borélienne.)

Pour p € [1, +00],
/ | fr(t)|dt = / e dt < +oo
R R

et donc fr € Lg,(R). (Comme d’habitude, la fonction fy est identifiée a I’élément de Lg,(IR) a laquelle ceite
fonction appartient.)
Pour p = 400, | fn(t)| < 1 pour tout t et donc f, € LT, (IR).

2) Soit ¢ € Lg(IR). Montrer que
/ e™q)(t)dt — 0, quand n — oo.
R

[Utiliser la continuité en moyenne dans L', c’est-a-dire |[¢(. + h) — 9| ri(m) — Oquand h — 0]

Corrigé —  Soitn € IN*. Comme '™ = —1,

/‘ eintw(t)dt —— / ei"(t+%)’(/)(t)dt
JIR

JIR
et donc,

' int o ' int - . in(t+ )
2-/]]16 l/l(t)dt—/me P(t)dt /}Re P(t)dt
int o ,ins . E N Jint o o
- /}R e () dt /}R e (s — T)ds /}R e ((E) — p(t — T))dt.

On en déduit

2/ [ e o] < 10— 5 = Dy

La a continuité en moyenne dans L' donne bien le résultat désiré.
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3) Soit 1 < p < oo. La suite (f,)new converge-t-elle faiblement dans Lg, (IR ) ? La suite (f,)nen converge-
t-elle dans L, (R) ?

Corrigé —  On définit la fonction h par h(t) = et (pourt € R).
Soitq=p/(p—1)sip>letq=+oosip=1.

Pour g € L%L(IR), on pose tp = gh. Comme h € L%(IR), I'inégalité de Holder donne ¢p € Lg(IR). La
question 2 donne alors

/ fn(t)g(t) dt = / e (t)dt — 0, quand n — co.
JR Jr

D’apres les théoremes de dualité dans les espace LP (théoréme 2.2 si p > 1 et théoréme 2.3 si p = 1, avec C
au lieu de R ), ceci signifie que fr, — O faiblement dans L, (IR).

La suite (fn)new ne converge pas dans Li,(IR). En effet, comme elle converge faiblement vers 0, la limite ne
pourrait étre que 0. Or, pour tout n € IN,

p _ 7pt2
anHL%(IR)_'/]Re dt#o.

4) On identifie (voir cours, théoreme 2.3) L (IR) au dual de L (IR).
(a) La suite ( f,)nen converge-t-elle x-faiblement dans L (IR) ?

Corrigé —  En reprenant les notations de la question 3, pour g € Lg(IR) et = gh, comme h € L (IR),
’inégalité de Holder donne v € L, (R) et la question 2 donne alors

/ fa(®)g(t)dt = / e p(t)dt — 0, quand n — oo.
R R

Comme L (R) est identifié au dual de L (IR), ceci signifie la suite (fn)new converge x-faiblement vers
0 dans Lg (IR).

(b) La suite (fy)nen converge-t-elle dans Lg (IR ) ?

Corrigé — Comme a la question 3, la suite (fn)new ne converge pas dans Lg (IR). En effet, comme elle
converge faiblement vers 0, la limite ne pourrait étre que 0. Or || fn|| Lo (r) = 1 pour tout n € IN.

(c) La suite (f,)new converge-t-elle faiblement dans L’ (IR) ?
[On pourra, par exemple, considérer I’application T' de Cy(IR,, €) dans IR définie par
(T, ¢)cy,c, = ©(0) etla prolonger (par Hahn-Banach) sur tout LgF (IR ).]

Corrigé — On considere 'application T’ suggérée.

L’espace Cy(IR, C) est bien en s.e.v. de Lg (IR) (comme d’habitude, si ¢ € Cy(IR, C), on confond ¢ avec
Iélément de LE (R) auquel [ appartient) et ’application T est bien linéaire continue de Cy,(IR, C) dans
R avec Co(IR, ©) muni de la norme de L (R) (car si ¢ € Co(IR, T), [[¢llLg(r) = supier ()] >
lp(0)])-

Le théoreme de Hahn-Banach permet alors de prolonger 'T" en une application T ¢ (LF (R))".

On montre maintenant que la suite (fn)new ne converge pas faiblement dans Lg (IR). En effet, la conver-
gence faible implique la convergence faible-*. La limite faible de la suite (fn)new ne peut donc étre que 0
(d’apres le corrigé le la question 4a). Or, pour tout n. € IN,

<T7 f’rL>(L°°)’<,L°° = <T-, f'n>(L°°)’,L°° - <T> fn)(Cb)’,Cb = fn(o) =1,
et donc (T, frn)(nooy Lo 7 0 quand n — +oo.
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Exercice 2.5 (Convergence L°°-faible donne convergence p.p.).

Soit © un ouvert borné de IR. On note L? I’espace LT (2, B(2), \).

Pour zz € Q et h > 0, on pose B(x,h) = {y € Qtq. |x — y| < h} et on désigne par | B(z, h)| la mesure de
Lebesgue de B(x,h). Pour f € L', z € Q et h > 0, on pose

1
P = TBGm] Soen

On dit que z est un point de Lebesgue de f si fj,(x) a une limite dans IR quand h — 0.
(Noter que le fait que x est un point de Lebesgue de f ne dépend pas du représentant choisi pour f.)

Sixz € Q,onpose F,, = {f € L™ tel que z est un point de Lebesgue de f}.

1) Soit z € Q. Pour f € F, onpose T,.(f) = limp_,o fr(x). Montrer que F,, est un sous espace vectoriel de
L et que T}, est une application linéaire continue de F;, muni de la norme de L>°, dans IR. En déduire
qu’il existe T, € (L)' telle que T,,(f) = T (f) pour tout f € F.

Corrigé— Soient f, g € Fy et A\, p € R. Par linéarité de U'intégrale, \f + pug € Fy et Tu(Af + pg) =
T,(f )+ pTw( g). L’espace F, est donc un sous espace vectoriel de L™ et I’application T, est une application
linéaire de F,, dans IR.

On remarque ensuite que, pour tout h > 0,
p.p.). On en déduit, quand h — 0, | Ty (f)
F,., muni de la norme de L, dans IR..

5@ < 151 S |F @y < [ flla (car|£] < ||l
< ||fllze~ et donc que T, est une application linéaire continue de

Le théoréme de Hahn-Banach (théoréme 0.5) donne alors 'existence de T, € (L) telle que T (f) = Tu(f)
pour tout f € Fy.

Pour la suite de cet exercice, on admet que, si f € L', presque tout point x de € est un point de Lebesgue
de f et on a, pour presque tout x € 2, limy_,o fr(x) = f(z) (c’est-a- dire f € F, et T,.(f) = f(x) pour
presque tout z € ) !. Ceci est démontré dans les cours d’intégration.

Soit (f)nenN une suite bornée de L™ et f € L. On suppose que f,, — f faiblement dans L>°, quand
n — +o00.

2) Montrer que f,, — f p.p.

Corrigé —
Pour tout x € Q, Uapplication T, trouvée a la question 1 appartient a (L°°)' et donc

lim Tr: (f*n) - TT (f)

n——+oo
Pour tout n € IN, il existe A, € B(R2), de mesure nulle et tel que f,, € Fy et Ty(fn) = fn(x) pour tout
x & Apn. De méme, il existe A € B(Q)), de mesure nulle et tel que f € Fy et T, (f) = f(x) pour tout x ¢ A. 2

On pose B =AU (UnewAn). L'ensemble B est de mesure nulle (par o-additivité d’une mesure) et, pour tout
x ¢ B,

(@) = To(fn) = Tu(fn) = Tu(f) = Tu(f) = f(x) quand n — +oo.
Ceci donne bien f,, — f p.p. quand n — +o0.

3) Montrer que f,, — f dans L!.

1. L'ensemble des points  pour lesquels T3 (f) # f(z) dépend du représentant choisi pour f mais cet ensemble est toujours de
mesure nulle.
2. Bien siir, Ay, dépend du représentant choisi pour f,, et A dépend du représentant choisi pour f.
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Corrigé — Comme la suite (fn)nen est une suite bornée de L™ et que ) est borné (et donc de mesure de
Lebesgue finie). Le théoréme de convergence dominée permet d’affirmer (grdce au fait que fn, — f p.p.) que
fn — fdans L' quand n — +cc.

4) Soit 1 < p < co. Montrer que f,, — f dans LP.
Corrigé — Comme a la question précedente, ceci est une conséquence du théoreme de convergence dominée

(dans L?).

Remarque : la convergence faible-x dans L°° n’implique pas la convergence p.p.. Un exemple possible
consiste a prendre 2 =]0, 1| et, pour n € IN*

1
fo(x) =41 siz E]B,pi_k [, p pair,
n n

1
fo(x)=—-1six E]B,i[, p impair.
n’ n

On montre alors que lim,,_, | oo fol fn(x)(x)dz = 0 pour tout p € C,(]0, 1[,IR). Puis que

1
lim / fn(2)g(x)dx = 0 pour tout g € L*
0

n—-+oo
(en utilisant la densité de C.(]0,1[,IR) dans L'). Ceci donne f,, — 0 x-faiblement dans L°°. Pourtant
fn # 0 p.p. car, pour tout n € IN*, | f,,| = 1 p.p..
Exercice 2.6 (Comparaison ¢P(IN)-£4(IN)).
Pour 1 < p < 400, f# = (P(IN) = {2 = (Zn)nen; 2n € R pourtoutn € IN, 37 |2, [P < oo}
etpour & = (T,)new € O, ||zll, = (2520 | |P) /7.
Pour p = 00, {*° = (> (IN) = {z = (2, )nen; Zn € R pour tout n € IN, sup{|z,|, n € N} < oo}
etpour = (Zn)neN € £°°, ||Z]|oc = SUP e |-
Avec cette norme, /P est, pour 1 < p < 400, un espace de Banach (voir un cours d’intégration ou, pour
p=1etp = oo, 'exercice 2.3).
1) Soit 1 < p < ¢ < +00. Montrer que /P C ¢4 et que, pour tout = € /P,

HxHq < Hpr

Corrigé — On considére d’abord le cas q < +o0.

Soit x = (Tn)nenN € LP. On suppose ||z||, = 1, on a alors, pour tout n € N, |x,,| < 1 et donc |z, |? < |zn|P.

En sommant sur n, on en déduit
. |a p_
E |2n]? < E |zn|” =1,
n€IN n€IN

jall, < 1.

Soit maintenant x € (7, x # 0. Comme HH:WH" = 1, on déduit du résultat précédent que H;‘MF € (7 et
li=—|lq < 1. Cecidonne x € £9 et ||z||q < [|z||p.
llllp 19 ! p

etdonc x € 11 et

On considére maintenant le cas ¢ = +o0.
Soit x = (xn)new € LP. Pour tout m € N,
[2]loo < [2]p-

Tm| < (XChen |2 |P)P = ||z, et donc x € £ et
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2) Soit 1 < p < g < +00. Montrer que ¢ est dense dans ¢9.

Corrigé —
On note B l’ensemble des suites réelles ayant seulement un nombre fini de termes non nuls. Il suffit alors de
remarquer que B C {7 et que B est dense dans £ (car si x = (zn)new € 9, limy 400 3,0 |24]7 = 0).

3) Soit 1 < p < 4o00. Montrer que ’adhérence de ¢¥ dans £*° est I’ensemble A défini par
A= {x = (xn>nE]N§ nll}I—&I-loo Ly = 0}

En déduire que ¢P n’est pas dense dans £°°.
Corrigé — L’ensemble A est une partie fermée de £ et c’est I’adhérence dans (*° de la partie B introduite
dans la question 2. Comme B C * C A, I’ensemble A est aussi I’adhérence de (¥ dans (*°.

Comme A # (°°, (P n’est pas dense dans £°°.

NB : Lorsque (X, 7, m) est une espace de mesure finie, on a toujours 1’inégalité inverse, c’est-a-dire
LP(X,T,m) C LY(X,T,m)sil < qg<p<+oo.
Exercice 2.7 (Caractérisation de la densité d’un s.e.v. d’un espace de Banach).

Soient £ un espace de Banach réel et G un s.e.v. de E.

1) Montrer que G = E si et seulement si
(feFE (f,uypr g =0pourtoutu € G) = f =0. (2.14)

[Utiliser I’exercice 1.1.]

Corrigé —  La condition (2.14) peut sécrire “G C Ker(f) = Ker(f) = E”
Si G = E, comme, pour tout f € E’, Ker(f) est fermé, on a bien Ker(f) = E.

Réciproquement, on suppose que, pour tout f € E', “G C Ker(f) = Ker(f) = E”
On raisonne par Iabsurde. Si G # E, il existe x ¢ G. L'exercice 1.1 (deuxiéme item) montre alors qu’il existe
feE telque (f,u)p g # 0et G C Ker(f), en contradiction avec I’hypothese (car u & Ker(f)).

2) On suppose maintenant que F = F’ (ou F est un espace de Banach réel).

(a) On suppose F' réflexif, Montrer que G = F” si et seulement si

(v e F, {(g,v)p r=0pourtoutg € G) = v = 0. (2.15)

Corrigé — On note J injection canonique de I dans F" (définition 1.2). La condition (2.15) peut sécrire
(veF, (J(),g)p g = 0pourtout g € G) = v =0.

Comme F est réflexif, J est une isométrie entre F et F"'. cette derniére condition est donc équivalente ¢
(p € F" {p,g)rr g = 0pourtout g € G) = ¢ = 0,

ce qui est équivalent a Ker(G) = F' d’aprés la question 1.
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(b) On ne suppose plus que F est réflexif. Donner un exemple pour lequel G' # F”’ et pourtant (2.15) est
vérifié, c’est-a-dire
(veF, (g,v)p r=0pourtoutg € G) = v =0.
[On pourra prendre F' = ¢! et, en identifiant (/1) avec £>°, G = (1 ]

Corrigé — Comme suggéré, on prend F = {* (et donc (01) identifié avec (>°) et G = £* (I’ensemble G est
bien un s.e.v de (°°).

Soit v = (vp)new € L' tel que (g, V) goe g1 = 0 pour tout g € £>°. Soit m € N. En prenant g = (gn)neN
avec gn = 0sin # m et gm = 1, on en déduit que v, = 0. on a donc v = 0. La condition (2.15) est donc
vérifiée. Pourtant G # F' car G = {u = (un)nen; imp_4oo un = 0} (exercice 2.6 question 3).
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C3. Espaces séparables

Définition 3.1.

Soit I un espace de Banach. L’espace E est séparable si il contient une partie dénombrable dense.

Quelques rappels sur les cardinaux. Soient A, B deux ensembles :

1) On dit que card A < cardB si il existe une application injective de A dans B (on dit alors qu’il existe une
injection de A dans B).

2) Théoreme de Bernstein. On suppose qu’il existe une application injective de A dans B et une application
injective de B dans A.
Alors, il existe une application ¢ bijective de A dans B (donc Imp = B).

3) On dit que card A = card B s’il existe une application ¢ bijective de A dans B.

4) Grace au théoreme de Bernstein, on a bien

(cardA < cardB et cardB < cardA) = (cardA = cardB).

5) On a toujours cardP(A) > card(A) (c’est-a-dire qu’il y a une injection de A dans P(A) mais pas de
bijection).
Démonstration de I'item 5. 1l est facile de construire une injection de A dans P (A), il suffit de considérer
I’application a — {a} (c’est-2-dire que a I’élément a de A, on associe la partie de A réduite a 1’élément
a). Pour montrer que cardP(A) # card(A), on raisonne par I’absurde. On suppose qu’il y a une bijection,
notée ¢ de A dans P(A) et on considere la partie P de P(A) définie par P = {a € A; a & ¢(a)}. Puisque
 est surjective il existe a € A tel que P = (a) et la définition de P donne :
Siag P=p(a),alorsa € P,
Sia € P=p(a),alorsa ¢ P.
L’application ¢ ne peut pas étre surjective. (]

Définition 3.2.
Soit A un ensemble. L’ensemble A est dénombrable si card A < card IN, ¢’est-a-dire si il existe une injection

de A dans IN.

Exemple 3.1. Quelques exemples.

1) @Q est dénombrable,

2) IR est non dénombrable,

3) (A, B dénombrables) = (A x B dénombrable),

4) (pour tout n € IN, A,, est dénombrable) = (U, e A, est dénombrable).
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Démonstration de l’item 4. . On pose A = U,cNA,. On va consruire une injection de A dans IN.

Pour tout n € IN, il existe une injection ¢,, de A,, dans IN.

Soitz € A. On pose n, = min{n € N; z € A,} (cC’est-a-direx € 4, etx & A, pour n < ny).

Puis, on pose p(z) = 27 3%n: (7),

L’application ¢ est une injection de A dans IN. En effet, soit z, y € A tels que p(z) = ¢(y). Comme 2
et 3 sont premiers entre eux, on a n, = n, et Y, () = @n, (y). Comme @, est injective, on en déduit
x = y et donc ¢ est injective. O

A titre d’exemple, on étudie maintenant la séparabilité des espaces /P (IN).

Définition 3.3. Soit 1 < p < 4o0.
P = P(N) = {z = (n)nen; Tn € R pour tout nety ", . |2n|P < +00}. Pour x = (T )nen € P,

lzller = (Y laal?)'/7.

nelN

02° =(°(IN) = {z = (Tn)neN; Tn € R pour tout n et sup,, ey |2, | < +00}. Pour & = (zn)nen € £,

|z||eee = sup |zn|.
nelN

Pour tout 1 < p < +o0, P(IN) est un espace de Banach réel.
(On peut d’ailleurs remarquer que ¢°(IN)) est un espace d’intégration, (¥ = LI, (IN, P(IN), m) ol m est la
mesure du dénombrement, ¢’est-a-dire m(A) = card(A) pour tout A € P(IN).)

Proposition 3.1. Soit 1 < p < 4o00. L’espace de Banach réel (P (IN) est séparable.

Démonstration de la proposition 3.1.

On note ¢? I’espace (P (IN).

Pour n € IN on pose A,, = {z = (2;);eN € ¢P; x; € Qpourtoutietz; =0sii > n}.

L application z — {xo,...,Z,_1} est une bijection entre A,, et Q™. Ceci montre que A,, est dénombrable.
On pose A = UpenAy,. L'ensemble A est aussi dénombrable et on va montrer que A est dense dans ¢ (et
donc /P est séparable).

Soit = (z;)iew € P ete > 0. On veut montrer qu’il existe y € A tel que ||z — yller < €.

Comme -, |#]? < +o00, il existe n € IN tel que ;= |;|? < eP. On définit z € (7 en prenant z; = x;
sit <netz; =0sii>ndesorte que

o0
2= 2lles = (3 haul?) 7 <.

i=n

Puis, comme () est dense dans IR, on peut choisir, pour i < n, y; € Q tel que |z; —y;|P < P /n et, pour tout
i >n, y; = 0. On obtient ainsi y € A, tel que ||y — z||%, = S0 |yi — 2P < P

Par inégalité triangulaire ||z — y|ler < ||z — 2]lee + ||z — Yller < 2e.

On a bien montré que A est dense dans 7. O

Proposition 3.2. L’espace de Banach réel (> (IN) n’est pas séparable.
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Démonstration de la proposition 3.2. On note (> ’espace £°>°(IN).
On pose B = {z = (z;)ien; x; € {0,1} pour tout ¢ € IN}. L’ensemble B est une partie de £°°.

Etape 1 On montre dans cette étape que B est non dénombrable.
On considere 'application ¢ : = = (z;)iew — {i € IN; 2; = 1}. Lapplication ¢ est une bijection entre
B et P(IN). Comme card(P(IN)) > card(IN), I’ensemble B est non dénombrable.

Etape 2 On montre maintenant que ¢°° est non séparable.

Soit A C ¢°°, A dense dans ¢>°. Pour montrer que A est non dénombrable (on en déduit que {>° est non
séparable) on va construire une injection ¢ de B dans A (cela donnera card(A) > card(B) et donc A non
dénombrable).

Comme A est dense dans £°°, on peut choisir, pour tout x € B, un élément z,, de A tel que ||x—2z, ¢~ < 1/2.
On définit alors v en posant i (z) = 2.
L’application % est une application de B dans A. On va montrer qu’elle est injective.

Soit 2, y € Btel que z, = ¥(z) = 9 (y) = 2,. On en déduit
2 = yllew < llz = zalle= + 122 = 2ylle=e + 12y = ylle= < (1/2) +(1/2) = 1. 3.1

Or, pour tout z, y € B, x # y implique ||z — y|lge = 1 (car il existe i € IN tel que z; # y; et donc
|x; — y;| = 1). Linégalité (3.1) donne donc = = y. L’application v est injective.

Finalement card(A) > card(B) > card(N) et donc tout ensemble A dense dans ¢*° est non dénombrable.
L’espace £ est non séparable. (]

Par des méthodes voisines de celles que nous venons de voir pour les espaces ¢P, on peut démontrer des
résultats similaires pour les espaces LP. Nous les donnons ci-apres.

Proposition 3.3. Soit 1 < p < +o0 et d > 1. L'espace de Banach réel L, (IRd, B(IRd), Ad) est séparable.

Démonstration de la proposition 3.3.  On donne brievement la preuve pour d = 1. L’adaptation au cas
d > 1 est assez facile a deviner. La preuve se fait en deux étapes. La deuxieme étape est voisine de la preuve
donnée pour la proposition 3.1. La premiere étape est trés importante pour démontrer d’autres propriétés des
espaces LP. Nous donnons I’une de ces conséquences dans le théoreme 3.1.

On note L” I’espace Lk, (RY, B(RY), \y).

Etape 1. Densité de C.(IR, IR) dans LP.

Le point clé de cette étape consiste a approcher d’aussi prés que 1’on veut (en norme LP) la fonction f = 14,
avec A € B(IR) et A(A) < 400, par une fonction continue & support compact. Pour montrer cette propriété,
on commence par remarquer qu’il suffit de considérer le cas ot A est borné. Pour A borné, on utilise alors la
régularité de la mesure de Lebesque qui donne pour tout € > 0 I’existence d’un ouvert O et d’un compact K
telsque K C A C Oet A(O\ K) < e (pour approcher 14, on construit alors un élément ¢ € C.(IR, [0, 1])
telque ¢ = 1 sur K et o = 0sur O° =R \ O).

On considére ensuite le cas ou f est une fonction étagée positive et dans LP (c’est alors une combinaison
linéaire finie de fonctions du type 1 4), puis le cas f mesurable positive et dans LP (c’est une suite croissante
de fonctions étagées positives) et enfin le cas f € L? en décomposant f = f+ — f~.

Etape 2. Pour N € IN et n € IN*, on note Ay, I’ensemble des fonctions f qui ne prennent que des valeurs
rationnelles, sont nulles hors de | — N, N| et constantes sur chaque intervalle |i/n, (i + 1)n[, i € Z, et on
pose By = UnGIN*AN,n et A=UynenBn.
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Pour tout N € IN et n € IN*, I’ensemble Ay ,, est dénombrable (car en bijection avec (QQ"N ). L’ensemble
A est donc aussi dénombrable. Le fait que I’on puisse approcher f € C.(IR,IR) en norme LP d’aussi pres

que I’on veut par un élément de A découle alors de la continuité uniforme de f et de la densité de Q) dans
R.

f € C.(R,IR) en noir et ¢ € A en magenta

Proposition 3.4. L’espace de Banach réel LS (IRY, B(R®), \q) n’est pas séparable.

Démonstration de la proposition 3.4.  Pour d = 1, la preuve est trés voisine de celle donnée pour [*°(IN).
L’ensemble B de la preuve de la proposition 3.2 est ici ’ensemble des fonctions qui ne prennent (presque
partout) que les valeurs 1 ou O et qui sont (presque partout) constantes sur chaque intervalle Jn,n + 1],
n € IN. L’adaptation au cas d > 1 est ici aussi facile a deviner. U

Pour conclure ce cours C3, nous donnons une conséquence importante de la premiere étape de la preuve de
la proposition 3.3.

Théoreme 3.1 (Continuité en moyenne dans LP, p < +00).
Soientd > 1,1 <p < +ocet f € L (R?, B(RY), \q). Alors

l1f(- +h) — fllp, = 0 quand h — 0.

Démonstration du théoréme 3.1.
Etape 1. Soit f € C.(R*,R) et h € R, |h| < 1 (on désigne ici par | - | la norme euclidienne dans R?). Tl
existe a > 0 tel que f = 0 hors de la boule de centre 0 et de rayon a. On remarque alors que

/ £+ 1) = £(@)Pds = Ma(Basa) sup [y + )~ )l

ou B, désigne la boule de centre 0 et rayon a + 1.
Comme f est uniformément continue, on en déduit que || f(- + k) — f||, — 0 quand h — 0.

Etape 2. Pour conclure, il suffit d’utiliser la densité de C..(IR?, R) dans L%, (IRY, B(IR%), \y) et I'invariance
par translation de la mesure de Lebesgue. En effet, si f € Lk, (RY, B(R%), \g) et ¢ € C.(R*, R),

[FC+h) = fllp <IFC+R) =0+ D)y + [l +h) = @llp + lle = Flp
=2l = fllp + lle( +1) = ¢l
Soient f € Lk (R%, B(R%),\4) et & > 0. On choisit d’abord ¢ € C.(IR%, R) telle que 2||¢ — f||, < e.
Ceci est possible grace 2 la densité de C.(IR?,IR) dans Lk, (IR%, B(IR%), \4) (vue 2 la premigre étape de la
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preuve de la proposition 3.3). Puis, grice a premidre étape, il existe n > 0 tel que [|p(- + h) — ¢, < esi
|h] <netdonc
Il <n=NF(+h) = Flp < 2.

Ceci est bien la propriété recherchée. O

td3. Séparabilité, Réflexivité

Exercice 3.1 (Espace L%, (Q,B(Q),\4)). Soient Q un ouvert de R? (d > 1) et 1 < p < +o00. On note
LP(Q) espace LT, (2, B(Q), \a).

1) On suppose p < +oo, montrer que 1’espace LP(£2) est séparable.

Corrigé — La proposition 3.1 donne la séparabilité de L¥ (IR?). Soit A dénombrable dense dans LP(IR%).
On pose Aq 'ensemble des restrictions a ) des éléments de A. L'ensemble Aq est dénombrable. On montre
maintenant qu’il est dense dans LP(Q).
Soient f € LP(Q) et € > 0. On prolonge f par 0 hors de ). La fonction prolongée, notée f. appartient &
LP(IR?). Il existe donc g € A telle que

[ 1@ - s@rde< [ 17w - g@)lde < e

Comme la restriction de g a ) appartient & Aq, ceci prouve la densité de Aq dans LP(2).

2) Montrer que I’espace L°°(2) n’est pas séparable.

Corrigé —  On choisit une famille dénombrable de boules ouvertes non vide disjontes deux a deux et incluses
dans <) (une telle f amille peut se construire, par exemple, par récurrence).

On note { By, n € IN} cette famille. Noter que chaque B, est de mesure de Lebesgue strictement positive.

On note alors A ’ensemble des fonctions nulle hors de U, cv By, constantes sur chaque B, et prenant sur By,
la valeur 1 ou 0.

L’ensemble A est une partie non dénombrable de L>° () car en bijection avec P(IN) (comme d’habitude on
confond une fonction bornée avec I’élément de L™ () auquel elle appartient).

Puis, en remarquant que || f — g||peo ) = 1si f, g € A, [ # g, on en déduit, comme dans les propositions 3.2
et 3.4 que L™ (Q2) est non séparable.

Exercice 3.2 (Espaces de fonctions continues). On munit les espaces Cy, (IR, IR) et Co (IR, IR) de la norme
de la convergence uniforme, ¢’est-a-dire , pour f € C,(IR,R), || fl| = || f|lcc = sSupger |f ()|
(On rappelle que Cy(IR,R) C Cp(IR,R).)
1) L’espace Cy(IR, IR) est il séparable ?
Corrigé —
L’espace Cy(IR, R n’est pas séparable. Pour le montrer, on reprend I’idée des propositions 3.2 et 3.4.
On définit la fonction ¢ € Cy(IR, R) par
o(x) =0 si v ¢]—1,1],
o) =x+1 si x €] —1,0],
plz)=1—z si x €]0,1].
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On note A I’ensemble des fonctions de la forme
f(z) = Z enp(x — 2n) pour z € R,
nelN
avec e, € {0, 1} pour tout n € IN.
L’ensemble A est une partie non dénombrable de Cy,(IR,1R) (car en bijection avec P(IN)). Pour tout couple
(f,q) d’éléments de A, || f — gl|=1si f # g.
On en déduit, comme dans les propositions 3.2 et 3.4, que Cy,(IR, IR) est non séparable.

2) Lespace Cy (IR, R) est il séparable ?

Corrigé — L'espace Co(IR,IR) est séparable. Pour le voir, on raisonne comme dans la proposition 3.3. On
remarque d’abord que C.(IR, IR) est dense dans Co (IR, R). I suffit donc de construire une partie dénombrable
dense de C.(IR, R).

Pour N € IN et n € IN*, on note A [’ensemble des fonctions [ continues de IR dans IR, nulles hors de
| = N, N|, affines sur chaque intervalle |i/n, (i + 1)n[, i € Z et qui ne prennent que des valeurs rationnelles
aux points i/n (i € Z ).

On pose BNy = Unew*Ann et A =UnenBn.

Pour tout N € IN et n € IN*, I’ensemble AN, est dénombrable (car en bijection avec (QQnN). L’ensemble A
est donc aussi dénombrable. Le fait que I’on puisse approcher f € C.(IR,IR) avec la norme de la convergence
uniforme d’aussi pres que I’on veut par un élément de A découle alors de la continuité uniforme de f et de la
densité de ) dans R.

Exercice 3.3 (Suite dans le dual d’un espace de Banach non séparable).

1) On note E I'espace Cp(IR,IR). Donner une suite bornée du dual de E n’admettant aucune sous-suite
*-faiblement convergente.
[On pourra considérer la suite T,, de E’ définie par (T,,, f) g . g = f(n).
(Vérifier d’abord que T, € E’.)]
Corrigé — Soitn € IN.
Lapplication T, est bien linéaire. Elle est continue car | f(n)| < ||f|lc, = sup,cr |f(z)|. Onadonc T, € E'
et on remarque aussi que || f|| g < 1.
Pour p € IN, on définit la fonction f, par
fol@) =0siz ¢ lp—1,p+1],
f@) =z—p+1lsizelp—1,p],
fo(®) =p+1—wzsizelp,p+1].
En prenant f = Zpem fop,ona f € Co(R,R) et la suite ({Tr, ) g, g)necw ne converge pas car
(Tn, fYer g = f(n) = 1sinest pair et 0 si n est impair.
Un raisonnement analogue montrer que la suite (Tn)ne]N ne contient aucune sous-suite *-faiblement conver-
gente. En effet, soit p une application strictement croissante de IN dans IN. En prenant f = Zpem fot2p)

la suite ((Tp(n), [) B/, B)nen ne converge pas car (T, f)e g = [(p(n)) = 1 sin est pair et 0 si n est
impair.

2) La suite donnée a la question 1 est aussi une suite du dual de Cy(IR,IR). Cette suite admet-elle une
sous-suite x-faiblement convergente ?

Corrigé —  La suite (Ty,)new converge x-faiblement vers O car limp,— o0 f(n) =0si f € Co(IR,R).
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Remarque : De la question 1, on peut aussi déduire que C,(IR,IR) n’est pas séparable car nous verrons
qu’une suite bornée du dual d’un espace de Banach séparable admet une sous-suite x-faiblement conver-
gente.

Exercice 3.4 (Séparabilité de F versus Séparabilité de E’).
1) Donner un exemple d’espace de Banach séparable dont le dual n’est pas séparable.

Corrigé — Un exemple possible est L' (IR, B(IR), \). Il est bien séparable mais son dual est isométre &
L (R, B(IR), \) qui n’est pas séparable.

2) Soit E une espace de Banach. On suppose que E’ est séparable. Montrer que E est séparable.

Corrigé — Soit A = {fn7 n e ]N} une famille dénombrable dense dans E'. Pour tout n € N il existe u,, € E
tel que ||un||e < Let (fn,un)p & > ||fnlle /2

On note F' = Uect{un, n € IN } (c’est-a-dire que F' est I’ensemble des combinaisons linéaires finis d’élements
de {un, n € IN}). On note aussi Fo = vectq{un, n € IN} (c’est-a-dire que Fg, est I’ensemble des combinai-
sons linéaires finis a coefficients dans Q d’élements de {un, n € IN}). Comme Q) est dense dans IR, il est facile
de voir que Fgqy est dense dans F. Puis, comme Q) est dénombrable il est aussi facile de voir que Fg, est dénom-
brable (on utilise encore ici le fait qu’une union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable).

Pour conclure cet exercice il suffit donc de démontrer que F est dense dans E, c’est-a-dire F = E.
Soit uw € E. On raisonne par I’absurde et on suppose donc que u ¢ F. D’aprés Uexercice 1 du td 1, il existe
alors g € E' tel que
(9,v) ', g = 0 pour tout v € F,
(9, u)pr.5 # 0.
Soit € > 0, comme A est dense dans F', il existe n € IN tel que ||g — fn|lp < e.
On remarque alors que, comme (g, un) ' g = 0 et ||un||p < 1,

% < Afnstun)pr B = (fn— g un)pr 5+ (G un) g5 < || fn—gller <e.

g < |lg—faller + | frller < 3e, et donc, comme € est arbitraire, g = 0, en contradiction

On en déduit que ||g
avec (g,u)p' g 7 0.
On a bien ainsi montré de v € F.

Exercice 3.5 (Réflexivité).

1) soient E et F' deux espaces de Banach. On suppose qu’ils sont isométriques, c’est-a-dire qu’il existe J
linéaire bijective de IZ dans F' et conservant la norme. Montrer que E est réflexif si et seulement si I’ est
réflexif.

Corrigé —  On suppose E réflexif et on va montrer que F est réflexif. et on note K application J~*. Elle est
linéaire bijective de F dans E et conserve la norme.

Soitv € F". On cherche y € F t.q. v = Jp(y) oit Jp est l'injection vue en cours de F dans F".

Pour cela on considere 'application u de E" dans R définie par f + (v, f o K)p» pr. Cette application est
bien définie car f o K € F'. Onau € E" (et ||u||g < ||v||pr). Comme E est réflexif, il existe x € E tel
que u = Jg () oit Jg est Uinjection vue en cours de E dans E". Il existe alors y € F tel que v = K (y). ceci
donne

(v, foK)p» rr = u, [y m = (Je(x), e e = {f2)p 8=, KY) e g = (o K,y)r .

Comme f o K est arbitraire dans F', ceci donne v = Jr(y).
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2) Soit F' un s.e.v. fermé d’un espace de Banach réflexif. Montrer que F' est aussi un espace de Banach
réflexif.

Corrigé — Le corrigé de cette question est détaillé dans [’exercice 7.2.

3) Montrer que I’espace de Banach F est réflexif si et seulement si E’ est réflexif.

Corrigé — Pour un espace de Banach F, on note Jr est I’injection vue en cours de I dans F".
On suppose E' reflexif. On veut montrer que E est réflexif. On raisonne par I’absurde. Si Im(Jg) # E", on
choisit ¢ € E" tel que ¢ & Tm(Jg). Comme Im(Jg) est un s.e.v. fermée de E", 1l existe alors T € E"' tel
que T = 0 sur Im(Jg) et (T, @) g g = 1 (ceci a été montré dans I’exercice 1 du td 1). Mais, comme E’ est
réflexif il existe f € E' tel que T'= Jg:(f), ¢’est-a-dire

<:F7 '(/}>E’“,E” = <’(/), f>E”,l:" pour tout P e E".
On a donc (¢, f)gr g = 0 pour tout ¢ € Im(Jg), ¢’est-a-dire

(f,u)gr, g =0, pourtout u € E.

Ceci donne donc f = 0, en contradiction avec (¢, f)gr g = (T, p)gm gr = 1. On a donc Im(Jg) = E,
c’est-a-dire E réflexif.

Réciproquement, si E est réflexif. E" est réflexif (car il y a une isométrie entre E et E") et donc E' est réflexif
(grdce a la preuve précédente).

4) Soit E un espace de Banach. Montrer que E est réflexif séparable si et seulement si E’ est réflexif sépa-
rable.

Corrigé — On suppose que E' est réflexif séparable. La question 3 donne que E est réflexif et la question 2 de
l’exercice 3.4 donne que E est séparable.

Réciproquement, on suppose que E est réflexif séparable. Comme E est réflexif. les espaces E et E" sont
isométriques. L'espace B est donc réflexif séparable (la réflexivité est donnée par la question 1). La premiére
partie de cette question donne alors que E' est réflexif séparable.

5) Soit F' un s.e.v. fermé d’un espace de Banach réflexif séparable. Montrer que F' est aussi un espace de
Banach réflexif séparable.

Corrigé — La question 2 donne que F est aussi un espace de Banach réflexif. Puis, le fait que F est une partie
d’un ensemble séparable est suffisant pour affirmer que F' est séparable (une preuve détaillée est faite dans
l’exercice 7.6).

Exercice 3.6 (Non réflexité de Cy, (IR, IR)).

On note E 'espace Cy, (IR, IR) ou I’espace C'([—1, 1]), IR ) et on le munit de sa norme naturelle (pour laquelle
c’est un espace de Banach).

On définit la fonction f,, par

fo(x) =0siz & [—1/n,1/n],
fo(x) =nx+1siz € [-1/n,0],
fa(z) =1 —nzsiz €]0,1/n].

Onnote F' = {T € E', t.q. lim,, oo (T, fn) &, existe et appartient 2 IR }.
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1) Montrer que I"application T" + lim,, oo (T, fn) £/, & est linéaire continue de F' dans IR.

Corrigé —  Onnote v Uapplication T +— lim,,_, 1 o (T, f,,L>E,,E de F dans R.
L’ensemble F est clairement un s.e.v. de E' et I'application v est linéaire de F' dans R.
(T, fu)e el < |Telfnlle = ||T||gr. Cenci montre

Pour montrer sa continuité, il suffit de remarquer que
quev € F' et ||v||pr < 1.

Pour voir que ||v||zr = 1, il suffit de considérer T définie par (T, f) ' g = f(0). Pour cet élément T de F on
a(v,T)pr p=1=|T|F.

2) Montrer qu’il existe u € E” t.q. ||ul|g» = Let, pourtout T' € F, (v, T) g g = limy— oo (T, fr) B E-

Corrigé — C’est une application directe de Hahn-Banach (analytique).

3) Montrer que pour tout f € E, il existe T € E' t.q. (u,T)gr g # (T, f) g, (avec u défini a la question
précédente).
[On pourra choisir un point convenable a et prendre T défini par (T, f) g g = f(a).]
En déduire que E n’est pas réflexif.

Corrigé— Soit f € E. On suppose [ # 0. Il existe a # 0 tel que f(a) # 0. En prenant T définie
par (T, fYer. g = f(a) (on a bienT € E'), (T, f)p.g = f(a) # 0. Mais T € F et (u,T)gn g =
limp— 4 oo (T, fr)pr £ = limp— 4o fr(a) = 0.

Enfin, on suppose f = 0. En prenant T' définie par (T, f)g'. g = f(0), ona (T, fYpr.g = f(0) = 0 er
(u, T>E”,E’ - liln7L4)+oo<T7 f'n>E’,E — limnﬁuroo fn(O) =1

Cecimontre que u € Im(Jg), oit Jg est Uinjection vue en cours de E dans E", et donc que E n’est pas réflexif.

NB : On peut montrer que F' = E’, mais ¢’est inutile pour cet exercice. On peut aussi montrer qu’un élément
T de E’ induit une mesure signée p sur les boréliens et que u(7T') = u({0}) (cours d’intégration).

Exercice 3.7 (Convergence faible et nonlinéarité).

Soit (y, )nen une suite bornée de L2(]0, 1]).

Soit p € C(IR,IR) telle que ¢ croissante et il existe C' € IR t.q. |¢(s)| < C(]s| + 1) pour tout s € R.

On supppose que u,, — u faiblement dans L2(]0, 1[) et p(u,) — f faiblement dans L?(]0,1[) quand
n — +o0.

1) On suppose dans cette question que u,, — u dans L*(]0, 1[) quand n — +o00. Montrer que p(u,,) — ¢(u)
dans L2(]0, 1[) quand n — -+o0 et en déduire ¢(u) = f p.p..

Corrigé — D’apres la réciproque partielle du théoréeme de convergence dominée (voir par exemple le théoreme
6.11 de https ://hal.science/hal-01283567v2), on peut supposer apres extraction d’une sous-suite encore notée
(Un)new (pour ne pas alourdir le texte) que u, — u p.p. et qu’il existe g € L*(]0, 1[) telle que |un| < g p.p.
(pour toutn € IN).

On en déduit (un) — o(u) p.p. et |p(un)| < C(lun| + 1) < C(g + 1) p.p. et pour tout n € IN. Comme
C(lg| + 1) € L*(]0, 1)), le théoréme de convergence dominée dans L* donne ©(un) — @(u) dans L*(]0, 1]).
Mais, on a obtenu ce résultat apres extraction d’une sous-suite.

Pour montrer que ¢(un) — p(u) dans L*(]0, 1) sans extraction d’une sous-suite, on raisonne par contradic-
tion.

Si o(un) 4 p(u) dans L? (10, 1|), il existe € > O et une sous-suite, encore notée (un)nenN, tels que, pour tout
n € IN, |[o(un) — @(u)llL2qo,2) = & Mais, apres une nouvelle extraction, on peut supposer que U, — u
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p.p. en étant dominé par une fonction de L* ()0, 1[), ce qui implique (comme vu précédemment) () — o (u)
dans L*(]0, 1), en contradiction avec ||o(un) — p(u)||z2(0,2) > € pour tout n € IN.

On a donc montré que p(u,) — o(u) dans L*(]0,1[) quand n — +oo. Ceci donne, bien sir, p(u) = f p.p.
car la convergence implique la convergence faible et la limite faible est unique.
2) (Question difficile, facultative) Donner un exemple (choisir ¢ et (u, )new) pour lequel o(u) # f.

Corrigé — Un exemple possible consiste a reprendre ’exemple donné a la fin de [’exercice 2.5, c’est-a-
dire prendre pour n € IN*

Un () = 41 si :EG]B Ii[ p pair,
Un(z) =—1 si x E}B ]i[ p impair.
n

On montre alors que limy, — 4 oo fol Un () (z)dz = 0 pour tout 1p € C.(]0,1[,IR). Puis que
1
lim un(2)g(x)dx = 0 pour tout g € L*(]0,1[)

n——+oo Jo

(en utilisant la densité de C.(]0, 1[,IR) dans L*(]0, 1[)). Ceci donne u,, — 0 faiblement dans L*(]0, 1[), donc
u = 0 pour cet exemple.

On prend maintenant @ définie par ©(s) = s*. En raisonnant encore avec 1 € C.(]0,1[,IR)

puis g €
L?(]0, 1[) on montre que ¢(un) — f = (1/2)1)0,1( faiblement dans L*(]0, 1[) et donc 0 = ¢(u) # f.

3) (Astuce de Minty) On suppose dans cette question que | ¢(uy,)u, dz — [ fudz quand n — +oc.
(a) Soit v € L2(]0, 1[). Montrer que [(f — ¢(v))(u — v) dz > 0.

Corrigé —  Comme o est croissante (noter aussi que p(v) € L*(]0,1])),

0< [ (plun) = @) = 0)dz = [ pluundo~ [ plunode = [ p)undo+ [ po)ds

Quand n — +oo, ceci donne, grace aux convergences faibles de (un)nen et (p(un))new ef a I’hypothese
de cette question,

(]S/fud:vf/fvd.rf/Lp(v)udl’+/go(v)vdw:/.(ffap(v))(ufv)dm.

(b) Montrer que ¢(u) = f p.p..
[Choisir v = u + tw, avec w € L2(]0, 1[) et ¢ > 0, et faire tendre ¢ vers 0.]

Corrigé —  Le choix suggéré donne, pour w € L*(]0,1[) ett > 0,
/(f — ¢(u+tw))w < 0. (3.2)

(u+tw)| < Clu| + Clw|+C p.p.. Le théoréme de convergence dominée dans L* donne
alors o(u + tw) — (u) dans L*(]0, 1) quand t — 0. Quand t — 0, Uinégalité (3.2) donne donc

[t = etune <o

En prenant w = f — p(u), on en déduit p(u) = f p.p..

4) On suppose dans cette question que ¢(u,) — f dans L?(]0, 1[). Montrer que ¢(u) = f p.p..
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Corrigé —
Grdce a la question précédente, il suffit de montrer que [ o(un)un dz — [ fudz quand n — +oo. Cette
convergence découle de ’exercice 2.2. Nous reprenons ici la preuve de cet exercice

/go(un)un d:c—/fudx: /(go(un) — fun dm+/f(un —u)dz.

| /(@(un) — flun dz| < [lp(un) = Hllz2go,p lunllz2gop = 0 quand n — +o0,

car p(uy) — f dans L*(]0, 1]) et la suite (un)new est bornée dans L*(]0, 1]) car faiblement convergente.
Puis [ f(un —u)dz — 0 car u, — u faiblement dans L*(]0, 1[) (et f € L*(]0, 1[)).
On a bien montré que [ o(un)un dz — [ fudz quand n — +oc.
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C4. Compacité faible-x et compacité faible

On commence ce cours par le théoréme fondamental sur la convergence faible-x.

Théoreme 4.1 (Compacité faible-x des bornés du dual d’un Banach séparable, Banach-Alaoglu séquentiel).
Soient E un espace de Banach séparable et (f,)ne suite bornée de E'. Alors il existe une sous-suite
(fo(n))nen (c’est-a-dire une application ¢ : IN — IN, strictement croissante) et il existe f € E' tels que

fotm) — [ *faiblement dans E' quand n — +oo0.

(c’est-a-dire que pour tout u € E, (f,ny,w) e & — (f,u) g & quand n — +00.)

Démonstration du théoréme 4.1.  La suite (f,,)nen est une suite bornée de E’. Donc, il existe C' € IR tel
que, pour tout n € IN, || || zr < C.

Soit u € E. Comme |(fn,uw) 5 5| < ||fullellulle < Cllu|lg, la suite ((fn,u) 5 E)nen est bornée dans
K,avec K = IR ou K = C selon que le Banach est réel ou complexe. Il existe donc une sous-suite,
c¢’est-a-dire une application ,, strictement croissante de IN dans IN, et /,, € K tels que

(fou(n), w) B, E — £y (dans K) quand n — +oo.

Le probléme est que cette sous-suite dépend de w. La séparabilité de F va nous permette de trouver une
sous-suite indépendante de u grice a une technique due, semble-t-il, 2 Cantor, appelée “procédé diagonal”.

Comme I’espace F est séparable, on peut choisir une partie A (de £') dénombrable et dense. On peut indexer
cette partie A par IN, de sorte que A = {u,, p € IN*}.

Etape 1, procédé diagonal.
Dans cette étape, on construit d’abord, par récurrence, une suite (¢,),en+ d’applications strictement crois-
sante de IN dans IN et une suite (£,),en+ telles que, pour tout p € IN*,

(for00s...00,(n) Up)E7.E — £ (dans K') quand n — +oo. 4.1)

Initialisation. Comme la suite ({fn,%1)E E)nen est bornée dans K, on peut en extraire une sous-suite
convergente, ¢’est-a-dire qu’il existe o7 strictement croissante de IN dans IN, et /; € K vérifiant (4.1) pour
p=1(p10@a...¢,estalors réduit a ¢1).

Itération. Soit p > 1. On suppose @1, ..., pp et {1, ..., £, construits.

Comme la suite ((fi,005...0p, (1), Upt1) B/, E)ne est bornée dans K, on peut en extraire une sous-suite
convergente, ¢’est-a-dire qu’il existe 11 strictement croissante de IN dans IN, et £, 1 € K vérifiant (4.1)
pour p + 1 au lieu de p. La récurrence est terminée.
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On définit maintenant ¢ de IN* dans IN* par ¢)(n) = @1 0 @2... 0 @,(n)
On remarque que, pour tout p € IN*, la suite (fy(n))nen+ est extraire de la suite (fi)0p,...00, (1) )Jnen 2
partir du rang p (c’est-a-dire que {¢»(n), n > p} C Im(p1 0 p2...0p,)) et donc

Pour tout p € IN*, (fy(n), up) £, — £p quand n — 4-00. 4.2)

On peut remarquer aussi que v est bien strictement croisante, ceci découle du fait que, pour tout n > 2,
©n(n) > n (car @, est strictement croissante) et 1 © ¢ ... 0 @, 1 est strictement croissante. Ceci donne

P(n) =propa...opp(n) > propa...0op, 1(n) >piopz...00, 1(n—1)=1(n—1).

Etape 2, convergence simple de la suite ( fy(n))neN-

Dans cette étape, on montrer que la suite ({fy ), %) B’ E)nen+ converge (dans K') pour tout u € E. Pour
cela on va utiliser la densité de A dans E.

Soit u € F et soit € > 0. Pour tout p € IN* et tout n, m € IN*, en utilisant || f,, || g < C,

[(fymy> w e B — (fom), e Bl <
[(fypny, W B E—(fpn)s Up) B EIF{Fynys up) B/ E—(Fyp(m)s Up) B2, BN Fyp(m)» up) B = (Fyp(m)» w) B/ B
< Cllu —uplle + Kfypmy up) B, 5 — (fim)s up) B B + Cllu — up |
< 2C|lu = upllE + K fpmys up) BB — (fyp(m)» wp) B2 B |-

Comme A est dense dans E, on peut choisir p € IN* tel que 2C||u — u, ||z < e. Puis, comme la suite
({fyp(n)s Up) E' E)nen+ est de Cauchy (car convergente par I’étape 1), il existe ng tel que

n, m > no = [{fym) Up) B, E — (fym), up) B, 5| < e
On obtient donc finalement
n, m > ng = [(fym) e E — (fumm), w) e Bl < 2€.

La suite ({fy(n), u) 5/, E)nen+ est donc de Cauchy (dans K) et donc elle converge vers une limite que 1’on
note L.
On ainsi obtenu que pour tout v € F

(fy(n)» u) e E — Ly quand n — +00. 4.3)
Etape 3, continuité de la limite.

Il nous reste a montrer que 1’application v — L,, est linéaire continue de E’ dans K, c’est-a-dire qu’il existe
feE telque L, = (f,u)p g

La linéarité de u — L,, estimmédiate (la limite d’applications linéaires est toujours une application linéaire).
La continuité de u — L,, découle du fait que (pour tout u € E)

[(fymywe el < | fomllellule < Cllulls,

et donc, quand n — 400, |L,| < C||u||g, I'application u — L,, est donc un élément de E’. On note f cet
élement de £’ et (4.3) donne fy,,,) — f x-faiblement dans £ quand n — +o0. La preuve du théoréme 4.1
est ainsi terminée. O
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L’hypothese de séparabilité pour le théoreme 4.1 est importante. L’exercice 3.3 donne un exemple d’une
suite bornée du dual d’une espace de Banach ne contenant aucune sous-suite x-faiblement convergence (cet
espace de Banach est donc non séparable, il s’agit dans 1’exercice 3.3 de I’espace C, (IR, IR)).

Avec le théoreme 4.1, on obtient des résultats semblables pour la convergence faible.

Corollaire 4.1 (Compacité faible séquentielle des bornés d’un Banach réflexif séparable).

Soient E un espace de Banach réflexif séparable et (uy,)nc suite bornée de E.

Alors il existe une sous-suite (U (n) )neN (¢ est-a-dire une application ¢ : IN — IN, strictement croissante)
et il existe u € F tels que

Up(n) — U faiblement dans E quand n — +o0.

(c’est-a-dire que pour tout f € E', (f, upn)) .2 = (f, ) &', & quand n — 400.)

Démonstration du corollaire 4.1.  E est un espace de Banach réflexif séparable et (u,, )neN une suite bornée
de E. On veut montrer qu’il existe une sous-suite faiblement convergente dans E.

On rappelle I’existence de I’injection naturelle de E dans E” notée J. L application J est linéaire et isomé-
trique. Comme E est réfexif; Im(J) = E”.

Pourn € IN, on pose J,, = J(u, ) de sorte que (J,,)neN est une suite bornée de E” (car ||.J, || g = ||un||£)-
Comme F est réflexif séparable, on va montrer que I’espace E” est séparable. Soit A C E dénombrable
dense dans E. On note B = {J(u), u € A}. Lensemble B est donc une partie dénombrable de E”. Soit
1 € E”, comme F est réflexif, il existe v € E tel que J(v) = . Comme A est dense dans F, pour tout
e > 0,ilexiste w € Atel que |[v —w| g < eetdonc || J(v) — J(w)||gr = [|J(v—w)|gr = |[v-—w|g <e.
Ceci prouve que B est dense dans E” et donc que E” est séparable.

Le fait que E”est séparable implique que E’ est séparable. En effet, I’exercice 3.4 donne que la séparablité
du dual d’un Banach (ici E”) implique la séparabilité du Banach (ici E’). (Noter que la réciproque est
fausse.)

Comme E’ est séparable, on peut appliquer le théoréme 4.1. 1l existe une application ¢ : IN — IN,
strictement croissante et il existe 1 € E” tels que

Jp(n) = 1 x-faiblement dans E” quand n — 0.

Comme FE est réflexif, il existe u € E tel que J(u) = t. On a ainsi, pour tout f € E’, avec la définition de
J, quand n — +o0,

<f7 utp(n)>E/,E - <Jgp(n)a f>E”,E” — <¢> f>E”,E’ - <J(’U,), f)E’/7E' = <f7 u>E’,Ea
ce qui signifie que () — u faiblement dans F quand n — +o0. (]

Lhypothese “séparable” est inutile dans le corollaire 4.1 mais la démonstration demande un petit travail
supplémentaire (corollaire 4.2).

Corollaire 4.2 (Compacité faible séquentielle des bornés d’un Banach réflexif).

Soient E un espace de Banach réflexif et (u,)neN suite bornée de E.

Alors il existe une sous-suite (Uy(n) )neN (c’est-a-dire une application ¢ : IN — IN, strictement croissante)
et il existe u € I tels que

Ugp(n) — U faiblement dans E quand n — +oo.

(c’est-a-dire que pour tout f € E', (f, upm)) .5 — (f,w) 5, £ quand n — +o0.)
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Démonstration du corollaire 4.2.

E est un espace de Banach réflexif et (u,)nenN une suite bornée de E. On veut montrer qu’il existe une
sous-suite faiblement convergente dans E. On ne peut pas appliquer le corollaire 4.1 car E n’est pas supposé
séparable. On donne brievement la méthode pour se ramener au corollaire 4.1.

L’idée est de poser G = vect{u,, n € N} et ' = G. L'espace F est donc un s.e.v. fermé de E. On en
déduit que F' est aussi un Banach réflexif (on démontrera dans I’exercice 7.2 qu’un s.e.v. fermé d’un Banach
réflexif est un Banach réflexif).

On remarque ensuite que F' est séparable. ceci peut se montrer en posant

Fg = {Z Qpln, an € Qpourtoutn € I, card(I) < +oo}
nel
et en montrant que I est une partie de F', dénombrable et dense dans F'.

Comme la suite (uy, )neN est une suite bornée de F (qui est réflexif séparable), on peut appliquer le corollaire
4.1, 1l existe ¢ : IN — IN, strictement croissante, et il existe u € F tels que

Ug(n) — u faiblement dans F' quand n — +oo.

Donc, pour tout g € F*, (g, uyn)) r/,r — (g, u) pr r quand n — +o00.

Soit maintenant f € E’. La restriction de f a F, notée g, est alors un élément de F" et, comme wu,(,,) € F
etu € F,

<fa uga(n)>E’,E = <g7utp(n)>F’,F — <g7U>F’,F = <fa U>E’,E-

Comme f est arbitraire dans E’, ceci prouve bien que
Ugy(n) — uw faiblement dans E quand n — +oo.

Il est suggéré dans I’exercice 4.2 de détailler cette démonstration. O

Exemple 4.1. On donne deux exemples importants de ces résultats de compacité faible et faible-x.
1) Compacité faible séquentielle des bornés dans L, (R?, B(RY),\g), 1 < p < +0o0.
On prend ici E = Lk, (RY, B(R%), \g), avec 1 < p < +00. Soit (uy,)en une suite bornée de E.

L’espace de Banach E est réflexif (C2) et séparable (C3), le corollaire 4.1 s’applique. Il existe une sous-
suite de la suite (uy,,),en faiblement convergente dans F, c’est-a-dire qu’il existe ¢ application stricte-
ment croissante de IN dans IN et u € FE tels que

Up(n) — u faiblement dans F quand n — +o0.

On pose ¢ = p/(p — 1). Le théoréme 2.2 donne une isométrie entre (L, )’ et L, . La convergence faible
dans E de (uy(n))nen vers u est donc équivalente a :

/le U (n) (2)v(T)d — -y u(z)v(z)dr, quand n — +oo, pour tout v € Lk (RY, B(IR?), \g).

2) Compacité faible-x séquentielle des bornés dans Lﬁ.f(]Rd, B(IRd), Ad), 1 < p < +o0.
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On prend ici E = Lk (R?, B(IR?), \y). Lespace de Banach E est séparable (voir C3, mais il n’est pas
réflexif '). On peut donc appliquer le théoréme 4.1.

On sait aussi qu’il existe une isométrie entre L3 (IR?, B(IR%), \4) et (L (R%, B(R?), \g))’, voir le
théoreme 2.3.

Soit (f,)new une suite bornée de L3S (R?, B(IRY), Ay).

Compte tenu de cette isométrie entre L5 (IRY, B(R?), \g) et (L (RY, B(R?), \q))’, le théoreme 4.1
donne I’existence d’une sous-suite de la suite (f,,)neN, ¢’est-a-dire d’une application strictement crois-
sante o de IN dans IN, et de f € Lgs (IR, B(IR?), \y) tels que

/}Rd Jom)(@)g(x)de — » f(x)g(z)dz, quand n — +oco, pour tout g € Lk (R?, B(IRY), \g).

Par un léger abus de language on dit que f,,,) — f x-faiblement dans L3 (R, B(R?), \s) quand
n — oo (c’est-a-dire que I’on a confondu L3S (R?, B(IRY), Ay) avec (L (RY, B(IR), A\g))").

td4. Réflexivité, compacité faible ou faible-x des bornés

Rappel du cours : Une suite bornée du dual d’un espace de Banach séparable admet une sous-suite -
faiblement convergente

Exercice 4.1 (suite bornée de LP).
Soient  un ouvert de R? (d>1),1<p<+ocoet (uy)nen une suite bornée de LP(2).
(On note L () I'espace LT, (2, B(2), Aa).)

1) On suppose 1 < p < 4o00. Montrer que la suite (u,, ),en admet une sous-suite faiblement convergente.

Corrigé —  On a vu au cours (C2) que, comme 1 < p < 400, LP(Q) est réflexif (c’est une conséquence du
théoreme 2.1). Le corollaire 4.2 donne donc que la suite (’un,)ngm admet une sous-suite faiblement convergente.

En fait, on peut méme ici utiliser le corollaire 4.1 car l’espace LF(QY) est séparable (car p < oo, voir

l’exercice 3.1).

2) On suppose p = +oo. Montrer qu’il existe u € L°°(2) et une sous-suite de la suite (uy,)nenN, encore
notée (uy,)nenN, telle que

/ Upp dr — / wp dx, pour tout ¢ € L'(9Q).
Q Q

En donnant un exemple (avec 2 = IR), montrer que la suite (uy,),cn peut n’avoir aucune sous-suite
faiblement convergente.
Corrigé —  Le théoréme 2.3 montre que I’on peut identifier L°°(Q) avec L* (), ¢’est-a-dire que v € L°° ()

est identifiié avec I'application @ — [ v dx qui est un élément de L' ().

Avec cette identification, la suite (’u,n),,,g]N est une suite bornée de L (Q)/. Comme L' (Q) est séparable (exer-
cice 3.1) le théoréme 4.1 donne que la suite (uy)new admet une sous-suite x-faiblement convergente dans

1. On avu dans la preuve du corollaire 4.1 que E réflexif séparable implique E’’ séparable et B/ séparable implique E’ séparable.
Or L (R?, B(IR?), \y) est non séparable (proposition 3.4), on en déduit que Li (R4, B(R%), \g), qui est séparable, ne peut pas
étre réflexif, car il y a une isométrie entre L$2 (IR?, B(IRY), Aq) et (L (R, B(IR?), Aq))'.
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LY (Q)'. Ceci veut exactement dire qu’il existe w € L (S2) tel que, en notant toujours (un)nenN cette sous-
suite,

/ Unp dr — / wp da, pourtout o € L' ().
Q Q

On considére maintenant, avec Q0 = IR, la suite (un)new définie par u,(xz) = cos(nzx) (pour x € IR et
n € IN). Cette suite est bien bornée dans L™ (R). La question 2 de I’exercice 2.4 donne, pour tout ¢ € L*(IR),

/ un (z)p(x) de = / cos(nz)p(z) de — 0 quand n — +oo.
R R

Ceci signifie u, — 0 x-faiblement dans L*°(IR).

Si la suite (un)new était faiblement convergente dans L (IR), sa limite serait donc 0 (car la convergence
faible implique la convergence faible-x). On montre mainnenant que la suite (un)neN ne peut pas converger
faiblement dans L (IR) vers 0. On reprend plus cela uen méthode donnée dans I’exercice 2.4.

On considére Uapplication T de Cy(IR,R) dans IR définie par T'(v) = v(0). L’application T" appartient
Co(R,R) (I'espace Cy(IR,IR) est muni de sa norme naturelle, qui est aussi la norme || - || Lo (). Par le
théoréme de Hahn-Banach, T se prolonge en T e L™ (R)". On a alors, comme u,, € Cyp(IR,R),

T(un) = un(0) = cos(0) =1 # 0.
La suite (’Mn)ng]N ne peut donc pas converger faiblement dans L (IR) et n’admet méme aucune sous-suite
faiblement convergente dans L* (IR).

3) On suppose p = 1. En donnant un exemple (avec {2 = IR), montrer que la suite (u,),eN peut n’avoir
aucune sous-suite faiblement convergente.

Corrigé — On prend u,, = nljo,1/n[ pourn € IN* et par exemple ug = 0. La suite (un)new est bornée dans
L'(R). On suppose que w,, — u faiblement dans L* (IR).
Soit a > 0. Avec @, € L™ (IR) définie par . (x) = sign(u(x))1jo,q)c (), on obtient

/ |u(z)|de = / u(z)pa(z)de = lim Un () pa(x) dz =0,
[0,a]¢ R n—=+too Jg

car [ un(x)pa(x)dz = 0 pour na > 1. On en déduit que u = 0 p.p. sur [0,a] et donc, comme a est
arbitraire, v = 0 p.p..

Ceci est en contradiction avec u,, — u faiblement dans L' (R) car avec ¢ = 1,

/ un(z)p(z) de =1 4 0 quand n — +oc.
R

Le méme choix de pq et @ permet de montrer que la suite (un)new n’a aucune sous-suite faiblement conver-
gente dans L* (IR).

Exercice 4.2 (Suite bornée d’un Banach réflexif). Soient FE un Banach réfiexif et (u,),eN une suite bornée
de E. On pose G =vect{u,,n € N} et F = G.

En détaillant la preuve suggérée pour montrer le corollaire 4.2, montrer que la suite (u,),cn admet une
sous-suite faiblement convergente.

Corrigé — On ne peut pas appliquer le corollaire 4.1 car E n’est pas supposé séparable, mais ['utilisation de
I’espace F' va permettre de se ramener au corollaire 4.1.

L’espace F' est un s.e.v. fermé de E. On en déduit que F' est aussi un Banach réflexif (un s.e.v. fermé d’un Banach
réflexif est un Banach réflexif, c’est la question 2 de ’exercice 3.5. La preuve compleéte est dans [’exercice 7.2).
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On montre ensuite que F' est séparable. Pour cela, on pose

p
A, = {Z QnUn, an € Q pourtoutn € {0,...,N}}

n=0
FQ = UpE]N Ap
Pour tout p € IN, I’ensemble A, est dénombrable car I’application Zﬁ:o iy — (Qo,. .., oz,,)t est une injec-

tion de Ay, dans QF. (Noter qu’un élément de A, peut éventuellement s’écrire de plusieurs maniére sous la forme
ZZ:O Otn Un. Pour construire cette injection de Ay, dans QF, on choisit une écriture possible.)
L’ensemble Fg est donc dénombrable comme union dénombrable d’ensembles dénombrables.

On montre maintenant que Fgy est dense dans F'. On pose

p
B, = {Z anln, an € R pourtoutn € {0,...,N}}.
n=0
La densité de @) dans IR donne la densité de A, dans B, et donc la densité de Upe A, dans Upew By. Ceci
donne la densité Fg dans G (car G = Upew By) et donc la densité Fq dans F' (car G est dense dans F).
On a bien montré que F' est séparable.

La fin de la démonstration est donnée dans la preuve du corollaire 4.1. On rappelle ci dessous cette preuve.
Comme la suite (un)ne est une suite bornée de F (qui est réflexif séparable), on peut appliquer le corollaire 4.1,
il existe ¢ : IN — IN, strictement croissante, et il existe u € F tels que

Up(n) — U faiblement dans F quand n — +00.
Done, pour tout g € F', (g, up(n)) rr 7 — (g, ) . quand n — +00.
Soit maintenant f € E’. La restriction de f a F, notée g, est alors un élément de F’ et, comme Up(n) € F et
ueF,
([stupm)) B = (9 Upm))r . F = (g;u)r r = ([, )5 &
Comme f est arbitraire dans E', ceci prouve bien que

Up(n) — U faiblement dans E quand n — +o0.

Exemple : un exemple d’application de cet exercice est E = Li; (X, 7, m),avec 1 < p < +ooet (X, T, m)
est un espace mesuré.

Exercice 4.3 (Uniforme convexité, cv faible + cv de la norme donne cv).
Soit £ un espace de Banach (réel). On suppose que E est uniformément convexe , c’est-a-dire que :

Pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 t.q. :
u+wv
2

Soient (uy,)nen une suite d’éléments de E et u € E. On suppose que u, — u faiblement (dans E) et
lunlle = l|u|lg, quand n — +o0. Montrer que u,, — u.

uveE, |ulp <1, vllp <1, Jlu—vllg >e=||—2|p <1—d

Corrigé — Siu = 0 la réponse est immédiate, u, — 0 dans E quand n — +o0.
On suppose donc ||ul|[e = a # 0 et on peut supposer (quitte a retirer les premiers termes de la suite) que
lunllz = an # 0.
On pose alors
Un, U
Uy, = — etv = —,
an a

de sorte que v, — v faiblement (dans E) quand n — +oco car pour tout f € E’,

1 1
<f7 UrL)E',E = a7<f~ un>E/,E - a<f7 U>E/,E = <f7 ’U>ECE quand n — 400.
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De plus, |

vnllg = 1 pourtout n € Wet ||v||g = 1.

On va montrer que vy, — v quand n — 400 (et on pourra en déduire que u,, = apv, — av = u).

D’apres Uexercice 1, question 1 du TD 1, il existe [ € E' tel que ||f||gr = et (f,v)p g = ||v||g = 1

Soit e > 0 et § donné par I’hypothése d’uniforme convexité. Comme limy,— o0 (f, 0n) g g = (f,0)pr B = 1, il
existe alors no € IN tel que pour n. > no,

Un + v
=5 le = 11l

|vr1 - v”E S E.

Un + U
2

Un + 0

= > (f, Yer B > 1 =0,

ce qui prouve que
On a bien montré que v, — v (et donc u,, — u) quand n — +oc.

Exemple : Ici aussi, un exemple d’application de cet exercice est E = LI (X, T, m), avec 1 < p < 400 et
(X, T,m) est un espace mesuré. L’espace E est bien uniformément convexe (voir cours (C2)).

Exercice 4.4 (Convergence presque partout et convergence des normes, par Fatou).
Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1, 00|, on note L? I'espace LT, (E, T, m).

Soit p € [1,00[, (fn)new une suite d’éléments de LP et f € LP. On suppose que f, — f p.p. et que
[fnllp = [[f]lp» quand 7 — +o00.

1) On suppose que p = 1. Pour n € IN, on pose g, = | fn|+|f| — | fn — f| (en ayant choisi des représentants
de f, et f). Montrer que g,, > 0 pour tout n € IN. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que f, — f
dans L',

Corrigé — Comme |f — fn| < |f|+|fn

donne :
/2|f\dm < liminf /gndm.
. n—-+oo .

Comme || fn|l1 = || fll1, on aliminf, 4o [ gndm =2 [|f|dm —limsup,_,, . [ |f — fu|ldm. Onadonc :

/2\,f\dm <2 / | fldm — lim sup/ |f = fnldm.
n—-+oo

On en déduit que lim sup,, , | J1f = faldm <0, et donc que frn — f dans L.

, le lemme de Fatou

, on a bien g, > 0. Comme g, tend p.p. vers 2| f

2) On suppose maintenant que p €]1, oo[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable, montrer
que f, — f dans LP.

Corrigé — On prend maintenant g, = 2P|fn|? + 2P|f|P — |fn — fIF. Comme |f — fo| < |f] + |fn] <

2max{|ful,|f|} ona |f — fnl|? < 2P max{|fnl|, |f|}? < 2P|fn|? 4+ 2P|f|P. On a donc gn > 0. Comme gy,
tend p.p. vers 2P| f|P, le lemme de Fatou donne :

/277+1\f\pdm < lim inf/gndm.
n—-+oo

Comme || fnllp = || fllp, on a
liminf [ gndm = 27" / | f]”dm — lim sup / |f — fn]Pdm.
n—+oo n——+oo .

On a donc

/2p+l |f|Pdm < 2Pt /|f\pdm — lim sup / |f — fnlPdm.
. B n—-+oo .

On en déduit que limsup,,_, , . [ |f — fu|Pdm <0, et donc que fn — f dans LP.
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Exercice 4.5 (Cv faible + cv de la norme donne cv, autre preuve dans LP, 1 < p < 400).

Soit (X, T, m) un espace mesuré. Pour 1 < r < +c0. On note L" I'espace L (X, T, m) et || - ||, la norme
dans I’espace L".

Soient 1 < p < +00, (fn)new une suite déléments de LP et f un élément de LP.

On suppose que f,, converge faiblement vers f dans LP.
Onposeq=p/(p—1)sip>1letqg=+ocosip=1.

1) Montrer que lim,,_, 4 o [ fngdm = [ fgdm pour tout g € L.

Corrigé — C’est une conséquence du fait que h f hgdm est un élément de (LP)" (voir cours (C2)).

2) On suppose dans cette question que p = 2 et que limy,—, 4o || full2 = || f]l2-
Montrer que f,, — f dans L? quand n — +o0.

Corrigé — Il suffit de remarquer que

I fn = FZ2 = W fallze = 20fn | ez +1f2 = 1122 = 20 flZ2 + I f1IZ> = 0 quand n — +-oco.

On suppose maintenant que 1 < p < +o0 et que lim,,, 4o || fn|lp = || f|lp- Les 6 questions suivantes vont
permettrent de montrer la convergence de la suite ( f,,)nen dans LP vers f d’une maniére différente de celle
utilisée dans 1’exercice 4.3.

3) Montrer que, pour tout a,b € IR,
1
[b]? — |af” = plalP~?a(b — a) + / p(p— (A = t)a+tb—a)P7?(b—a)?dt.
0
En déduire que, pour tout n € IN et tout z € X,

[ fa(@)P = |f @) = plf ()P f(@)(fulz) = f(x)
+/0 pp = 1)1 = O)1f (@) + t(fal@) = f@)P72(falz) = f(2))* dt.

Corrigé — On définit la fonction v par (x) = |z|P. La fonction v appartient & C*(IR,TR) et ¥'(z) =
pla|P~ sign(z) % La fonction ' est dérivable partout sip > 2 et sauf en 0 si p < 2. Pour x # 0, ¥ (z) =
plp — 1)z~

Le fait que 1)’ soit continu et 1)" continu sauf éventuellement en 0, mais )" restant intégrable au voisinage de
0, permet d’utiliser le développement de Taylor avec reste intégral, c’est-a-dire , pour tout a,b € IR,

Y(b) —p(a) = ' (a)(b—a) + / (1=t (a+t(b—a))(b—a)’dt,

0
ce qui donne bien

1
[b]” —|a|” = pla|”%a(b — a) + / p(p—1)A —t)|a+t(b—a)|” %(b—a)’dt.

0
Pour toutn € IN et tout © € X, en prenant b = f,(x) et a = f(x), on obtient bien

| fa(@)]” = f(@)]” = plf ()" f(2)(fa(2) = f())
+/U pp = (L = )|f (@) + t(fu(z) = f@)P(fulz) = f(2))* dt.  (44)

2. Onrappelle que sign(z) = 1siz > 0et —1 si x < —1. La valeur de sign(0) n’a aucune importance car p > 1.
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4) Montrer que

1
/ ( / (L= )17 () + H(fu(x) — F@)IP2(fulz) — F(2))* dt) dm(z) — 0
X JO

Corrigé —
On pose g(x) = p|f(x)|P~2f(x) de sorte que |g(x)| = p|f(x)|P~" et donc g € L (car ¢ = p/(p — 1)). On
en déduit

/Xplf(l‘)|p72f(év)(fn(fb) — f(@))dz = /X h(z)(fn(z) — f(2))dx — 0 quand n — +oc.

D’autre part, I’hypothese de cette question donne fx |fn(z)|Pdr — [y |f(z)[Pdx quand n — +oo. En inté-
grant I’égalité (4.4) sur X on obtient donc

/X(/[) (1= O)f (@) + t(fu(x) — F@)P2(fulx) — f(2))? db) dm(z) — O
Pourn € N et z € X on pose g,(x) = fol(l —O|f(x) +t(fnlx) — f(x)>|p—2(fn(x) _ f(x))g 0t
5) Montrer que I’on peut extraire de la suite (f,,)neN une sous-suite, encore notée (f,,)new (pour ne pas

alourdir les notations), telle que g,, — 0 p.p. quand n — +o0.

Corrigé — La question 4 donne lim,,_, o ||gn||z1 = 0. D’aprés la réciproque partielle de la convergence
dominée, il existe donc une sous-suite (gwn))ngm (avec @ strictement croissante de IN dans IN) telle que
9o(n) — 0 p.p. quand n — +oo.

6) Soit z € X tel que g,,(x) — 0 (quand n — +00). Montrer que la suite (f,,(z))nen est bornée, puis que
lim,, s 1 oo fn(2) = f(z). (Pour cette question, on a choisi pour f,, et f des représentants. Les fonctions
sont donc définies partout et a valeurs dans IR.)

Corrigé —  On suppose que la suite (fr(x))nen est non bornée. On peut donc supposer, aprés extraction d’une
sous-suite que limy, s 4 oo | fn(2)| = +00. On en déduit que, pour tout 0 < t < 1,

ha(t) = (1= )| (@) + t(fn(x) = f(@)]P 72 (fn(2) — f(2))?
= (1—t)|fn(2)| [(z) f(x) )‘p72(17 f(z)

2
- — dn — .
Fa(@) Ja(@) falw)) 7 oo quandn = oo
Le lemme de Fatou donne alors

+ (1

1 1
400 = liminf A, (t)dt < lim inf/ hn(t)dt = liminf g(x).
0

Jo n——+oo n~>+oo' n——+oo

En contradiction avec gn(x) — 0 (quand n — +00).

La suite (fn(x))nen est donc bornée. Soit a une valeur d’adherence de cette suite. On peut donc supposer,
apres extraction d’une sous-suite, que limy, _, 1 oo frn(x) = a.
Ici encore, on applique le lemme de Fatou,

liminf i, (t) = lim  h,(t) = (1 = t)|f(z) + t(a — f()]" " (a — f(x))?,

n——+oo n——+oo

et donc

/0 A =0)|f(z) +tla— f@)|]P > (a— flx)’dt = /0 lim inf hy, (t)dt < lim inf/o hy (t)dt

n—-+oo n—-+oo

= liminf g(x) = 0.

n——+oo
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Comme (1 — t)|f(x) +t(a — f(x))[P~2(a — f(x))* > 0 pour tout t €]0,1], ceci donne a = f(x).
Le nombre f(x) est donc la seule valeur d’adherence de la suite (fn(x))nen, ce qui prouve que

ngr}rloo fu(z) = f(2).
7) Si fo = fpp-etlimy i || fullp = || fllp, montrer que f,, — f dans LP.
[Utiliser I’exercice 4.4.]

Corrigé — C’est eaxctement la deuxieme question de [’exercice 4.4.

8) Montrer que f, — f dans L? quand n — +o00 (sans extraction de sous-suite).

Corrigé — On a montré a la question 6 [, — f p.p.. La question 7 donne donc f, — [ dans L* quand
n — 4o00. Mais cette convergence p.p. de la suite (fn)ne a été obtenue seulement apres extraction d’une
sous-suite pour avoir g, — 0 p.p. a la question 5.

Pour avoir f, — f dans L quand n — 400 sans extraction de sous-suite. On raisonne par I’absurde comme
cela a été fait par exemple dans I’exercice 3.7.

Si fn # f dans LP(]0,1]), il existe € > 0 et une sous-suite, encore notée (fn)ncw, tels que, pour tout
n €N, ||fn — fllLr > & Mais, aprés une nouvelle extraction, on peut supposer que gn — 0 p.p. (question
5), puis en déduire que f,, — f p.p. (question 6) et enfin f,, — f dans L* (question 7), en contradiction avec
lfn — fllLr > € pour tout n € IN.

On suppose maintenant que p = 1 et que limy, o0 || fnll1 = || f]l1-
9) Soit ¢ une fonction de IR dans IR, de classe C2. On suppose que
— (0) =0, ¢"(x) > 0 pour tout z € IR,
—  est sous linéaire, ¢’est-a-dire qu’il existe C' > 0 telle que |¢(s)| < C|s| + C pour tout s € IR.
— liminf, o s2¢"(s) = a > 0.
(a) Donner un exemple d’une telle fonction ¢.
Corrigé — On définit b € C(IR,TR) par h(z) = 1si |z| < 1 et h(z) = 1/2% si |x| > 1, puis g est le
primitive de h s’annulant en 0 et @ est le primitive de g s’annulant en 0. La fonction ¢ vérifie toutes les

conditions demandées (en particulier 0 < (s) < 2|s| pour tout s € R car |¢'(x)| = |g(x)| < 2 pour tout
s€eR).

(b) Montrer que |¢’(s)| < C pour tout s € IR. En déduire que (g) € L' pour tout g € L.
=0.

Corrigé —  Comme p(0) = 0 et que  est a valeurs dans R+, ¢’ (0)
Soit maintenant s > 0.

Comme ¢’ est croissante (car ¢" > 0), @' (&) > ¢'(s) pour tout & > s et donc, pour tout t > s,
t

C+Ct> () = pls) + [@’(@d& > o(s) + ¢/ (5)(t — 5).

et donc (¢'(s) — C)t < C + s¢'(s) — p(s).
Ceci n’est possible quand t — oo que si ¢'(s) < C. Onadonc 0 < ¢'(s) < C.

Pour s < 0 un raisonnement analogue donne —C' < gp/(s) <.
Comme |¢'(s)| < C pour tout s € R, et que ©(0) = 0 (et p a valeurs dans R +),

0 < p(s) < C|s| pour tout s € R.

Sig € L, onadonc0 < ¢(g) < Clg| et donc p(g) € L*.
(Noter que ¢(g) est la notation habituelle mais un peu incorrecte de p o g.)
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(c) On suppose que lim,, o0 [ @(frn)dm = [ o(f)dm. Montrer que f,, — f dans L' quand n — +oo.
[On pourra reprendre la méthode utilisée pour p > 1 en remplagant la fonction s — |s|P par ¢.]

Corrigé — On reprend donc, avec p = 1, les 6 questions précédentes.
Pour tout a,b € R, le développement de Taylor avec reste intégral donne

p(b) — pla) = ¢'(a)(b— a) + / (1 06" (at b — a))(b— o) di.
En prenant b = fn(x) et a = f(x), on obtient
e(fn(2)) = (f(2)) =
& (f(@)(fala) — f(2) + / (1= 00" (@) + 1(ne) — Ful@)) (o) — F@)Pdt. @5)

Comme ' est bornée, la fonction x — ' (f(x)) appartient @ L*>°. De f, — f dans L*, on déduit donc

/X & (F(2)) (@) — f(2))dz — 0 quand n — +oo.

On a supposé que limy,_, yoc [ ©(fn)dm = [ @(f)dm. En intégrant Iégalité (4.5) sur X on obtient donc
[ [ =04 (@) + HFulo) = F@) (Gule) = f@) ) dmi@) =0 @0

Pourn € IN et x € X on pose gn(x fo (f(z) + t(fn(x )—f(x)))(fn(x)—f(m))th

D’apres 4.6 donne lim,,— 4 o ||9n|| 1 = 0. La réciproque partielle de la convergence dominée donne donc
Pexistence d’une sous-suite (§y(n))nelN (avec @ strictement croissante de IN dans IN) telle que g, ) — 0
p.p. quand n — +00.

Soit x € X tel que gn(x) — 0 (quand n — +00).

(Comme dans le cas p > 1 on a choisi pour f, et f des représentants. Les fonctions sont donc définies
partout et a valeurs dans IR.)

On suppose que la suite (f,(z))new est non bornée. On peut donc supposer, aprés extraction d’une sous-
suite que liMp—s 1 oo | fn(z)]| = +00.

2
On remarque maintenant que, pour tout a € R, ¢ (a + s)s* = ¢ (a + s)(a + s)* 1 et donc

lim 1nfgp (a+s)s> = limlnf ¢ (a+ s)(a+s)® = liminf " (s)s* = o

s——400 s—+00 s——+o00

On en déduit que, pour tout 0 < t < 1, en posant

ha(t) = (1= 0)¢" (f(2) + t(fa(z) = f(2)))(fu(z) = f(2)),

liminf Ay () = t(1 — t)a.

n——+oo
Le lemme de Fatou donne alors
1

« ..

= = / lim inf A, (¢)dt < hmmf/ hy(t)dt = liminf g(x).

6 0 n—-+oo n—-+oo n——+oo
En contradiction avec g, (x) — 0 (quand n — +00).
La suite (fn(x))new est donc bornée. Soit a une valeur d’adherence de cette suite. On peut donc supposer,
apres extraction d’une sous-suite, que limy,_, 4o fn(z) = a.
Ici encore, on applique le lemme de Fatou,

liminf by (t) = lim ha(t) = (1= )¢" (f() + t(a = f(2))(a — F(@)?,

n—-+
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et donc
1 1

/ 1 —t)" (f(z) +t(a— f(z))(a — f(z))*dt = / liminf hy (t)dt < liminf [ h,(t)dt

0 g n—too n—-+oo 0

= liminf g(x) = 0.

n——+oo
Mais, si a # f(z), (1 — )" (f(z) + tla — f(x))(a — f(x))* > 0 pour tout t €]0,1[. Onn a donc
nécessairement a = f(x).
Le nombre f(x) est donc la seule valeur d’adherence de la suite (fn(x))new, ce qui prouve que

lim f,(z) = f(x).

n—4o0
On adonc [y, — [ p.p. et 'exercice 4.4 (qui est valable pour p = 1 donne alors f, — f dans LP.
Comme dans la cas p > 1, cette convergence p.p. de la suite (fn)new a été obtenue seulement apres
extraction d’une sous-suite pour avoir g, — 0 p.p..
Pour avoir f, — f dans L? quand n — +o0 sans extraction de sous-suite, le raisonnement est identique au
casp > 1.

10) (Contre exemple)
En prenant (X, 7, m) = (]0, 1], B(]0, 1[), A), donner un exemple pour lequel lim,,, ;o || fnllz1 = || f]l 22
et f,, / f dans L' (toujours avec ’hypothese f,, — f faiblement dans L%).

Corrigé —  On reprend un exemple déja vu (par exemple a la fin de I’exercice 2.5) en le modifiant légerement.
1 consiste a prendre pour n € IN*

_|_
fn(z) =42 si me]g L[ p pair,

pp+

fn(z)=0 si x G] [, p impair.

On montre alors que lim,, _, 4 oo fol fo(z)Y(x)de = fo x)dx pour tout 1) € C.(]0,1[,R). Puis que

1
lim / fo(x)g(z)dr = / g(x)dx pour tout g € L*(]0,1])
n——+oo 0
(en utilisant la densité de C.(]0, 1[,IR) dans L*(]0, 1[)). Ceci donne f, — f faiblement dans L*(]0, 1]), avec
= 1]0,1[-
Mais, comme L= (]0,1[) C L*(]0, 1[), on a aussi
1
lim / fu(x)g(z)de = / g(x)dx pour tout g € L*(]0, 1[)
n—-+oo 0

et donc fn — f faiblement dans L' (|0, 1), avec f = 1j0.1|.
On a aussi facilement lim,, — oo || frll 2 =1 = || f|| 1.
Mais || f. — fllz1 = 1 pour tout n € IN, donc fn, /> f dans L*.
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CS5. Opérateurs transposé et adjoint. Opérateurs
compacts

Soient F et F' deux espaces de Banach (et £ non réduit a {0}, ce que I’on supposera toujours). On suppose
que E et F' sont des Banach réels (la généralisation aux Banach complexes ne pose pas de difficulté).
On note L(E, F') ’ensemble des applications linéaires continues de E' dans F' (c’est donc un espace vecto-
riel). On munit I'espace L(E, F') d’une norme en posant, pour T' € L(E, F),

1Tl ee.ry = sup{T(w)l|F, we B, [Ju]z =1}

Avec cette norme, 1’espace L(F, F') est un espace de Banach.
Notation : Soient E et F deux espaces de Banach, T' € L(E, F)etu € E.
Tres souvent T'(u) est notée T'u (cela évite parfois 1’accumulation de parenthéses, nuisant a la lecture).

Remarque 5.1. Soient E et F' deux espaces de Banach et T' € L(F, F'). On rappelle que par homogénéité
des normes dans F et I,

(Wllr

T
I leqe.ry = supl E e 7\ 01y = sup(IT ). we B, e < 1)

ce qui donne I’inégalité fondamentale ||T'(u)||r < ||T]|z(e,r)llull &-

A partir de T', on va définir une application de I dans E’ (que I’on notera 1%).
Soit f € F’. On considére I’application g de F dans IR définie par

g(u) = (f,T(u))p/ p pourtoutu € E.
L’ application g est linéaire (car 7" et f sont linéaires). Elle est aussi continue car

() < [ flle 1T @)l < e AT e ce.mllulle

etdonc g € E' et
lgllzr < AP AT e, F)- (5.1
L’application qui 2 f dans F” associe g dans E’ est la transposée de 1’application T" (définition 5.1).

Définition 5.1 (Opérateur transposé). Soient E et F deux espaces de Banach (réels) et T € L(E,F).
On appelle “transposée de T, et on note T, I’application que & f dans F' associe I’application u
(f,T(u))pr.p de E dans R..

Cette derniére application est un élément de E'. On a donc, pour tout f € F' et tout u € E,

(f.T(W)r.r = (T"(f),w)p 5
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Proposition 5.1. Soient E et F deux espaces de Banach (réels) et T € L(E, F). Alors T* € L(F',E’) et
1T N e(r ey = 1Tl 2, F)-

Démonstration de la proposition 5.1. La linéarité de T est immédiate. Pour montrer la continuité de 7',
on rappelle I’inégalité (5.1), elle donne

1T (Nl < I T2 o,m),

ce qui montre que 7" € L(F', E') et |T"||z(r 51y < | T || (8, F)-
Pour montrer I’inégalité inverse (c’est-a-dire | 7% z(p 5y > | T|| z(,F))- on utilise I"exercice 1.1.
Soitu € E, ||u||g = 1. Par I’exercice 1.1, il existe f € F' tel que || f||rr =1 et (f,T(w))r r = |T(u)|F.
On a donc
ITW)lr = (£, T)rr =T (f),wp.e < IT(Fllelule
< T leeer,en ke lul e = 1T cee er)-

En prenant le sup pour u € E, ||lul|g = 1, on obtient bien | T||z(g.r) < | T z(F £, ce qui termine la
preuve de cette proposition. O

Dans le cas ot E = F' = H, avec H espace de Hilbert réel, et T € L(H, H), on va utiliser I’'isométrie
naturelle entre H et H’ pour transformer 7" en un opérateur de H dans H (que nous noterons 7).
On rappelle I’isométrie naturelle entre H et H'. elle est notée I. Pour u € H, I (u) est défini par

(Ig(u),v)pr g = (v|u)g pourtoutv € H.
Si f € H',ilexiste u € H tel que f = Iy (u) et donc
(foo)mm = (Tn(w),v)mm = | I (),
en notant [ 131 I’opérateur réciproque de ;.

Définition 5.2 (Opérateur adjoint). Soient H un espace de Hilbert (réel) et T € L(H,H). On définit
Uopérateur adjoint de T, noté T, par

T* =I;' oT oIy,

de sorte que T* € L(H,H) et ||T*| z(a,mry = T ||,y (car Iy est une isométrie entre H et H' et
| T 2o ey = 1T || 2, m0)» <f proposition 5.1).
Soient H un espace de Hilbert (réel), T' € L(H, H) et u, v € H. Alors, en posant f = T o I7(v),

(| T*()n = (u| Iy o T o In(v))m = (u| I (f))m = (o) m = (T o In(v), w)

= {Iu (), (W) .u = W[T(u)u.
Comme H est un espace de Hilbert réel, on obtient 1’égalité fondamentale
(u|T*()m = (T(w) | v)n-

Définition 5.3 (Opérateur autoadjoint). Soient H un espace de Hilbert réel et T € L(H, H). On dit que T
est autadjoint si T = T™ (ce qui est équivalent a dire (v |T (v))g = (T'(u) | v) g pour tout u, v € H).
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Définition 5.4 (Opérateur compact). Soient E et F' deux espaces de Banach (réels) et T € L(E, F).

1) On dit que T est compact si'IT" transforme les parties bornées de I en parties relativement compactes de
F, c’est-a-dire
(B C E, Bbornée ) = {T(u), u € B} relativement compacte.

2) On note K(E, F') I’ensemble des opérateurs compacts de E dans F.
Remarque 5.2. Soient E et F' deux espaces de Banach (réels) et T € L(E, F).

1) L'opérateur T' est compact si et seulement si de toute suite bornée de /' on peut extraire une sous-suite
dont I'image par T est convergente (dans F'), c’est-a-dire que si (u, ) e est une suite bornée de F, il
existe (p strictement croissante de IN dans IN et f € F' tels que

T(up(ny) — f dans F quand n — +o0.

2) Lopérateur T est compact si et seulement si {T'(u), u € Bi} (o By = {u € E, |ullg < 1}) est
relativement compact (dans F).

3) Sidim(FE) est finie, C(E, F) = L(E, F).

On conseille, a titre d’exercice, pour le lecteur novice, de détailler les preuves de ces 3 affirmations.

Proposition 5.2 (Convergence ou convergence faible).
Soient E et F deux espaces de Banach (réels), T € L(E,F) et (upn)nec est une suite bornée de E.

1) On suppose que u,, — u faiblement dans E quand n — +oc.
Alors T'(uy,) — T(u) faiblement dans F quand n — +oc.

2) On suppose que T € K(E, F) et que u,, — u faiblement dans E quand n — +oo.
Alors T'(uy,) — T'(u) dans F quand n — +o0.

3) On suppose que E est réflexif et que T € K(E, F).
Alors, il existe o strictement croissante de IN dans IN et u € FE tels que

Ugp(n) — u faiblement dans E quand n — +00,
T(ug(ny) — T(u) dans F quand n — +oo.

Démonstration de la proposition 5.2.  On démontre tout d’abord le premier item.
On veut montrer que T'(u,,) — T(u) faiblement dans F quand n — +oc.
Soit f € F’, on utilise le fait que T*(f) € F/,

<f, T(un»pl’p = <Tt(f),un>Ez’E — <Tt(f),u>E/$E = (f,T(u))F/,p quandn — 4-00.

Ceci est exactement la définition de T'(u,,) — T'(u) faiblement dans F’ quand n — +o0.

On montre maintenant le deuxie¢me item.

Comme I’opérateur T est compact, la suite (7'(u,, ))nen admet des sous-suites convergentes. Mais comme la
limite des sous-suites convergentes est toujours 7'(u) (car on sait déja que T'(w,,) — T'(u) faiblement, par le
premier item, et que la convergence dans F implique la convergence faible), on en déduit que T'(u,,) — T'(u)
dans F', quand n — 400, sans extraction de sous-suite. (Si nécessaire, on peut s’en convaincre avec un
raisonnement par 1’absurde.)
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On montre enfin le troisieme item. 11 suffit d’appliquer le corollaire 4.2. Il donne I’existence de ¢ strictement
croissante de IN dans IN et de u € F tels que u,(,) — u faiblement dans E' (quand n — +00).
Puis le deuxieme item donne T'(uy,(,)) — T'(u) dans F' quand n — +oo0. O

Un exemple intéressant de la proposition 5.2 est lorsque E est un s.e.v. de F', mais la norme sur E n’est pas
la méme que celle que F', et T" est ’application v — u de E dans F'.

Proposition 5.3 (C(E, F') est un s.e.v. fermé). Soient E et F' deux espaces de Banach (réels). L’ensemble
K(E,F) est un s.e.v fermé de L(E, F).

Démonstration de la proposition 5.3.  Le fait que K(E, F) est stable par multiplication par un scalaire est
immédiat. En effet, soit T € K(E,F) et A € IR, il suffit de remarquer T'(u,,) — f dans F implique
AT (uy) = Af.

Le fait que K(E, F') est stable par addition est un peu moins immédiat. Soient 7', S € IC(E, F'). On utilise
le premier item de la remarque 5.2. Soit (4, )necn une suite bornée de E. Par compacité de T, 1l existe ¢
strictement croissante de IN dans IN et f € F tels que T'(uy(n)) — f dans F' (quand n — 4-00). Puis, par
compacité de S, Il existe ¢ strictement croissante de IN dans IN et g € F' tels que S(Upoy(n)) — g dans
F (quand n — +00). On en déduit que (7" + S)(Ugoy(n)) — f + g dans F' (quand n — +o00) et donc que
S + T est un opérateur compact.

Il reste & démontrer que K(E, F) est fermé dans L(E, F).
Soit (T}, )new une suite de IC(E, F) telle que T;, — T dans L(E, F), c’est-a-dire
71,11>I-|I-loo HTn N TH[:(E’F) =0.
On veut montrer que 7' € IC(E, F'), ¢’est-a-dire (selon le premier item de la remarque 5.2) que de toute suite
bornée de E on peut extraire une sous-suite dont 1’image par 7' est convergente.

Soit (up)pen une suite bornée de £, on veut montrer qu’il existe une sous-suite (uy(p))pe telle que la
suite (T'(uy(p)))penn est convergente. On procede en deux étapes.

Procédé diagonal. Pour chaque n € IN, comme T;, € K(F, F), il existe une sous-suite (u,(p))pen telle que
la suite (T}, (uy(p)))peN €st convergente, mais cette sous-suite peut dépendre de n. En utilisant le procédé
diagonal décrit dans la preuve du théoréme 4.1 (non redétaillé ici), on peut construire une sous-suite indé-
pendante de n, c’est-a-dire qu’il existe ¢ strictement croissante de IN dans IN et une suite (z, ), e tels que,
pour tout n € IN,

T (Up(p)) — 2n, dans F, quand p — +o0.

Convergence de la suite (T (uy(p))) peN-
Comme F est complet, il suffit de montrer que la suite (7'(uy,(p)))pe est de Cauchy.
Soite > 0,n € Netp,q <IN,

1T (ug(p)) = T(upq))llF
ST (up(p)) = Tultp)) |7 + [T (tpp)) = Tn(tpg) 17 + 1 Tn(up(g) = T(upq) |l
<|NT = Tallee,rylupm) | B + [up@) | 2) + 1T (upp)) — Talupg) |7
< 2T = Thllee,F) sup oy |2+ 1 Tn () — Tn(upg))ll F-

Comme 7T}, — T dans L(E, F') et que sup,.cpy ||ur ||z < +00, il existe ng € IN tel que, pour tout n > ng,
2||T — Tn”L(E,F) SUpP,eN lurlle <e.
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Puis, comme T}, (g (p)) — 2n, (quand p — +00), il existe pg tel que

D, @ > po = || Tng (Up(p)) = T (Upg)) |7 < €.

On obtient donc finalement

P, 4> po = [T (up(p)) — T(upg)llr < 2,

ce qui prouve que la suite (7'(uy(p))pen est de Cauchy et donc convergente (dans ) et termine la preuve
de la proposition 5.3. O

Remarque 5.3.
Soient E et F' deux espaces de Banach (réels) et T € L(E, F'). L’exercice 5.5 montre que 7' € IC(E, F) si
et seulement si 7% € K(F', E').

Proposition 5.4 (Opérateurs de rang fini). Soient E et F' deux espaces de Banach (réels) et T € L(E, F).
On suppose que dim(Im(T")) < 4oc. Alors T est compact (c’est-a-dire T € K(E, F)).

Démonstration de la proposition 5.4.  Soit G = Im(T'). Lespace G est s.e.v. de dimension finie de F'.

Soit (uy, )nen une suite bornée de E. Comme T est continu, la suite (T'(uy, ))ne est une suite bornée de G.
Comme dim(G) < +oo, la suite (T'(un))nen admet une sous-suite convergente dans G (théoréeme de
Bolzano-Weierstass) et donc dans F'. Ceci prouve que T € K(E, F). O

Proposition 5.5 (Limite d’opérateurs de rang fini). Soient E et F' deux espaces de Banach (réels), (T),)neN
une suite de L(E,F) et T € L(E,F). On suppose que dim(Im(T,,)) < —+oo pour tout n € IN et que
T, = T dans L(E, F) quand n — +oo. Alors T est compact (c’est-a-dire T € K(E, F)).

Démonstration de la proposition 5.5. La proposition 5.4 donne que T,, € K(E, F). Comme K(E, F) est
un fermé dans L(E, F) (proposition 5.3), on en déduit que ' € K(E, F). O

Remarque 5.4. La réciproque du résultat montré dans la proposition 5.5 est fausse, mais on verra au cours
C7 qu’elle est vraie au moins dans le cas E = F' = H, espace de Hilbert, et T € K(H, H).

Remarque 5.5 (Rappel de la dimension finie). Soit 7" € £L(IR™,IR"™), alors

T injectif < T surjectif < T bijectif.

Démonstration de la remarque 5.5. L’ application T" est représentée par une matrice carrée A ayant n lignes
et n colonnes, c’est-a-dire que T'(x) = Ax pour z € IR™. (En général on identifie T et A.)

On veut montrer que 7' est injective si et seulement si 7' est surjective. Le plus rapide est probablement
d’utiliser le théoréeme du rang, c’est-a-dire

n = dim(Ker(A4)) + dim(Im(A)),

ceci donne bien Ker(A) = {0} (c’est-a-dire A injective) si et seulement si Im(A) = IR™ (c’est-a-dire A
surjective).

On donne maintenant une autre démonstration que 1’on va ensuite essayer de généraliser en dimension
infinie dans la,proposition 5.6 (En dimension infinie le théoréme du rang donne +oo = dim(Ker(A)) +
dim(Im(A))).
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On remarque tout d’abord que
Ker(A) = (Im(A"))*. (5.2)

En effet, on note z - y le produit scalaire usuel de R"™ (c’est-a-dire x - y = Y ;- | x;y; ol les x; et y; snt les
composantes de x et ), on obtient, pour x € IR",
xz €Ker(A) & Az =0« (Az -y = 0 pour tout y € R"™)
& (v- Ay = 0pourtouty € R™) < z € (Im(A%))™ .

En prenant I’orthogonal de I’égalité (5.2), on obtient

Ker(A)* = (Im(A")*)* = Im(4Y). (5.3
Enfin, on conclut en remarquant que rang(A) = dim(Im(A4)) = dim(Im(4%)) = rang(A') et donc
Ker(A) = {0} si et seulement si rang(A) = n. O

Une conséquence de la remarque 5.5 estque si 7 € L(IR"™,IR") (etdonc T € L(IR",IR") car L(R",IR™)
=K(R",R™))) et A € IR, L’application T — I est injective si et seulement si elle est surjective. (L’ appli-
cation I est I’application u — u). Mais nous verrons qu’elle reste “presque” vraie si T € K(H, H) et que
H est un espace de Hilbert.

Remarque 5.6 (rang(7') versus rang(7")). Soit 7 € L(IR",IR"), alors, comme cela a été rappelé dans la
preuve de la remarque 5.5, dim(Im(7")) = dim(Im(7")). L’exercice 5.6 montre que cette propriété reste
vraisiT € L(E, F), avec E et F espaces de Banach. (En particulier, elle est vraie si £ = R" et F = R”
avec n éventuellement différent de p.)

Proposition 5.6 (Ker(T) versus Im(7™*)). Soient H un espace de Hilbert (réel) et T € L(H, H). Alors
1) Ker(T) = Im(T*)*,
2) Ker(T)*+ = (Im(T*)1)+ = Im(T™).
Démonstration de la proposition 5.6.  On reprend la preuve de la remarque 5.5. L’ égalité (5.2) devient
Ker(T) = (Im(T*))*.
En effet,
u € Ker(T) & T(u) =0« ((T'(u) |v)g = 0 pour tout v € H )

& ((u]T*(v))g =0 pourtoutv € H) < u € (Im(T*))*.

En prenant I’orthogonal de 1’égalité précédente, on obtient
Ker(T)* = (Im(7*)4)t = Im(T*),

car on a déja vu que si I est s.e.v. de H, F+ = F* (proposition 0.5) et (F+)+ = F (Téoreme 0.13). O
Exemple 5.1 (exemple avec Ker(T) # Im(7T*)1).

On prend H = ¢?(IN) (cf. I’exercice 2.6 pour la définition des espaces £7(IN)).
L’opérateur 7" est I’application

u = (us)ien — T(u) = ( )ieIN-

Uj
1+1

Pour cet exemple, on peut montrer (ceci est laissé en exercice) que
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)T € £(H, H),
)T =T,

3) Ker(T) = {0},
4) Tm(T) # ¢2(IN).

On a donc (Ker (7))t = 2(IN) # Im(T) = Im(T™).
(Mais on a bien, comme démontré dans la proposition 5.6, (Ker(7'))* = Im(7*).)

T 2o,y = 1

td5. Dualité, transposé, adjoint, compacité

Exercice 5.1 (Isométrie entre L9 et (LP)’, 1 < p < 400, par la réflexivité).

Cet exercice démontre le théoreme 2.2.

Soit (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +oo et g = p/(p — 1). On rappelle que I’espace Ly, (E, T, m)
est réflexif.

Pour f € L{; (E, T, m), on note ¢y I'élément de (L1, (E, T, m))’ défini par

(©f:9) vy .o = 05(9) = /fg dm pour tout g € Ly (E,T,m).

On note ® I'application L, (E, T, m) dans (Li; (E, T, m))" donnée par ®(f) = ¢;. Le fait que ® est une
isométrie entre L{; (E, T, m) et son image (qui est un s.e.v. de (LI (E,T,m))’) a été démontré dans la
proposition 2.2.
Montrer que I’application ® est une isométrie entre Li; (E,T,m) et (L (E,T,m))’ (il s’agit donc de
montrer que P est surjective, ¢’est-a-dire Im(®) = (L, (E,T,m))").
[On pourra utiliser la conséquence suivante du théoreme de Hahn-Banach, vue dans I’exercice 1.1 (deuxieme
item) : Si F' est un s.e.v. fermé de I’espace de Banach B, alors F' # B si et seulement si il existe ¢ € B’,
¥ # 0ety(u) =0 pour tout u € F'.]
Corrigé— Onnote L" I'espace Lz (E, T, m) (pourr = pou q) et I = Im(P).
Comme ® est une isométrie, L’ensemble F est bien un s.e.v. fermé de ’espace de Banach (L?)'.
On utilise I’exercice 1.1 (deuxieme item). Si F' # (L)', il existe p € (LP)" telle que v # 0 et 1(u) = 0 pour
tout u € F, ¢’est-a-dire
il existe v € (LP)' tel que (1, v) vy (1ry # 0,
(W, w) ey (Lry = 0 pour tout w € F.
Comme LP est réflexif, il existe g € LP telle que (), w) ey Ly = (w,g)wLey (Lry (pour tout w € (LP)').
Ceci donne
(v, 9) ey, Lry # 0,
(w, g) ey, (Lry = 0 pour tout w € F.

Mais F = Im(®), la deuxieme assertion est donc

/j‘gdm = {¢y,9)(Lry (Lry = 0 pourtout f € L.

11 suffit de prendre f = |g|P~'sign(g) (qui est bien dans L? car q(p — 1) = p) pour en déduire que g = 0 p.p. en
contradiction avec (v, g) vy (Lr) 7 0.
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Exercice 5.2 (Dualité L'-L>).

Soit (E, T, m) un espace mesuré o—fini. Pour 1 < r < +o00, on note L" I’espace LI (E, T, m) et note
Il - || la norme dans L".

Pour g € L, on note ¢, 1’élément de (L')’ défini par

(s Py = 0a(f) = / fgdm pourtout f € L.

(Vérifier que ¢, est bien un élément de (L')".)
L’ objet de cet exercice est de démontrer que I’application ® : g — ¢, est une isométrie entre L et (L')’
et, en particulier, qu’elle est surjective (ce qui est le point difficile).

1) Montrer que ® est une injection (linéaire) de L> dans (L")’ etque [y || (1) = [|g|| > pourtout g € L>°.
(Pour cette question le caractere o-fini de m est important, un contre exemple est donné dans 1’exercice
5.3)

Corrigé — Soit g € L. Pour tout f € L, |fg| < ||gllec|f| p.p., Uapplication o, est donc bien définie et
log () < llglloll fll1- Ceci montre que pg € (L')" et [[@gll L1y < llgllco-

On montre maintenant que ||og||L1y = ||gl|co en utilisant le caratére o-fini de m.

On suppose g # 0 (sinon le résultat est immédiat) et on confond g avec I'un de ses représentants, de sorte que
feLi=LL(E T,m).

Soitn € IN*. On pose an, = ||glloo — = et An = {|g| > an}. Onam(A,) > 0 (car m(An) = 0 donnerait

1gllee < an).
Si m(An) < oo, on prend fn = sign(g)la, qui est mesurable (car sign(f)"' et 1a, sont mesurables) et
intégrable car m(A,) < oo. On a alors fn, € LY, || fnlli = m(An) et 0u(fn) = fA lgldm > anm(Asy).
Donc : o0 ()] ! '
PglJn
Dq />7>,”: co — —.

H(VIH(LI) - an”l Z o HgH n

En faisant tendre . vers Iinfini, on en déduit ||pgl| 11y > ||glleo et donc ||@yll 11y = |19 co-

Si m(Ay) = oo, le choix de f, = sign(g)1a, ne convient pas car sign(g)la, & Liz. On utilise alors le
fait que m est o-finie. Comme m est o-finie, il existe une suite (Ep)pew C T t.q. m(Ep) < 0o, E, C Epy1,
pour toutp € N, et E = Upeﬂ\‘ E,. Par continuité croissante de m, on a donc m(A, N E,) — m(A,)
quand p — oo. Comme m(Ay) > 0 il existe donc p € IN (dépendant de n, on ne note pas cette dépendance)
t.g. m(An N Ep) > 0. On prend alors fn = sign(g)la,ng,. On a bien alors f, € L'\ {0}, ||fall1 =

m(An, N Ep) <m(Ep) <ooet og(fu) = [4 ~p lgldm > anm(A, N Ep). Donc :
JAn P
g (fn)| 1
;> BaUnll S = gl — =
HSOHH(Ll) e an”l Z HgH n
En faisant tendre n vers Uinfini, on en déduit ||pgl| L1y > ||glleo et donc [|@gl L1y = [|g]]oo-

Ceci montre que ® est isométrie (linéaire) de L°° sur son image (qui est une partie de (L')'. Elle est donc
injective.

11 reste maintenant 2 montrer que ® est surjective. On se donne donc 7' € (L!)’ et il s’agit de montrer qu’il
existe g € L™ t.q. T = ¢,.

2) On considere dans cette question le cas ot m(E) < +o0.

(a) Montrer que L? C L' et que ’injection canonique de L? dans L' est continue.

1. on prend par exemple sign(0) = 0.
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Corrigé — 1l suffit de remarquer que l’'inégalité de Cauchy-Schwarz (entre les fonctions f et 1g) donne,
1
pourtout f € L% || fllx < [|fllam(E)3.

(b) Montrer qu’il existe g € L? t.q. T'(f) = [ fgdm pour tout f € L.
[Utiliser le théoreme de représentation de Riesz.]

Corrigé —  La restriction de T a L* est un élément de (L*)' car, pour tout f € L?, T(f) est bien défini (car
L? C L') et la question précédente donne

()] = \/fgdml < Tl ey 11l < 1T ezrym(B) 2|1l

Le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 0.14) donne alors existence de g € L? t.q. T(f) =
| fgdm pour tout f € L.

(c) Montrer que la fonction g, trouvée a la question 2b, appartient a L°°.
[prendre f = sgn(g)La ot A = {lg| > | Tll(z1)}.J
Corrigé —  On confond (comme d’habitude) g avec I’un de ses représentants et on prend f = sign(g)la on

A ={lg] > IT||(L1y }. On a bien [ € L? (car m(A) < m(E) < +00) et, si m(A) > 0 (en remarquant,
en particulier, que g(x) # 0 pour x € A),

T(f) = /A 19l > Tl 1y mlA), [l = m(A),

Ce qui est impossible car T(f) < || T||z1y || fll1-
On a donc m(A) = 0, c’est-a-dire g € L™ (et ||gllcc < [|T'||(z1y-

(d) Si f € L', montrer que, pour tout n € IN, f,, = Fl{f<ny € L?. En déduire que il existe g € L™ t.q.
T(f) = [ fgdm, pour tout f € L'.

Corrigé — Soit f € L*. Soitn € IN, on a bien f,, € L* car f,, € L™ et m(E) < +oc.
Avec la fonction g trouvée a la question 2b,

T(fn):/fngdm.

Quand n — +o0o, T(fn) — T(f) car T € (L*) et f — f par convergence dominée. Mais on a aussi
[ fngdm — [ fgdm par convergence dominée (gréce a la question 2c, fng est dominée par ||g||oo| f|). On
en déduit T(f) = [ fgdm pourtout f € L', ¢’est-a-dire T = .

3) On considere maintenant le cas ot m(E) = +oo. Montrer qu’il existe g € L™ t.q. T = ¢,.
[Utiliser la question 2 pour une suite croissante d’ensembles de mesure fini recouvrant E.]

Corrigé — On décrit brievement la méthode pour cette question.

Comme m est o-finie, on peut écrire E = U Ay, avec An C Apt1, An € T et m(A,) < +oo. On note
nelN

Tn={A€T, AC A}, m, = m,. et L"(my) = Lr(An, Tn,mn) (1 = pou q).

Etape 1

Soit n € IN. Pour f € LP?(mn), on pose T (f) = T(f) avec f = f p.p. sur A, et f =0 p.p. sur (An)©.

1l est assez facile de montrer que T,, € (L*(m,,))’. Comme m,,(A,) = m(A,) < 400, on est ramené au cas
m(E) < +oo et il existe donc g, € LY (M) t.q. :

T.(f) = /fgndmn pour tout f € L¥(m,,).
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On a aussi
lgnllzagm,) < 1 Tallrmn)y < NTlzem))y -
Etape 2
Le choix de f = sign(gn — gm)1{g, #gm} SUr An et f = 0 sur A5, permet de montrer que, sim > n, gn = gm
p.p. sur A,,.
On définit donc g : E — IR par g = gn, p.p. sur Ay.
On a déja vu que ||gnl|Loo (m,) < | Tll(Lry pour tout n € WN. On en déduit que ||gllec < ||T||(p1y (car

{9> T rry} = Unentgn > Tl (p1y })- Donc, g € L™ (en confondant g avec sa classe).

Etape 3

Soit f € L*, on pose fn = fla,.

D’apres théoréme de convergence dominé, f,, — f dans L' quand n — +o0. Donc :
T(fn) = T(f) quand n — +oo.

Or, T(fn) = Tn(hny), oit hy, est la restriction de fr, a A,. On remarque alors que

Tn(hn) - /gnhndm/n — /gfndm

Ici aussi, le théoréme de convergence dominée donne fng — fg dans L* quand n — 400.0n a donc T(f) =
Tn(hn) — [ gfdm quand n — +oco, ce qui donne finalement T(f) = [ fgdm et donc T = .

Exercice 5.3 (Exemple de non injectivité de L> dans (L')’). On prend X = {0,1} (I’espace X est donc
réduit a un deux éléments), 7' = P(X) et la mesure m définie par m({0}) = +oo et m({1}) = 1. On note
LP Tespace LI (X, T, m) et (LP I'espace L1 (X, T, m)) pour 1 < p < 4o00.

1) Quelle est la dimension des espaces L', L> et (L)’ ?

Corrigé —  Soit f une fonction de X dans R. La fonction f est intégrale si [ | f|dm < +oc.

Or 5i £(0) # 0, [ |fldm = |£(0)[m({0}) + [ F(1)m({1}) = +o.

Par contre, si f(0) =0, [ |f|dm = |f(1)|m({1}) < +oc.

La fonction f est donc intégrable si et seulement si f(0) = 0. Ceci montre que dim(L") = 1.

Noter d’ailleurs que chaque élément de L* ne contient que une seule fonction. On peut donc clairement identifier
L' et LY et, en notant e la fonction définie par e(0) = 0 et e(1) = 1, L' = vect{e}.

On a aussi dim(L") = 1 et on peut remarquer que (L') = vect{e*} ou e* est application définie par
e*(f) = f(1) pour tout f € L* (c’est-a-dire en fait e*(e) = 1).

Par contre, soit f une fonction de X dans R, || f||r = max{|f((0)],|f(1)|} < 400 etdonc f € L* (ici
aussi chaque élément de L ne contient que une seule fonction). Ceci montre que dim (L) = 2.

Soit ® I’application définie de L> dans (L)’ par f — ¢y, ol ¢ est définie par ¢;(g) = [ fg dm, pour
tout g € L.
2) L’application @ est-elle injective ? A-t-on [[@¢| L1y = || fl[z=?

Corrigé —  Soit f € L. Pourtout g € L", ¢;(g) = J fgdm = f(1)g(1).

L’application ® n’est pas injective car, par exemple, ¢ = @y, si f(1) = h(1) mais f(0) # h(0).

Pour f € L°°,

er(9) L TMe()
gelt 920 |gllnr  gertgzo |g(1)] (D]
Mais, || f||Le= = max{|f((0)],]f(1)[}.
Onadonc ||pgl| 1y = || fllzee si |fO)] < [f(D)] et [[prllnry < | fllzee si[f(0)] > [f(1)]-

lesllzry =
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3) L'espace L' est-il réflexif ?

Corrigé — Oui! L’espace L~ est un e.v.n. de dimension finie, c’est donc (comme tout e.v.n. de dimension finie)
un espace de Banach réflexif.

On peut d'ailleurs écrire ce qu’est 'injection canonique .J de L* dans (L*)".

soit f € L' et g € (L), c’est-a-dire (avec les notations précédentes) f = f(1)e et g = g(1)e*,
<J(f)7.(]>(141)”,’l,1)’ = <g7f>(l4l)’,l,l = 9(1).70(1)(6*7 e>(Ll)’,Ll = f(1)g(1).

On en déduit J(f) = f(1)e** avec e** € (L") définie par (e**,€*) 1y (r1y = 1.

Exercice 5.4 (Exemple d’opérateur compact).

Soit @ = (ap)new C ¢>°(IN). Soit 1 < p < +00. On considere 1’opérateur T' de ¢ (IN) dans lui méme
défini par T ((zn)new) = (@nZn)nenN-

1) Lopérateur T est-il continu ?

Corrigé — L’opérateur T est clairement un opérateur linéaire de £ (IN) dans (P (IN). Il est aussi continu car,
pour & = (zn)new, [|T(2)[ler @) < llalleoe ) |2 er (o).

2) Lopérateur T est-il compact? (La réponse dépend de la suite (a,)necm, 1’ objectif est de préciser cette
dépendance.)

Corrigé —
Cas 1: On suppose que a,, — 0 quand n — +o00.
Pour 1 < q < +oo, on définit a'? € £°°(IN) par
(q)

a?l

al® =0sin>q,

et, pour © = (zn)nen € LF(IN), Ty(x) = (aSL‘”xn)nem.

L’opérateur Ty est aussi linéaire continu de ¢° (IN) dans (P (IN) mais il méme compact d’apres la proposition
5.4 car il est de rang fini (dim(Im(7Ty)) = q + 1).

Comme (T —T,)(z) = ((an — agf)):yn)nen\', (T —T4) (@) ller vy < 8UDP,,~, lan|lz|ler ) et done Ty — T
dans L((P(IN), £ (IN)), ce qui prouve que T' est compact d’apres la proposition 5.5.

:ansingqv

Cas 2 : On suppose que a.,, / 0 quand n — +oo.
1l existe alors € > 0 et une sous-suite (%(n))nelN (avec ¢ strictement croissante de IN dans IN) tels que
|ayny| > & pour tout n € IN. Pour e® = (8, 1)ne (on rappelle que 6,1, = 1sin = ket 0sin # k),
T(e?®)) = a,’o(kge“’(k‘). La suite (e¥®)) e est bornée dans (P(IN) mais la suite (T(e?™)))xen n’admet
aucune sous-suite convergente dans (¥ (IN) car, si k # 1,

I7(#®) = T lor = llapwe™™ = age?llem 2 e.

On en déduit que 'I' est non compact.

3) On suppose p = 2. On note I I'application x — x de ¢*(IN) dans ¢?(IN).
(a) On suppose que lim,,_, o @y, = 0.
Donner toutes les valeurs propres réelles de 7', c’est-a-dire tous les A dans IR pour lesquels 7" — AT est
non injectif.
Donner toutes les valeurs spectrales réelles de T, c’est-a-dire tous les A dans IR pour lesquels 7" — A\I
est non bijectif.
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Corrigé —  Soit A € R.

L’opérateur T — M\l est non injectif si et seulement si il existe v = (.7:7,)7,611\1 e 02 (]N), x # 0 tel que
T(x) = Az, ¢’est-a-dire T'(xr) = anxn = Axn pour toutn € IN.

On en déduit que T'— NI est non injectif si et seulement si X € {an, n € IN}.

On cherche maintenant a déterminer les valeurs X pour lesquels T' — X1 est non surjectif.
On distingue trois cas.
Cas1:Si\ € {an, n € IN}, Uopérateur T — X1 est non surjectif (car, pour X = an, e ¢ Im(T — an1)).

Cas2:Si\ & {an, n € N}et X # 0, Uopérateur T — NI est surjectif.
En effet, dans ce cas, il existe € > 0 tel que |a, — \| > & pour toutn € IN. Soit f = (fn)nen € 02 (IN). En
prenant © = (Tn)neN avec

Ty = Y pour tout n. € IN

Ap —

Onabienx € (*(IN) et T(x) — Az = ((an — N)Tn)new = f. Ceci prouve que (T — NI est surjectif.

Cas 3:Si A\ = 0, lopérateur T' — M\ est non surjectif (¢’est-a-dire que T est non surjectif méme si 0 &
{an, n € IN}).
On suppose 0 & {an, n € IN} (sinon le premier cas donne que T est non surjectif).
Soit f = (fn)new € £2(IN). Soit © = (xn)new. Pour que T(x) = f il faut et il suffit que
Ty = & pour tout n € IN. 5.4
a

Comme limy,—, + oo an, = 0, Il existe une sous-suite (aw("))ngm (avec o strictement croissante de IN dans
IN) tels que |ag(n)| < 1/n pour tout n € IN. On définit alors f par fn, = 0 sin & Im(yp) et fouy = 1/k
pour tout k € IN.
On a bien f € *(IN) (car HfH?z(]N) = pen /K < +00).
Mais x = (xn)new donné par (5.4) n’appartient pas a 0*(IN) car
|"LH€2(1N) Z k242 Z 1 = +oo.

rew U %%(k)  pem

Ceci prouve que [ ¢ Im(T) et donc T est non surjectif.

En résumé, I’ensemble des valeurs spectrales réelles de T est {a,,, n € IN} U {0}.
(b) On suppose lim,, ;4 o0 an = 1.
Donner toutes les valeurs propres et toutes les valeurs spectrales (réelles) de 7.

Corrigé — Il suffit de considérer 'opérateur T' — I. On est alors ramené au cas précédent et on obtient
que [’ensemble des valeurs propres de T est {an, n € IN} et I’ensemble des valeurs spectrales de T est

{an, n e N} U {1}

Exercice 5.5 (Equivalence entre compacité de T et compacité de T").

Le but de I’exercice est de montrer I’équivalence entre la compacité de T et la compacité de 7.

Soient E, F deux espaces de Banach (réels) et T € L(E, F). On rappelle que I’opérateur transposé de 7,
noté T, appartient & L(F’, E') (définition 5.1). 1l vérifie, pour tout g € F’ etu € E,

(T*(9),w) e g = (9, T(W)p' .

On rappelle aussi que la proposition 5.1 montre que || T z(r gy = ||| 2(E,F)-
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On suppose jusqu’a la question 5 que 7" est un opérateur compact, c’est-a-dire que de toute suite bornée de
E on peut extraire une sous-suite dont I’image par 7" converge dans F'.
Onnote By = {u € E, ||lu||g < 1}.

1) Montrer que T'(Bg) est précompacte, ¢’ est-a-dire que pour tout e > 0, il existe I C B tel que card(I) <

+o00 et
T(BE) = {T(u), u € BE} C UueIBF(T(u),E),

ol Bp(T(u),¢) = {v € F, |jv — T(w)|r < e}.

Corrigé —  Par hypothese, la boule T'(BE) est relativement compacte donc précompacte. En effet, soit € >
0, supposons par l’absurde qu’il n’existe pas de recouvrement fini de T(Bg) par des boules de la forme
Br(T(u),¢). Soit ug € Bg, onadonc T(Bg) ¢ Br(T(uo),€). Puis, par récurrence, on suppose ug, . . . , Un
choisis dans Bg. Comme T'(Bg) ¢ Uj—oBr (T (u;), ), on choisit up+1 € Bg tel que

T(un+1) & UizoBr(T(ui),€).
On construit ainsi une suite (uy)necw de B telle que la suite (T (un ) )new n’admet aucune sous-suite conver-
gente (car ||T(un) — T(um)||F > € sin # m), ce qui est en contradiction avec I’hypothése de compacité de

T.

Pour p € IN*, on choisit I, conformément a la question 1 avec ¢ = 1/p et on pose I = Upcn~ 1, (de sorte
que I est dénombrable). Soit (g, )nenN une suite bornée de F”.

2) Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (g, )nenw telle que pour cette sous-suite, encore notée
(gn)nens la suite ((T*(gn), u) £ E)nen converge pour tout u € I. [Utiliser le procédé diagonal.]

Corrigé — Pourtoutu € I, la suite ((T"(gn), u) g g )nen est bornée dans R. Elle admet donc une sous-suite
convergente. Comme I est dénombrable, le procédé diagonal (décrit par exemple dans la preuve du théoréme
4.1) permet d’extraire une sous-suite telle que la suite ((T*(gn),u) g/ 1 )nen est convergente pour tout u € 1.
Dans la suite on note f,, cette limite.

Noter que, pour cette question, il suffit que I, soit fini ou dénombrable.

Pour les deux questions suivantes on considere cette sous-suite.
3) Montrer que la suite ((T(g,,), u) g g)new converge pour tout u € E.
Corrigé— Soit u € Bg. On remarque alors que la suite ((T"(gn), u) g 1 )new est de Cauchy. En effet, Soit
e > 0. On choisit p € IN* tel que 1/p < €. Il existe v € I, tel que || T'(v) —T(u)||r < e. On a alors, pour tout
n, m € IN, avec C = sup,, ||gn ||/,
(T (gn)s @) pr,& = (T (gm) w) 6| < [T (gn),v) 6 — (T (gm), v) o]
+ [{gn, T(v) = T(w)) pr ¢l + [(gm, T(v) = T(w))) p p|
< T (gn), )5 — (T"(gm), V) Br £| + 2Ce.
Puis, comme v € I, C I, il existe ng tel que |(T*(gn),v)5r & — {T*(gm), V) g 5| < € pourn, m > no. Ona
donc, pour n, m > no,
(T (gn), w)pr, & — (T (gm), w) e 6| < (20 + 1)e. (5.5)

Ceci montre bien que la suite ((T"(gn), u) g/ & )nen est de Cauchy.

Siu € E, u # 0, on se raméne au cas précédent en divisant u par sa norme. On obtient bien ainsi la
convergence de la suite ({T*(gn), u) g/ 1 )new pour tout u € E et nous notons encore f, cette limite.
L’application u — f,, est trivialement linéaire (de E dans IR.) car limite d’applications linéraires. Mais elle est
aussi continue car | fu| < C||T||z(g,r)||u| 5. Il existe donc f € E' tel que fu. = {f,u) g g pour tout u € E.
Cette question montre que T"(g,) — f »-faiblement dans F' quand n — +oo.
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4) Montrer qu’il existe f € E’ tel que T*(g,,) — f dans E’.
Corrigé — C’est pour cette question que [’on va utiliser que I, est fini. On reprend la méthode de la question
précédente.
Soit € > 0. On choisit p € IN* tel que 1/p < e.
Soituw € Bp. Il existe v € I, tel que | T (v) — T'(u)||r < e. L’inégalité (5.5) donne alors
(T (gn), u)pr .5 = (T"(gm), ). B| < (20 + D, (5.6)

pour n, m > ng. Mais, comme I, est fini, ng peut étre choisit inépendamment de v (et donc de u). On obtient
ainsi, quand m — 00 dans (5.6), pour tout n. > ng et tout u € Bg,

‘(Tt(gn%'u)b"ﬂ —(f U>E/,E‘ < (2C + 1)e,

T"(gn) — fller < (2C + 1)e.
On a bien montré que T"(gn) — f dans E'.

et donc, pour tout n. > ny, |

5) Déduire des questions précédentes que 1" est un opérateur compact.

Corrigé —  On a montré que de toute suite bornée de F' on peut extraire une sous-suite dont ’'image par T"
converge dans E'. Ceci montre bien que T" est un opérateur compact.

6) On ne suppose plus maintenant que 1" est un opérateur compact, mais on suppose que 7" est un opérateur
compact. Montrer que 7" est un opérateur compact.

Corrigé —  On pose S = T*. L’opérateur S est compact de F' dans E'. La question 5 montre donc que S* est
un opérateur compact de E'' dans F".

On note J Uinjection canonique de E dans E"'. On remarque que, pour tout v € E et g € F’,

(S"(J (), g) e = (I (w),5(9)) .50 = (S(9), w2 = (T"(9), wp .5 = (9, T () rr,r.
Comme || T (u)||r = max{{g, T (w))r' #, g € F'; ||gllz» = 1} (premier item de I’exercice 1.1), on en déduit
que

18" (J(@)lrr = T (w)llr. (5.7)
On déduit de cette égalité la compacité de T

En effet, soit (u,)nen une suite bornée de E. La suite (J(un))nen est alors une suite bornée de E" (car J
est une isométrie). Comme S* est un opérateur compact (de E'' dans F"), la suite (S*(J(un)))ne~ admet une
sous-suite convergente (dans F"') et donc, grice & (5.7), la suite (T (un))new admet une sous-suite convergente
(dans F'). On a bien montré que T" est un opérateur compact.

Exercice 5.6 (rang(T) versus rang(7T")). Soient F et F' deux espaces de Banach (réels) et T' € L(FE, F).
Le but de I’exercice est de montrer que dim(Im(7")) = dim(Im(7?)).

On suppose dans un premier temps que 1 < dim(Im(7")) = r < +oo.

On choisit une base de Im(7") notée {f1,..., fr},etpouri € {1,...,r}, on choisit a; € E tel que T'(a;) =
fi. On définit alors I’espace G par G = vect{ay,...,a,}.

1) Montrer que dimG = r et E = G @ Ker(T).

Corrigé —

Montrons que {al, o ar} est une famille libre, et donc une base de G. Soient o, ..., € IR tels que
>i_ioua; =0.Onaalors Yy, aiT(a;) = 0etdoncy ;_, aifi = 0. Comme {f1,...,fr} est une base,
on en déduit o; = 0 pour tout i et donc dim G = .
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Soit uw € E. Comme {fi1,...,[fr} est une base de Im(T), il existe ai,...,a, € IR tels que T(u) =

Soioafi =1 T (a;) et donc

u=uv-+ Eaiai avecv = (u — Z aia;) € Ker(T),
i=1 =1
ce qui prouve que E = G + Ker(T).
Enfin, si w € G N Ker(T), il existe ar,...,ar € R tels que uw = Y _._, oia;. Comme T(u) = 0, on a
Sy ouT(ai) = Y1, aifi=0 et donc oy = 0 pour tout i, ce qui donne bien E = G @ Ker(T).

2) Soiti € {1,...,7}. Montrer qu’il existe g; € F' tel que (g;, f;)r'.r = 0; j pourtout j € {1,...,r}.

Corrigé —  On pose H = vect{f1,..., fr} et on définit h; € H' par (hi, f;Ya'.m = &i,;. (Noter que h; est
continue car dim H < +-00.) Par le théoreme de Hahn-Banach analytique (théoreme 0.5), h; se prolonge en
gi € F.

Dans les deux questions suivantes on utilise cette famille {g1, ..., g, }.
3) Montrer que {T%(g1), ..., T%(g,)} engendre Im (7).

Corrigé —  Soit c € Im(T"). Il existe h € F’ tel que c = T*(h).
Soit u € E, il existe a,...,ar € Retv € Ker(T) tels que u = Z;‘:l a;a; + v. Ceci donne

(e,u)pr,m = (T"(h),u)pr,m = (h, T(W)prp = (b, Y aifiyrrp = Y b, fi)rr,r
i=1 i=1

Mais on a aussi (Tt(gi),u>E/,E = (g9i, T(w))pr.r = (gi72;:1 o fj)Fr P = v, et donc

(c,u)pr B = Z(TL(Qi)Jl/)EQEWfi)F/.F = <Z<h,fi)F’,FTL(gi)7U>E/,E~

i=1 i=1

Cecidonne ¢ =Y _i_ (h, fi)r' #T"(gs). On a bien montré que {T"*(g1),...,T"(gr)} engendre Im(T").

4) Montrer que {T%(g1),...,T%(gr)} est une famille libre. En déduire que dim(Im(7")) = dim(Im(7?)).

Corrigé — Soient o, ..., € R tels que Y i, a;T"(g:) = 0. On a alors, pour tout j € {1,...,7},
Zm (9:): a; E’E*ZOK: (9i): a; E’E*Z()ﬁ (9i fi)r P = qj.
=1
Ceci prouve que {Tt (g1),-.-,T"(gr)} est unefamzlle libre.

Avec la question précédente ceci montre que dim(Im(T"*)) = r = dim(Im(7")).

On se place maintenant dans le cas général, et on ne suppose plus que 1 < dim(Im(7)) < +o0.
5) montrer que dim(Im(7")) = dim(Im(7")).
Corrigé — Il reste a traiter les cas dim(Im(7")) = 0 et dim(Im(7")) = +oc.
Si dim(Im(7T')) = 0, ona T = 0 et donc T* = 0, ce qui donne dim(Im(7")) = dim(Im(7")) = 0.
Si dim(Im(T")) = 4o0. Pour tout 1 < r < 400, il existe une famille libre de F, { f1,..., fr}. Comme r <

+00, la question 2 donne une famille {g1, . . ., gr} de F'. La question 4 montre alors que {T*(g1), ..., T"(g:)}
est une famille libre et donc dim(Im(T")) > r. On en déduit bien que dim(Im(7T")) = +oo.

6) A-t-on aussi dim(Ker(7T)) = dim(Ker(T?))?
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Corrigé — Si E et I sont de dimensions finies, la réponse est facile grace au théoréme du rang (dim(E) =
dim(Im(7")) + dim(Ker(T)) et dim(F") = dim(Im(T")) + dim(Ker(T"))).

En effet, si dim(E) = dim(F) € IN, on a aussi dim(E’) = dim(F’) = dim(FE) et le théoréme du rang (avec
dim(Im(7")) = dim(Im(7"))) donne dim(Ker(T')) = dim(Ker(1")).

Par contre si dim(F) # dim(F) € IN, on a dim(E") = dim(E), dim(F") = dim(F), et le théoréme du rang
donne dim(Ker (7)) # dim(Ker(T")).

En dimension infinie, on peut aussi avoir dim(Ker (7)) # dim(Ker(T")). C’est le cas, par exemple, de I’opé-
rateur T de Iexercice 6.5. Pour cet opérateur, E = F = (*(IN) et dim(Ker(T)) = 0 # dim(Ker(T")) = 1.
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C6. Valeurs spectrales et valeurs propres d’opé-
rateurs. Alternative de Fredholm

On s’intéresse dans ce cours C6 aux valeurs propres et plus généralement aux valeurs spectrales (réelles)
d’un opérateur T' € L(E, F) ou E est espace de Banach. On notera toujours I 1’application identité, c’est-
a-dire ’application u +— u de E dans F.

On rappelle que si T € L(IR",IR") (n > 1) et A € R (ou X € T), 'application T' — AI est injective si et
seulement si elle est surjective.

La situation est plus complexe si E' est de dimension infinie.

Définition 6.1 (Valeurs spectrales et valeurs propres (réelles)).

Soient E un espace de Banach et T € L(E, E).

1) L’ensemble des valeurs spectrales de T est I’ensemble o(T) = {\ € IR tel que (T — \I) est non bijectif}.
2) L’ensemble des valeurs propres de T est I’ensemble vp(T') = {\ € IR tel que (T — \I) est non injectif}.
3) L’ensemble des valeurs régulieres de T est 'ensemble r(T) = {\ € R tel que (T — AI) est bijectif}.
Remarque 6.1 (Comparaison entre valeurs spectrales et valeurs propres).

Soient F un espace de BanachetT € L(E, E).

Dop(T) Co(T)etr(T) =R\ o(T).

2) Sidim(E) < 400, vp(T) = o(T'). (En effet, en prenant une base de F, on se ramene au cas £ = IR".)

3) Dans le cas dim(F) = 400, il est possible de construire des exemples pour lesquels 7" est injectif et non
surjectif et des exemples pour lesquels 1" est surjectif et non injectif (voir I’exercice 6.5).

4) Soit A € r(T'). Alors (T — AI )~ est continu, ceci est donné par le théoréme de Banach, théoréme 0.9.
5) 1 est parfois intéressant (comme dans le cas £ = IR™) de considérer A € €. Les définitions sont alors
identiques a celle de la définition 6.1.

Proposition 6.1 (Propriété de o (T") et r(T')). Soient E un espace de Banach et T € L(E, E). Alors

1) o(T) C [Tz 1T e B
2) r(T') est un ouvert de R..

Démonstration de la proposition 6.1.
preuve de o(T) C [=||T|z(z,5), 1Tl 22, 2)]-
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Soit X € R, |A| > || T| (&, E)» on veut montrer que A € (T'), c’est-a-dire que T' — AI est bijectif ou encore
que pour tout z € F, il existe un et un seul u € F tel que

T(u) — Au = 2. (6.1)

Pour cela on définit S de E dans E par

L’application S est strictement contractante (de E dans E) car pour tout u, v € E

T(u—v 1Tl c(e,e
() = s(u)l = e < ELABD 1y

T
¢l ”lﬂ)f‘E,E) <1
On en déduit avec le théoreme du point fixe de contraction que S a un et un seul point fixe (c’est-a-dire tel
que S(u) = u) et donc que (6.1) a une et une seule solution.

€

preuve de r(T') est un ouvert de IR.

Soit Ag € r(T). On veut montrer qu’il existe £ > 0 tel que |A\g — €, A\g + [C (7). On va encore utiliser le
théoréme du point fixe de contraction.

Soient f € FE et A € IR. On remarque que, pour tout u € F,

Tu)— A u=f

<:>T(u) —>\0U+)\ou—/\U:f

S T(u)—du=f+(A=X)u

S u= (T — )\0)71(]" + ()\ — )\0)’&)
On définit maintenant S de F dans E par

S(u) = (T = X0) ' (f + (A = Ao)u).

On a donc T'(u) — Au = f si et seulement si S(u) = w.
On rappelle que (T — X\o)~! est continu (ceci est donné par I’item 4 de la remarque 6.1) et donc que
S € L(E,E) etpour tout u, v € E,

S(u) = S(v) = (T = Xo) 7 (A = Xo)(u — v),
1S(u) = Sl = (T = X0) (A = Ao)(u =)l < A= o[ l(T = 20) "l 2z, | (w = 0) | -

On choisit ¢ = [ —
(T—=Xo0)" e B

€, Ao + ¢[ 'application S est strictement contractante (de E dans E) car

A= 2oll(T = X0) Hlemm) <ell(T—X) e =1

Pour A €])\g — &, A\g + €], il existe donc, pour tout f € F, un et un seul u tel que T'(u) — Au = f, ce qui
prouve que A € (7). O

(noter que ¢ ne dépend pas de f) et on remarque alors que si A €]\ —

On s’intéresse maintenant au cas des espaces de Hilbert de dimension infinie et on suppose que T €
K(H,H)etT = T*. Comme T est compact et dim(H) = oo, la valeur 0 joue un rdle trés particu-
lier car 7' — Al est non compact pour A # 0 (voir I’exercice 6.1). Le théoréme 6.1 montre alors que, si
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A # 0, T — Al est injectif si est seulement si T — AT est surjectif. (On retrouve donc pour A # 0 le résultat
de la dimension finie.)
Le théoréme 6.1 donne donc, pour 7' compact autoadjoint, o(7T") \ {0} = vp(T) \ {0}.

Théoreme 6.1 (Noyau et Image de 7" — AI pour un opérateur compact autodajoint).
Soient H un espace de Hilbert réel (de dimension infinie) et T € K(H,H), T = T*. Soit A\ € R, A # 0.
Alors

1) Ker(T — M) est de dimension finie.
2) Ker(T — M) = Im(T — M)+ et Ker(T — \I)* = Im(T — D).
3) Ker(T — M) = {0} si et seulement si Im(T — X\I) = H.

Démonstration du théoréme 6.1.

preuve du premier item.

Soit (4, )nen une suite bornée de Ker(T' — AI) (par exemple, ||u,||z < 1 pour tout n). On va montrer
que (un)new admet une sous-suite convergente. Comme Ker(T — AI) est un e.v.n., ceci prouvera que sa
dimension est finie (par le théoreme 0.1).

Comme 7' est compact, il existe une sous-suite (g (n))ne €t f € H tels que T'(uyn)) — f quand
n — +oo. Comme wu,, € Ker(T' — AI), T(u,,) = Au, et donc (comme A # 0),

T(ug(n
Up(n) = 7(1%( ) — i quand n — 400,

A A
ce qui prouve que (uy,)nen admet une sous-suite convergente et donc que Ker(T — AI) est de dimension
finie.

preuve du deuxieme item.

La proposition 5.6 donne Ker(T'— \I) = Im(T* — A\I)* et Ker(T — AI)*+ = Im(T* — \I) et donc, comme
T =T* Ker(T — M) = Im(T — M)+ et Ker(T — AI)* = Im(T — \I).

Pour montrer le deuxieme item du théoréme 6.1, il suffit donc de montrer que Im (7" — AI) = Im(T — AI),
c’est-a-dire que Im(T" — AI) est fermé.

Soit (fn)nen une suite de Im (7" — M) telle que f,, — f (dans H) quand n — 4o00. On veut montrer que
feIm(T — ).

Pour tout n € IN, il existe u,, € tel que T'(u,) — Au,, = f,,. Comme H = Ker(T — \I) @ Ker(T — XI)+
(théoreme 0.13), u,, = v, + w,, avec v, € Ker(T — \I) et w,, € Ker(T — AI)*. On a donc

(wn, | 2) g = 0 pour tout z € Ker(T' — AI),
T(wn) - >\wn == T(Un - Un) - /\(un - Un) = T(un) - Aun = fn

On va commencer par montrer que la suite (w,,),eN est bornée. On suppose pour cela (par I’absurde) que
(wn)nen est non bornée. On peut alors extraire une sous-suite, encore notée (wy, ),cN, telle que |wy, ||z —
-+00 quand n — 400 de sorte que

Ty a Jn 0 quand n — +oo. (6.2)

l[wnll e lwnlle llwnlle

Comme 7' est compact, on peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que T(Huf”ﬁ) — ( (dans H)
— % = z quand n — 400 (ici, on utilise A # 0). En passant a limite quand

Wy
lwnlle

quand n — 400 et donc
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n — 400 dans (6.2), on en déduit (comme 7' est continu)

c’est-a-dire z € Ker(T — AI). On a aussi ||z||g = 1 (car z est limite déléments de H de norme 1).

On rermarque enfin que, comme w, € Ker(T — )+, (H;ﬂﬁ | z)g = 0 et donc, quand n — +o0,
(2] z)g = 0, en contradiction avec ||z|| g = 1.

On a bien montré que la suite (wy,),eN est bornée.

On utilise maintenant encore une fois le fait que 7" est compact. On peut supposer (apres extraction éventuelle
d’une sous-suite encore notée (wy, )nen) que T'(wy,) — X quand n — 400 et donc, comme

Aw, = T(wn) - fnv

wy, — w = (x — f)/A (on utilise encore A # 0).
En passant a la limite quand n — +o0 dans T'(w,,) — Aw,, = f,, on obtient

T(w) — Aw = f,

etdonc f € Im(T—AI). On a bien montré que Im(7'— A1) est fermé (et donc Ker(T—\I)+ = Im(T—\I)).

preuve du troisieme item.
Le troisieéme item est une conséquence immédiate du deuxieme item car Ker(T'— AI) = {0} si et seulement
si Ker(T — M)+ = H (et le deuxiéme item donne Ker(T — A1)+ = Im(T — \I)). O

Une conséquence immédiate du théoréme 6.1 est 1’alternative de Fredholm, proposition 6.2.
Proposition 6.2 (Alternative de Fredholm).
Soient H un espace de Hilbert réel et K € K(H,H), T =T*. Soit \€¢ R, \ #0, et f € H.
On cherche u € H tel que
Tu— du = f. (6.3)
1) Si A & vp(T), il existe un unique u € H solution de (6.3).

2) Si A € vp(T), I"équation (6.3) a une solution si et seulement si f € Ker(T — \I)*.
(Si f € Ker(T — AI)*, L’ensemble des solutions est {ug + u; u € Ker(T — \I)} ot ug est une solution
de (6.3).)

Démonstration de la proposition 6.2. La preuve est laissée en exercice (exercice 6.4) O

Théoreme 6.2 (Valeurs propres d’un opérateur compact autodajoint).
Soient H un espace de Hilbert réel de dimension infinie et T € K(H, H), T = T*. Alors

1)0 € o(T) et o(T)\ {0} = vp(T) \ {0}.

2) Si I'ensemble o(T') n’est pas fini, alors o(T) \ {0} = {\,, n € N} (A, # A\ sin # m) avec
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Démonstration du théoreme 6.2.

preuve du premier item.

On suppose que 0 € r(T), c’est-a-dire T bijectif. On sait alors (par le théoréme de Banach, théoréme
0.9) que T~ est continue. Comme I = T o T~! On en déduit que I transforme les parties bornées en
parties relativement compactes (car 7! transforme les parties bornées en parties bornées puis 7" transforme
les parties bornées en parties relativement compactes). Ceci prouve que H est de dimension finie (par le
théoréme 0.1) en contradiction avec I'hypotheése. Donc, 0 € o (T').

En fait, on peut méme démontrer que 7" est toujours non surjectif. En fait, si 7" est surjectif, la proposition
6.1 donne (comme 1" = T™)
Ker(T)* = Im(T*) = Im(T) = H,

et donc Ker(T) = {0} et T est bijectif.
Le troisieme item du théoréme 6.1 donne o(7T') \ {0} = vp(T') \ {0}.

preuve du second item.

On va montrer que pour tout £ > 0, I’ensemble vp(T') N [—¢, €]° est fini (et ceci permettra de conclure). On
raisonne par ’absurde. Soit € > 0, on suppose qu’il existe une suite (A, )n,eN de valeurs propres de T telle
que A, # Ay, sin # met |A,| > e pour tout n € IN.

Pour tout n € N, on choisit u,, € Ker(T — A\, I) (donc T'(uy,) = Apuy) et ||un||g = 1.

On pose F,, = vect{uo,...,u,} et on montre par récurrence que, pour tout n € IN, dim(E,) = n + 1,
c’est-a-dire que la famille {uo, . .., u, } est libre.

11 est clair que dim(Ep) = 1. On Suppose que dim(E,,) = n + 1 c’est-a-dire que la famille {uq, ..., un}
est libre. il s’agit de montrer que la famille {uo, ..., u,+1} est aussi libre, ce qui revient & montrer que
Up+1 € Ey. On raisonne par ’absurde et on suppose qu’il existe «, . . ., a,, dans IR tels que

n
Unp+1 = E [0 77
i=0

On a alors

T(un+1) = T(Z aiui) = ZaiT(ui) = Zaix\iui,
1=0 1=0 =0

Ang1lingl = E 0 Ap 41U
i=0

Comme T'(Up11) = Apt1Unt1, ceci donne

n

Z az()\l — )\n+1)ui =0.

i=0
Or \; # A1 pour touti = 1,...,n et donc, comme la famille {uo, ..., u,} estlibre, a; = 0 pour tout
i=1,...,n,cequidonne u,+; = 0 en contradiction avec ||u,t1||g = 1.

On a bien ainsi montré que dim(E,,) = n + 1 pour tout n € IN et donc que E,, C E,,+1 mais E,, # E,, ;1.

On peut alors construire, pour tout n € IN*, v,, € E,, tel que ||v,||g = 1 et, pour tout w € E,_1, |lv, —
wl||g > 1 (on utilise le lemme 6.1 avec H = F,, et ' = E,,_1) et on considere la suite (v, /A, )nen. Cette
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suite est bornée (car |\, | > € et ||v,]|g = 1) et on va montrer que ’'image par 7" de cette suite ne contient
aucune sous-suite convergente, en contradiction avec la compacité de T'. Pour cela, il suffit de montrer que
1T (vn/An) = T (Vi /Am)||r > 1 pour tout n, m € IN, m < n.

Or, pour m < n,

= ™

(vn) _ T(v ))HH:”7(”) Y +vn7vmf—(v ) Dy > 1
An Am
car
. %f‘"v" € E,_1 (carv, = Y i a;u; etdone T'(vy,) — Apv, = Z?:_ol a;(N — An)uy),
o« Uy € B, C E,_1 (carm < n)
o Homl=dmtm ¢ .\ C By, C Byt

En supposant que 1’ensemble vp(T') N [—&,]° est infini, on est donc arrivé & une contradiction avec la
compacité de 7T'.

On a donc montré que, pour tout € > 0, vp(T) N [—e&, £]° est fini, ce qui donne aussi que o (T) N [—e, £]° est
fini car o (T")N[—¢, €] = vp(T)N[—¢, €]° (par le premier item). Ceci prouve bien que o (7") est dénombrable,
par exemple en remarquant que

11

o(T)\ {0} = Upen- (vp(T) N [—ga E]C)-

Si I’ensemble o (T') n’est pas fini, on peut donc écrire o(T) \ {0} = {\,, n € IN*}. 1l existe alors, pour tout
e > 0, comme o(T) N [—¢, €] est fini, ng € IN tel que

n>mng= A <e.

Ce qi prouve bien que lim,,_, { o, A, = 0. O

Lemme 6.1. Soient H un espace de Hilbert réel et F un s.e.v. fermé de H. On suppose que F' # H. Alors,
il existe w € H tel que ||ul|g = 1 et, pour toutv € F, ||u — v||g > 1.

Démonstration du lemme 6.1.  On sait que H = F @ F* (proposition 0.13). Comme F # H, F+ # {0}
et on peut choisir u € F'* tel que |lu[|z = 1. On a alors, pour tout v € F, |[u — v||z > 1 (par exemple
parce que I'identité de pythagore donne ||u — v[|% = ||ul|% + ||v[|%.) O

au cours C7, nous montrons le théoreme 7.1 qui est un théoréme fondamental pour un opérateur compact
autoadjoint.

td6. Valeurs spectrales, valeurs propres, opérateurs adjoints, opérateurs compacts

Exercice 6.1 (T compact implique 7" — Al non compact).

Soit E un espace de Banach réel de dimension infinieet T' € K(E, E).
Soit A # 0, montrer que (7' — AI) n’est pas un opérateur compact.
[On pourra, par exemple, utiliser la proposition 5.3.]
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Corrigé — Il suffit de remarquer que I = %(T — (T = AD)).

Si T — M est un opérateur compact, la proposition 5.3 donne alors que I est un opérateur compact, c’est-a-
dire que I transforme les parties bornées en parties relativement compactes. On en déduit (par le théoreme 0.1)
que F est de dimension finie.

Exercice 6.2 (T** =1T).
Soit H un espace de Hilbertréel et T' € L(H, H). On note T** I’opérateur (7)*.
Montrer que 7°* =T

Corrigé — On a vu apres la définition 5.2 que T* € L(H, H) et que

(uw|T*(v))m = (T'(u) |v) g pour tout u, v € H. 6.4)
1l est clair d’ailleurs que T™ est ['unique élément de L(H, H) vérifiant (6.4).
En effet, soient S, So € L(H,H) tels que (u|S1(v))ag = (u|S2(v))u pour tout u, v € H. En prenant
u = S1(v) — S2(v), on en déduit S, (v) = S2(v) pour tout v € H et donc Sy = Sa.

Pour montrer que T™* = T, il suffit de remarquer que la définition de (T*)* donne
(w| T () = (u| (T*)* (v))g = (T"(u) |v) g pour tout u, v € H.
Onadonc (u|T*(v))a = (u|T(v))u pour tout u, v € H, ce qui donne T** = T.

Exercice 6.3 (Opérateur compact non nécessairement autoadjoint).

Soit H un espace de Hilbert réel de dimension infinie et T € C(H, H).
Dans les trois questions suivantes, on se limite 2 A € IR.

[Pour les trois questions, s’inspirer des preuves des théorémes 6.1 et 6.2.]

1) Soit A € vp(T), X # 0.
Montrer que dim Ker(7'— A I) < +oo et que Im(T" — A ) est un s.e.v. fermé de H.

Corrigé — La preuve de dim Ker(T — A1) < +oo donnée dans le théoréme 6.1 n’utilise pas T = T*. La
méme preuve donne donc ici dim Ker(T — A1) < +o0.

Pour montrer que Im(T — A1) est un s.e.v. fermé de H, on reprend aussi la preuve donnée dans le théoréme
6.1 car cette partie de la preuve du théoréme 6.1 n’utilise pas T = T*. On rappelle cette preuve briévement.
11 s’agit de prouver que Im(T — N I) est un fermé de H (le fait que c’est un s.e.v. est immédiar).

Soit (fn)new une suite de Im(T — NI) telle que fr, — f (dans H) quand n — +oc0. On veut montrer que
feIm(T — \I).
Pour tout n € IN, il existe u,, € tel que T'(un) — Ay, = frn. Comme H = Ker(T — X ) @ Ker(T — )J)L
(théoréme 0.13), un, = vyn + Wy, avec vy, € Ker(T — A1) et wy, € Ker(T — /\[)J‘. On a donc

wy, € Ker(T — X)™" pour tourn € N,

T(wn) — Awn = T(up —vn) — XMun — vn) = T(un) — Aun = fn.
On montre tout d’abord, en raisonnant par contradiction, que la suite (wn)nem est bornée. Pour cela on
utilise une premiére fois la compacité de 'T'. L’application T transforme la suite bornée (ﬁ)ngﬂ\j en suite
Tl JnemN est
convergente. La limite de cette suite, notée z, est de norme 1 et vérifie T(z) = Az (donc z € Ker(T — \I)).
Mais z est aussi dans Ker(T — XI)* (car w,, € Ker(T — \I)* qui est un s.e.v. fermé de H). Donc z = 0 et
lzllz = 1, ce qui est impossible.

convergence (apres extraction de sous-suites). On en déduit (comme \ # 0) que la suite (

Puis, on utilise une deuxieme fois la compacité de 'T'. On peut supposer (apres extraction éventuelle d’une sous-
suite) que la suite (T (wy))neN converge et donc (comme X # 0 et que la suite (fr)nen converge) que la suite
(wn)new converge. On note w la limite et on obtient T'(w) — Aw = f, ce qui donne f € Im(T — \I).
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2) (Question plus difficile) Soit A € vp(T'), A # 0. Montrer que A € o(T') si et seulement si A € vp(T).

Corrigé —  On sait, bien siir, que vp(T') C o(T'). Ceci est vrai sans la compacité de T. 1l suffit donc de montrer
que X & vp(T) implique \ & o(T).

On suppose X & vp(T), c’est-a-dire que Ker(T' — \I) = {0}, et on veut montrer que Im(T' — X\I) = H (ce
qui donne bien \ € o(T)).

On commence par essayer de montrer Im(T — XI) = H en reprenant la preuve de donnée dans le théoréme
6.1. La proposition 5.6 donne Ker(T — M) = Im(T* — XI) et donc Im(T* — \I) = H. Or, comme T est
compact, T™ est aussi compact (on rappelle que, voir la definition 5.2, T* = [El oT" oIy et que T compact
imlique T" compact, exercice 5.5). Comme T* est compact, la question 1 donne que Im(T* — XI) est fermé.
On adonc Im(T* — XI) = Im(T* — X\I) = H. Mais ici on ne suppose pasT" = T™* et nous n’avons donc pas
prouvé Im(T — A\I) = H. Il faut donc procéder différemment.

On raisonne par contradiction, on suppose que Fy = Im(T — X\I) # H et on note T la restriction de T a F1.
L’espace Fi est fermé (question 1). Le lemme 6.1 donne donc ’existence de u1 € H = Fy tel que ||ui||lg = 1
et ||lu1 —v||lg > 1 pour tout v € F.
De plus, T1 € K(F1, F1) et on pose F> = Im(Ty — A1) de sorte que Fo C Fi et on montre maintenant que
F> # F\. En effet, on suppose Fo = F. Pour toutv € H, comme (T — \I)(v) € F1 = Fb, il existe uw € H tel
que (T — XI)((T — X)) (w)) = (T — X)(v). Mais comme X\ & vp(T), ceci donne (T — \I)(u) = v et donc
v € F1. On en déduit Iy = H en contradiction avec I’hypothése.
On peut donc recommencer avec Fy, T ce que I’on a fait avec H, T'. On construit ainsi une suite (Fn)nelN de
sous espaces fermés de H une suite (un )new~ tels que, pour tout n € IN*,

- Fn, C Fn,fl;

— Un € anly |unHH - 1,

— Fp={T(v) —Av,v e F,_1}.
Soit m > n, de sorte que T'(un) — Auyp, € F, T'(m) — AN € Fry C Fy, ety € Fry—y C F,,. On a donc
avec w =T (Um) — Um + Um + un — T'(un) € Fy

1T (um) = T(un)|| o = llw —un|[a = 1.

La suite (T (un))nen n’admet donc aucune sous-suite convergente, en contradiction avec la compacité de T.
Finalement on a bien montré que que Im(T — \I) = H (et donc \ & o(T)).

|un, — 0|l > 1 pour tout v € F,

3) Montrer que
(@ 0€o(T),

(b) si o(T') n’est pas un ensemble fini, alors o(T) \ {0} = {\,,n € IN*} avec A\,41 < A, pour tout
n € IN* etlim, o Ap = 0.

Corrigé — La preuve est identique a celle donnée dans le théoreme 6.2.

Exercice 6.4 (Alternative de Fredholm). Dans cette exercice, on démontre la proposition 6.2.
Soient H un espace de Hilbertréel et K € K(H, H), T =T*.Soit A\ € R, A # 0, et f € H.
On cherche u € H tel que
Tu— M= f. (6.5)

1) Montrer que si A € vp(T), il existe un unique u € H solution de (6.5).

Corrigé — On suppose que X\ & vp(T). Le théoréme 6.1 (troisieme item) donne alors que A € r(T), ce qui
signifie exactement qu’il existe un unique w € H solution de (6.5).
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2) Montrer que si A € vp(T), I’équation (6.5) a une solution si et seulement si f € Ker(T — \I)=*.

(Si f € Ker(T — A\I)*, L’ensemble des solutions est {ug + u; u € Ker(T — A\I)} olt ug est une solution
de (6.5).)

Corrigé —  On suppose que X € vp(T). Soit f € H. Si I’équation (6.5) a une solution, il existe v € H tel que
T(u) — Au = [ et donc, pour tout v € Ker(T — ),

(flo)a = (T(w) = Mu|v)y = (u]T(v) = ) =0,
et donc f € Ker(T — \I)™*.

Réciproquement, on suppose que f € Ker(T—/\I)L. le deuxieme item du théoréeme 6.1 donne Kelr(T—/\I)L =
Im(T — AI) et donc il existe w € H solution de (6.5).

Soit ug une solution de (6.5). Soit w € H. Il est clair que uo + u est solution de (6.5) si et seulement si
u € Ker(T — AXI). L’ensemble des solutions est donc bien {uo + u; u € Ker(T — \I)}.

Exercice 6.5 (Surjectif non injectif, injectif non surjectif).
On prend ici H = ¢*(IN) et on définit T € L(H, H) par

Pour = (2p)new, T(x) = (Yn)nen, avec yo = 0, y,, = x,,—1 pour n > 1.

1) Calculer T*(z) pour tout z € £2(IN).

Corrigé —  Soient © = (Tpn)nenN € ZQ(]N) =02 etz = (zn)neN € 2,

2 = T*(x) si et seulement si, pour tout y = (yn )new € 02,

Z ZnYn = (Z ‘ y)ﬂ = ("L ‘ T(y))[z = Z TnYn—1 = Z Tn+1Yn-

nelN nelN* nelN
La solution est zp, = Tn41 pour tout n € IN, ce qui donne T*(x) = (Tn+1)nenN.

2) Donner Ker(T'), Im(T'), Ker(T*), Im(T™).

Corrigé —  Soit v = (T )nen € 02
— T'(x) = 0 si et seulement si xr, = 0 pour tout n € IN, donc Ker(T') = {0},

— x € Im(T) si et seulement si xo = 0 car, si xo = 0, alors x = T(y) en prenant y, = Tn11 pour tout
n € N, donc
2
IHl(T) = {T = (xn)nGN (=4 , Lo = 0}

— T*(x) = 0 si et seulement si x, = 0 pour tout n € IN*, donc
Ker(T”) = {x = (Tn)nen € 2z, = 0 pour tout n. > 0},

— x € Im(T*) car x = T*(y) en prenant y,, = Tp41 pour tout n € IN, donc Tm(T*) = £2.

3) A-t-on T injectif ?, surjectif ?, T injectif ?, surjectif ?

Corrigé —
La question précédente donne que T est injectif mais non surjectif et que T™ est surjectif mais non injectif.

4) A-t-on Ker(T)+ = Im(T*) 2, Ker(T*)* = Im(T)?
Corrigé —  Oui, car KClr(T)L =Im(T*) = 2 et KCr(T*)l =Im(T) = {z = (zn)new~ € 2, zo =0}.
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C7. Décomposition spectrale des opérateurs com-
pacts autoadjoints

L’ objectif de ce cours C7 est le théoreme 7.1. Nous commengons par montrer deux petits lemmes utiles pour
la preuve du théoreme 7.1.

Lemme 7.1 (Norme d’un opérateur autoadjoint).
Soient H un espace de Hilbert réel (non réduit a {0}) et T € L(H,H), T = T*.
On note Sy la sphére unité de H, c’est-a-dire Sy = {u € H, |lul|lg = 1}, et

m = inf{(T(u) |v)g, u € Sp},
M =sup{(T'(v) |w)u, u € Su},
N = max{M, —m} = max{|(T(u) |w)u|, v € Su}.
Alors
I)m, M € o(T),
2) T\ 2k, 1y = N.
Démonstration du lemme 7.1.

Preuve de M € o(T)!
On remarque tout d’abord que M < ||T'|| £, mr) (car (T'(u) |w) g < ||T||2(m,m)l|ullF; pour tout u € H).

Par la définition de M, 1l existe une suite (uy,)nen telle que ||u, ||z = 1 pour tout n € IN et
(T'(un) | un)g — M quand n — +oo.

On va montrer que T'(u,,) — Mu,, — 0 (et on pourra en déduire que M € o(T)).

Pour cela, on définit a de H x H dans R par, pour u, v € H, a(u,v) = (Mu —T(u) |v)g.

L application a est symétrique (car T' = T™) et, pour tout u € H, a(u,u) > 0 (car (T(u) |u)g < M(u|u)g
par définition de M et linéarité de T et du produit scalaire).

Pour u, v € H, on définit ¢ de IR dans IR par (et on utilise la symétrie de a)

o(t) = a(u+ tv,u + tv) = t2a(v,v) + 2ta(u,v) + alu, u).

1. La preuve est plus simple si 7' € K(H, H), voir la remarque 7.1.
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L application ¢ est donc un polyndme du second degré qui ne prend que des valeurs positives (¢ (t) > 0 pour
tout t € IR). Ce polyndme ne peut donc pas avoir deux racines réelles. Son discriminant est donc négatif, ce
qui donne
a(u,v)? < a(u,u)a(v,v) = (Mu — T(u) | u)g(Mv —T(v) |v)g <
(Mu —T(u) |w) (M + Tl e m)llvll- - (7.1)

Dans (7.1), on prend v = wu,, et v = Mu,, — T'(u,,) de sorte que

a(u,v) = (Muy, — T(up) | Mu, — T(un))m,
lollg < M + T\l er,m) car un € Sh.

L’inégalité (7.1) donne alors

1M =T (un)l[g < (Mg = T(un) |un) g (M + Tl £o1,11))°
Comme (Muy, — T(un) | un) g = M — (T (uy) | un) g — 0 quand n — +o00, on en déduit que
Muy, — T(u,) — 0 quand n — 4o0.

Pour conclure la preuve de M € o(T"), on raisonne par I’absurde.
SiMer(T)onau, =(MI—T)"*(Mu, + T(u,)) et donc, comme (M — T)~! est continu, u,, — 0
quand n — +o00, en contradiction avec u,, € Sy pour tout n.

Preuve de m € o(T).
La preuve précédente appliquée a I’opérateur —7" donne —m € o(—T') et donc m € o(T).

Preuve de ||T'||z(fr, 1y = N.
On remarque tout d’abord que, pour tout v € Sy,

(T () |w)a| < |1 T@)llallulla < VTl lellf = 1T e, m,
etdonc N = max{M, —m} < ||T| z(m,m). (T' = T* est inutile ici.)

Pour démontrer I’'inégalité inverse, on rappelle que

1Tl 2z, mry = sup{||T(w)|| mr, w € Sk},
1T ()|l = sup{(T'(w) |v)m, v € Su},
et donc

1Tl e,y = sup{(T(w) |v)m, w0 € Su}-
On utilise maintenant 7" = T et I’identité du parallélogramme pour écrire, pour tout u, v € H,
A(T(u) |v)u| = (T(u+v)[u+v)g = (T(u—v)|u—v)|
< N+l + Nju—vllf = 2N (|[ulf + [lv]7),

et donc, si u, v € Sy, |(T(u)|v)g| < N. En passant au sup quand u, v décrivent Sy on obtient bien
| T\l zr,mry < N et, finalement || T ¢,y = N. -
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Remarque 7.1. En dimension finie (non nulle) la preuve de M € ¢(7T') dans le lemme 7.1 est plus simple.
En effet, grace a la compacite de Sy il existe u € Sy tel que (T(u)|u)y = M. On écrit ensuite que
(T(u+tv)|u+tv)g < M(u+tv|u+tv)y pour tout v € H ett > 0. On développe les deux produits
scalaires et on fait ¢ — 0. On obtient T'(uv) = Mw donc M € vp(T'). En dimension infinie, Sy n’est plus
compact. SiT € IC(H, H), cette preuve peut toutefois s’adapter pour montrer que M € vp(T) si M > 0 (on
sait déja que 0 € o(7") mais on peut avoir 0 ¢ vp(T')). En effet, on arrive a montrer, gricea T’ € K(H, H),
qu’il existe u € Sy tel que (T'(u) | u)g = M et la suite est identique au cas dim(H) < 4o0.

Lemme 7.2 (Condition donnant 7' = 0si T = T™).
Soient H un espace de Hilbert réel (non réduit a {0}) et T € L(H,H), T =T™.
On suppose que o(T) = {0}, alors T = 0.

Démonstration du lemme 7.2.
On applique le lemme 7.1. o(T) = {0} implique que M = m = 0 et donc N = 0. On en déduit
| T\, ) = O, c’est-a-dire T' = 0. O

On rappelle que si A est une matrice carrée symétrique de taille n (c’est-a-dire A € M,,(IR)), 1l existe une
base orthonormée de IR"™ formée de vecteurs propres de A.

Le téoreme 7.1 généralise ce théoreme en dimension infinie pour un opérateur compact autoadjoint dans un
espace de Hilbert réel en remplacant “base orthonormée” par “base hilbertienne” (en dimension finie une
base hilbertienne est justement une base orthonormée).

Théoreme 7.1 (Décomposition spectrale d’un opérateur compact autodajoint).
Soient H un espace de Hilbert réel séparable et T € K(H, H), T = T*. Alors, il existe une base hilbertienne
de H formée de vecteurs propres de T

Démonstration du théoréme 7.1.
Par le théoréme 6.2 on sait que o(7') \ {0} est dénombrable, donc o(T) \ {0} = {\,,n € I'} avec I C IN*
et Ap # A Sin # m.

Par le théoréme 6.1, on sait que pour tout n € I, A,, € vp(T) et 1 < dim(Ker(T' — A,I)) < +00. On pose
E,, = Ker(T — A\, I) et on peut choisir une base orthonormée de E,, notée B,,.

On pose Ey = Ker(T'). On a 0 < dim(Ey) < +oo, I'ensemble E; peut étre de dimension infinie mais
comme H est séparable, F est aussi séparable (on peut montrer que toute partie d’un ensemble séparable
est séparable, exercice 7.6). L’ensemble Ej est donc un espace de Hilbert (avec le produit scalaire de H)
séparable. Il admet donc des bases hilbertiennes (proposition 0.8). On choisit une base hilbertienne de Ej,
on la note By.

On prend maintenant B = U, e ugo} Bn et F' = vect{B}. On va montrer B est une famille orthonormée
puis que '+ = {0}, ce qui donne, par la proposition 0.10 que B est une base hilbertienne de H.

Preuve que B est une famille orthonormée.
11 suffit de montrer que E,, 1 E,, sin, m € I U{0}, n # m. Soit donc v € E,, et v € E,, (on pose
Ao = 0), n # m.

T(u) = Au, T(v) = A\,

et donc, comme 1" = T,

An(ulv)g = (T(u) [v)g = (u|T@)) g = Am(u|v)m.
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Comme \,, # A\, on en déduit (u|v)y = 0etdonc F,, L E,,.

Preuve de F+ = {0}.
On remarque tout d’abord que 7" envoie E,, dans E,, (pour tout n € I U {0}) et donc T envoie F dans F'.
On en déduit que 7" envoie F+ dans F+. Eneffet, siu € F+,ona pour tout v € F, comme T = T™,

(T'(uw) |v)g = (u|T(v))g =0car T'(v) € F,

etdonc T'(u) € F+.

L’espace ' est s.e.v. fermé de H (c’est donc aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire de /). On
note S la restriction de 7' a F-. On va montrer que S = 0 (et on déduira que F+ = {0}).

L opérateur S appartient a £(F*, F*).
I est autoadjoint car si u, v € F-,

(S)|v)pr = (T(w)|v)g = (u|T(W)a = (u] S(©))p-.

11 est compact car si (uy,)neN est une suite bornée de F+, comme T est compact, il existe une sous-suite
(U (n))ne telle que (T'(uyp(n)))ne est convergente dans H et donc (S(ug(n)))nen est convergente dans
FL (car T = S dans F* et F* est fermé dans H).

Donc, S = S*et S € K(F+, F4).

Soit A € vp(S), A # 0. Il existe u € F+, u # 0, tel que S(u) = Au et donc T'(u) = Au. Ceci prouve que
A€ {\,,n€I}etdoncu € F.Doncu € FN F*, c’est-a-dire u = 0 en contradiction avec u # 0.

L opérateur S n’a donc aucune valeur propre ou valeur spectrale non nulle. Si F'* n’est pas réduit a {0}, On
a ainsi montré que o(S) = {0}. Le Lemme 7.2 donne alors S = 0, ¢’est-a-dire F+ C Ker(T) = Eg C F
etdonc F+ = {0}.

On rappelle que la proposition 0.10 donne alors que B est une base hilbertienne de 1. O

Evaluation du 24 novembre 2021

L’évaluation contient 3 exercices. Le bareme est sur 22 points. Les documents (polycopié du cours, notes
personnelles, photocopies de documents) sont autorisés. Chaque réponse devra étre justifiée. Il est autorisé
d’utiliser les résultats qui ont été démontré en TD (sauf pour la question 1 de I’exercice 1 ou il est demandé
de redonner cette démonstration).

Le but des deux premiers exercices est de démontrer deux résultats vus en cours et TD mais non démontrés.
Le troisieme exercice donne un résultat important dans 1’étude des probabilités.

Exercice 7.1 (Convergence faible-x contre convergence, baréme 3 points).

Soit E est un espace de Banach réel. Soient ( f,,)neune suite d’éléments de E, f € E’, (z,,)necw une suite
d’éléments de Fetx € F.

On suppose que f,, — f *-faiblement dans E’ et que z,, — x dans E.

1) (Question vue en TD) Montrer que la suite (f,,)ne est bornée.

Corrigé — C’est une conséquence de Banach-Steinhaus.
Pour tout x € E, la suite ({fn, ;1‘> B, E),,QN est bornée (car convergente). Le théoréeme de Banach-Steinhaus
donne alors que la suite (|| frn|| g/ )new est bornée.
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2) Montrer que {fy,, Zn) g g — (f,2) 5 g quand n — +o0.
Corrigé — Il existe C € IR t.q. (pour toutn € IN) || fr||pr < C et donc

‘<f77/~,51fn>E’,E - <f, I>E/E\ < \(,fn’fﬂn,>E’,E - <.fn’flf>E/.E| + \(,fn,~,fE>E/,E - (f, I>E/E\
<C\zn — x|l +{fn, ) & — ([, 2) 5 E|

Les deux termes de droite tendent vers 0 quand n — +00.

Exercice 7.2 (Sous espace vectoriel fermé d’un espace de Banach réflexif, baréme 8§ points).
Soit E est un espace de Banach (réel) réflexif et F' un sous espace vectoriel fermé de E. L’espace F' (muni
de la norme de E) est donc aussi un espace de Banach.
Pour G = F ou G = F On note Jg 'injection vue en cours de G dans G”.
Soitu € F".
1) Si f € E', on désigne par f|,. la restriction de f a F' (et donc f,. € F').
Montrer que I’application f — (u, f|,.) p p est linéaire continue de £’ dans IR. C’est donc un élément
de E" que I’on note v dans la suite (de sorte que (v, f) g g = (u, f|,.) Fr.F7)-
Montrer que ||v||gr < |Ju|| Fr.

Corrigé —

L’application v est bien linéaire. Elle est continue car, pour tout f € E', || f|.|lrr < || f||g+ et donc
[(w, fie) e el < lullee L fipller < lull el fller-

Ceci montre que v € E" et ||v|| g < ||u||prr.

2) (Question inutile pour la suite de I’exercice) A-t-on |[v|| g+ = ||[u|| g ?

Corrigé — La réponse est “oui”. En effet, soit € > 0, il existe g € F' tel que ||g||rr = 1 et {u, g)pr 5
|lul|p» — €. Le théoréme de Hahn-Banach analytique donne existence de f € E' tel que f|,. = g et || f| g
llg|| /. On en déduit que

v

g7 2 (v, f)pr B = (u,9)pr p > |lullpr —e.

|v

|v

Comme ¢ est arbitraire, ceci donne ||v||g > ||u||z/ et donc finalement ||v|| g = ||u||Fr.

3) Montrer qu’il existe = € E tel que (v, f)gr g = (f, ) g g pour tout f € E’. [Utiliser le fait que E est
réflexif.]

Corrigé — Comme E est réflexif, ImJg = E" et donc il existe x € E tel que v = Jg(x) et donc
(v, .o = (Je(@), fer e = {f,2)r,5 pourtout f € E'.

4) On considere 1’élément = de E trouvé a la question 3.

(a) Montrer que x € F. [Utiliser une conséquence du théoréme de Hahn-Banach vue au TD1.]

Corrigé — Six & F. Le théoréme de Hahn-Banach donne qu’il existe f € E' t.q. [, = 0et (f,z)p' g #
0, ce qui est impossible car

0# (f,z)p .5 = (v, .5 = (U [|p)Fp7,p =0.

(b) Montrer que Jp(z) = u.
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Corrigé —  Soit g € F'. Par Hahn-Banach, il existe f € E’ tel que f|, = g. On a donc, comme x € F,

(Jr(@), 9)rr =g, @) Fr . r = (f,2) 5,6 = (JE(2), B B0 = (v, f)E" B/

= <U, f‘F>F”:F’ = <u7 g> F! F/.
On a bien montré que Jp(x) = u.

5) Déduire des questions précédentes que F’ est réflexif.

Corrigé —  Les questions précédentes montrent que Im.Jp = F" et donc que F est réflexif.

Exercice 7.3 (Convergence faible-x dans (C})’ et (Cp)’, baréme 11 points).
On note E I’espace de Banach (3 (IR, IR) muni de sa norme naturelle que I’on note || - ||.
On note F' I’espace Cy(IR,IR) (qui est un s.e.v. fermé de E).
Sif € E, f > 0signifie f(z) > 0 pour tout z € R.
1) Soit ;1 € E’ telle que pour tout f € E, f > 0 implique (i, f) g/ g > 0.
Montrer que pour tout f, g € E,

9>0 = [(u, fo)p Bl < |fI{n, 9)E B

Corrigé — Soient f, g € E, g > 0.
Comme fg < ||fllg, |fllg — fg > 0etdonc {u, fg)rr.5 < ||fll{1,9) 5" 5. Cette inégalité étant aussi vraie
avec — f, on en déduit |(p, f9) e &l < |f|I{; 9)rr 5-

On considére maintenant une suite (i, ), d’éléments de E’'. On suppose que
o (iin, f)pr.g > Opourtout f € E, f >0, ettoutn € IN.
® (tn,1R)E/ g = 1 pourtout n € IN. (1 est la fonction qui vaut 1 en tout point de IR.)
2) Montrer que pour tout n € IN, i, || g2 = 1. Puis, déduire du fait que F' est séparable (propriété vue en

cours) qu’il existe une sous-suite de la suite (i, )n e, encore notée (pi, )new, telle que, pour tout f € F,
la suite ((in, f) B/, B)new converge (dans IR) quand n — +oo.

(Ceci signifie que la suite des restrictions de p, a F' converge x—faiblement dans F”’.)

Corrigé — Soit n € IN. Pour tout f € E, (tin, [Yer.5 < |[fI[{ttn, 1r)r/.5 = ||f||. On en déduit que
lpnller < 1. Comme (pn, 1R ) ' g = 1, on a finalement || pn || g7 = 1.

La suite des restrictions de , a F' est une suite bornée de F’'. Comme F est séparable, on en déduit que cette
suite admet une sous-suite qui converge x—faiblement dans F'.

On consideére dans la suite de I’exercice cette suite extraite trouvée a la question 2 (et toujours notée

Pour p € IN*, on note ¢,, la fonction définie par

<pp(ac):1si —p<x<p,

pp(r) =1—(z—p)sip<z<p+1,
op(@) =1+ (x+p)si —p—1<z<—p,
pp(x) =0sifz| = p+1

On définit 1, par ¢, (z) = 1 — p(z). Noter que ¢, € E et ¢, € F.
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3) (Question facultative) Pour p € IN*, représenter graphiquement les fonctions ¢, et ¢,,.

On suppose maintenant de plus que la suite (g, )nen est tendue, ¢’est-a-dire que
sup (in, ¥p) g7, — 0 quand p — +oc. (7.2)
nelN

4) Montrer que pour tout f € E, la suite ({tn, f) g, £))nen est de Cauchy (dans R).
[Utiliser f = fo, + f1p et 1a convergence faible—x des restrictions des ju,, a F'.]

Corrigé — Soientn, m € IN, f € FE et p € IN. En utilisant f = fp, + fip,

s £y e — (poms [ e 5|l < i, fp) o Bl + itm, fp) 5 Bl + [(ttn, fop) 2 — (Um, fop) e B
< 2[|f] Sl‘g{(llrz:@)[l)b",lz‘ + [(tns fop) 5 — (fim, fop) 7, E]-
ne

Soite > 0, grace a (1.2) il existe p € IN t.q. 2|| f|| sup,, e (ins ¥p) 5,5 < €. Puis, comme fp, € F, il existe
no tel que n, m > ng impligue |(fin, fep) e g — (m, fop) e | < €. Finalement,

n,m > no = |</Ln-, f>E’,E - </lm7f>l*3"l-)‘ < 2e.

5) Montrer qu’il existe 1 € FE’ telle que p,, — p x—faiblement dans E’ quand n — +o0. Montrer que
(, fYer e > O0pourtout f € E, f > 0,etque (¢, 1r)p. g = L.

Corrigé —  La question 4 montre que la suite ({{in, ) g 1)new converge (dans IR) pour tout f € E. On note
L(f) cette limite. L’application L est linéaire comme limite d’applications linéaires. En passant a la limite dans
linégalité |(in, fY e &] < ||fll, on obtient qu’il existe u € E' t.q. L(f) = (u, f)pr 5 et ||ullzr < 1.

On a obtenu que i, — | *x—faiblement dans E'.

De plus, soit f € E, f > 0. En passant a la limite dans {{tn, f) g g > 0 on en déduit (i1, f) g g > 0.

Enfin, (i, 1R ) g/ g = 1 s obtient en passant a la limite dans I’égalité (jin, 1R ) g/ g = 1.

6) Si la suite (p,,)new ne vérifie pas la condition (7.2), donner (sans démonstration) un exemple pour lequel
la suite (g, )nen converge x—faiblement dans F”' mais ne converge pas x—faiblement dans E’.

Corrigé — la suite (pn)new d’éléments de E' définie par (jin, fYpr g = f(n) (pour n e N et f € E)
convient.

NB : Cet exercice montre que d’une suite de variables aléatoires réelles tendue (ceci correspond a I’hypothese
(7.2) pour la suite des lois de X,,) on peut extraire une suite convergente en loi.

Evaluation du 17 novembre 2022

L’examen contient 4 exercices. Les documents (polycopié du cours, notes de TD, notes personnelles) sont
autorisés. Chaque réponse devra étre justifiée. Vous pouvez utiliser les résultats qui ont été démontré en TD.

Exercice 7.4 (HB geométrique sans HB, baréme 6 points).

Soient H un espace de Hilbert réel, C' C H un convexe fermé non vide et X' C H un convexe compact non
vide. On suppose que K N C = @ et on pose d = inf{||ju — v||g, u € K, v € C}.

On note P¢ et Pk les opérateurs de projection orthogonale sur C' et K.
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1) Soient (ay,)nen une suite d’éléments de K et (b, ), e une suite d’éléments de C telles que

lim |lan, — by|lg = d.
n—-+oo

Montrer que I’on peut supposer (quitte a extraire une sous-suite) que la suite (a,,),eN converge. On pose
a = lim, o0 an et b = Po(a).
Montrer que ||a — b||g = d.

Corrigé — Comme K est compact, on peut effectivement extraire de la suite ((1,,7,),761\1 une sous-suite conver-

gente. On peut donc supposer que la suite converge et a = limy, s 400 an, € K

Comme b = Pc(a), on a, pour tout n. € IN (comme b,, € C),

H(l - bHH S Ha - b'n HH S H(I - a/n,HH + Han, - bn,HH~

Quand n — +o0 on obtient ||a — b||g < d et donc ||a — b||lg = d

On considere pour les deux questions suivantes un couple (a,b) € K x C'tel que |la — b|| g = d (I’existence
d’un tel couple a été prouvée a la question 1).

2) Montrer que a = Pk (b).

|b—allg =d < ||b—vl|la, ce qui prouve que a = Pk (b).

Corrigé — Pour toutv € K,

3) Donner explicitement en fonction de a et b un élément f de H' et v € IR tels que

(fsu)ym g < ypourtoutu € C,
(fyu)pr g >y pourtoutu € K.

Corrigé — On définit f € E' par
(fywg g = (u|la—0b)m,
et on prend v = ||a — b||%. La caractérisation de la projection sur un convexe fermé non vide donne
(a—0b|b—u)ug > 0 pourtoutu € C,
(b—ala—w)g > 0pourtoutu € K.
On en déduit
(a—blu)g < (a—0b|b)u pourtout u € C,
(a—=blu)g > (a—bla)g =(a—0b|b)g + (a —b|a—b)u pour tout u € K.

Comme (a — b|a —b)g > 0, on peut prendre v = (a — b| b) u.

4) (Exemples) on prend dans cette question H = IR? (muni de sa norme euclidienne habituelle).
(a) Donner un exemple (sans détailler la preuve) pour lequel il existe plusieurs couples (a,b) € K x C'tels
que d = ||ja — b||x.
Corrigé— C = {0}x[0,1], K = {1} x[0, 1]. Tous les couples {(1,t), (0,t)}, avect € [0, 1], conviennent.

(b) On suppose que K est fermé mais on ne suppose plus que K est compact. Donner un exemple (sans
détailler la preuve) pour lequel il n’existe pas de couple (a,b) € K x C'tels que d = ||a — b &.

Corrig¢— K = R x {0} et C = {(2,y) € R?, y > e”}. Les ensembles K et C sont bien convexes
fermés non vide mais la distance de K a C est nulle.
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Exercice 7.5 (Base algébrique, baréme 3 points).

Soient E un espace de Banach réel de dimension infinie. Soit {e;, i € I} une base algébrique ? de E, c’est-a-
dire que pour tout z € F, il existe une unique famille {x;, ¢ € I} de nombres réels telle que © = Y . _; z;¢;
et x; = 0 sauf pour un nombre fini de <.

Comme la dimension de E est infinie, on peut supposer que I contient IN. On pose alors

" 1
(n) — § ’7
X = €Ep.
P2||epHE v

p=1

el

1) Montrer que la suite (™)), ey est convergente dans E.

Corrigé — 1l suffit de remarquer qu’elle est de Cauchy car, pour m > n, H:L‘<n) — ™| < Z;n:nﬂ p% et
que la série Zp N p%) est convergente.
2) Montrer qu’il est impossible que toutes les applications x — x; (de E dans IR) soient continues (on
rappelle que x = ), x;¢; et 2; = 0 sauf pour un nombre fini de 7).

Corrigé — On note x la limite dans FE de la suite 2" On note .765"’> (resp. x;), i € I, les composantes de 2™
(resp. x) dans le base {e;, 1 € I}.

Si toutes les applications x — x; (de E dans IR) sont continues, on doit avoir, pour tout i € 1,

lim .7:5.") = x;.
n—4oo
Soit i € IN, comme (UE”) = m pour n > i, on en déduit que x; = m % 0, ce qui est impossible car
> i2|le

x; = 0 sauf pour un nombre fini de i.

Exercice 7.6 (Séparabilité, bareéme 3 points).

Soit E un e.v.n. séparable et A une partie de £/ dénombrable dense dans F. Soit F’ une partie F.

Soit n € IN*, Pour tout 2 € A, si il existe au moins un point y de F' tel que ||z — y||g < 1/n, on choisit un
tel point et on le note a ,, (on adonc a, , € Fet ||z — agn|p < 1/n).

On note B,, I’ensemble des points obtenus ainsi (noter que B,, C F)).

1) Soit n € IN*. Construire une injection de B,, dans A (ce qui prouve que B,, est dénombrable).

Corrigé — Pour tout y € By, on choisit un point ,, € A tel que y = Az, (Un tel x, existe mais n’est
pas nécessairement unique). On a ainsi construit une application y — x de B, dans A. Cette application est
injective. En effet, si x, = . (avecy, z € Bp)onay = Qzyn = Az, n = 2.

2) Construire avec les ensembles B,, (n € IN*) une partie de F' dénombrable dense dans F' (ce qui prouve
que I est séparable).

Corrigé — 1l suffit de prendre B = Upc+ By,. On a bien B C F' et B dénombrable (comme union dénom-
brable d’ensembles dénombrables). On montre maintenant que B est dense dans F'.
soity € F et n € IN*. Comme A est dense dans E, il existe v € A tel que ||z — y||g < 1/n. On remarque
alors que
2
[y —aenlle <lly —zlle +llz —aenls <

Comme aq.n, € B, ceci prouve la densité de B dans F.

2. Une telle base existe toujours, c’est une conséquence du lemme de Zorn
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Exercice 7.7 (Convergence, convergence faible, convergence x-faible, bareme 8 points). Pour 1 < p < oo,
on note L? I’espace Ly (IR, B(IR), A). Pour n € IN, on pose f, = lp,nq1) (Cest-a-dire f,(z) = 1 si
z € [n,n+ 1] et 0 sinon). La fonction f,, € £ (IR, B(IR), A) et on la confond avec I’élément de L? auquel
elle appartient.
1) Dans cette question 1 < p < 0.
Montrer que f,, — 0 faiblement dans L? quand n — +o0 (ce qui est équivalent a montrer que, pour tout
ge L 1/p+1/qg=1, [ fu(z)g(x)dz — 0).
La suite (f,,)nen a-t-elle une limite dans LP ?

Corrigé — Soit g € LY, en utilisant 'inégalité de Holder,
[ 5@e@ant < [lawlwm@ir < ([ o
. . J[n,n+1

On pose gn = |g|"1[n,n+1)- Le théoréme de convergence dominée donne f gndx — O (car g, — 0 p.p. et
lgn| < |g|? € L") et donc [ fn(x)g(x)dx — 0. On a bien montré que fr, — 0 faiblement dans L.

Si la suite (fn)new avait une limite dans LP, cette limite serait aussi la limite faible. On aurait donc f, — 0
dans LP, ce qui est faux car || fr]lp = 1.

2) Dans cette question p = 1.

Montrer que la suite (f,),emn n’est pas faiblement convergente dans L' quand n — -+occ. (On rappelle
que f, — [ faiblement dans L' est équivalent a dire que, pour tout g € L*°, [ f,(z)g(z)dz —
| £(@)g(x)do).

[On pourra raisonner en supposant que f, — f faiblement dans L' et montrer une contradiction en
choisissant convenablement des fonctions g € L>°.]

Corrigé —  On suppose que f, — f faiblement dans L. Donc, pour tout g € L, S fn(z)g(x)dx —
[ f(z)g(z)dx).

En prenant, pour p € IN, g = sgn(f)1,_,,p), on montre que

/[ IS = tim / fu(@)g()dz = 0.

On en déduit f = 0 p.p. sur [—p, p|. Comme R = Upen[—p, p| ceci donne f = 0 p.p..
Puis en prenant g = 1r, on montre que f f(x)g(x)dx = 1, ce qui est impossible car f = 0 p.p..

3) Dans cette question p = co.
On prend maintenant f,, = 1j, o[ (C’est-a-dire f,,(x) = 1si x € [n,+o0o] et 0 sinon).
(a) On identifie L>° avec (L')’. La suite (f,,)nen a-t-elle une limite x-faible dans L ?
Si oui, quelle est cette limite ?
Corrigé — Soitg € L*, ‘ ‘
| [ fr@g@ie] < [ lg(@)l1pnsi(@)d

On pose gn = |g|1 [n,+oo[- Le théoréme de convergence dominée donne j gndx — 0 (car gn — 0 p.p. et
nl < S Ll) et donc [ fn(x)g(z)dz — 0. On a donc montré que f, — 0 -faiblement dans L°°.
g g . g q

(b) La suite (f5,)new a-t-elle une limite faible dans L ? Si oui, quelle est cette limite ?
[On pourra introduire le s.e.v de L™, F' = {f € L™ tel que lim,_, | « f[p,p+1] f(z)dz existe dans IR }
et utiliser 7' € F' défini par (T, f)pr p = lim,_, 4 oo f[pm 1] f(z)dz. On vérifiera que T appartient
bien & F’ lorsque F est muni de la norme de L°°.]
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Corrigé —  L’application T" est bien linéaire continue de I (muni de la norme de L*) dans IR (et T F <

1). Par le théoréme de Hahn-Banach, T se prolonge en T € (L)'

Si fn — [ faiblement dans L™, on a alors aussi fn — [ x-faiblement dans L™ et donc f = 0 p.p.. Ona

donc (T, fn) ooy oo — 0 quand n — o0, ce qui est impossible car f, € F et donc, pour tout n € N,
<T, fn)(LOO)’A’LOO = hm fn(I)dm =1.

P Jip pra)
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C8. Dérivée faible. Probleme aux limites

Pour motiver ce cours, on commence par un exemple.
Soit f € C([0,1],1R), On cherche u € C?([0, 1], IR) solution de

) = f(x) pourtout x € [0,1], (8.1)
u(0) = u(l) = 0. (8.2)

Puis, si il existe u € C?([0, 1], IR) solution de (8.1)-(8.2), a-t-on unicité de cette solution ?

Remarque 8.1 (Définition de C'*(€2)). Une fonction u de [0, 1] dans IR appartient 2 C2([0, 1], TR) si elle
est deux fois dérivable en tout point de [0, 1] en considérant en O les dérivées a droite et en 1 les dérivées
a gauche et que les dérivées premiere et seconde sont continues sur [0, 1]. Cette définition se généralise
facilement pour définir C*(I,1R) si k € IN et I est un intervalle de IR..

Il est intéressant de remarquer que la situation est beaucoup plus compliquée si la variable x appartient a une
partie de R?, d > 1, au lieu de IR.. Si Q2 est un ouvert de IR, on définit C*(€2, IR) comme étant I’ensemble
des restrictions a () des fonctions appartenant & C* (IF{d7 IR). Dans le cas ot d = 1 et ) est un intervalle de
IR, cette définition est équivalente a la précédente (ceci est laissé a titre d’exercice).

On peut envisager plusieurs méthodes pour résoudre le probleme (8.1)-(8.2). Une premiere consisterait a
considérer I’équation différentielle du deuxieme ordre (8.1) avec condition initiale u(0) = 0 et v/(0) = a et
a chercher la valeur de a pour avoir (1) = 0. Cette méthode a I’inconvénient majeur de ne pas se généraliser
a des problemes semblables (en un sens a definir !) au probléme (8.1)-(8.2) mais avec x dans un compact de
R?, d > 1 (essentiellement d = 2 ou d = 3) au lieu de  dans un intervalle compact de IR.

La méthode que nous allons utiliser est tres différente et peut décomposer en plusieurs étapes.

1) Définition de la notion de dérivée faible et d’un probleme dit “faible” suggéré par le probleme initial (pour
ce cours C8, le probléme initial est (8.1)-(8.2) avec u de classe C?).

2) Résolution du probleme faible (existence et si possible unicité).
3) Régularité des solutions du probléme faible.
4) Résolution du probléme initial (pour ce cours C8, (8.1)-(8.2) avec u de classe C?).

L’introduction de la notion de dérivée faible est due a Jean Leray dans un article de 1934. Elle lui a permis de
montrer 1’existence de solutions faibles aux équations de Navier-Stokes modélisant I’écoulement d’un fluide
incompressible. Elle nous donnera dans ce cours I’existence d’une solution faible au probleme (8.1)-(8.2) et
nous aurons d’ailleurs aussi 1’unicité de cette solution faible.
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Nous montrerons ensuite la régularité de la solution faible et donc I’existence d’une solution au probleme
(8.1)-(8.2) avec u de classe C?. Cela sera “assez” facile, grace au fait que € IR. Prouver la régularité des
solutions faibles est souvent beaucoup plus difficile dans les problemes avec x € RY, d > 1. Par exemple,
dans le probleme étudié par Jean Leray, pour d = 3, I’existence d’une solution au sens classique des dérivées
est toujours un probléme ouvert.

Remarque 8.2 (Premier pas vers le probéme faible). Soit v € C?([0, 1],IR) solution de (8.1)-(8.2).
Soit v € C°(]0,1[,IR) (c’est-a-dire v de classe C'*° et a support compact dans ]0, 1[). L’équation (8.1)
donne alors

—/01 o (x)v(x) de + /01 uw(z)v(x)de = /01 f(x)v(x)dz.

En intégrant par parties, ceci donne que u est solution de (8.3).

1 1 1
/ o' (z)v'(z) dz+/ u(z)v(z) dx :/0 f(@)v(z)dz pourtout v € C°(]0,1[,IR). (8.3)

0 0

La fonction u appartient donc a C1([0, 1], IR) et elle vérifie (8.3)-(8.2). C’est presque le probleme faible de
(8.1)-(8.2) sauf que nous allons maintenant affaiblir la notion de dérivée (et ne pas demander que w soit de
classe C'! mais u dans un espace plus gros).

Notation : Si I € B(IR), on notera L?(I) 'espace L*(I, B(I), \).

Définition 8.1 (Dérivée faible). Soit I un ouvert de R etu € L*(I).
On suppose qu'il existe g € L*(I) tel que

/u(m)gp’(x) de = — /g(m)go(m) dx pourtout ¢ € CF(I,IR).
I I

Alors g est la dérivée faible de u, on note Du = g.
(Noter que g est unique, voir la remarque 8.3.)

Remarque 8.3 (Unicité de la dérivée faible, comparaison avec la dérivée classique).

1) (Unicité de la dérivée faible) Soient I un ouvert de IR et g, h € L?(I) tels que

/(g(:z:) — h(z))p(x)dz =0 pourtout ¢ € CF(I,R).

I
On adonc (g — h|@)r2ry = 0 pour tout p € CZ(I,R).
On utilise maintenant que C° (1, IR) est dense dans L?(I) . En prenant une suite (¢, ),en de C°(1,TR)
telle que ¢,, — (g — h) dans L?(I) quand n — 400, on déduit donc de 1’égalité précédente (avec ,, au
lieu de ) que (g — h|g — h)r2(;y = O etdonc g = h p.p. (ce qui est I’écriture usuelle de g = h dans
L*(I)).

2) (Lien dérivée faible et dérivée classique) Soient I un ouvert de IR et w € C'(I,IR). On a alors, en
prolongeant u et ¢ par 0 hors de I, avec une inégration par parties,

/u(x)go/(ac) dx:/ u(z)y' (x) dx

I R

= —/ o' (z)p(x) doe = —/u/(x)go(x) dzx pourtout ¢ € C°(I,R),
R I

1. Si Q2 estunouvert de IR, d > 1,et 1 < p < +oo, 'ensemble C2°($, IR) est dense dans L (92, B(Q2), Ag). voir le cours
d’intégration.
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ce qui prouve que u a une dérivée faible et cette dérivée faible (qui est un élément de L2 (1)) est représentée
par la fonction v’. En toute rigueur, on devrait dire v/ € Du. En pratique on confond Du (qui est une
classe de fonctions) avec la fonction u’ (qui est 1’'une des fonctions de la classe Du, ici u’ est méme la
seule fonction continue appartenant a la classe Du, ce qui justifie quelque peu la confusion entre Du et
u').

Avec cette confusion entre Du et u/, on a donc montré que si u € C1(I,IR), Du = u’ (dérivée faible et
dérivée classique coincident).

3) (Exemple de dérivée faible non continue) On prend ici I =]0, 1] et la fonction w définie par

N

u(z) =2z pour 0 <z <

N =

u(z) = =2(x —1) pour 0 <z <

1W
0 1
La fonction u est continue (et on la confond, comme d’habitude, avec 1’élément de L2(I ) auquel elle

appartient). Elle n’est pas de classe C' (elle n’est pas dérivable au point 1/2, mais elle admet une dérivée
faible Du = —2 p.p. sur |0,1/2[ et Du = 2 p.p. sur |1/2, 1].

Remarque 8.4 (Exemple de non existence de dérivée faible, dérivée par transposition).

1) (Exemple de non existence de dérivée faible) On prend ici I =]0, 1] et la fonction u définie par
1
u(z) =0 pour O<m§§,

1
u(z) =1 pour §<x<1.

0 1
On a bien u € L*(I) (on confond ici la fonction u avec sa classe) et

1
/u(x)go’(:v) dr = / ¢'(x)dz = —p(1/2) pourtout p € C°(]0,1[,IR).
I 1/2

La fonction u n’a pas de dérivée faible. Pour cette raison, différents auteurs ont été amené a généraliser
la notion de dérivée faible et a introduire la notion de dérivée au sens des distributions (due a Laurent
Schwartz vers 1950). Dans I’exemple ci dessus, la dérivée au sens des distributions de w est la distribution
d1/2 (appelée aussi “masse de dirac au point 1/2”, introduite initialement, avant les travaux de Laurent
Schwartz, par le physicien Paul Dirac sous la forme d’une “fonction généralisée”).

La distribution d; /5 est donc I’application linéaire 7" de C2°(]0, 1[,IR) dans IR définie par

T(p) = (1/2).
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2) (Dérivée par transposition ou dérivée au sens des distributions) Soient I un ouvert de R et uw € L}, (1)

(c’est-a-dire que ulx € L(I) pour tout compact K C I). La dérivée par transposition ou dérivée au
sens des distributions de u est I’application linéaire T' de C'2°(I,IR) dans IR définie par

Grace a cette définition, toute fonction localement intégrable a une dérivée.
Définition 8.2 (Espace H'(I)). Soit I un ouvert de IR.
HY(I) = {u € L*(I) tel que u a une dérivée faible Du € L*(I)}.
Siu, v e HY(I), on pose
(w|v) iy = (u|v)p2r) + (Du| Do) r2(ry.

Théoréme 8.1 (H! est un Hilbert séparable).
Soit I un ouvert de R. L’espace H'(I) est un espace de Hilbert réel séparable.

Démonstration du théoreme 8.1.

Le fait que H!(I) est e.v. réel est assez facile. Cela découle de la linéarité de I'intégrale. Si u, v € H*(I) et
a, B € R, D(au + Bv) = aDu + BDv et donc (au + Bv) € HY(I) (et D(au + Bv) = aDu + 3Dv).
Le fait que I"application (u,v) — (u|v) g1 (s) est un produit scalaire sur H'(I) est aussi assez facile. En
particulier (u | u) g1 () = 0 implique u = 0 p.p. (i.e. u = 0 dans L*(I)). Lespace H'(I) est donc un e.v.n.
réel dont la norme est induite par un produit scalaire.

On montre maintenant que H! () est complet.
Soit (ty )neN une suite de Cauchy de H*(I). Les suites (tuy)nenN €t (Duy, )nen sont done de Cauchy dans
L3(I). Nexiste donc u € L*(I) et f € L*(I) tels que

u, — u dans L?(I) quand n — +oo,

Du,, — f dans L*(I) quand n — -+oo0.

Pour toutn € Netp € C*(I,R),

/1 un(2)¢' (2) dz = — /1 D (2)¢(z) da.

En passant  la limite quand n — +o0 dans cette égalité, la continuité du produit scalaire dans L?(I) donne

Jua)d @ e == [ 1@ .

Ceci prouve que u € H'(I) et Du = f. Finalement on a donc u,, — u et Du,, — Du dans L?(I) quand
n — 400, ce qui signifie u,, — u dans H*(I).
Ceci termine la preuve que H!(I) est un espace de Hilbert.

On montre maintenant que H! (1) est séparable.
On note T I'application de H'(I) dans L?(I) x L?(I) définie par T'(u) = (u, Du).
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On munit I'espace L?(I) x L*(I) du produit scalaire ((u1,v1) | (uz,v2))r2(ryxr2(ry = (u1|u2) 2 +
(v1 |v2) p2(p). Lespace L*(I) x L*(I) est un espace de Hilbert séparable car L*(I) est un espace de Hilbert
séparable (Si A est dénombrable dense dans L?(T), A x A est alors dénombrable dense dans L2(I) x L2(1)).

L application 7 est une isométrie de H*(I) sur son image Im(7") qui est une partie de L?() x L?(I). Comme
L2(I) x L?(I) est séparable, Im(T') est aussi séparable et donc H!(I) est séparable (plus précisément si
B est dénombrable dense dans Im(7T'), ensemble {u € H'(I); T'(u) € B} est dénombrable dense dans
HY(I) car T est une isométrie). O

Dans les théoremes 8.2 et 8.3 on va s’intéresser au cas I = [0, 1] (pour résoudre le probleme (8.1)-(8.2))
mais la généralisation de ces théorémes est facile si I est un intervalle compact de IR.

Théoréme 8.2 (Injection de H'(I) dans C(I,R)).

L’espace H'(]0,1[) est inclus dans U'espace C([0,1],R) au sens que si u € H(]0,1]), il existe i €
C(]0,1],IR) tel que u = @ p.p. (plus précisément, on devrait dire que la restrition de @ a 10, 1] appartient a
u). On confond I’élément u de H'(]0, 1]) avec la fonction ii. On a alors

u(z) = u(0) + /Ow Du(t)dt pour tout z € [0,1].

Démonstration du théoreme 8.2.
Soit u € H*(]0, 1[), on va construire i tel que v = @ p.p.. Pour cela, on définit % de [0, 1] dans IR par

:/ Du(t) dt, pourtout z € [0,1].
0

La fonction % appartient & C'([0, 1], IR). On va montrer que % € H*(]0, 1[) (comme d’habitude on confond
la fonction @ avec 1’élément de L?(]0, 1]) auquel elle appartient) et que D = Du p.p..

Soit ¢ € C(]0,1[,IR),

- / ( / Ly (@)Du(t) d) (@) de (ear Lo t) = Ly )
o Jo
1ol

= / (/ Ly (x)¢' () do) Du(t) dt (par le théoréme de Fubini)
o Jo

_ /0 ( /t o (x) dz) Du(t) dt = — /O o(ODu(t)dt  (car p(1) = 0).

Ceci prouve que % € H'(]0, 1[) et D@ = Du p.p..

Le lemme 8.1 (appliqué a u — ) donne alors I’existence de a € IR tel que u — @ = a p.p., c’est-a-dire u = @
p.p. en prenant & = @ + a. On abien & € C([0,1],R).

En confondant u (élément de H(]0, 1]) et @ (é1ément de C([0, 1], IR ), on a donc

u(z) = u(0) + /Or Du(t)dt pour tout z € [0, 1].
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Lemme 8.1 (Une fonction a dérivée faible nulle est constante). Soit u € H*(]0,1]) tel que Du = 0 p.p..
Alors, il existe a € IR tel que u = a p.p.

Démonstration du lemme 8.1.  Ce lemme est démontré dans I’exercice 8.1. O

Proposition 8.1 (Caractere holderien des éléments de H*(I)). Soitu € H*(]0, 1]). On identifie u avec son
représentant continu (donné par le théoréme 8.2) Alors, pour tout z, y € [0, 1],

lu(z) — u(y)| < [|Dullr2go.1plz — y*/2,
lu(@)] < 2[|ullz1o,1p)-

L’application u +— u est donc continue de H*(]0,1[) dans C([0, 1], R).
On rappelle que C([0,1],1R) est un espace de Banach avec

lulleqoaymry = llullc = sup |u(z)].
z€[0,1]

Démonstration de la proposition 8.1.
Selon le théoréme 8.2, on sait qu’il existe a € TR tel que u(z) = a + foz Du(t) dt pour tout z € [0, 1].
Soit 0 < x <y < 1, on adonc, en utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwarz,

Yy Yy
u(y) ~ule)| = [ Dule)dr < (| Du(e) a2y ~ a2 < | Dulaqoly ~ ol 2
Puis, on remarque que

u(@)] < [u(y)] + [u(z) —u(y)| < u(y)] + [ Dull L2 1)-

On fixe = et on intégre cette inégalité par rapport a y (y €]0, 1]), on obtient, en utilisant ’inégalité de
Cauchy-Schwarz,

lu(@)| < [Jullz2qo,ap + 1Dull2ry < 2l|ullmrgo,ip-

Théoréme 8.3 (Compacité de H'(I) dans C(I,R)).
L’application u — u de H*(]0, 1[) dans C([0,1],R) est compacte.
(Elle est donc aussi compacte de H*(]0,1[) dans L*(]0,1[).)

Démonstration du théoreme 8.3.

La compacité de H'(]0, 1[) dans C([0, 1], IR ) découle du théoreme d’ Ascoli (théoréme 0.2) que I’on rappelle
brievement :

Soient X un espace métrique compact et F un espace métrique complet. On munit C'(X, E) de la distance
de la convergence uniforme (c’est-a-dire d(f,g) = sup,cx d(f(x),g(x)) en notant indifféremment d la
distance dans C'(X, E) et dans E).

Soit A C C(X, E). La partie A est relativement compacte dans C'(X, E) si et seulement si :

e Pourtout x € X, {f(z), f € A} est relativement compact dans E,
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e pour tout x € X, U’ensemble A est “équicontinu” au point z, ¢’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe
6 > 0tel que

(d(z,y) <6, f € A) = d(f(2), f(y)) <e.

(On a noté indifféremment d la distance dans X et dans F.)

Nous allons appliquer le théoreme d’Ascoli avec X = [0,1] et E = R.
Soit A une partie bornée de H'(]0, 1[), c’est donc par le théoréme 8.2 une partie de C([0, 1], IR). Il s’agit de
démontrer qu’elle vérifie les deux conditions du théoreme d’ Ascoli, ¢’est-a-dire

1) Pour tout z € [0, 1], {u(z), u € A} est borné (dans IR),

2) pour tout = € [0, 1], L’ensemble A est équicontinu au point x, ¢’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe
0 > 0 tel que
(le =y <0, ue A) = |u(z) —uly)| <e.

Preuve de 2). Soient z, y € [0,1] et u € A. La proposition 8.1 donne, avec C' = sup,,c 4 [|[v]|zr1(0,17) (et
donc C' < +00),

[u(@) = u(y)| < | Dull2goaplz =y < llull i go,aple — yI'? < Cla —y['/2,
ce qui donne 2 avec § = £2/C?. (L’ensemble A est méme uniformément équicontinu.)

Preuve de 1). Soient x € [0, 1] et u € A. La proposition 8.1 donne [u(x)| < 2|ul|g1(j0,1p) < 2C.
L’ensemble {u(z), u € A} est donc borné (et d’ailleurs la borne est méme indépendante de x). O

Remarque 8.5. Une maniere équivalente de formuler le théoreme 8.3 est de dire que de toute suite bornée
de H'(]0,1[) on peut extraire une sous-suite uniformément convergente, ¢’est-a-dire convergente pour la
norme de C([0, 1], R) (quiest || - |loc = sup,¢o,1) [u(2)]).

On rappelle aussi qu’une suite convergente pour la norme de C([0, 1], IR) est convergente pour la norme de
2210, 1) car || - 20,1 < || - 1.

Remarque 8.6.

Nous nous sommes limités a définir I’espace H'(I) en considérant toujours des fonctions a valeurs dans
IR. 11 est facile de construire un espace semblable et d’obtenir des résultats semblables en considérant des
fonctions a valeurs dans C.

Définition 8.3 (Espace H (I)).
Soit I un ouvert de R, on note H} (I) I’adhérence de C°(I,R) dans H'(I). L’espace H}(I) est donc un
s.e.v. fermé de H'(I). Avec la norme || - || g1 (1) ¢’est donc un espace de Hilbert.

Remarque 8.7.

1) On peut montrer que C°(IR, IR) est dense dans H*(IR) (la preuve est semblable a celle de la densité de
C*(IR,R) dans LP(IR) pour 1 < p < +00, voir le cours d’intégration).
Donc, pour I = R, Hi(I) = H(I).
2) Pour I =]0, 1],
Hy(I) = {u € H'(]0,1]) tel que u(0) = u(1) = 0}
(I"élément u de H'(]0, 1]) étant ici identifié avec son représentant continu). Le sens intéressant pour la
suite de ce cours C8 est que u € H{ (]0, 1[) implique u(0) = u(1) = 0. Ceci est une conséquence facile de

la continuité de I’application v — u de H'(]0, 1]) dans C([0, 1], IR) (cette continuité donne que ¢,, — u
dans H1(]0, 1[) (quand n — +o0) implique ¢, (0) — u(0) et p,, (1) — u(1).

109



On peut maintenant donner la “formulation faible” du probleme (8.1)-(8.2).

Définition 8.4 (Formulation faible du probleme (8.1)-(8.2).).
Soit f € L*(]0,1]) (ce qui est vrai en particulier si f € C([0,1],IR)). On dit que u est solution faible du
probléme (8.1)-(8.2) si

u € Hy(J0, 1)), (84)
1
/0 Du(x)Duv(x) da:—i—/ u(z)v(z) dr —/ f(z)v(z)dx pour tout v € Hi(]0,1]). (8.5)

On peut noter que, par rapport a la formulation donnée dans la remarque 8.2, on a, dans la définition 8.4, sim-
plement affaibli la notion de dérivée. En effet, u € H (]0, 1[) donne u(0) = u(1) = 0 et la condition (8.5)
est équivalente (grace a la densité de C2°(]0, 1[, IR) dans H}(]0, 1])) a 1a condition (8.5) avec C°(]0, 1], IR)
au lieu de H}(]0, 1]).

Théoréme 8.4 (Existence et unicité de la solution faible). soit f € C([0,1],IR). Alors, il existe un et un
seul u solution de (8.4)-(8.5). Le méme résultat est vrai sous I’hypothése plus faible f € L*(]0, 1|).

Démonstration du théoreme 8.4.
Le probleéme faible (c’est-a-dire (8.4)-(8.5)) consiste & chercher u € H{ (]0, 1[) tel que

(u]v) gz go.1p = (F |v) 20,1 pour tout v € Hy(J0, 1)).

Si f € L*(]0,1[), on remarque que I’application v — (f | v)2(j0,1) est linéaire continue de H{ (]0, 1[) dans
IR. En effet, la linéarité est immédiate et la continuité vient de Cauchy-Schwarz :

|(f1v)e2qoapl < N fllzzqoapllvlizzgoap < I flzzqo,ipllvllargo,ip-

Lexistence (et I'unicité) de u est alors une conséquence du théoreme de représentation de Riesz (théoreme
0.14) dans I’espace de Hilbert H}(]0, 1[). O

Lemme 8.2 (Régularité de la solution faible).
Soitu € H'(]0,1]) et g € C([0,1],R). On suppose que

1
/ Du(z)v'(z) de = / g(z)v(x)dxr pourtout v e CF(]0,1[,R).
0
Alors u € C?([0,1],R) et —u"(z) = g(x) pour tout x € [0, 1].

Démonstration du lemme 8.2.
On donne brievement la méthode pour montrer ce résultat, elle sera reprise dans I’exercice 8.2. On note G
une primitive de g (par exemple G(z) = [ g(t) dt) de sorte que G € C*([0,1],IR) et

/1(Du(x) + G(2))v'(z) dz = 0 pour tout v € C2°(]0,1[,R). (8.6)
0

On choisit une fonction ¢ € C°(]0, 1[,IR) telle que fol wo(z)dz = 1.
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Pour ¢ € C2°(]0, 1[, R), on définit v par

o(w) = / C (e ( / Cu(tar) / " po(t)t,

On prend dans (8.6) cette fonction v (qui est bien dans CS°(]0, 1[,IR)), on obtient par un petit calcul, en
posant ¢ = ['(Du(z) + G(x))po(z)de,

1
/0 (Du(z) + G(x) — ¢)p(z) de = 0.

Comme C2°(]0,1[, IR) est dense dans L?(]0, 1[), on en déduit que Du + G — ¢ = 0 p.p.. Ceci permet de
montrer que u € C2([0,1],IR) 2. En effet, on a vu dans le théoréme 8.2 qu’il existe a € IR tel que, pour tout
x € [0,1], u(z) = a + f; Du(t)dt. On a donc, pour tout z € [0,1], u(z) = a + [ (c — G(t))dt. Comme
G € C*([0,1],IR), ceci donne bien u € C?([0, 1],IR) et, finalement, —u” (z) = g(z) pour tout = € [0, 1].
|

Théoréme 8.5 (Existence et unicité de la solution de (8.1)-(8.2).). soit f € C([0,1],IR). Alors, il existe un
et un seul u solution de (8.1)-(8.2).

Démonstration du théoreme 8.5. L’unicité est due au fait qu’une solution de (8.1)-(8.2) est solution de
(8.4)-(8.5) et que la solution de (8.4)-(8.5) est unique.

L’existence est due a I’existence d’une solution au probleme (8.4)-(8.5) (théoréeme 8.4) et a la régularité de
cette solution faible (lemme 8.2 appliqué a g = f — w). (]

td8. Exemple de décomposition spectrale

NB : Toutes les fonctions considérées sont a valeurs réelles.

Exercice 8.1 (Une fonction a dérivée nulle est constante p.p.).
Soit u € L*(]0, 1) telle que Du = 0, ¢’est-a-dire telle que fol u(z)¢’ (z)dx = 0 pour tout p € C°(]0, 1]).

Montrer qu’il existe a € IR tel que u = a p.p..

[Suggestion : Soit ¢y € C°(]0, 1]) telle que f01 wo(y)dy = 1.
Pour ¢ € C2°(]0,1[) on pose ¢(z) = [ (y)dy — (fol e(t)dt) [, po(y)dy. Montrer que ¢ € C£°(]0, 1)
et utiliser fol w(z)y' (z)dz = 0.]

Corrigé —  Soit o € C°(]0, 1) telle que f“l vo(y)dy = 1 et, pour p € C(]0,1]),

() = / ")y — ( / pl)dt) [ eo(v)d.

Jo Jo
Comme o, p € C*(]0,1]), il est clair que v € C*°(]0, 1]).

Puis, comme g et @ sont nulles dans un voisinage de 0, par exemple sur ]O, 5[ avec un € > 0 (dépendant de g et
), on a aussi Y nulle sur |0, |.

2. Comme d’habitude on confond un élément de H'' avec son représentant continu quand celui ci existe
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De méme comme g et o sont nulles dans un voisinage de 1, par exemple sur |1 — e, 1[ avec un € > 0 (dépendant
de o et ), on a aussi 1 nulle sur |1 — e, 1], ceci est dii au fait que

[ ety ([ owan [ ity = [ oty [ ewa=o.

0 0 0 0 0
On a donc bien v € C(]0, 1).
En posant I = fol (t)dt, on remarque maintenant que ' (z) = p(x) — Ipo(x) pour tout z €]0, 1] et donc

0= /01 (@) (z)dz = /01 w(@)p(z)ds — 1/01 w(@)po(z)de
-/ “ufa)pla)de — / ' p(w)da / ) po(y)dy = / (ule) — a)ple)de,

avec a = fol u(y)po(y)dy.
Comme cela a été dit dans la remarque 8.3, on en déduit (par exemple grace a la densité de C°(]0,1[) dans
L?(]0,1])) que w = a p.p..

Exercice 8.2 (Régularité en dimension 1).  Soit f € L2(]0, 1[).

1) Montrer qu’il existe un et un seul u solution de
u € H;(J0,1]),
1 1
/ Du(t)Du(t) dt :/ ft)w(t)dt, Yo € H}(]0,1[).
0 0

Corrigé —

On note I lintervalle 0, 1[. On définit un produit scalaire sur H§ (I) en posant (u | 'U)Htl) () = (Du| Dv) 2.
Grdce a exercice 8.1, ¢’est bien un produit scalaire sur He (I). Mais, on va méme montrer que la norme induite
par ce produit scalaire (que [’on notera || - ||H% (1)) est équivalente (sur HE(I)) & la norme induite par le produit

scalaire de H*(I).
On remarque tout d’abord que ||UHH[}(1) <l gy
Puis, pour tout w € H} (I), on a (voir le théoreme 8.2),
x €T
u(z) = u(0) +/ Du(t)dt = / Du(t)dt pour tout x € [0, 1].
0 0
(On a, bien siir;, identifié I’élément v de H} (I) avec son représentant continu.)
On en déduit que, pour tout z € I, |u(z)| < fol |Du(t)|dt < ||Dul| 2y et donc
Hu||L2(I) < HD“HL2<I> = HUHHCI)(I)'
Ceci donne ||u| 11y < \@HuHH%U).

Les normes || - HH[1)(1> et || - |1 (1) sont donc équivalentes sur H (I).

Le probléme (8.7) consiste a chercher v € H} (1) tel que
(U"U)H(I)(I) = (f|v) 21y pour tout v € Hy(I).

L’application v — (f | v) 2y est un élément de Hi(I)'. En effet,
(flo)ezay < flleznllvllzay < I fllz2llv]

L’existence et l'uncité de u solution de (8.7) est alors une conséquence théoreme de représentation de Riesz
(théoréme 0.14).

Hl (1) pour tout v € Hy(I).
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On suppose maintenant que f € C([0,1])(C L*(]0,1[). On pose F(z) = [’ f(t) dt, pour tout z € [0,1].
On note « la solution de (8.7).

2) Montrer que, pour tout ¢ € C2°(]0, 1|),

1 1
/ (Du(t) + F(t))p(t)dt = / co(t) dt
0 0
avec un certain ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ).
[S’inspirer de la méthode de 1’exercice 8.1.]

Corrigé —
Soit oo € C(]0,1]) relle que _fol wo(y)dy = 1 Soit ¢ € C°(]0, 1]). Pour z € [0, 1] on pose

v = [ et~ [ e [ e

On a donc ¢ € C(]0, 1]) et la dérivée faible de 1) est égale p.p. a sa dérivée classique

Dip(z) = ' (x) = o(z) — (/ w(s)ds)po(x) pour presque tout x €0, 1].

Jo
Comme ¢ € CZ°(]0,1]) C H}(Q), on peut prendre v = v dans (8.7), on obtient

/1Du(t)<,o(t)dt7/ t)dt )Du po(t) dt = /f Yib(
=0)

Comme F est de classe C* et F' = f, on a (en utilisant aussi 1(0) = (1) = 0
"1 1
d— F'(x)(x)dr = — F(x)' (x)dx
/ f (@) (e)da /0 (2)db(z)da /O (@) (x)da
1 1 1
= —'/0 F(x)ga(x)d:c—&—/o F(x)apo(x)dx/o p(t)dt.

En posant ¢ = fo Du(t)po(t)dt + fo (t)po(t)dt, on a donc
1

/ (Du(t) + F(£))p(t)dt = ¢ / o(t)dt. 8.8)
JO JO
3) Déduire de la question 2 que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continiment dérivable sur [0, 1]

et —u”(x) = f(x) pour tout z € [0, 1] (et que u(0) = u(1) = 0).
Corrigé — L’égalité (8.8) est vraie pour tout ¢ € C°(]0,1]). Comme Du + F — ¢ € L*(]0,1]) et que
C2°(]0, 1[) est dense dans L*(]0,1]), on en déduit
Du = —F + ¢ p.p. dans |0, 1].
On pose maintenant

w(z) = /Oz(—F(t) + ¢)dt pour x € [0, 1].

Comme w est de classe C(la fonction w est méme de classe C*?) la dérivée faible de w est donc égale p.p. &
sa dérivée classique. On a donc Dw = w' = —F + ¢ p.p.. On a donc Dw = Du p.p. et on en déduit que
w — u est une fonction presque partout égale a une constante (voir l’exercice 8.1). Comme on a déja identifié
la (classe de) fonction(s) u a son représentant continu, la fonction u — w est donc constante et la fonction u est
de classe C*, v/ = —F 4 cetu” = —F' = —f. On a aussi uw(0) = u(1) (car v € Hg(]0,1]).

(Noter que la fonction w est de classe C? sur [0, 1] en considérant des dérivées a gauche en 1 et des dérivées a
droite en 0.)
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Exercice 8.3 (Décomposition spectrale en dimension 1).

On reprend I’exercice précédent. On pose E = L?(]0, 1[) (muni de la norme || - ||2). Pour f € E, on rappelle

qu’il existe un et un seul u solution de (8.7).
On note 7 I’application de E dans E qui a f associe u (solution de (8.7), noter que H2(]0,1[) C E).

1) Montrer que 7T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de ' dans F.

Corrigé —  On note toujours I l'intervalle |0, 1[.
Soit f € L*(I). La solution u du probleme (8.7) vérifie

(U|U)H5(1) = (flu)r2ry < fll2pllv
L’application f — u, oit u est la solution du probleme (8.7), est donc Inéaire (ce qui est facile a voir) continue
de L*(I) dans H} (I).
D’apres le théoréme 8.3, I'application u — u est compacte de H* (I)dansL2 (I), elle est donc aussi compacte
de HE(IdansL?(I). Par composition, on en déduit que I'application f — u, oit u est la solution du pro-
bleme (8.7), est compacte de L*(I) dans L*(I). On note T cette application (une application s’ appelle aussi
“opérateur”). L’opérateur T' est donc liéaire compact.

‘H(l)(l)v

On montre maintenant que 'I" est autoadjoint.

Soit f, g € L*(I). Onnote w = T(f) et v = T(g). Comme u est solution de (8.7),
(“’|U)H(‘](I) = (f|”)L2(1)~

Comme v est solution de (8.7) avec g au lieu de f et v au lieu de u,
(v U)Hg(l) = (g U)L2(1)-

Onadonc (f|v)r2(ry = (9|u)L2(r) ¢’est-a-dire (f[T(g))r2ry = (9| T(f))L2(n)-
Ceci montre que T = T™.

2) Soit A € vp(T). Montrer qu’il existe u € C?([0,1],IR), u # 0, tel que —Au” = wu, sur |0, 1] et u(0)
u(l) = 0.

Corrigé —
Soit X € vp(T). Il existe f € L*(I), f non nulle, telle que T(f) = \f. On a donc u = T(f) € H(I) et

/1 Du(t)Du(t)dt = /1 F@)v(t)dt pour tout v € H(I).

)

On remarque que X\ # 0 car si A\ = 0, w = T(f) = 0 p.p. et donc Du = 0 p.p. d’ou 'on déduit
fol F(v(t)dt = 0 pour tout v € Hg (I) et donc f = 0 p.p..

Comme X\ # 0, u vérifie

1 1
/ Du(t)Du(t)dt = / u(—t)v(t)dt pour toutv € H{(I). (8.9)
0 0

A
La fonction t +— %ﬁ) est continue sur I (on a identifié u, qui est dans H}(I) a son représentant continu). On
peut donc appliquer la question 3 de I’exercice 8.2, elle donne que la fonction u est de classe C? et —u'" = u/
On a aussi u(0) = u(1) (caru € Hy(]0, 1]).

3) Montrer que vp(T) = { 7=, k € N*} et o(T) = vp(T) U {0}.

Corrigé —  Soit A\ € vp(T). La question précédente donne Uexistence de u non nul tel que u € C*([0,1],TR),
u(0) = u(1l) = 0 et —Au” (z) = u(x) pour tout v € [0,1] (et w =T(f) = \f et donc T'(u) = Au,).

Comme \ # 0, ’ensemble des solutions de classe C* de I’équation différentielle —\u" + u = 0 est un espace
vectoriel de dimension 2. En prenant v = u dans (8.9), on remarque que A\ > 0. Cet espace vectoriel est donc
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engendré par les deux fonctions linéairement indépendantes x — sin(%) et x — cos(—%=). Il existe donc «,

by
B € R tels que
T

u(x) = asin(—=) + B cos(

x
NG
Comme u(0) = 0, B = 0. Puis, comme u(1) = 0 (et u non nulle), il existe k € IN* rel % = km, c’est-a-
dire \ = #

) pour tout z € [0, 1].

>

On a bien montré que vp(T) = {# k € IN*}. On a aussi montré que le sous espace propre associé a la
valeur propre # c¢’est-a-dire I’espace Ker(T — ﬁ[) est de dimension 1 et est engendré par la fonction
x > sin(kmz).

4) Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢,, = 2 f01 f(t) sin(nnt)dt. Montrer que :

IIf— Zcp Sin(pﬂ")HLz(]O’l[) — 0, quand n — oo.
p=1

(Comparer avec les séries de Fourier. )

Corrigé — Grdce au théoréme 7.1, on obtient une base hilbertienne de L*()0,1[) en prenant pour chaque
valeur propre une fonction propre de norme 1 (on profite ici du fait que chaque sous espace propre est de
dimension 1 et que O n’est pas valeur propre).
Pour k > 0, fol sin? (kwx)dx = 1/2. On peut donc prendre comme fonction propre de norme 1 associée a la
valeur propre ﬁ la fonction ey, définie par

ex(z) = V2sin(krx), pour x € [0,1].
Le théoréme 7.1 donne alors, pour tout | € L*(]0, 1]),

f= Z(f | ex)L2(j0,10) €k
k=0

La convergence de cette série étant & prendre au sens de L*.
Comme (f | ex)r2 = fol F(t)V/2sin(krt)dt, on obtient bien la convergence demandée.

1l ne s’agit pas ici des séries de Fourier. Les séries de Fourier sont associées a un autre opérateur compact.
Elles font I’objet du cours C9.

5) Soit ;1 € IR*. En utilisant la proposition 6.2, donner une C.N.S. sur f € E pour que le probléme suivant
ait une solution :

u € Hg(]0,1)),
/ Du(t)Do(t)dt + / w(tyo(t)dt = / F(t)o(t)dt, pourtout v € HA(0, 1.
0 0 0

Corrigé — Il s’agit de trouver une C.N.S. pour que uw = T(f — pu) ait une solution, c’est-a-dire pour que
T(u) + iu = ﬁT(f) ait une solution.

La proposition 6.2 donne cette C.N.S.. La petite subtilité de cette preuve avec la proposition 6.2 consiste sim-
plement & remarquer que si u € L*(]0,1[) et T'(u) + iu = iT(f) (ce que donne la proposition 6.2), alors
w € H{ ()0, 1[). Ceci est immédiat (car T (u) + iu = iT(f) implique v € Im(T)) mais il est peut-étre utile
de détailler ce point. Nous le faisons ci dessous.
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Premier cas On suppose que i & {—km, k € IN*} et on va montrer que le probléme a une solution quelquesoit
fe £2(o,1]).
La proposition 6.2 donne que, pour tout g € L*(]0, 1[), il existe un unique u € L*(]0, 1[) tel que T (u) + iu =
g, ¢’est-a-dire que w = g — iu € H5(J0,1]) et

1 1

/ Dw(t)Du(t)dt = / u(t)v(t)dt, pourtour v € H(]0, 1[).
0 0
Mais, ici, g = iT(f) et donc g € HS(]0,1]). On en déduit que v = (g — w) € Hy(]0,1[). Ceci donne
Dw = Dg — %Du et
1 1 1
—/ Du(t)Dv(t)dt—l—u/ Dyg(t)Du(t)dt = ,u/ u(t)v(t)dt, pourtout v e Hy(]0,1]).
0 0 0
Enfin, comme pug = T(f),
1 1
,u/ Dg(t)Du(t)dt = / F)v(t)dt, pourtour v € Hy(]0, 1[).
0 0

On obtient finalement

/o Du(t)Dv(t)dtJr,u/O u(t)v(t)dt :/0 Fv(t)dt, pourtour v e H(J0,1]).

Deuxiéme cas On suppose qu’il existe k € IN* tel que p = —k.

1 1

La proposition 6.2 donne ici qu’il existe w € L*(]0,1[) tel que T(u) + Lu = T(f) si et seulement si

(T ex)r2o1 = 0, ¢’est-a-dire, comme T = T,

/1 f(t)sin(knt)dt = 0.

Cette condition sur f est donc la C.N.S. demandée.
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C9. Série de Fourier

Dans ce cours C9 nous allons montrer que la série de Fourier de f € L%(]0,1]) 'est la décomposition de
f sur une base hilbertienne de L?(]0, 1[) obtenue avec un opérateur compact autoadjoint de L?(]0, 1) dans
L(]0,1]).

On rappelle que si H est un espace de Hilbert séparable et (e, e un base hilbertienne de H, on a, pour
tout f € H, f =3 cn(f|en)men ausens 350 (f |ep)me, — f dans H quand n — +oo.

On rappelle aussi que C2(]0, 1], IR) est I’ensemble des fonctions de [0, 1] dans IR, deux fois dérivables sur
[0, 1] et a dérivée premiere et seconde continues sur [0, 1], en considérant en 0 les dérivées a droite et en 1
les dérivées a gauche.

Soit f € C([0,1],IR), On cherche u € C?([0, 1], IR) solution de

— " (x) + u(x) = f(z) pourtout x € [0,1], 9.1)
u(0) = u(1), 9.2)
W/ (0) = /(1) 9.3)

Une telle fonction u est dite “solution classique” de (9.1)-(9.2)-(9.3).
Noter qu’une fonction u € C?([0,1],IR) vérifiant (9.2)-(9.3), prolongée par périodicité (c’est-a-dire que
u(z) = u(z—n)siz € [n,n+1],n € Z), appartient 2 C* (IR, IR ) (mais pas nécessairement 3 C%(IR, R)).

Comme dans le cours C8, nous allons d’abord introduire une formulation faible de (9.1)-(9.2)-(9.3).

Pour cela on remarque que si u € C?([0, 1],1R) est solution de (9.1)-(9.2)-(9.3), on a, pour toute fonction
v € C1([0,1],R) telle que v(0) = v(1) (noter que I’on ne demande pas v’(0) = v’(1)), en intégrant par
parties,

/Olf(x)v(:z:) do = /Olu"(m)v(az)Jr/Ol u(x)v(x) da
:/Olu’(x)v’(x)—u’(l)v(l)-l—u’(O)U(O)—F/Ol u(z)v(z) do
_ /01 o (@) (@) + /01 w(@)o(z) da.

1. On note toujours L2(]0, 1[) 'espace LZ (0, 1[, B(]0, 1[), A).

117



Réciproquement, on suppose que u € C1([0,1],IR), u(0) = u(1) et

/O o (@) () + / 2) da —/ F@)o(z) dz pour tout v € C1([0, 1], R) t.q. v(0) = v(1). (O.4)

Le lemme 8.2 donne alors u € C?([0,1],IR) et u vérifie (9.1). Puis, en prenant par exemple v(z) = (x —
1/2)? dans (9.4) on montre que u’(0) = /(1) et donc que u est solution classique de (9.1)-(9.2)-(9.3).

Ceci nous suggere, comme au cours C8 une formulation faible du probeme (9.1)-(9.2)-(9.3) consistant a
affaiblir la notion de dérivée.

Définition 9.1 (Formulation faible du probléme (9.1)-(9.2)-(9.3)).
Soit f € L?(]0,1]) (ce qui est vrai en particulier si f € C([0,1],1R)).
On dit que u est solution faible du probleme (8.1)-(8.2) si

u€ H={we H(0,1]) tel que w(0) = 9.5)
1

/ Du(x)Dv(x) dac—i—/ u(z)v(z) de —/ f(z)v(x)dx pour tout v € H. 9.6)
0

Proposition 9.1 (Espace H' périodique).
L’espace H défini par H = {w € H(]0, 1[) tel que w(0) = w(1)} est un s.e.v. fermé de H'(]0,1[). C’est
donc, muni du produit scalaire de H'(]0, 1[), un espace de Hilbert.

Démonstration de la proposition 9.1.
11 suffit d’utiliser le théoréme 8.2. Si (uy, )nen est une suite de H telle que u,, — u dans H'(]0, 1[) (quand
n — +00), le théoréme 8.2. donne ., (0) — u(0) et u, (1) — u(1) quand n — +oo et donc u € H. O

Théoreme 9.1 (Compacité de f +— u, u solution de (9.5)-(9.6)).

1) Pour tout f € L?(]0, 1[) il existe un unique u solution de (9.5)-(9.6).

2) L’opérateur f v+ u, u solution de (9.5)-(9.6), est compact autoadjoint de L*(]0,1[) dans L*(]0,1]). On
note T cet opérateur.

Démonstration du théoreme 9.1.
Preuve de 1). Soit f € L?(]0, 1]), le probleme (9.5)-(9.6) consiste & chercher v € H solution de

(ulv)g = (f |v)r2qo,p pourtout v € H.

L’application v = (f |v)z2(j0,17) est un élément de H’ car

(flv)zzgoap < Ifllzgoaplvlizzgoap < Nfllzzqoapllivllz-
Le théoreme de Riesz (théoreme 0.14) donne donc qu’il existe un unique u solution de (9.5)-(9.6). De plus
de I’'inégalité
lullF = (ulw)m = (f |w)2qo,ap < I1fllz2qo,aplulla
on déduit |lullg < ||f]lm-

L opérateur Ty de L?(]0, 1) dans H(]0, 1[) défini par T} (f) = u, ot u est solution de (9.5)-(9.6), est donc
linéaire continu.
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Preuve de 2). On note I 1’opérateur u +— u de H'(]0, 1[) dans L?(]0, 1[) et T = I o Ty. L’opérateur T est
donc un opérateur linéaire de L*(]0, 1[) dans L?(]0, 1[).

Comme 77 est continue et I est compact, I’opérateur 7' est compact. En effet, si A est une partie bornée
de L?(]0,1[), ’ensemble {73 (u), u € A} est une partie bornée de H'(]0,1]) et donc et donc 1’ensemble
{I oTy(u), u € A} est une partie relativement compcate de L2(]0, 1]).

Il reste & montrer que 7' est autoadjoint, ¢’est-a-dire que, pour tout f, g € L2(]0, 1[),

(T(f )|9)L2 (Jo,1) = =(fIT(g ))L2 10,1+

On pose u = T'(f) etv = T(g), c’est-a-dire que u est solution de (9.5)-(9.6) et v est solution de (9.5)-(9.6)
avec g au lieu de f. On a donc

(w|w)g = (f|w)r2qo,1p pourtout w € H.
(v|w)g = (g|w)r2(jo,1) pour tout w € H.

On en déduit, en prenant w = v dans la premiere équation et w = u dans la seconde,

(f|T( ))L2 (Jo,1)) = (f| )L2(10,1[) = (U|U)H
(T(f)19)rzqoap = (91w)r2qoap = (vluw)m = (u[v)a

Ceci prouve bien que 7' = T™. O

Une conséquence des théorémes 9.1 et 7.1 est qu’il existe une base hilbertienne de L?(]0, 1) formée de
vecteurs propres de T (I’opérateur 1" étant défini dans le théoréme 9.1).
On va chercher maintenant les valeurs propres et vecteurs propres de 7.

Proposition 9.2 (Condition nécessaire sur les valeurs propres et vecteurs propres de T').
Soit T I’opérateur défini dans le théoréme 9.1.
Soient A € vp(T) et f € Ker(T — M), f # 0. Alors

HNo<A<1,
2) f=pu, p=1/\etu e C?([0,1]),

v’ (x) + (p — Du(x) =0 pour tout x € [0, 1], 9.7
w(0) = u(1), 9.3
W'(0) = u'(1). 9.9)

Démonstration de la proposition 9.2.
Preuve de 1). On pose u = T'(f), c’est-a-dire

u e H. (9.10)
(wlv)g = (f|v)r2o,1) pourtout v € H. (9.11)

SiA=0,u=T(f) =Af = 0,etdonc (f|v)r2qo,1;) = 0 pour tout v € H et donc aussi pour tout
v € C(]0,1[) C H. Ceci implique f = 0 (car C2°(]0, 1[) est dense dans L?(]0, 1[)) en contradiction avec
I’hypothese f # 0.
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On adonc A # 0 etdonc f = pu avec = 1/A. L’équation (9.11) devient
1 1
/ Du(z)Dv(z) dx = / (1 — Du(x)v(z) dz pour tout v € H. 9.12)
0 0

En prenant v = w dans 9.12, on en déduit ¢ > 1 (etdonc 0 < A < 1).

Preuve de 2).

Comme v € C([0,1],IR) (car H C C([0,1],IR)) et que C>(]0,1[) C H, il suffit d’appliquer le lemme
8.22 pour obtenir que u € C2([0,1],IR) et —u”(z) = (1 — 1)u(z) pour tout = € [0, 1], ¢’est-a-dire que u
vérifie (9.7).

On remarque ensuite que v vérifie (9.8) car u € H.

Il reste & montrer que u vérifie (9.9). Pour cela on prend dans (9.12) une fonction v € C*([0,1],R) telle
que v(0) = v(1) # 0 (par exemple v(x) = (x — 1/2)?) et on integre par parties,

0= /0 ' (z)v'(x) de — /0 (n = Du(z)v(z)
= —/0 (" (2) + (p = 1))o(z) dz + v’ (Dv(1) — ' (0)0(0) = v(0)(u' (1) — u'(0)).
On en déduit bien u'(1) = «/(0), ¢’est-a-dire (9.9). O

Théoréme 9.2 (Série de Fourier de f € L?).
On définit les fonctions @q, px, ¥x, k € IN* de [0, 1] dans R par

wo(z) =1 pourtout x € [0,1],
or(x) = V2cos(2kmz) pour tout x € [0,1],
(@) = V2sin(2kmz) pour tout x € [0,1].

La famille B = oo U {¢k, k € N*} U {¢, k € IN*} est une base hilbertienne de L?(]0, 1]).

Pour tout f € L?(]0,1[),
—+o0

f=a0+ (anpr + b, 9.13)
k=1
avec

1 1
a = / f@)on(@)de, by = / f(@)dn () da.

Dans (9.13) la série est & prendre au sens de la convergence dans L?(]0, 1[) des sommes partielles.

Démonstration du théoréme 9.2.
Comme I’opérateur 71" défini dans le théoreme 9.1 est compact, il suffit, pour avoir une base hilbertienne de
L?(]0, 1), de trouver les valeurs propres de 7T et les sous espaces propres correspondants.

2. On rappelle de Dv = v’ pp si v est de classe C'*
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Soit A € vp(T), grice a la proposition 9.2, on sait que 0 < A < 1 et le sous espace propre associé A est
I’ensemble des fonctions u € C?([0, 1], IR) vérifiant, avec 1 = 1/,

o’ (x) + (u — Du(z) = 0 pour tout z € [0, 1], 9.14)
u(0) = u(1), (9.15)
u'(0) = u'(1). 9.16)

On distingue maintenant les cas = 1 ety > 1.

Cas p1 = 1. Dans ce cas, (9.14) donne v” = 0, donc il existe a, b € R tels que u(z) = ax + b et (9.15)
donne alors @ = 0. On obtient finalement 1 € vp(T) et Ker(T — I) = vect{pq}.

Cas 1 > 1. On utilise la théorie des équations différentielles, la solution générale de (9.14) est, avec w =
H—= 17
u(z) = acos(wzx) + Bsin(wz) pourtout z € [0,1].

Les constantes « et 3 sont arbitraires dans IR. Mais, comme w doit aussi vérifier (9.15) et (9.16), elles doivent
vérifier (noter que u'z) = —aw sin(wz) + Bw cos(w))
a = acos(w) + Bsin(w),

fw = —awsin(w) + Pw cos(w).
Ce systeme sur («, 3) est équivalent &

a(cos(w) — 1) + Bsin(w) =0,
— awsin(w) + fw(cos(w) — 1) = 0.

Pour que ce systéme ait une solution non nulle il faut et il suffit que (cos(w) —1)% +sin(w)? = 0, ¢’est-a-dire
sin(w) =0, cos(w) = 1.

La condition sur p est donc /u — 1 = w = 2k avec k € IN™.
(Noter alors que « et 3 sont arbitraires dans IR.)

L’ensemble des valeurs propres de 7', autre que 1, estdonc {\x, k € IN*} avec A\, = 1/, g = 1+ (2km)2.
Enfin, pour & € IN*, le sous espace propre associé a \j est donc engendré par les fonctions obtenues
en prenant (o, 3) = (1,0) et (a, 3) = (0,1). En les multipliant par /2 pour que leur normes dans
L2(]0,1[) soient égales a 1, ce sont les fonctions ¢y, et 1, données dans le théoreme. La vérification du
fait qu’elles ont orthgonales (c’est-a-dire (o | ) r2(j0,1; = 0) découle de la formule classique de trigono-
métrie sin(a) cos(b) = (1/2)(sin(a + b) + sin(a — b)).

On a ainsi obtenues toutes les valeurs propres de I et les sous espaces propres correspondant, ce qui donne,
selon le théoreme 7.1 une base hilbertienne de L2(]0, 1]). O

td 9. Un opérateur linéaire compact autoadjoint dans L?(IR)
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L objectif est cet exercice est de construire une base hilbertienne de L?(IR) (cette base est liée & la mécanique
quantique. . .)
Rappel du cours :

— Lespace H!(IR) est I’ensemble des éléments de L?(IR) ayant une dérivée faible dans L?(IR).

— Siu e H! (R), la classe de fonctions u posséde un représentant continu, on identifie (comme d’habi-
tude) u avec ce représentant continu et on a, pour tout x € IR :

u(z) = u(0) + /090 Du(t) dt.

Partie I (résultats liminaires)
On pose H = {u € H'(R) tel que (z — zu(z)) € L*(R)}. Si u,v € H, on pose (ulv)y =
Jr Du(z)Du(z)dx + [ 2*u(z)v(z)dz.
1) Montrer que (-|-) i est un produit scalaire sur H.
Corrigé—  L'application (u,v)) — [ Du(z)Dv(z)dz + [, x*u(z)v(z)dx de H? dans R est bilinéaire

symétrique. De plus, pour w € H, [ Du(x)Du(x)dz+ [, x*u(z)u(x)dx = 0 implique u = 0 p.p. (et méme
partout en confondant u avec son représentant continu). Cette application est donc un produit scalaire.

Dans la suite on munit H de ce produit scalaire.
2) Soit A une partie bornée de H.
(a) Montrer que {u(0), u € A} est une partie bornée de IR [On pourra commencer par remarquer que
|u(0)| < [u(x)| + [ Dul|L2(R), pour tout z € [—1, 1]].
Corrigé— Pour x € R, u(0) = u(x) — [ Du(t)dt et donc, pour x € [—1,1], en utilisant Cauchy-
Schwarz pour les fonctions Du et 1
1
u(0)] < fu(w)| + Jo]/*( / |Du(t)2dt)'/? < fu@)] + | Dull 2wy -
J1
En multipliant cette inégalité par ||, on en déduit (avec I'inégalité dans R, (a + b)* < 2a* + 2b7)
?u(0)? < 22°u(x)® + QHD“HiZ(IR,)-

Pusi en intégrant pour x € [—1,1], u(0)?® < 9||u||%;. ce qui donne le résultat annoncé.

(b) Soit K un compact de IR, montrer que {u/,., u € A} est une partie relativement compacte de C'(K, R).

Corrigé —  La question (2a) donne [’existence de C' € IR tel que |u(0)| < C pour tout u € A.

Comme K est compact, il existe a > 0 tel que K C [—a, a).

On vérifie ci dessous les deux conditions qui permettent d’appliquer le théoreme d’Ascoli pour avoir la
relative compacité de {u,, , u € A} dans C(K,IR).

i. Pourx e Ketue H

u(@) < fu©)| + [ |Du(®ldt < C + (20)! 2 Dul i, < €+ (200" ulf

Ceci montre bien que {u(x), u € A} est borné. (et méme uniformément par rapport a x € K).

ii. Pourx,y € Retue H

1/2 1/2 1/2y 11/2
fu(2) = u()| < o -y Dull Y2y < fo =yl [l
Ceci montre [’équicontinuité au point x des éléments de A (et méme [’équicontinuité uniforme par rapport

ax € R).
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Le théoréme d’Ascoli donne alors la relative compacité de {u,,. ,u € A} dans C(K,IR).

¢) Montrer que A est une partie relativement compacte de oit (uy)new C A, On pourra montrer

Montrer que A est une partie relat t compacte de L?(IR) [Soit c A,Onp t
qu’il existe une sous-suite, encore notée (uy)nen, et u € C(IR,R) t.q. u, — u uniformément sur
tout compact de IR, quand n — oo, puis montrer que u,, — u dans L*(IR)].

Noter que 1’on a ainsi montré que 1’application u ~ u est (linéaire) compacte de H dans L?(IR).

Corrigé —  Soit (un)nen une suite d’élément de A.

Soit p € IN*. La question (2b) montre qu’il existe une sous-suite de la suite (un)neN qui converge uniforme-
mement sur [—p, p|. Cette sous-suite peut dépendre de p. Mais, le procédé diagonal permet d’extraire de la suite
(un)new une sous-suite qui, pour tout p € IN*, converge uniformément sur [—p, p|. On note encore (un)nen
cette sous-suite. Il reste a montrer que u,, — u dans L? (IR).

Soita > 0,

/ﬂ; [ (x) — u(z)|>dz = -/[ﬂL,a]c [ () — u(x)>dz + /[ [t () — w(z)|>da

—a,al

L[ — u(x)[*dzx ' un(z) — u(x)|?dz
S;/Mw\un(w) (z)|"d +/ lun () — u(x)|*d

[—a,a]
< 2 2 2 2 [ - 24 24
< S atun(@)Tde + = | aT|u(x)|"de + |un (z) — u(z)| dz.
a R a R [—a,a]
Soit £ > 0. Comme la suite (un)new est bornée dans H, il existe a > 0 tel que, pour tout n € IN,
2 2 2
ol |tn (2)]"de < e.
i oA 2 2 2.7
On a alors aussi, grace au lemme de Fatou, = [ x*|u(z)[*dz < e.
Puis, maintenant que a est fixé, la convergence uniforme de w.,, vers u sur [—a, a] donne [’existence ng tel que
n > ng implique f[_a’ al [n () — u(z)Pdz < e.
Finalement, on a donc ||u, — u||2Lz(]R) < 3¢ pour n > no, ce qui prouve que u, — u dans L*(IR) quand
n — +00.

3) Montrer que H, muni du produit scalaire (-|-) g, est un espace de Hilbert.

Corrigé —  Soit (un)new une suite de Cauchy de H. On pose v, (x) = zun(x). Les suites (Dun)new et
(Vn)new sont de Cauchy dans L*(R). Il existe donc g, v € L*(IR) tels que Dun — g et v, — v dans L*(IR)
(quand n — +00).

La question 2a donne |t (0) — um (0)] < 3||wun — um|| & (pour tout n, m € IN). La suite (u, (0))new est donc
de Cauchy dans TR, et il existe a € R tel que lim,,— 1 o un (0) = a.

En passant & la limite (quand n. — +00) dans I"équation un () = un(0) + [ Dun(t) dt, on obtient alors la
convergence (dans IR,) pour tout x de un (). On note u(x) cette limite et on a avec u(0) = a;

u(z) = u(0) + /01 g(t) dt.

Ceci prouve que d’apres le cours que v € H*(IR) et Du = g.

Comme u,, — u p.p. (et méme partout) et que v, — v dans LQ(]R) (et donc p.p. pour une sous-suite), on
obtient zu(x) = v(x) pour presque tout x € IR. Finalement on obtient ainsi w, — w dans H, ce qui montre
que H est complet et donc que H est un espace de Hilbert.

4) Soit u € H. Montrer que u(x) — 0, quand 2z — +o0.
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Corrigé—  Comme |u(z) — u(y)|* < |z — y|||Dullp2(ry < | — y)l|ulla. la fonction u est uniformément
continue.

Si u(z) /4 0 quand n — o0, il existe € > 0 et une suite (an)necw telle que |u(an)| > € pour tout n et
limy,— 4 oo an = 400. On peut aussi supposer que an+1 > an + 1 pour tout n.

Par continuité uniforme de w, il existe alors § > 0 tel que

€
n €N,z € [an — 0, an + 0] = |u(z)| > 5
Quitte a restreindre 0, on peut supposer § < 1/2. On obtient alors
d an+06 ) ol 62
(z)"dx > > 26— = +o0,
Jurerarz [ wer = 3o

en contradiction avec le fait que v € L*(IR).

Partie II (construction d’un opérateur linéaire autoadjoint compact dans L?(IR))

Pour f € L?(IR), on cherche u : IR — IR, solution du probleéme suivant :

—u"(2) + 2u(z) = f(z), z € R, 9.17)
u(z) — 0, quand x — +o0. (9.18)

On dit que u est solution faible de (9.17)-(9.18) si u est solution de

ue H, 9.19)

/ Du(z) Du(z )da:+/ 22u(z) da;—/ F@)o(@)dz, Yo € H. (9.20)

L’espace H est défini dans la partie 1.
1) Montrer que, pour tout f € L? (R), il existe un et un seul u solution de (9.19)-(9.20)

Corrigé —  Soit f € L*(IR).

On définit I'opérateur F' de H dans R par F(v f]R z)dz = (fv)p2(r). Comme application
v — v est continue de H dans L* (R) (cette applzcatwn lmemre est méme compacte d’apres la partie 1),
lapplication F appartient & H'.

Le probleme (9.19)-(9.20) consiste a chercher u € H tel que (u|v)y = F(v) pour tout v € H. L’existence et
['unicité de u est donc donné par le théoreme de representation de Riesz dans les espaces de Hilbert.

2) Montrer que I’opérateur 7" : f + u (ot u est, pour f € L2(IR), la solution de (9.19)-(9.20)) est linéaire
autoadjoint compact de L?(IR) dans L?(IR).

Corrigé — L'application f — u de L*(IR) dans L*(IR) est la composée de I'application f +— u de L*(IR)
dans H, qui est linéaire continue, et de I"application v — w de H dans L? (IR), qui est linéaire compacte, elle
est donc linéaire compacte.

On montre maintenant que T = T*. Soient f, g € L*(IR) et u, v € H les solutions correspondantes de
(9.19)-(9.20)). Ave le choix de u dans la formulation faible pour g et le choix de v dans la formulation faible
pour f, on obtient

WITf)L 2(R) — (vju)m = (u
Ceci prouve le caratere autoadjoint de T'.

v)g = (.fl/U)I?(l]{)) = (f|T.(1)L2(R) = (T!/‘f)m(lz)-
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3)Si f € L*(IR)NC(IR, IR), montrer que la solution de (9.19)-(9.20) appartient 2 C?(IR, IR ) et est solution
de (9.17)-(9.18) au sens classique.

Corrigé — Soit f € L*(IR) N C(IR,TR) et u la solution de (9.19)-(9.20). On définit la fonction h par h(z) =
f(z) — x*u(x), de sorte que h € C(IR,R) et que, pour tout v € CL(IR),

/ Du(z)v' (z)dz = /IR h(z)v(z)da.

Un lemme vu en cours et en td donne alors que u € C*(IR,R) et —u' (z) = h(z) pour tout x € R. Comme
on sait aussi que (d’apres la partie 1) u vérifie (9.18), la fonction u est donc solution de (9.17)-(9.18) au sens
classique.

partie III (recherche des v.p. et fonctions propres de 7T')

On cherche, dans cette partie, les valeurs propres et les fonctions propres de I’opérateur 7' défini dans la
partie II.

Soient A € Ret f € L>(R) \ {0} t.q. Tf = Af.On pose u = T'f.

1) Montrer que A > 0. On pose, dans la suite, y = l

Corrigé —  Pourtoutv € H, [ Du( I)DU( Ydz + [ 2*u(z)v(z)de =[5 f(z)v(z)d.

Si w = 0, on a donc, en particulier, fm x)v(x)dr = 0 pour tout v € C(R) et donc f = 0 p.p. en
contradiction avec f € L*(IR) \ {0}.

Puis, comme u # 0, en prenant v = u, on obtient

/\/]R f(x)*de = /IR f@u(z)de = (u | u)g > 0,

2) Montrer que u € C?(IR, R) (on rappelle que u = T'f), que u vérifie —u” (z) + x?u(z) = pu(x), pour
tout z € IR, et que u(z) — 0, quand z — 0.

et donc \ > 0.

Corrigé — Comme [ = pu, on a, pour toutv € H,

/ Du(z)Dv(z)dx = / (pu(z) — 2 u(z))v(x)de.
On pose h(z) = pu(x) — x®u(x), de sorte que h € C(IR,,R), et on obtient pour tout v € C2 (IR, R),
Du(m)v'(m)dx = / h(z)v(z)d.

R JR
Un lemme vu en cours donne alors u € C*(IR,R) et —u"(z) = h(x) = pu(x) — 2*u(x) pour tout x € R.
Enfin, uw € H donne u(x) — 0 quand x — +oo.

3) Soit v € C%(R,R) t.q. —v"(x) + 2%v(x) = pv(z), pour tout z € IR. Montrer qu’il existe une série
entiere, ) | anx”, de rayon de convergence égal a +oo0, entierement déterminée (de maniére explicite)
par ag , ay et i, t.q. v(x) = e % /22, . ana™), pour tout = € R.

Montrer que, si v est non identiquement nulle, on a alors :
(v(z) = 0, quand & — +o00) =u € {2k + 1, k € IN}.

Corrigé —  On cherche v € C*(IR,R) t.q. —v" (z) + x*v(x) = pw(x), pour tout x € R, sous la forme

£) _ 671‘ /Z(Z anxn )

nelN
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Si le rayon de convergence de la sériey e @nx” est infini, on peut dériver la série terme a terme, ceci donne

v'(z) = 67962/2( Z bna"),

nelN
avec by, = —an—1 + (n + 1)ant1 pour tout n > 0 et en posant a_1 = 0. Puis,
2
v (z) =e7" /Q(Z cnx™),
nelN
avec ¢n = —bp—1 + (n+ 1)bpt1 pour tout n > 0 et en posant b1 = 0 et donc

Cn = an—2 — 2n+ Dan + (n + 1)(n + 2)any2 pour tout n > 0 et en posant a_o = 0.
On en déduit
—" () + 2°v(z) — po(z) = 6712/2( Z dpz™),
neN
avecdn = (2n+ 1 — p)an — (n+ 1)(n + 2)an42.
Pour que v soit solution de —v" () + 2*v(x) — pv(x) = 0 (pour tout x) il suffit que d,, = 0 pour tout n et que
le rayon de convergence de la série ), 1 anx"™ soit infini. il suffit donc que, pour tout n > 0,
2n+1—p
(n+ D(n+2)™"
Le rayon de convergence de la série ) . an®™ est bien infini car il existe C' tel que ant2 < %an pour tout
n > 1

An42 =

La fonction v est entierement déterminée (pour v donné) par ag et ai. Comme [’ensemble des solutions (de
classe C?) de —v" (x) + x®v(x) = puv(z) (pour tout © € TR) est un espace vectoriel de dimension de 2, on
obtient donc toutes les solutions lorsque apet a1 décrivent IR.

En séparant les n pairs et impairs, la fonction v se décompose en deux parties :

v(x) = eilz/Qw(m) + 67I2/2z(a¢),

+oo +o0
w(z) = 2‘12p$2p = Z ap(2°)F, avec oy = asy,
p=0 p=0

“+oo “+oo
2(w) =D azpna® T =1y B(?)", avec By = azpia,
p=0 p=0

On va montrer les deux assertions suivantes :

al On suppose (2n + 1 — p) # 0 pour tout n pair et ag # 0. Alors, selon le signe de ao,

limg 400 e_‘”2/2w(x) = 400 oulimy 400 e_“2/2w(x) = —00
a2 On suppose (2n + 1 — p) # 0 pour tout n impair et a1 # 0. Alors, selon le signe de ax,
limg s 400 6712/2w(x) = +ooerlimy—s oo efzz/Qw(x) = —o0 ou
. 712/2 o . 712/2 o
limy 400 € w(z) = —ooetlimy—_oc € w(z) = 400

Une conséquence des assertions al et a2 est bien que si est v est non identiquement nulle et v(z) — 0, quand
x — to0, alors pp € {2k + 1, k € IN}.

On montre maintenant [’assertion al.

On remarque tout d’abord que b, # 0 pour tout p et que limy, ;o pbp+1/bp = 1. Soit 1/2 < €% < 1. il existe
alors ¢ € IN tel que by11 /b, > €2 /p pour tout p > q. On suppose par exemple by > 0. Par récurrence on a
donc by, > bge®® [pl. Il existe donc un polynéme P tel que, pour tout x € TR,

+oo 2p 5

w(z) > P(z) + by » %x% = P(z) + bge” .
p=0 "
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. 2 e
On en déduit que limy_, 4 oo €™ ° /zw(x) = 4o00.

. 2
Si bq < 0, on obtient une majoration sur w et limg_,+oc €~ " /Qu;(,@) = —oo0.

Un raisonnement analogue donne [’assertion a2, ce qui termine cette question.

4) Déduire de la question précécente qu’il existe £ € IN t.q. 4 = 2k + 1 et montrer qu’il existe a € R
tel que u(x) = ae=%" /2y, () pour tout z € IR ol hy est un polyndme de degré k, “unitaire”,c’est-a-
dire s’écrivant sous la forme 2* 4 ¢(x) ol ¢(z) est un polyndme de degré strictement inférieur a k, que
I’on peut calculer explicitement.

Montrer que, pour une suite (¢, )nen C IR bien choisie, la suite de fonctions (ane_(')z/ 2hn)ne est une
base hilbertienne de L?(IR).
Les polynémes h,, n € IN, s’appellent “polyndmes" de Hermitte.

Corrigé — Comme u € H, la question précédente montre qu’il existe k € IN t.q. p = 2k + 1. Puis si k est
pair, assertion a2 montre qu’il faut a1 = 0 (et donc ao # 0 car uw # 0) et on obtient avec les notations de

2 e
. L —_xz2/2 L. r s N .
la question précédente u(x) = e~ / w(x) et la série définisant w a tous ses termes nuls a partir du rang k,
c’est-a-dire que u peut se mettre sous la forme demandée.

. . . . N 22
Si k est impair, on obtient de maniére semblable ay = 0 et u(x) = e~ * /22(:1;) et u peut se mettre sous la
forme demandée.

2 e -

Enfin, on choisit a,, pour que ane*(') /Zhn soit de norme 1 dans LZ(IR,) et on obtient ainsi une base hilber-
tienne de L*(R).
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C10. Transformation de Fourier dans L1

Pour les cours C10-C12, on travaillera avec les espaces £h (R™, B(RY), Ay) et Lh(RY, B(IRY), Ax)
(N > 1) que I’on notera toujours £}, (IR™) et L5, (IR™) ou, en abrégé, Lk, et LY.
L intégration par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur IR sera en général notée dz (au lieu de d\y ().

On rappelle quelques définitions et propriétés des espaces Lg,, N > 1,1 < p < +oc.

1) Soit f : IRY — @ mesurable.
(a) (Définition) Si p < +oo, f € LY si [ |f(z)[Pdz < +oo,
(b) (Définition) Sip = +oo, f € L, siilexiste C € IR tel que | f| < C p.p..
2) (Définition) L7, est I'espace L{, quotienté par la relation d’équivalence “= p.p.”.
3) (Propriété) f € L7 si et seulement Re(f), Im(f) € LE;.
4) (Définition) Pour f € LF,,
(@) Sip < +oo, || fllze = (f |f(x)|Pdz)'/P. On notera || - ||, 1a norme dans Lk,
(b) Sip=+oo, [|f|rr, = nf{C € R tel que [f| < C'p.p.}.
5) (Propriété) L, est un espace de Banach complexe.
En général, on notera || - ||,, 1a norme dans L%,.

6) (Propriété) Si p = 2, L2, est un espace de Hilbert complexe. La norme de I’espace L2 est induite par le
produit scalaire

(Floy = [ 1@

Soit N > 1. Pour z = (z1,...,zn5)" € RN ett = (t,...,ty)" € R™, on note z -  le produit scalaire
euclidien de z et ¢, c’est-a-dire z - ¢ = Zfil x;t; et on désigne par |t| la norme euclidienne de ¢, c’est-a-
dire |t = (Y11, 12)1/2.

Définition 10.1 (Transformée de Fourier dans Ly,). Soit N > 1 et f € LE(RY).

Pourt € RY, 'application x — e~ f(z) (définie de R” dans C) appartient a L (car et f(z)| =
@b

On définit f(t) par :

~

f = @m ¥ [ e

La fonction f(déﬁnie de RY dans C) s’appelle transformée de Fourier de f.
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Remarque 10.1. Certains ouvrages donnent d’autres définitions de f(t) :
D f(t) = [ f(z)e =tda.

2) f(t) = [ f)e2m"da.

3) f(t) = [ f(x)e™ da.

La correspondance entre ces différentes définitions est facile.

On note

Cy(RY, @) = {g € C(RY, Q) tel que sup |g(t)| < 400},
teRN

Co(RY, Q) = {g € C,(R", T) tel que g(t) — 0 quand [t| — +00}.

On rappelle que les espaces C’b(IRN ,C) et Cy (IRN , ©) sont des espaces de Banach complexe quand ils sont
munis de la norme de la convergence uniforme (aussi notée || - ||oc ou || - ||.), ¢’est-a-dire :

lelle,my o) = [l¢llee = sup [p(2)].
zeRN

Proposition 10.1 (La transfonnég de Fourier envoie L' dans Cp).
Soit N > 1. L’application f + f est linéaire continue de L}, dans Co(R™, ©).

Démonstration de la proposition 10.1.
Le théoreme de continuité sous le signe [ (vu en cours d’intégration et rappelé ci apres, théoreme 10.1)

appliqué a la fonction (z,t) — e~**! f(x) entraine que fest continue. En effet,
1) pour tout z € R, I"application t — e~** f(x) est continue de R” dans C,
2) pour tout t € RY, pour tout = € RY, [e=™* f(z)| < |f(x)| et |f| € Lk,

ce qui permet d’appliquer le théoreme de continuité sous le signe [
La linéarité de I’application f — f découle de la linéarité de I’opérateur d’intégration.

On remarque ensuite que I’application f +— fest continue de L, dans Cb(]RN , ©).
Ceci est dfi au fait que [e~**| = 1 pour z, t € R" et donc, pour f € L ett € RY,

ROE (2W)’%/|f(fc)\dx = @) ¥ flhs

etdonc || flloe < (2) % || f]]1.

Il reste 2 montrer que f(¢) — 0 quand [¢t| — +o0.

Cas N = 1.
On remarque que pour ¢ # 0, on a, comme e'™ = —1,

Ft) = —(2m) / 1 f(2)d,

et donc, avec le changement de variable x — % =1,
~ . s
fty =-ny [ s+ Dhay.
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On en déduit que

1

27(t) = (2m) % [ (f@)  fla+ o

et donc que |f( t)] < (27r)*§ IIf ( ) — f(- + Z)||1- Le théoréme de continuité en moyenne dans L' (théo-
réme 3.1) donne alors le fait que f(t) — 0 quand |¢| — oo.

Cas N > 1.

On reprend la méme méthode. Pour t # 0, t = (t1,...,tn)% il existe j € {1,...,N} tq. [t;| =
maxg=1,.. N [tk| = [|t]c-

En notant e; le j—iéme vecteur de la base canonique de RN ,on a alors, comme '™ = —1 et ej-t=t;,

fiy=-@n* [T s,
et donc, avec le changement de variable x — tlje i =Y,

~

_N iyt ™ _ -5 —iy-t
fioy = ~@ny¥ [ty Tepay=-emF [ty e,
oll ¢ = sign(t;) (donc ¢ = +1). Ceci donne
207@)] < 2m)" 2SO = 10+ el
On en déduit que pour tout ¢ # 0,
~ 1 N
Fl < 5 max 2m)F (150 = £+ el + 170 = £ = el

Le théoréme de continuité en moyenne dans L' (théoréme 3.1) donne alors le fait que f(t) — 0 quand
[t| = oc. 0

On rappelle le théoreme de continuité sous le signe [ utilisé dans la preuve de la proposition 10.1.
Théoréme 10.1 (Continuité sous le signe [). Soient (E, T, m) un espace mesuré et f une application de

E x RY dans K, K = R ou C, telle que f(-,t) € LY (E,T,m). On définit F' de R dans K par
F(t) = [ f(z,t)dm(z). On suppose que

1) pour presque tout © € E, 'application t — f(x,t) est continue de RY dans €,
2) il existe G € Li; (E,T,m) telle que pour tout t € f )] <Gpp.

Alors F' est continue.

Démonstration du théoreme 10.1. Pour démontrer la continuité au point ¢, il suffit d’appliquer le théoreme
de convergence dominée a toute suite (¢, ),cn tendant vers ¢ quand n — +oo0. U

Il est naturel de se poser les deux questions suivantes :

1) La transformée de Fourier d’une fonction f caractérise-t-elle la fonction f (c’est-a-dire si f = g, a-t-on
f=9pp)?
2) Peut-on retrouver la fonction a partir de sa transformée de Fourier ?
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Les réponses a ces questions sont fournies (partiellement pour la deuxieme question) par le théoreme d’in-
version de Fourier, théoreme 10.2.

Théoreme 10.2 (Inversion partielle de la transformée de Fourier).

Soit N > 1et f € L, tel que ]?E L§. Onaalors f = f(—) p-p-, ¢’est-a-dire :

f@®) = (2#)_% /f(:r:)emtdx, pour presque tout t € R™ .

Démonstration du théoréme 10.2. La démonstration fait I’objet de I’exercice 10.1. O

Une conséquence du théoréeme 10.2 est I’injectivité de I’application f — f(de L¢, dans C’O(]RN ,©), qui
fournit donc une réponse positive 2 la question 1). En effet, soient f et g € L§, tels que f = g; alors par
linéarité, f/—\g = 0 et donc f/—\g € L(lc. En appliquant le théoréme d’inversion (théoréme 10.2), on a donc
f=g9pp. N

Le théoreme 10.2 apporte aussi une réponse partielle a la question 2) : on peut calculer f a partir de f des
que ]? € L. 1l faut remarquer a ce propos que L, n’est pas stable par transformation de Fourier, on peut

avoir f € L, et fe L{, (voir I’exercice 10.4).

La transformée de Fourier a la propriété intéressante de transformer la convolution en produit. Ceci est
montré dans la proposition 10.3. Mais on commence par rappeler la définition de la convolution d’éléments
de L§ (cours d’intégration).

Proposition 10.2 (Convolution).
Soient f, g € L (que 'on confond avec I'un de leurs représentants). Alors :

e Pour presque tout x € RY, la Sonction g(x—-) f(-) appartient & L(lIj (en la confondant avec sa classe).
On pose donc :

fxg(x) = /f(t)g(x — t)dt.

La fonction f * g est donc définie p.p. sur RY.
o fxg€ Ly (ausens “il existe h € LYRN) t.q. f g =hpp.”).
o [If*gllh < N7 11llgll-

Démonstration de la proposition 10.2.

On choisit des représentants de f et g, de sorte que f, g € L. On souhaite appliquer le théoréme de Fubini
(voir le cours d’intégration) 2 H : R*N — (, définie par H(z,y) = f(y)g(z — y). (On rappelle que
B(R*Y) = BIRY) @ BIR™), et Aoy = Ay ® Aw.)

Comme Ay est o-finie, pour appliquer le théoréme de Fubini, il suffit de vérifier que H est B(IRQN )-
mesurable et que [ ([ |H(z,y)|dz)dy < oc.

On indique brievement pourquoi H est B(IR*")-mesurable. On a H = H; o 1) avec :

Hy : (z,y) = f(2)g(y), ¥ @ (z,9) = (y,2 —y).

La fonction H; est mesurable de IR?” dans € (car f et g sont mesurables de RY dans C) et 1) est mesurable
de IR?Y dans R?" car continue (IR™ et R?" sont toujours munis de leur tribu borélienne). La fonction H
est donc mesurable de IR?" dans ¢ comme composée de fonctions mesurables.
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On peut maintenant calculer I'intégrale de |H| :

[ 1wl = [([ 1wt -l = [ 1761 [ la - vidoy

Un changement de variable simple donne [ |g(z — y)|dz = [ |g(x)|dz = ||g]|1, Donc :

/ ( / \H(z,)\de)dy = [lg] / F@)ldy = lglli I flh < oo.

Le théoreme de Fubini peut donc s”appliquer. Il donne que H (z, ) € L, pour presque tout x € IR". Donc,
g(z — ) f(-) € L§) pour presque tout = € IR™. Ceci montre bien que f * g est définie p.p.. Le théoreme de
Fubini donne alors aussi que f * g € L, (au sens “il existe h € L, t.q. f* g = h p.p.").

Enfin pour montrer que || fxg|[1 < ||f]|1|lg]1, il suffit de remarquer que (avec le théoréme de Fubini-Tonelli)

159l = [ 1 [ wate ~ aylaz
< [(J 110t - widns = [([ 1. wldyds = [( [ 1 )ldrdy = ol 711
O

On peut maintenant s’intéresser a 1’action de la transformation de Fourier sur la convolution.
Proposition 10.3 (Transformée de Fourier et convolution).

Soient f, g € L, alors m = (QW)%J?/Q\

Demonstratlon de la proposition 10.3.  Par la proposition 10 2,0ona fxg € L} (]RN) et pour p.p. z € RY,
fxg(x) = [ f(z —y)g(y)dy. On a donc, pour tout t € R,

Fra =en ¥ [ ([ 1ot i =
2W‘2/(/fx— Je '@ y)f"ytdy)d

En appliquant le théoréme de Fubini (vu en cours d’intégration) a la fonction

(z,y) = flz—y)g(y)e v tevt

(qui est bien intégrable sur IR* car son module est la fonction (x,y) — | f(z — y)g(y)| dont I'intégrale sur
IR?Y est égale 2 || f||1]|g]|1), on obtient :

Fra = o [( [ - peenias) geray

o~

Comme, pour tout y € RY, [ f(x —y)e @9 tdy = [ f(z)e"**tdz = (2r) 2 f(t), on en déduit :
s Y —iy-t N A
Frot) = 7o) [ o vay = 2m ¥ Feygee),
ce qui est le résultat annoncé. (]

On peut aussi définir la transformée de Fourier d’une mesure finie sur B (]RN ) (définition 10.2).
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Remarque 10.2. [Rappel sur les mesures]

On rappelle qu’une mesure sur une tribu 7" (par exemple B (]RN )) est une application, notée m, o-additive
de T'dans IR ;. U {+o00} et telle que m(0) = 0.

Une mesure finie est une mesure ne prenant ses valeurs que dans IR (ce qui est équivalent a dire que la
mesure, notée m, est telle que m(IR) < +oo.

Une mesure signée sur une tribu T'est une application o-additive de 7" dans IR. Le théoréme décomposition
de Hahn dit qu’une mesure signée, notée m, sur 7" est la différence de deux mesures finies étrangeres, notées
m* etm™, sur T (m™ et m™ étrangeres signifie qu’il existe A € T tel que m™(A) = 0 et m™(A°) = 0).
Cette décomposition (en différence de deux mesures finies) permet, avec la définition 10.2, de définir la
transformée de Fourier d’une mesure signée sur B (IRN ). L’intégrale par rapport a m étant la différence des
intégrales par rapport a m™* et m™.

Définition 10.2 (Transformée de Fourier d’une mesure finie sur B(IR™)).
Soit m une mesure finie sur B(IR™). Pour tout t € RN la fonction z — ="'t appartient a Cy,(RY, C)
elle est donc intégrable pour la mesure m. On définit m de RY dans € par

m(t) = (27T)7N/2/67ix't dm(z) pour tourt € R”.

Remarque 10.3. Soit m une mesure finie sur B(R").
1) En reprenant la preuve de la proposition 10.1 et en utilisant le fait que 1z ~ est intégrable pour la mesure
m, on peut montrer que m € Cp(IR", C) et

170 < (21) "2 m(IRY),

2) Sim a une densité par rapport a Ay (mesure de Lebesgue sur B(]RN)), c’est-a-direm = fAy avec f >0
p.p.et [ f(z)dx < 400, on a pour tout t € R",

m(t) = (2m) =N/ / e~ dm(x) = (2m) N2 / e" " f(x) dr = f(t).

Donc, m = f

3) On suppose maintenant que m est la loi d’un vecteur aléatoire X de dimension [N (m est alors une mesure
sur B(IRY) telle que m(IR™) = 1).
Le vecteur aléatoire X est une application mesurable de  dans IR". L’ensemble  étant muni d’une
tribu 7 et d’une probabilité P sur la tribu 7.

La fonction caratéristique de X est alors définie, pour tout ¢ € RY, par
ox (1) = B(eiXt) = / (X 1P () / = i),
Q RN

On a donc, pour tout t € RY, px () = (27)N/2m(—t).

td10. Transformée de Fourier dans '
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Exercice 10.1 (Résultat partiel d’inversion de Fourier dans L o)
Soit H(t) = e !*l,t € IR. On pose, pour A > 0 :

ha(z) = (2 *%/ H(\t)e* dt, z € R.

m\»—-

1) Montrer que hy(z) = (

)

2 1
v A 2,et/ ha(z)dz = (2m)2.
s

Corrigé —  Soit © € IR. Comme H est paire, on a (27) Eh,\(a:) =[x e~ M cos(tx)dt et donc

(27)%}%\(1'):2 lim /’efktcos(tl')dt.

n——+oo 0

En intégrant deux fois par parties, on remarque que

n 1 . n
/ e 1Mt cos(tz)dt = N (%)2 / e M cos(tz)dt + an,

0 Jo
avec limy,—s 4 oo an, = 0. Ceci donne

" e stz dt = —
/0 e COS(tL)dt = m(l =+ )\(I.n)7

1
et donc hy(z) = (2)2 ﬁ

Pour calculer /;R hx(x)dx, on utilise le changement de variable x = \y, on obtient
2 1 1
/]Rh,\( )dqf(;) / T 2dyf(27r)é.

2) Soit f € LE(IR, B(R), A), montrer que pour tout z € IR, ona:

Nf=

f*ha(z / H( )\t )eltdt.

Corrigé —  Comme f € Lg(IR, B(R), \) et hy € LE (IR, B(IR), \), f * ha(z) est défini pour tout z € R,

etona:
fxha(z / F(t)ha(z — t)d (2@*5/ f(t) (/ H(Ay)e““f)ydy) dt.
R

Comme f € Lg(R, B(R), \) et H(\-) € LE (IR, B(R), \), on peut utiliser le théoréme de Fubini (vu dans
le cours d’intégration) pour inverser I’ ordre d’intégration et obtenir :

Fxha(z *%/ H(\y)e'™ (/ f(t *”%t)dy
-/,

H(\y)e'™ f(y)dy.

3) Soit g une fonction mesurable bornée de IR dans €, continue en 0. Montrer que g * hx(0) — v2mg(0)
quand A — 0. [Utiliser la question 1 et le théoréme de convergence dominée.]

Corrigé —  On utilise maintenant le fait que hy € L1y (R, B(R), \) et g € L (R, B(IR), \) pour remarquer
que g * hx(x) est défini pour tout x € R. Pour x =0, ona:

gm0 = [ g dl—(f) |G
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Avec le changement de variable y = <, on obtient :

g% h(0) = (i)é/mg(%y)ljgﬁdy.

1 1 . . 1 ..
Comme |g()\y)m| < HQHuW (avec ||g|lu = sup e |9(x)|) et que la fonction y — 17,7 est intégrable
sur IR, on peut utiliser le théoréme de convergence dominée pour en déduire (grdce a la continuité de g en 0) :

;\%g * h)\(O) = (%)5 g(O)‘/]R ﬁdy = (271')%9(0).

4) Soit f € Li(IR, B(IR), \), montrer que :

IIf*hx —V2rf||1 = 0lorsque A — 0.

[On pourra utiliser la continuité en moyenne et la question précédente avec g(y) = [ |f(z+y)—f(z)|dx.]
Corrigé — Comme f]R ha(y)dy =27, ona:

||f*hA—x/ﬂf|\1:/]RI/]R(f(:v—y)—f(x))hx(y)dy\dx

<[ (/m lf(x—y)—f(x)lhx(y)dy) dr.

En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli (vu dans le cours d’intégration), on en déduit :
£~ varpl < [ ([ 1o =0~ f@lde ) mwy = g1 0),
R \/R
avec g(y) = [ |f(z +y) — f(z)|da.

Le théoréme de continuité en moyenne dans Lt (voir le théoreme 3.1, écrit pour de fonctions a valeurs réelles,
mais la généralisation est immédiate pour des fonctions a valeurs complexes) donne que g est continue en 0 et
donc aussi continue de IR, dans R (en remarquant que |g(y) — g(2)| < |g(y — 2)|) et donc aussi mesurable de
R dans Q. Elle est également bornée (car |g(y)| < 2| f||1, pour tout y € R). On peut donc utiliser la question
précédente, elle donne que limx_,o g * h(0) = 0 et donc que limx_ || f * hx — \/ﬁf”l =0.

5) Déduire de ce qui précede le théoréme d’inversion de Fourier

Corrigé — Onnote L* = L (IR, B(R), \). Soit f € L* (onadonc J?E Co(IR, @)). On suppose que J?E J
Soit (An)new C R une suite t.q. limy— oo A = 0. Comme f € LY la question précédente nous donne que
[ *hx, — \2nf dans L* et la question 2 nous donne pour tout n € IN et tout v € R, :

fxha,(z) = /]R H(Ant) f(t)e'™ dt.

On utilise maintenant le théoreme de convergence dominée qui s’applique parce que f € L* et que I’on a, pour
tout x et tout n, |H(Ant) f(t)e™™| < |f(x)|. Comme lim,— oo H(Anx) = 1, pour tout x € R, on a donc,
pourtout v € IR :

lim f*hy, (z) = / fe=tdt = Vorf(—x).
n—-+oo R

Enfin, comme f * hy, — /2w f dans L*, on peut supposer, aprés extraction d’une sous-suite, que f * hy, —
V2xf p.p.. On a donc, finalement (par unicité de la limite dans C), \/ 27 f = / 27rf(—-) p.p., ¢’est-a-dire [ =

J(=) pp-
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Exercice 10.2 (Une condition donnant f e LY.
On note L? I'espace L, (IR, B(IR), \).

1) Soient f, g € L', montrer que f§ € L', gf € L' et [ fgdx = fgfd)\.

Corrigé —  On choisit pour [ un représentant. La fonction [ est donc mesurable (on rappelle que g est conti-

nue donc mesurable). Puis, comme g est bornée,

/If(t)ﬁ(t)\dt < lgllocllfllx < oo,

ce qui donne fg € L* (en confondant la fonction fg avec sa classe).
De méme, gf € L.

Puis, /ﬁd)\ _ (27T)71/2/f(t)(/ g(z)e”“'dx)dt.

En appliquant le théoréme de Fubini, ce qui est possible car

/ / F@)llg(@)lle" | dtdz = / £ / l9(@)dz)dt = [| £ lglls < +oo,

on obtient

[ f3x =02 [ g@)( [ s@eans = [ gfar

2) Soit B = [—3, 3]. Montrer que 15 * 15(t) = (1 — [¢|)* pour tout ¢ € IR.

Corrigé — Soitt € R.

1 % 15(0) :/IB(m)lB(t 2z = M{[~3, 51N [~ 5.t + 1),

On en déduit
1

1
13*1B(t)20sit§—1cart+§ §—§,

. 11 1 1 1 1
13*1B(t):1+tsz—1<t§00ar[—§,§]ﬂ[t—i,t—i—i]:[—i,t—&—i},

. 11 1 1 11
13*]B(t):17t51t§0<t<lcar[fﬁ,i]ﬂ[tf§7t+§]:[t77,7],
lB*lB(t):Osit21cartf%§%.

Cela donne bien 15 % 15(t) = (1 — [t])*.

3) On pose 0,,(t) = (1 — I—Z')* pour tout n € IN* et pour tout ¢ € R..
(a) Calculer 0, (y) pour tout y € IR.
[On pourra remarquer que 61 = 1 * 15 avec B = [—%, %]]

Corrigé — Soity € IR. La proposition 10.3 donne 0, (y) = (277)1/21/;(y)f;(y).
Poury # 0,
_ /2 1/2 . 9
1s(y) = (277)7]/2/ e "Vdx = 2(27r)71/2/ cos(zy)dr = 2(2W)71/2%7
—1/2 0 1

et done By (y) = (2m)~V/?(Snw/2)2,

Par continuité de 01, 0, (0) = (zﬁ)*l/?
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(b) Soit n € IN* ety € IR*, montrer que
—~ 4 sin®(%)

On(y) = E ny?

Corrigé — Avec le changement de variable t = ns,

On(y) = (%)*1/2/ On(t)e "dt = (zw)*/‘z/ 01(s)e”"*Ynds = nb; (ny)
JIR R

sin(ny/2) )2'

= 71(27‘—)71/2( TL?//Q

On obtient bien la formule désirée.

4) Soit f € L' N L™ t.q. ]?(t) € R pour tout ¢ € IR. On se propose de montrer que fe L' (et donc que
le théoreme d’inversion s’applique). On utilise la fonction 6#,, de la question précédente.

(a) On note ¢,, = 6,, f ; montrer que ¢, 1 f et JondXt [ fd\ lorsque n — +o0.

Corrigé —  On a bien, pour toutn € IN*, 0,1 > 6,,. Comme lim,,_, 1 o 0,,(t) = 1 pour tout t € R, on en
déduit pp, T 1R (On rappelle que le signe “1” désigne une convergence point par point, en croissant).
Comme on suppose f(t) € R4 pour tout t € R, on a aussi @, T f.

Le théoréme de convergence monotone donne alors [ @nd\ 1 [ fdX lorsque n — +oc.

(b) Montrer qu’il existe v > 0 indépendant de n tel que [ 6,,(y)dy = « pour tout n € IN*. En déduire que
ferLh
Corrigé — Soit n € IN*. Avec le changement de variable ny = z,

[ Oty = nem =t [ (RO — amy o [0~

On a bien o > 0 et o« < 400 car la fonction z — (%) se prolonge par continuité par 1 en 0 et est

positive majorée par 4/ z* pour |z| > 1, elle est donc intégrable sur TR.

Comme 0, et [ appartiennent & L', on peut utiliser la question 1. On obtient
0< /»9 (t)dw = / On(t)f(t)dt = /Gn(y)f(y)dt < all flloo-

Quand n — +00, on en déduit Hle < affl||s et donc ferL.

Exercice 10.3 (Transformée de Fourier inverse). Soit f € L; (IR, B(IR), A). On suppose que la transformée
de Fourier de f, notée f, est aussi intégrable (pour la mesure de Lebesgue).

1) En utilisant le fait que f prend ses valeurs dans IR, montrer que

~ ~

Re(f(—t)) = Re(f(t)) pour tout t € IR,

~

Im(f(—t)) = —Im(f(¢)) pour tout ¢t € R,

ol Re(§) et Im(&) désignent les parties réelle et imaginaire du nombre complexe &.
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. iy 1 —ixt
Corrigé —  Pourtoutt € IR, ona f(t) = — flx)e da.
Vo Jr'

Soitt € IR, on a donc

~

fien = —= [ f@ea.

En utilisant le fait que f prend ses valeurs dans IR, on obtient alors la formule suivante pour le conjugué de

=

F(=t) (noté f(~t)) :

(1) = o= | T@es - - | f@e s = o,

2w T JR
t).

=)

En reprenant encore le conjugué, ceci donne bien f(—t) = f(t)

2) Montrer que

2 [
f(z) = \/j/ Re(f(t)e"*)dt pour presque tout = € IR..
T Jo

Corrigé — Comme J/c\est intégrable, on sait que f = f( —-) p.p. (théoréme 10.1). On a donc, pour presque tout

z €R,
f(z) = L/ fHe=tdt = L /O fH)e=tdt + . /%o Fit)e=tar
Ver Jr V21 J s Vor Jo
Dans 'intégrale de —oo a 0, on utilise le changement de variable s = —t, on obtient

“+ oo

Vars@) = [ Fese s [ foea

0 0
En regroupant les deux intégrales, on en déduit

too ) . )
VI f () :/ (Fl=te=t + Flt)e™) .

0

La premiere question montre que le nombre complexe f(—t) est le conjugué de f(t) Comme le nombre com-

—ixt ixt —ixt

plexe e est le conjugué de e*** on en déduit que f(ft)e est le conjugué de f(t)ei“. Ceci donne alors

+oo .
NI /0 SRe(Ft)e™ )d.

On obtient bien, finalement, pour presque tout © € IR,
2 [t
f@) =2 [ Re(Fje )t
™ Jo

Exercice 10.4 (La transformation de Fourier n’est ni stable ni surjective). Soita € IR’. On note L<117 I’espace
Lg(R,B(IR), A). Onpose f = 1{_q q-

1) Calculer la transformée de Fourier de f. En déduire que L{, n’est pas stable par transformation de Fourier.

1 1 —iat _ _iat 1 . /2 sin(at)
= e —e = 2sin(at) = ¢/ — .
Ver ) . fit\/ﬂ( ) /27 (at) Tt

Pourt =0, ona f(0) = \/ga (On peut remarquer que fest bien continue sur IR.)

Corrigé — Onabien f € L. Soitt € R*, ona

f()

a

it
e "dr =

La fonction f n’est pas intégrable sur R (pour la mesure de Lebesgue), ce qui montre que L& n’est pas stable
par Fourier.
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2) Pour n € IN*, on pose g,, = 1[—p,n)- Calculer f * g, et montrer qu’il existe h,, € L}D t.q. ﬁn = f*gp.
Montrer que la suite f * g,, est bornée dans C (IR, IR) alors que la suite i, n’est pas bornée dans Lg,. En
déduire que la transformée de Fourier n’est pas surjective de L, dans Cp(IR, €).

Corrigé — Soit n € IN*. La fonction f * g, est définie sur tout IR, et pour x € IR on a

[ gn(z / F@W)gn(x —y)dy = X([—a,a] N [z —n,z + n]), (10.5)
car f(Y)gn(x —y) = 1siy € [—a,a] N [x — n,x + n] et O sinon.
On peut eventuellement expliciter [ * g, (mais ce n’est pas nécessaire pour la suite). Pour n. > a, on obtient :
0 siz > a+mn,
a—x+n si—a+n<zcr<a+n
f(x) =< 2a sia—n<xz<-—a+n

r+n+a si—n—a<lzx<a—n
0 siz < —n—a.
Comme f et g, appartiennent a L, on sait (par le cours) que f x g € Lg, et @L = 27r]/‘\§;. On obtient
donc, pour tout t € IR (en posant sin(t) /t = 1 pourt = 0),
— 2 si t) si t
T gn(t) = ha(t), avec hn(t) = 2,/751““1%.
™
La fonction hy, est continue sur IR, et |hy, (t)| < \/8/m(1/t?) pour tout t, on en déduit que h,, € Lg, on peut
donc appliquer le théoreme d’inversion de Fourier. Il donne

[xgn(=) = f*gn=hn.
Comme f * gn(—-) = [ * gn (par (10.5)), on a bien finalement f * g, = ]'/L; avec h,, € L.
Comme [ et gy, sont de carré intégrable, on peut montrer que f * g, € Co(IR,IR) mais ceci se voit directement
sur la formule pour f * gn. La formule (10.5) donne aussi |f * gn(x)| < 2a pour tout x et tout n. La suite

(f * gn)new est donc bornée dans Co(IR,IR) (et aussi dans Co(IR, C)). On montre maintenant que la suite
(hn)new n’est pas bornée dans L.

Soit a > 0 t.q. sin(at)/(at) > 1/2 pour tout t € [0, a]. On a alors pour tout n. € IN*

\/>/ | () |dt > 2 /|Sm(nt)\dt ;/ |Sm()|d
0

ce qui prouve que (hn)new n’est pas bornée dans L car la fonction z v+ sin(z)/z n’est pas intégrable sur
R.

Si application @ — @ était surjective de L, dans Co(IR, ©), elle serait alors bijective et continue (car on sait
déja qu’elle est injective et continue). Le théoréme de Banach (théoreme 0.9) donnerait alors que son inverse
est aussi continue, ce qui est faux car la suite (hn)new est bornée dans Co(IR, C) alors que la suite (hn)nen
est non bornée dans L,

139



C11. Transformation de Fourier, lien entre régu-
larité et décroissance a I’infini

Dans ce cours C11 nous montrons que la régularité de f se transforme par transformation de Fourier en
décroissance a I’infini de f et la décroissance a I’infini de f se transforme par transformation de Fourier en
régularité de f. Cela donnera la définition de ’espace S pour lequel I’application f — f est bijective.

Proposition 11.1 (Régularité et décroissance a I'infini, N = 1, k = 1).

1) Soit f € LE(R) N CY (R, C) tel que ' € Lg,(IR) (on rappelle que [’ est, comme d’habitude, la dérivée
classique de f).
Alors, J/”\ = ﬁz)f (c’est-a-dire J/cl\(t) = (zt)f(f) pour tout t € IR) et donc (z)f € Co(IR, Q) (en
particulier |t f(t) — 0 quand |t| — o).

2) Soit f € Li(R) t.q. () f € LE(R) (oit (+) f est application x — x f(x)).

Alors, f € CY(R, Q) et f' = ﬂ‘ (c’est-a-dire f'(t) = (—/sz (t) pour tout t € R).

Démonstration de la proposition 11.1.
Preuve de 1).
Comme f’ € L, on a par convergence dominée, pour tout ¢ € IR,

n

7 (1) = (2m)~ 112 / =T (2 dp = (270) Y2 Tim [ et fi(a).

n—-+o0o _n

Comme f € C'(IR, ), une inégration par parties donne alors

/ e ! (x) = it/ e () dx 4+ e f(n) — ™ f(—n). (11.1)
On montre maintenant que
nll)rfoo f(n) = ngrfwf(—n) =0. (11.2)

Comme f € C*(IR,C), f(z) = f(0) + [, f'(t)dt et donc, en posant a = f(0) + f0+oc f/(t)dt (qui existe
car f' € L{),
lim f(z) =a.

Tr——+00
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Sia # 0, il existe A € IR tel que z > A implique | f(z)| > a/2 et donc

+oo “+o0
[if@dz = [ i@ide = [ far =+,

A

en contradiction avec f € L. On a donc a = 0, ce qui donne lim,,_, 1~ f(n) = 0.

Un raisonnement analogue donne lim,,_, ., f(—n) = 0.

Un autre moyen de montrer (11.2) est de remarquer que f’ € Lg, donne que f est uniformément continue
et que f uniformément continue et intégrable implique lim,_, 1~ f(2) = 0 (exercice 11.4).

1

On peut maintenant faire n — +oo dans (11.1), cela donne (avec le théoréme de convergence dominée pour
le terme intégral)

() = itf(e).

Preuve de 2).
C’est une conséquence du théoréme de dérivation sous le signe [ rappelé ci apres, théoréme 11.1. On re-
marque que ¢ — e~ ! f(x) est dérivable pour tout ¢t € IR et tout z € IR et que

|(—iz)e” ! f(x)| < |z||f(z)|pour tout x € IR et tout ¢ € IR.

Le théoreme 11.1 s’applique avec G(z) = |z||f(z)| (et A = (). Il donne, pour tout ¢ € R,

Frie) = @m) 72 [ (mio)e @) do = (Z007F (1)
On en déduit en particulier que f/ € Cy(IR, @) (et donc f € C(IR, ©)). O
On rappelle le théoréme de dérivabilité sous le signe [ utilisé dans la preuve de la proposition 11.1.

Théoréme 11.1 (Dérivabilité sous le signe [). Soient (E,T,m) un espace mesuré et f une application
de E x R dans K, K = R ou G, telle que f(-,t) € LY (E,T,m). On définit F de R dans K par

F(t) = [ f(z,t)dm(z).
On suppose qu’il existe A € T et G € Ll (E, T, m) t.q. m(A) =0 et :

1) L’application t — f(x,t) est dérivable pour tout t et pour tout x € A°;
0
2) |a—{(x,t)| < G(z) pour tout t € R et pour tout x € A°.

Alors F est dérivable et, pour tout t € IR,

F'(t) :/%(x,t)dm(x).

Démonstration du théoreme 11.1.
Soient t € IR et (¢, )new une suite telle que ¢,, — ¢ lorsque n — 400 et t,, # ¢ pour tout n.

Soit f,, définie par
fla,tn) — flz,t)

ty, —t

fn(z) =

1. On utilise ici que si g € LE (B, T, m), im g c7 m(a)—0 [ 4 [9ldm = 0, voir le cours d’intégration.
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La suite (f,)nen estdans L' et on peut lui appliquer le théoréme de convergence dominée car f,, — % (1)
p.p-,quand n — +oo, et, siz € A°etn € IN, il existe 0, ,, €]0,1[t.q. fr(z) = %{(% Osnt+(1—0z,)tn)
(grice au théoreme des accroissements finis) et donc |f,| < G p p pour tout n € IN. Le théoréme de
convergence dominée donne alors 2L (-, ¢) € L et [ fodm — [ L(-,t)dm.

On en déduit bien que F’ est derlvable entet:

of

F'(t) = B

(z,t)dm(z).

O

La transformation de Fourier transforme donc la dérivation en multiplication par la fonction (i-), et la mul-
tiplication par (—i-) en dérivation. Cette propriété peut étre utilisée, par exemple, pour la résolution d’équa-
tions différentielles (qui sont ainsi transformées en équations algébriques).

On généralise la proposition 11.1, toujours avec N = 1.

Proposition 11.2 (Régularité et décroissance a I’infini, N =1, k > 1).

1) Soient k € N* et f € LE,(IR) N C*(R, C) tel que f', ..., f*) € LE(R).
Alors, f/(—’5 = (Z)kf

2) Soit f € L{,(R) t.q. (-)*f € LL(R).
Alors, f € CF(R,T) et F = —/(ZW

Démonstration de la proposition 11.2.

11 suffit de faire une récrrence sur k. Par souci de lisibilité on fait seulement le passage k = 1 (proposition
11.)ak=2.

Preuve de 1).

On suppose que f € LE(R)NC?*(R, C) tel que f/, f” € L (IR). La proposition 11.1 appliquée a f donne
f’ = (i )f et la proposition 11.1 appliquée f/ donne f” = (i) f".

On a donc bien f/ = (i-)? 7= —(+)? 7.

Preuve de 2).

On suppose que f € L&(IR) et (-)2f € L§(IR).

On en déduit (-)f € L&(IR) (car |z| < 1 + x?) et donc la proposition 11.1 donne fe CH(IR, ) et
~1 —_—

fo=(=i)f.

On applique maintenant la proposition 11.1 (deuxiéme item) & la fonction (-) f.

— —/ —
Elle donne (1) f € C'(R,C)et(-)f = (—i-)(-)f. En multipliant cette égalité, on obtient (la transformation
de Fourier est un opérateur linéaire)

/

(i = (=) (=i)f = (=i)2f,

et donc f//:g)z\fetf € C*(R, Q). O

La proposition 11.2 se généralise au cas de la dimension N quelconque. On introduit pour ce faire les
notations suivantes : soient o = (ay, ..., ay)t € INY un multi-indice et f une fonction de R” dans €. On
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définit || = a1 + a2 + ... ay et

g 9% gew )i

T as - Aaw
Oz}t Oxg 0z

D"‘f:(

lorsque cette dérivée existe.

Proposition 11.3 (Régularité et décroissance a I’infini, N > 1).

1)Soit N > 1etk > 1 Soit f € C*(R",C) t.q. D*f € LL(RY) pour tout a € NV 1q. |
k. Alors, D/C-‘7(t) = (it)af(t) pour tout t € R et pour tout o« € WY 1.q. |a| < k, avec (it)®
(it1) @ (itg) @2 ... (it N )N,

2) Soit f t.q. ()*f € L&(RY) pour tout a € WY tel que |a| < k. Alors, f e CHRN, Q) et D] =
g)"\'fpour tout oo € NV tel que |a| < F.

IN

La proposition 11.3 (non démontrée dans ce cours pour N > 1) montre que la dérivabilité de f entraine
la décroissance de fél Iinfini (plus f est dérivable, plus fdécroit vite a I’infini), et la décroissance de f
a I’infini entraine la dérivabilité de f Cette remarque incite a définir I’espace des fonctions a décroissance
rapide (souvent appelé espace de Schwartz),

Définition 11.1 (Espace de Schwartz). Soit N > 1, on appelle espace de Schwartz, noté Sy, I’espace des
fonctions dites a décroissance rapide, défini par :

Sy = {f € C*(R"Y,C) t.q. pour tout et 3 € NV | sup |(x)*DPf(z)| < +00}.
zeRN

On va montrer I’invariance par transformation de Fourier de cet espace.

Proposition 11.4 (Transformée de Fourier dans S).

Soient N > 1 et Sy Uespace défini par la définition 11.1.

Alors,

1) Sy C Ly et, si f € Sy, pour tout o, B, v € N, la fonction = v+ (x)*DP((x)" f(x)) appartient & Sx
et donc a L(lc.

2) Soit f € Sn. Pour tout o, § € NN ona

D((=i)Pf) = (i) (=i-)P f = (i)* D", (11.3)
(Zi)°DPf = D*DBf = D*((i-)°]). (11.4)

3) L’application f — f est bijective de Sy dans Sy, c’est-a-dire injective et surjective. Plus précisément,

~

pour tout f € Sy, f = f(—).

Démonstration de la proposition 11.4.
Par souci de lisibilité, on donne cette preuve seulement pour N = 1.

Preuve de 1). On commence par remarquer que S; C L (IR). En effet, soit f € Sy. En prenant (o, 3) =
(0,0) et (o, B) = (2,0) dans la définition de Sy, il existe C7, Cy € IR tels que, pour tout z € IR,

[f(@)] < C1 et 2®|f(x)] < Ca,
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etdonc | f(z)| < %

Comme [ 17z dx < +o0, on en déduit que f € Lg(R).
Le fait que la fonction z + (2)*D?((z)7 f(x)) appartienne a2 S; (e donc a L{),découle du fait que la

dérivée d’une telle fonction est une somme finie de puissance de x multipliee par une dérivée de f et que
chaque terme de cette somme est dans 5.

Preuve de 2).
Pour montrer 2), Il suffit d’appliquer la proposition 11.2 aux fonctions ((—i-)? f) et D f.

Preuve de 3).

Soit f € S;. L’égalité (11.3) montre que, pour tout o, 3 € IN, 2*DA(f) € Cy(IR, €) car la transformation
de Fourier envoie L, dans Cy(IR, €) (et méme dans Co (IR, €)). Ceci prouve que fes.

Donc, [ — f envoie S7 dans S.

Le théoreme d’inversion (théoréme 10.2) donne alors que f +— f est injective de S dans S;. En effet, si f,
g € 51 sont telles que f = ¢, le théoréme 10.2 donne f = g p.p. et donc f(x) = g(x) pour tout z € IR
(car f et g sont continues).

Le théoreme d’inversion (théoréme 10.2) donne aussi que f +— f est surjective de 57 dans .Sp car il donne
que, pour tout f € Sy, comme f € 5, C Li(R),

~

f /J:(—) pour tout f € Si.

Si f € S;,onadonc f = g avec g = f( -) € Sy, ce qui prouve que f — f est surjective (et donc
bijective) de S; dans S;. O

td11. Transformée de Fourier dans S, régularité et comportement a I’infini

Exercice 11.1 (Fourier, série et transformée).
On rappelle que I’espace S (noté S; dans la définition 11.1) est défini par

S = {¢ € C*(IR, C) telle que pour tout o € IN et tout n € IN, sup |z|%|o™ (x)| < +o0}.
z€R

Soit ¢ € S (On rappelle que @ est alors aussi dans 1’espace S et que 5 = (=)

1) Soitt € IR.
Montrer que la série ), - ,» §(t + 2km) est absolument convergente (dans C).

Corrigé —
Comme @ € S, en prenant n = 0 et « € {0, 2} dans la définition de S, on obtient ’existence de C' € TR tel
que

. C

|B(t + 2k7)| < 77— pourtoutk € Z .

= 14 (t+ 2km)
La série . T aEmz ¢lant convergente, on en déduit que la série > ez P(t + 2km) est absolument
convergente.

1l est intéressant aussi de noter que la série ), cz o(t + 2km) est commutativement convergente, c’est-a-

dire que la somme est indépendante de [’ordre dans lequel on prend les termes (une série a valeurs dans IR ou
C est commutativement convergente si et seulement si elle est absolument convergente).
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Pour ¢ € IR, on définit f(t) par f(t) = > ,.c, @(t + 2km).
2) Montrer que f € C(IR, €) et que f est 27-périodique.

Corrigé —

Continuité de f

Chaque terme de la série zkez o(t + 2km) est une fonction continue. Pour montrer que f est continue, il
suffit de montrer que la série est localement uniformément dominée par une série convergente. Ce résultat peut
se montrer directement ou étre vu comme une conséquence du théoreme 10.1 (avec une mesure discrete).

Soit R >0ett € [-R, R].
Pour k tel que |k| < £, on utilise |p(t + 2kr)| < C1 avec Cy donné par n = 0 et o = 0 dans la définition de
l’espace S.

Pour k tel que |k| > £, on utilise |p(t + 2km)| < (Hgﬁ avec Co donné parn = 0 et o« = 2 dans la

définition de S.
Mais, comme |t + 2k7| > |2kn| — |t| > |2kw| — |kn| = |kw|, on déduit |p(t + 2km)| < (;572)2'

On a bien trouvé une domination de la série Y, _ . §(t + 2km), uniformément par rapport at € [—R, R], par

une série convergente. (La série dominante est la série Y, _ ,, ax avec a = Ch si [k| < £ et a), = —(1572)2 si
k| > &)
s

Dérivabilité de f et continuité de f’

Chagque terme de la série ), cz @(t + 2k) est une fonction de classe C*. Pour montrer que f est dérivable et
que f' est continue, il suffit de montrer que la série dérivé terme i terme, c’est-a-dire la série Yowez (@) (t+
2km) est localement uniformément dominée par une série convergente. Ici enore, ce résultat peut se montrer
directement ou étre vu comme une conséquence du théoréme 11.1 pour la dérivabilité de f et du théoreme 10.1
pour la continuité de f' (avec une mesure discréte).

La preuve du fait que la série Zkez (P) (t+2km) est l/(jcalemem uniformément d()mAinée par une série conver-
gente est alors la méme que celle pour la série Yy, _ . p(t + 2km) car la fonction (3) € S.

Ceci nous donne que f est de classe C" et, pour tourt € R, f'(t) = 3", (P) (t + 2k).

Enfin, le fait que f est 2mw-périodique est immédiat.

On rappelle que ceci donne que f est somme de sa série de Fourier, ¢’est-a-dire que pour tout t dans IR on a

&)=Y ealf)e™,

nezZ
avec ¢, (f) = 5 02” f(z)e~modg,
3) Soit n € ZZ , montrer que
(=57 | Plae*de = —=5(n) = —=¢(-n)
c = — x)e r = n) = —n).
" o ¥ Tl Norid
En déduire que pour tout ¢ dans IR
1 int
Z Pt +2kn) = — o(—n)e
kEZ 2 ez
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Corrigé — Une conséquence de la domination (locale) de la série définissant f (montrée lors de la preuve de
la continuité de f) est que cette série converge uniformément sur tout compact de IR et donc en particulier sur
le compact [0, 2].

On en déduit

. 1 o . 7271@ —inx 2k +1)m -~ —in(y—2km)
en(f)==— f(z dx = Z p(z + 2km)e dx = Z P(y)e dy
0 2

2 .
kez kez ’2km

2(k+1)m ) 1 o
= Z/ @(y)e_mydy — @(T)C—andT
kez ’2km 2T Jr

Puis,
1 ine 1 = 1
T)e x

o P(z)e” ™ da = \/72799(") = \/T—Wﬂﬁ(*”)a
car ¢ € S (et donc ¢ € Lg(IR, B(IR) N et 3 € Li(IR, B(IR), \)).

On en déduit bien, pour toutt € IR,
1

> B+ 2km) = (1) = Y en(N)e™ = = 3 p(-m)e™.

keZ nez nez

Exercice 11.2 (Comportement a ’infini de f et régularité en O de f).

On note £! I’ensemble des fonctions de IR dans IR, intégrables pour la mesure de Lebesgue sur les boréliens
de R. R

Pour f € £', onnote f la transformée de Fourier de f.

Pour a > 0, onnote A, = {z € R; |z| > a}.

V2
1) Soit f € LY, f > 0 p.p.. Pour tout ¢ € IR, on pose ¥ (t) = 27r (t) + f (—t)).
(a) Soit ¢ € IR. Montrer que () € R et 0 < (0 /f )(1 — cos(xt))dx.
Corrigé —  La définition de ) donne 1(t) = (1/2) f f(x)(e™ + e "dx = [ f(z) cos(xt)dw.

Comme f prend ses valeurs dans R, on a d()nc P(t) € IF{ PLm comme (0) = [ f(z)dx. On a bien

/f )(1 — cos(xt))dx.

Comme f(x)(1 — cos(xt)) > 0 pour presque tout x € R, on a bien 1(0) — 1 (t) > 0.

(b) Soit @ > 0. Montrer que

2/a 2 1 . .z
/0 (/f(x)(l—cos(:ct))dx)dt—/f(ac)(a——sm(2a))d:17.

T

Corrigé — La fonction (x,t) — f(x)(1 — cos(zt)) est mesurable positive de R x]0, 2a]— IR, on peut
donc appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli, il donne

/Om (/f(x)(lfcos(xt))dx)dt:_/(/}2/(1(1fcos(:ct))dt)f‘(:r)dw:/(2*M)f("”)dm'

( a T
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(c) Soit @ > 0. Montrer que / fx)dz < /f(:zc)(2 - sin(2£))d:1c. [On pourra dans I'intégrale de
A T a

droite utiliser R = A, U Agj
En déduire (avec les deux questions précédentes) que

2/a
/ f(@)dz < a / (1(0) — (8))dt.
Aa O

Corrigé —
/f(;z:)(Q ~ %sin(22))da
= / flx)(2 - ¢ sin(2 ))dl + . fx)(2 - %sm( ))(11

a z Ag
Comme | sin(y )| < ly| pour touty € IR, ona |%sin(2%7))| < 2 pour tout x € A3 (et méme tout x € IR*)
et donc jA( (x)(2 — 2sin(2%))dx > 0.

Siz € Ag, ona Fsm( 2N < [sin(22))| < 1 et donc [A z)(2 — %sin(2%2))dz > fA x)dx. On

en déduit bien
/ flx)(2——= sm ))dx > / f(zx
Avec la question 1b, on a donc

/4 fx)ds < a/;/a (/.f(m)(l — cos(xt))dz) dt,

Aa

et la question la donne alors

2/a
/f dr<a/ ((0) — b (¢))dt. (11.5)

(d) On suppose que f est de classe C2. Montrer qu’il existe C € IR, ne dépendant que de f, tel que
C
flx)dr < = —»pour touta > 0.

Aa

Corrigé —  La fonction 1) est de classe C*. Comme (t) < 1)(0) pour tout t, on a ¥’ (0) = 0. On pose
C1 = max{|y” (t)|, t € [-2,2]}. La formule de Taylor-Lagrange & I’ordre 2 donne alors, pour tout t €
[721 2}’

P(0) —(t) < Cl*

On en déduit, avec (11.5), que, pour tout a tel que |a| > 1, on a

2/a tQ 401
Ndr < aC' —dt = —.
/A flopde = IA 247 322

En posant C' = max{4C1/3, [ f(x)dz}, on a donc / f(z)dx < a%’ pour tout a > 0.

2) Soit (f)new une suite de fonctions de IR dans IR, intégrables et positives p.p..
On suppose que f,, converge simplement vers une fonction ¢ de IR dans IR continue en 0.

Pourn € INett € IR, on pose 1, (t) = @(ﬁ?(t) + f (=1)).

On note z/N) la limite simple des fonctions ,,.
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(a) Monter que 1Z est continue en 0.

Corrigé — Pourtoutt € IR, §(t) = @(@(t) + @(—t)). Comme ¢ est continue en 0, on en déduit que 1)
est continue en 0.

(b) Montrer que la suite (1), )nen est uniformément bornée sur IR.

Corrigé—  Pour toutt € R et toutn € IN, ¢, (t) = [ fn(z) cos(zt)dz et donc

o (8)] < / Ju(@)dz = 0 (0).

La suite (1n(0))nen est convergente (dans IR), elle donc bornée. On pose M = sup,,c{%n(0)}. On a
M € R et |1pn(t)] < M pourtoutn € Nett € IR.

2/a 2/a B
(c) Montrer que, pour tout @ > 0, lim (1 (0) — 9, (8))dt = / ((0) — (t))dt.
0

n—-+oo 0

Corrigé—  Onalim, o (n(0) — () = (¥(0) — (t)) pour tout t € [0,2/a) et |1h, (0) — ¥ (t)] <
2M pourtoutt € [0,2/a] et tout n € IN, o M est définie a la question précédente. On peut donc appliquer
le théoreme de convergence dominée. Il donne bien

2/a

2/a B ~
im [ (n(0) — Ya(t))dt = / (D(0) — () dt.

n—+oo 0

(d) Montrer que / fn(x)dz — 0, quand @ — +o00, uniformément par rapport a n.
Aa

Corrigé — Pour tout n € IN, on a fA fo(z)dr — 0, quand a — +oo (en utilisant, par exemple, le
théoreme de convergence dominée). Le probléme est donc de montrer que cette convergence est uniforme par
rapport a n.

Soit € > 0. Comme cela vient d’étre dit, pour tout n € IN, il existe a, tel que
a> an = / fr(z)dz < e.
Ag

Mais, on ne peut pas conclure car on pourrait avoir sup,,cy n = -+00. Pour conclure on va utiliser la
continuité de 1) en 0. Comme 1) est continue en 0, il existe @ > 0 tel que

2/a . 2 ~ - 2
a [ (60 - d)dt < aZ max{|5(0) - H)].t € [0, 2]} < 2.

0

la question précédente donne lim, _, o @ f02/a(wn (0)—n(t))dt =a 02/6(113(0) —4(t))dt < 2e. Il existe

donc ng tel que
2/a
n > ng = 6/ (¥n(0) — Yn(t))dt < 3e.
0

La question Ic donne alors, pour n > no,

2/a
Ful@)de < a / (t6n (0) — wn(£))dt < 3c.
Ag 0
11 suffit maintenant de prendre & = max{a, b} avec b = max,c(o,... ny} an et on obtient bien (en utilisant
la positivité de f,), pour tout n € IN,
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Exercice 11.3.
Soit f € Lz (R, B(IR), A). On définit F : IR — IR par: F(2) = [ fljzd\(= [ f(t)dt), pour z > 0,

etF(z)=—[f Liz,0dA (= — f f(t)dt) pour x < 0. Montrer que F est unlformement continue.

Corrlge —  On remarque que, pour tout x,y € R, x < y,

Hmfﬂﬂz/ijM:/‘ﬁM.

Soite > 0, comme f € L (IR, B(IR), \), un résultat classique d’intégration donne qu’il existe § > 0 tel que
Ae€eB(R), MA) <i= / [fldX\ < e.
Soit z,y € R, x < y. On a donc, comme \(]z,y|) =y — , -
ly— 2l <6 = |F(y) - F(z)| < /] Iflar<e,
zy

ce qui montre bien la continuité uniforme de F.

Exercice 11.4 (Intégrabilité et limite a I'infini). Soit f € £k (IR, B(R), \) = L.
1) On suppose que f(z) admet une limite quand = — +o0. Montrer que cette limite est nulle.

Corrigé — Onposel = lim, 1o f(x) et on suppose | # 0. Il existe alors a € IR tel que | f(x)| > M our
8 14 + Pr q 5 D

tout x > a. On en déduit, par monotonie de l’intégrale,

/mwz/ gx = foo
. Ja,+oo] 2

en contradiction avec I’hypothése f € L.

2) On suppose que f € C(R,IR);a-t-on: lim f(z)=0?
r—+00
Corrigé —
La réponse est non, comme le montre I’exemple suivant. On définit, pour n € IN, n > 2, f,, par :
1

0 siz <n— -5,
fulz) = n2(mfn+nz) sinf$<ac§n7
mn\ v —

—n*(x—n—-2%) sin<z<n+ L,

0 si.13>n+n%

Puis, on pose f(r) = Zn22 fn(x) pour tout z € R. On remarque que, pour tout x € R, la série définissant
f(x) a au plus un terme non nul. Plus précisément, il existe n (dépendant de x) tel que f = [y, dans un voisinage
de x. On en déduit que f prend ses valeurs dans IR et que f est continue (car les f,, sont continues). Comme fr,
est borélienne positive pour tout n, le théoreme de convergence monotone donne que f est borélienne positive

et
/fdm Z/f,,dm = — < +o0.
n>2 n>2
Onadonc f € C(R,IR)N L (IR, B(R), \) et f(x) # 0 quand = — +oc car fn(n) = 1 pour tout n € N,
n > 2.

3) On suppose que f est uniformément continue. A-t-on lim,_, 1o f(z) =07?
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[On pourra commencer par montrer que, pour tout 7 > 0 et toute suite (z,)new de réels telle que

limy, 4 oo ©,, = +00, 0n a
Tn+n

lim |f(z)]d\(x) =0.]

n—-+o0o Zn—1

Corrigé — On commence par montrer le résultat préliminaire suggéré.

Soient ) > 0 et (xn)new C R une suite telle que. lim,,— + o T, = +00.

On pose frn = |f|112,, —n,zpn+n[- On a, pour tout x € R, fn(x) — 0 quand n — +oo (on a méme f,(x) =0
pour n tel que ., — 1 > x). On a aussi |fn| < |f| € L. On peut donc appliquer le théoréme de convergence
dominée. Il donne que f fndm — 0, c’est-a-dire :

/ [ £ L2, — 2 4n[dA = 0, quand n — +oo. (11.6)

On montre maintenant que f(x) — 0 quand x — +o0.

On raisonne par I'absurde. On suppose que f(x) # 0 quand © — +oo. Il existe donc € > 0 et une suite
(zn)new C IR telle que x,, — 400 quand n — +oo et | f(xn)| > € pour tout n € IN.

La continuité uniforme de f donne I’existence de n > 0 tel que
€
vy € R, |z —yl<n=|f(z) - f)l < 3.
On a donc | f(x)| > § pour x €|xn —n,xn + 1 et tout n € IN. On en déduit que [ |f|11z, —n .z +ndX >
en > 0 pour tout n € IN, ce qui est en contradiction avec (11.6).
On a donc bien finalement montré que f(x) — 0 quand x — +oo.

4) On suppose que f € CY(R,R) et f' € L';aton: lim f(z)=0?

T— 00

Corrigé—  Comme f € C, ona, poury > z, f(y) — f(z) = [Y f'(t)dt = f]z y[f'dA- Comme f' € L',
Pexercice 11.3 donne que f est uniformément continue. La question précédente donne alors que f(x) — 0
quand & — +00 (c’est seulement pour ce dernier point qu’on utilise f € L*).

Une autre démonstration possible est : Comme f € C*, ona f(x) = f(0) + jio ol f'dX\. Comme f' € L*,
on en déduit que f(x) a une limite (dans R) quand x — +o00. En effet, le théoréme de convergence dominée
donne que f]o o fld\ — f]o oo f'dX\ (dans R) quand © — +oco. Enfin, la premiére question donne que la

limite de f(x) quand x — +o00 est nécessairement 0 (et ici aussi, ¢’est seulement pour ce dernier point qu’on
utilise f € L*).
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C12. Transformation de Fourier dans L2

On aimerait ici définir la transformée de Fourier d’un élément de L2 (IRY) = L2, (R", B(R™), Ay). On
rappelle que 1’espace L2 (]RN ) est un espace de Hilbert complexe et que le produit scalaire sur L2, (]RN )
est défini par (en notant dt = dA\y(t)) :

(f19)2 = (f 1)1z = / F(Hg@dt

On notera en particulier que (f|g)2 = (g f)2-
La norme induite par ce produit scalaire est donnée par

||f||2—f|fz—/f Tt = /|f ) 2.

Tl est clair que la définition de f donnée pour f € L (IR™) ne s’ applique pas pour un élément de L, (R™).
Pour définir la transformée de Fourier d’un élément de L2 (]RN ), on va utiliser la densité de Sy dans
LE(RYN) (Noter que C°(R™, €) € Sy € L& (IRY) et C=°(IRY, €) est dense dans L2,(IRY), proposition
12 2). On va d’abord remarquer que la transformee de Fourier envoie Sy dans L(IR") et que c’est une
isométrie pour la norme de L% (IR™). On utilisera ensuite la densité de Sy dans L2 2 (R™) pour définir la
transformée de Fourier des elements de LE(R™).

Proposition 12.1. Soit N > 1 et f,g € Sy (définition 11.1).
Alors f, f g et g sont des éléments de L2 (]RN) et

(f19)2 = (f19)2-

En particulier; || f||2 = Hﬂ|2

Démonstration de la proposition 12.1.

On montre tout d’abord que Sy € L, (R™Y).

Soit f € Sy. En prenant des choix convenables de « et 5 dans la définition 11.1, on peut montrer qu’il
existe A, B > 0 tels que, pour tout x € IRN,

[f(@)] < A,
2| ¥|f(2)] < B,

etdonc (1 + |z?M)|f(z)]? < A% + B2
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(On rappelle que |z| désigne la norme euclidienne de x.)
On obtient alors, avec un nombre Cy ne dépendant que de N et un passage en coordonnés polaires,

| @k < @) [

ry 1+ |22

7,,N—l

o0
dx = (A2 320/7
x ( + )NO 1+T2N

dr,

etdonc [ |f(z)[?dx < +oocar 2N — N +1 = N + 1 > 1. Ceci montre que f € L%(IRY).

Soit f, g € Sy. On a alors aussi f, g € Sy. Comme Sy C L?D(]RN), on adonc f, g, f, qge L%(IRN).

On va montrer maintenant que (f | g)2 = (ﬂ 9)2.
Comme f, f € Sy C Lé(]RN ), on peut appliquer le théoréme d’inversion (théoréme 10.2) pour transformer
le produit scalaire de f avec g.

Le théoreme d’inversion donne f = }A(—) et donc :
(719 = [ F-vgoae=en% [ ( [ e Fais) oy

On utilise maintenant le théoreme de Fubini. Il s’applique car f, gec Léj(]RN ). On obtient :

(Flon=tem ¥ [ ( / e”'tgo:)dt) Flaydo = (2m) % ( / eiw-tg<t>dt) Flayds
~ [ G Fa)ds = (F 192

ce qui termine la démonstration. U

La proposition 12.1 permet de définir, par un argument de densité, la transformée de Fourier dans L2, (IRN ).
Pour montrer la densité de Sy dans Lé (IRN ), on utilise la proposition 12.2 (voir le cours d’intégration).

Proposition 12.2 (Densité de C2° dans L?(IR™), p < +o0).
Soient Q un ouvert de R, N >1etl <p< oo
Pour tout 1 < r, on note L, () I'espace L, (2, B(Q2), An).
1) L’espace C° (2, €) est dense dans L7,().
2) Soient 1 < q < +oc et f € Lg(2) N LE().
11 existe une suite (fr,)new C C°(Q, C) telle que
(a) fn — f dans Li,(Q) quand n — +oo,
(b) fn — f dans L,(Q) quand n — +oo.

(Autrement dit, la méme suite converge vers f dans Lg,(Q) et dans LE,(Q).

Démonstration de la proposition 12.2.

La démonstration de cette proposition se fait avec une technique de “troncature” et “régularisation”. Elle
n’est pas détaillée dans ce cours (voir le cours d’intégration).

Pour le deuxieéme item (qui sera important dans la preuve du théoréme 12.1), il suffit de remarquer que la
construction de la suite (f,)nenw C CX(RY,C) t.q. f, — f dans L (IRY) est complétement indépen-
dante de p. 1.
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Théoréme 12.1 (Transformée de Fourier dans L2, Plancherel). Soit N > 1.
1l existe une application linéaire continue F de L%, (IRN) dans L%, (IRN) tq.:

1)Si f € LL(RY) N L&(RY), on a alors F(f) = fp.p.-
2) Pour tout f,q € L(QD(IRN), ona(f|g)s = (F(f)IF(9))2
3) Pour tout f € LL(RY), ona f = F(F(f))(—).

4) F est une bijection entre LE(R™N) et L2 (RY) (c’est-a-dire F injective et Tm(F) = L (R™)) et une
isométrie entre L3,(RY) et LZ,(R™).

Pour f € L%, (R™), F(f) s’appelle la transformée de Fourier de f. Compte tenu du premier item, on notera,
en général (en I’absence de confusion possible), f la transformée de Fourier de f si f € Léj (]RN ) (et alors
feCo(RYN, Q) ousi f e LL(RY) (etalors f = F(f) € L3,(RY)).

Démonstration du théoreme 12.1.

L’application f +— f est définie sur Sy, qui est un sous espace de L%C(IRN ), et prend ses valeurs dans
LE(RYN) (car Sy € LE(RYN), en confondant, comme d’habitude, un élément de LZ,(IR") avec I'un de
ses représentants). Comme cette application est linéaire, continue pour la norme de L2 (IRN ), et que Sy est
dense dans L (R™) (car Sy D C°(RY, €) et C=(IRY, €) est dense dans L3, (IR"), proposition 12.2),
on en déduit que cette application se prolonge (de manieére unique) en une application, notée JF, linéaire
continue de L (R") dans L2 (R™).

Plus précisément, soit f € L2 (IR™). Tl existe (f)new C Sy t.q. fn — f dans L2, (IR™) quand n — +-o0.
La suite (f,)nen est donc de Cauchy dans L3, (]RN ). La proposition 12.1 donne alors que la suite (ﬁ,)nE]N
est donc aussi de Cauchy dans LZ,(IR™). Elle converge donc dans LZ(IR"). On aimerait définir F(f)
comme étant la limite (dans LZ,(IR™)) de la suite (fn)nem. Ceci est possible a condition que cette limite
ne dépende que de f et pas du choix de la suite (f,,)neN convergeant dans L?D(]RN ) vers f. Or, ce dernier
point est facile car si (g, )nen est une autre suite convergeant dans Lz, (IR™) vers f, on a

Ifn = Gnllz = | fn — gnll2 = | fo — gnll2 = 0 quand n — +oc.

On peut donc définir F de L2 (IR") dans lui méme. Pour f € L2,(IRY), F(f) est la limite dans L3,(IR")
de la suite (f,, )new pour toute suite (fy,)necn de Sy convergeant dans L?D(]RN ) vers f.

La linéarité de F découle immédiatement du fait que I’application f — fest linéaire de Sy dans L?D (IRN ).
Enfin, soit f € LZ,(RY) et (fu)new C Sy tq. fn — f dans LZ,(IRY). La proposition 12.1 donne que
I fnll2 = || fnll2 pour tout n € IN. En passant a la limite quand n — 400, on en déduit || F(f)||2 = || f]l2-
On a bien ainsi montré la continuité de F de L2,(IR") dans L% (IR"). On montre maintenant les 4 items du
théoreme.

1) Soit f € LE(RY) N LE(IR™Y). On veut montrer que F(f) = 7 pp-
Dans la démonstration du théoréme de densité de C:°(€2, R) dans Li; (2, B(£2), An) avec 2 ouvert de
IRY (donc, par exemple, @ = IR™) et 1 < p < +oc on construit une suite (f,)pew € C°(RY, C) t.q.

fn — [fdans L, (IRN ), mais cette suite est indépendante de p (ceci est le deuxieme item de la proposition
12.2).
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On choisit donc ici une suite (fn)nen C C®(RY,C) tq. f, — f dans LZ,(IRY) et LE,(IRY) lorsque
n — 4o00. On en déduit que fn — f uniformément sur R” lorsque n — oo (car f, — f dans
LL(RM)) et que f,, — F(f) dans L2,(RY) lorsque n — +oo (car fn — f dans LZ,(IRY)) et donc que,
apres extraction éventuelle d’une sous—suite, on peut supposer que f, — F(f) p.p. quand n — +oo!.
On en déduit bien que f = F (f) p-

2) Soit f,g € L& (R™). 1l existe deux suites (fn)new C Sn et (gn)new C SN tq. frn = fo G0 — ¢

dans L2 (]RN) quand n — +o00. La proposition 12.1 donne (fn | Gn)2 = (fn | gn)2 pour tout n € IN. En
passant a la limite quand n — +o00 on obtient bien (F(f) | F(9))2 = (f | 9)2-

L application F est donc une isométrie.

3) Soit f € L2. Soit (fn)new C Sy t.q. fr — f dans LE(IR"Y) quand n — +00. On a donc Fo = F(f)
dans L2 (IR™), ce qui donne aussi f,,(—-) — F(f)(—-) dans L2(IR™) et donc ?;(—) = F(F(f)(—)
dans L?D(IRN) quand n — +oo. La proposition 11.4 donne f,, = }A;(—) pour tout 7 € IN. On en déduit
donc (par unicité de la limite dans L?) que f = F(F(f))(—-) p.p..

4) Linjectivité de F (de LZ,(IRY) dans LZ,(IR")) découle du fait que || F(f)[la = | f|2 et que F est
linéaire. La surjectivité est une conséquence du troisiéme item. En effet, soit g € L2 (IRN ). Le troisieme
item donne g = F(F(g))(—-) p.p. et donc g = F(f) p.p. avec f = F(g(—-)). Comme f e LA(RY),
on a bien montré que F est surjective (de L2, (IR™) dans L2 (IR™)).

O

Remarque 12.1.
Voici trois remarques a propos de la transformée de Fourier dans L2, (IRN ).

1) Pour définir la transformée de Fourier dans L (IR™), on aurait pu utiliser la densité de C2° (IR, €') dans
L2 (]RN ) et ne pas introduire ’espace Sy (V01r I’exercice 12.1 pour le cas NV = 1).
2)Si f € LE,(RY),

~

f@= (QW)fN/z/efm'tf(x) dx pour tout t € RY. (12.1)

Mais, si f € L3 (R™) et f ¢ LE(IR™), il est faux d’écrire
“F(HE) = (2W)_N/2/e_””'tf(ac) da: pour presque tout ¢ € RY”,
Car, pour t € IR, la fonction & — et f (z) n’a aucune raison d’étre intégrable sur RY

Par contre, on peut utiliser la formule (12.1) avec une suite ( f,,),en de fonctions appartenant a L§,(IR™)
et convergeant vers f dans L2, (IRN ). Par exemple, on peut prendre f, = flp,, ou B, est la boule de

IRY de centre 0 et de rayon n. On a alors Fo & F(f) dans L& (IR"Y), quand n — +o0, et, pour tout
n € N,

ﬁ:(t) = (27r)*N/2/ e~ f(x) da pour tout t € RY.

lz|<n

3) Lespace H'(IR) vu au cours C8 peut étre caractérisé avec la transformation de Fourier. L exercice 13.1

montre que
H'(R) = {u € L{(R), \/1+ (-)2F(uv) € Li(R)}

1. Soient (X, T, m) est un espace mesuré, 1 < p < 400, (gn)new C L{(’:(X7 T,m)etg € L%(X, T, m). On suppose que
gn — g dans L, (X, T, m). Alors, il existe une sous-suite (g, (n))neN telle que g, (n) — g p.p..(voir cours d’intégration).
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et que

lullmrry = V14 C2F(@)zzm)-

td12. Transformée de Fourier dans L? et exercices de révision

N

Exercice 12.1 (Transformée de Fourier pour f de classe C2, a support compact).
L’ objectif de cet exercice est de présenter un moyen de définir la transformée de Fourier dans I’espace
L% (IR, B(IR), \) sans utiliser I’espace Si.

On note LY, 'espace L, (IR, B(IR), A). Soit f € C2(IR, €), c’est-a-dire que f est une fonction de IR dans
T, de classe C?, et qu’il existe K compact de IR t.q. f = 0 sur K¢,

1) Montrer que f € £ N L2,

Corrigé —

La fonction f est continue donc mesurable. Elle est continue sur le compact K, elle est donc bornée et
F(@)lde < (max | FG)DAK) < oo, [ f(o)*de < (max| F@)HAE) < +oc.
R yeK R yEK

Ceci donne bien f € L& N L3,

2) Montrer que f € L1 N £2,. [On pourra utiliser le fait que 7 =—()2F ]

Corrigé — Comme f est de classe C? et que f, f', f" € Eq (car ces tmlsfonctlons sont continues a support
compact), on peut utiliser la proposition 11.2. Elle donne " (x) = —x f (z) (pour tout € IR).

On en déduit que ()ZfA € LT . Mais, on a aussi ]‘A € L. Il existe donc C' < +o0 telle que
C
If (@) < T3 gz pourtoutw € R.

On en déduit que )? € L3 N LE (et méme f € LY pourtout 1 < p < +00).

3) Montrer que || f||z2 = ||fHL2

Corrigé — Comme f, ]? € L, on peut utiliser le théoréme 10.2, il donne f = f (—-). On en déduit

I = [ @7 = [ 1017 o= L [ 1@ [T aa

On peut utiliser le théoréme de Fubini car f, }‘ € L et donc

[ [1r@7F @eidsat = [ [ 1@ @)ldzde = 1710217 11 < -+

\Um>—vﬁ7/f /f e dz) dt = /f (dt = |F [132-

N.B. Comme C?(IR, €) est dense dans L} (IR, B(IR), \), cet exercice permet de définir la transformée de
Fourier dans L2 sans utiliser I’espace S;.

1l donne
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Exercice 12.2 (Transformée de Fourier du produit de fonctions).

Pour p € (1, +00], On note L? I'espace Ly, (IR, B(IR), A) et on désigne par || - ||, 1a norme dans L?.

On note C2°(IR, €) I’ensemble des fonctions de classe C'™ et a support compact de IR dans C. Enfin, on

note Cp (IR, €) I’ensemble des fonctions continues bornées de IR, dans C.

Si f € L', on désigne par f 1a transformée de f (on a donc f € Cy(R, ©)).

Si f € L?, on désigne par F(f) la transformée de Fourier de f (on a donc F(f) € L?).

On rappelle que si f € L' N L%, ona f= F(f) p-p-- Dans ce cas, on confond, en général, fet F(f).

1) (Convolution L? — L2). Soit u, v € L?. Montrer que pour tout ¢ € IR la fonction s — u(t — s)v(s) (notée
u(t — -)v) est intégrable et donc que la fonction u * v est définie sur tout IR par la formule

uxo(t) = / u(t — s)v(s)ds, pour tout ¢t € R.
R

Montrer que u x v € Cp(IR, €) et que ||u * V|00 < [Jull2||v]]2.

Corrigé —  On peut choisir pour u et v des représentants et donc considérer que u,v € L& (IR, B(IR), A).
Soit t € R. L’application u(t — -)v est mesurable car les applications u(t — -) et v sont mesurables. Puis, on
déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que u(t — -)v € L et :

[u(t =)ol < [lu( = )l2lvllz = [[ull2]o]l2-

Ceci montre que u * v(t) est définie pour tout t € IR et que ||u * v||oc < |luf|2

[v]|2.

Il reste a montrer que u * v est continue. Soient t, h € IR,

lusv(t+h)—uxv(t)] = \/ ’u,(t+hfs)1,1(s)dsf/'u,(tfs)'u(s)ds\ < /|’U,(t+h,78>711,(2578)”1)(8”(18
<lut +h =) = ult = )ll2llvll2 = [lu(- + k) = ul}2|

Le théoreme de continuité en moyenne dans L? (théoréme 3.1) donne limy, ¢ ||u(- + h) — ul|2 = 0 et prouve
donc la continuité (uniforme sur IR) de u * v.

v

|2

2) Soit f,g € C*(IR, C).
(a) Montrer que f, g, fg € L' N L2, puis que f,§ € L* N L2

Corrigé — Il suffit de remarquer que f et g appartiennent a l’espace de Schwartz, noté Sy (voir la definition
11.1). Comme Sy C LP pour tout 1 < p < 400, on a donc f,g € L* N L? (avec la confusion habituelle
entre un élément de L” et son représentant continu lorsqu’il existe). Puis, comme la transformée de Fourier
envoie Sy dans Sy (voir la proposition 11.4), on a aussi f,§ € Sy et donc f,§ € L' N L.

(b) Montrer que, pour tout ¢ € IR,

— 1 ~
)= ——fxg(t).

fa(t) Nordd g(t)

[On pourra, par exemple, utiliser le fait que f, g € L' et calculer f* g(t) en utilisant la définition de f

et la transformée de Fourier inverse pour g.]

Corrigé — Soitt € IR. comme )? G € L?, la fonction ]?* g est bien définie au point t et on a
f*g(t) = / ft—x)g(x)dx.
R

Comme f € L*, on peut utiliser la formule définissant f(t — x). Elle donne

~

Fegit) = % /]R | (./m D £ () dy) G () d
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On peut maintenant utiliser le théoréme de Fubini car |e "= f()§(z)| = |f(y)§(z)]| et

/' 1 @)3@)ldedy = ||f1]1g]h < +oo.
JIR JIR

Fegt) = /}R (%2? /}R FTG(@)dr) e f(y)dy.

Comme g, € L', le théoréme d’inversion de Fourier (théoréme 10.2) donne g(y) = \/% [ €Y g(x)da
et donc

On obtient

Fralt) = / e f(y)g(y)dy,

JR
cest-a-dire (noter que fg € L') f xG(t) = V2m fg(t).

3) Soit f,g € L2. Montrer que, pour tout € IR,

Fatt) = %Q_Wf(n « Flg)(1).

Corrigé — Il suffit d’utiliser la densité de C:° (IR, C) dans L2, Soit (fr)nen et (gn)new deux suites de
C(R, @) telles que fn, — f dans L* et g, — g dans L* quand n — +oco. On a alors fngn — fg dans
L* (il suffit de remarquer que || fogn — folli < || fn — fll2llgnllz + | fll2llgn — gll2). La transformée de
Fourier envoie continiment L* dans Cy(IR, €). On a donc fnﬁ — E uniformément sur IR. La transformée
de Fourier envoie aussi continiiment L*? dans L*. On a donc ?; — F(f) et gn — F(g) dans L*. La question
I donne alors que ?: % gn — F(f) * F(g) uniformément sur R..

Soit maintenant t € R, la question 2b donne f/n; (t) = \/%ﬁl *gn (t). En passant a la limte quand n — +o00

on en déduit bien que ]/‘E(t) = \/%7]:(]0) * F(g)(t).

Exercice 12.3 (Caractérisation des fonctions a valeurs réelles).

Soit d > 1. Pour 1 < p < oo, on note LP 1’espace L%(]Rd, B(]Rd), Ad)-

1) Soit f € L*. Montrer que f(z) € IR pour presque tout z € IR si et seulement si _A(f) = f(—¢&) pour
tout & € R%.

Corrigé— Pourtout £ € R, ona f(£) = (2m)~ %2 [ f(@)e™ "4 dx. On a donc

(© =0 [ F@e=ide = 7o) (122)

On en déduit que -

&~ (=0 =F - f(=0). (123)
Si f(x) € R pour presque tout = € R%, ona f — f = 0 p.p. et donc ﬁ(f) = 0 pour tout £ € R?. Avec
(12.3), on en déduit bien que ?(5) = }/”\(75) pour tout £ € R?.

Réciproquement, on suppose maintenant que ?(f) = f(,g) pour tout ¢ € R?, on déduit alors de (12.3) que

f— f(&) = 0 pourtout§ € IRY, et donc par le théoréme d’inversion (théoréme 10.2) que f — f = 0 p.p., c’est
a dire que f(x) € IR pour presque tout € IR?,

=l

Y

2) Soit f € L?. On désigne par F(f) la transformée de Fourier de f (on a donc F(f) € L?). Montrer que
f(x) € IR pour presque tout = € IR? si et seulement si F(f)(€) = F(f)(—¢) pour presque tout £ € R
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Corrigé — 1l suffit de démontrer que I’égalité (12.3) est toujours vraie p.p. en remplagant la transformée de
Fourier dans L' par la transformée de Fourier dans L?. Pour cela, on choisit une suite (fn)new avec fn €
L' N L? (pour tout n) et f, — f dans L* quand n — oo (une telle suite existe, on peut méme supposer que
fn € CE(RY, Q). Onadonc aussi f,, — f dans L? et, en utilisant la définition de F, on en déduit que

3”: — F(f)et f, — F(f) dans L?, quand n — +oo.

D’apres (12.2), on a ﬁ = f.(=-). Les deux termes de cette égalité ont une limite dans L? quand n — +oc.
On obtient donc, quand n — +oo, F(f) = F(f)(—-) p.p. et donc (par linéarité de F)
F() = F(N)(=) = F(F = H(=) pp- (12.4)

Pour conclure, on procéde comme dans la question précédente. Si f(x) € IR pour presque tout © € R% ona

f—f=0pp. etdonc F(f — f) = 0 p.p.. Avec (12.4), on en déduit bien que F(f) = F(f)(—-) p.p..
Réciproquement, on suppose maintenant que F(f) = F(f)(—-) p.p..

On déduit alors de (12.4) que F(f — f) = 0 p.p., et donc par Uinjectivité de F que f — f = 0 p.p., c’est a dire
que f(x) € R pour presque tout x € IR?.

Exercice 12.4 (Théoréeme d’injection de Sobolev).
Soit d > 1. Pour p € [1,00], on note L? I’espace Lk (R% B(IR?),\s). Si f € L?, on note F(f) la
transformée de Fourier de f.
Pours € IR, s > 0.
Onnote H*(R") = {f € L tq. (1 + |- [*)2F(f) € L} et||f[lz= = [[(L+ |- )2 F(f)l| -
On rappelle que Co(IRY, ©) est un sous espace vectoriel fermé de Cy,(IR¢, @) muni de la norme || f||, =
sup,cme | f(z)]. Avec cette norme, C,(IR?, €) et Co(IR?, €) sont des espaces de Banach.
Soit s > 4.
1) Soit f € H*(IR). Montrer que F(f) € L'. En déduire que f € Co(IR, €) (au sens “il existe g €
Co(R%, @) telle que f = g p.p.”; on confond alors f et g).
Corrigé —  On remarque que

2\% 1
F(H)=0+1[-1) ]%f)(1+*\'P)§'

Comme f € H*(R%), la fonction (1 + | - \Q)EJ:(f) appartient & L?. Mais la fonction m appartient

(12.5)

aussi & L?. En effet, le passage en coordonnées polaires donne

1 ) 1 oe 1 i
P = - dx = C. T IY dr,
e Jeu TR =),

ou Cq est la mesure de Lebesgue (d— 1) dimensionnelle de sphére unité de R (par exemple, Ch = 2, Cy = 27

et C3 = 4x). Comme 2s — d + 1 > 1, on en déduit bien que la fonction ——~ appartient & L.

(22
Avec inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit donc de (12.5) que F(f) € L* et qu’il existe A 4 ne dépendant
que de s et d telle que ||F(f)||pr < Agallf|las.

On remarque maintenant que le théoréme 12.1 donne f = F(F(f)(—-) p.p.. Mais comme F(f) € L' N L?, le
théoréeme 12.1 donne aussi F(F(f) = F(f) p.p. et donc f(—-) = F(f) p.p.. Enfin, la proposition 10.1 donne
F(f) € Co(R?, C©). On a donc bien f € Co(IR?, ) au sens qu’il existe g € Co(IR?, C) telle que f = g p.p..

2) Montrer que H*(R?) ¢ Cy(IR?, ) et qu’il existe C, ne dépendant que de s et d, t.q. :

I fllu < Cs| £l 7= pour tout f € H*(R).
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Corrigé — Soit f € H*(IR%). On a vu & la question précédente que f € Co(IR%, Q) et f = ]-/"(7)(—) On
en déduit aussi (voir la preuve de la proposition 10.1)

—d/2
£l < @m)~2IF ()]l 1
On obtient donc, avec C's = Asrd(27r)_d/2 (et Ag q donné a la question précédente)

£l < Csll f]l s -

3) On s’intéresse maintenant au cas d = 2.
(a) Soit s > 1et f € H*(IR?). Montrer que

1f 1l < 1/ 1Lz

1
2y/m(s—1)

Corrigé —  On avu a la question 2 que || f||u < Cs||f|l s avec Cs = As2(27) et
oo 1 1
A%, =(2 —  rdr=m———.
,2 (Tr)/o (1+r2)sTr 77871
Ceci donne

VE oy e — L
em Il = 5 s

I1flle < (FAIPER

—

S —

(b) Soit 1 < s < 2et f € H?(IR?). Montrer que

1 lzzs < AN N F 157
[Utiliser I’'inégalité de Holder.]

Corrigé —  On utilise I'inégalité de Holder avec les exposants p = 1/(2 — s) et ¢ = 1/(s — 1) (de sorte
que 1/p +1/q = 1). On obtient, en notant g la fonction F(f),

71 :.42(1+'t‘2)592(t)dt24 (1 + P00 + )72 Gt

< (/ﬁ (14 2)g dt) S(/'f(1+\t|2)292(t)dt) Bl 14 ol 1 e
JIR2 JIR2

Ceci donne bien || f|| = < || £1177:° (1157
(Noter aussi que H*(IR*) ¢ H* (]R, )-)

(c) On pose C' = /5. Montrer que

fe R, |flm =1 = |flu < CyVIn(+ | fllu2).

[Pour @ > 1, on pourra chercher le minimum pour s €]1,2[ de la fonction s \/;, et distinguer
selon les valeurs de a.]

Soit 8 > 0, montrer qu’il existe C'3, ne dépendant que de 3, t.q. :

fFeH*R), |flm <8 = flu < Csv/In(1 + |/ f]lm2). (12.6)
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Corrigé —  Soit f € H*(R?) telle que || f|| 1 = 1. (Noter alors que || f|| g2 > ||f|lgr = 1.)
Les questions 3a et 3b donnent, pour tout 1 < s < 2,

I1£15"
u — 12.
171 <5 T (12.7)

On cherche maintenant le minimum du terme de droite de (12.7), ¢’est-a-dire le minimum (ou plutot la borne
s—1
inférieure) de la fonction s — 1 (s) = 4= avec s €]1,2|.

&
lims—1 ¥(s) = 400 et lims_2 ¥ (s) = a. Puis, pour tout 1 < s < 2,
;v 1,/n(@)e® 1 a° o a! 1
vis) = a(\/ﬁ 2 (s — 1)3/2) = 1)3/2((5 1)Infa) = 5).

On distingue deux cas selon les valeurs de a

Cas1,In(a) > 1/2

Le minimum de 1) est atteint pour s — 1 = ﬁm et pour cette valeur de s,

P(s) = 21n(a)aﬁ(“) = V2ey/In(a).

On en déduit que si || f|| 2 = a avec In(a) > 1/2,

Ve _
£l < m\/ln(a) = CVIn([[fllm2) < Cyv/In(L + || f]lm2).

Cas2,In(a) <1/2
La fonction 1) est décroissante (sur |1, 2[) et donc inf ;)1 o1 (s) = a.
On en déduit que si || f|| g2 = a avec In(a ) <1/2
w < —= =C+/In(1 ,
1l < Q\f \ﬁ L+a)=CvIn(1+|[/fllz2)

cara < /e < /2e/In(2) <V2ey/In(1 +a)eta=|fllgz > |||z =L

Soit maintenant B > 0 et [ € H?*(IR?) telle que || f| g2 = B. Comme ||£HH1 = 1, on peut appliquer
l'inégalité obtenue ci dessus. Elle donne

I flle < BC4/In(1 + %)

Si B > 1, onobtient ||f||u < BC/In(1 + ||f|| g2) et donc I'inégalité desirée avec Cg = BC' si || f|| g1 = B
Si B <1, Onremarque In(1 + 3) < %ln(l + x) pour tout z > 0.

On en déduit || f|lu < V/BC/In(1 + || fllg2) et donc I’inégalité desirée avec Cg = /BC si || f||g1 = B

Enfin, I’inégalité (12.6) est aussi vraie si ||f|| g1 < B car Cg est une fonction croissante de 3.

Exercice 12.5 (f intégrable, f a support compact et f: 0 sur un ouvert non vide implique f = 0 p.p.).
Soit f € L§(IR,B(IR),\). On suppose que f est & support compact et que f = 0 sur un ouvert non
vide. Montrer que f = 0 p.p.. [On pourra commencer par montrer que I’application z = £ +in € C —
Ji f(x)e™®EFM dg est bien définie et dérivable sur €]

Corrigé —  Pour tout z € T, I'application x e~ "% est continue de IR dans © et bornée sur le support de f.
L’application x — f(x ) T appartient donc a Lg(R, B(IR), \).

Pour z € C, on pose h(z f]R ey = fIR’ g(z, z)dx avec g(z, z) = f(x)e .
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Les théoremes de continuité et dérivabilité sour le signe f (théoremes 10.1 et 11.1) énoncés, en particulier, pour
des fonctions de & X IR, dans @ se généralisent au cas des fonctions de E x C dans (.
La fonction z — g(x, z) est (pour tout x € IR) continue de C dans C. Grdce au fait que f est a support compact,
elle est aussi dominée localement uniformément par rapport a z par une fonction intégrale. Ceci donne (théoreme
10.1 avec £ x © au lieu de E x R) la continuité de h de C dans C.
De méme, la fonction z — g(x, z) est (pour tout v € IR) dérivable de C dans C et sa dérivée est continue
de € dans ©. Toujours grdce au fait que f est a support compact, la fonction 9.g(x, z) est dominée localement
uniformément par rapport a z par une fonction intégrale. Ceci donne (théorémes 11.1 et 10.1 avec E x C au lieu
de E x IR) la dérivabilité de h de C dans C et la continuité de h'.
La fonction h est donc une fonction holomorphe de C dans ©. Sa restriction a R est donc une fonction ana-
Iytique (ce qui est équivalent a dire qu’elle développable de série entiere ou, pour tout a € R, égale dans un
voisinage de a a son développement de Taylor en a, voir par exemple la définition 4.1 et la remarque 4.3 de
https :/fwww.i2m.univ-amu.fr/perso/thierry.gallouet/licence.d/analyse/analyse-11.pdf). Comme h(t) = /2w f(t)
pour tout t € IR, la fonction ]?esl donc elle aussi analytique (de IR dans C). Si elle s’annule sur un ouvert non
vide, elle est nécessairement nulle.
En effet, on suppose f: 0 sur I’ouvert non vide U. Soit b € U et

a =sup{z € U, f=0sur [b, x]}.
Si a < +o0, toutes les dérivées de fau point a sont nulles (car )? = 0 sur [b,a]) et donc )? = 0 dans un
voisinage de a (car f(:c) est égal au développement de Taylor en a dans un voisinage de a), en contradiction avec
la définition de a. Donc a = +o0o et f = 0 sur [b, +0o[. De maniere semblable on montre f = 0 sur] — oo, b] et
donc f = 0 sur R.

On en déduit aussi (par le théoreme d’inversion) f = 0 p.p..

Exercice 12.6 (Caractérisation de m par m). Soitd > 1.
1) Soit m et i deux mesures signées sur les boréliens de R<. On suppose que m = i (voir la remarque 10.2
pour la définition de m et [1).
(a) Soit p € L (RY, B(R?), \4). Montrer que [ ¢dm = [ @dp.
Corrigé — La décomposition de Hahn (voir la remarque 10.2) donne m = m™ — m~ ou m™* sont des

mesures finies sur B(IRY). Comme 3 € Cy,(IRY, ), § est intégrable par rapport aux mesures m™ et donc
intégrable par rapport a m.

+

On remarque maintenant que | pdm = (27r)7% [ ([ e p(x)dx) dm(t). (Les intégrales sont toutes sur

R et dm = dm™ — dm ™). Comme
//‘e%‘tW(m)\dIdmi(t) = [lellim™ (R?) < 400,

on peut utiliser le théoréme de Fubini (voir cours d’intégration) avec les mesures \q et m™ et les mesures
Aa et m”~ . On obtient ainsi :

/ Gdm = (2m)" % / </ e*“'tdm(t)) o(x)ds = /ﬁz(m)g@(m)dm.

Le méme raisonnement donne [ pdp = [ fi(z)p(z)dz. Comme m(z) = fi(x) pour tout x € R, on en
déduit bien [ pdm = [ pdp.

(b) Montrer que [ @dm = [ @du pour tout ¢ € S(IR?, @) (et donc pour tout ¢ € C°(R4, R)).

Corrigé —

Comme S(R*,C) C Lg(R?, B(R?), \a), la question précédente donne [ dm = [ @dp pour tout p €
S(R¢, @). Ox, I'application ¢ — @ est une bijection entre S(IR?, €) et S(IR?, ©). (proposition 11.4). On
adonc [ pdm = [ @dy pour tout ¢ € S(R%, €).
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(c) Montrer que m = p (On rappelle qu’une fonction appartenant a Cc(]Rd, IR) est limite uniforme de
fonctions appartenant a C>° (IRd, IR) et que m = u si et seulement si [ pdm = [ pdu pour tout

¢ € C,(R%,R)).

Corrigé — Soit p € C’C(IRd7 R) et (pn)nen C C (]Rd, R) t.q. prn. — @, uniformément sur R4, quand
n — +o0. La question précédente donne [ ondm = [ @ndp pour tout n € IN. On utilise alors le théoréme
de convergence dominée (ce qui est possible car les mesures m™ et ,ui sont des mesures finies), il donne
J edm = [ @du. On en déduit m = p.

2) Soit m une mesure signée sur les boréliens de IR?. On suppose que 7 € LE(R%, B(R), A4). Montrer
que m est la mesure de densité f par rapport A la mesure de Lebesgue avec f = m(—-).

Corrigé — Comme m € Li(IR?, B(R), \a), m e Co(IR%, ©).

On définit f par f(z) = T;\Y\?(—T) pour tout x € R et on va montrer que m est la mesure de densité f par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Soit ¢ € L&(R?, B(IRY), A\a) tel que 3 € L&(IR?Y, B(RY), Aa) (on peut prendre, par exemple, ¢ €
S(R?, @) ou p € CZ(RY, T©)).

/cp(m)f(—:c)da:: /@(x)ﬁl(m)dx: (27r)7d/2/g0(w)(/eiiw‘tﬁz(t)dt)dx.
On peut appliquer le théoréme de Fubini car
[ [1e@e = moldtiz = [ [lo@mldds = ol 7y, < +oc.
Il donne i ) i
/go(x)f(—m)dxz (2m)~%/2 /ﬁz(t)(/eiiw'tga(x)dac)dtz /ﬁl(t)nﬁ(t)dt
On obtient, avec la définition de m(t),
/(p(a:)f(fm)dm: (27T)_d/2/(/e_m‘tdm(x)d.r)g/o\(t)dt.

Comme $ € L, on peut utiliser (comme & la question 1a) le théoréme de Fubini avec les mesures \q et m™ et
les mesures \q et m™ . On obtient

[e@ison =0 [ ([ pd)am(a).

Enfin, comme ¢, 3 € L&(IRY, B(R?), \g), on peut utiliser le théoréme d’inversion de Fourier. 1l donne
© = @(—) et donc

/(p(l)f(f.l/)dl = /@(L)dm(i) = /gp(f:y)dm(:z).
En remarquant que [ ¢(z)f(—z)dz = [ o(—z)f(x)dx, on a ainsi montré que, pour tout p € C°(R?, T),
/(p(l)f(.L)dl = /gp(z)dm(w). (12.8)

On conclut alors comme & la question Ic. L'égalité (12.8) est encore vraie pour tout p € C.(IR%, ©) et on en
déduit m = fAa.
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C13. Quelques notions vues dans ce cours

Les espaces de base pour 1’analyse fonctionnelle sont les espaces de Banach, c’est-a-dire les espaces vec-
toriels normes (réels ou complexes) complets. Les exemples fondamentaux sont donnés par les espaces
LB (X, T,m) ou (X, T,m) est un espace mesuré, 1 < p < +oo et K = IR ou C. L’intérét principal de
I’intégrale de Lebesgue est d’avoir permis la construction de ces espaces complets (La preuve de la complé-
tude de ces espaces est d’ailleurs postérieure aux travaux de Lebesgue).

Les théoremes généraux les plus importants vus dans la premiere partie de ce cours (cours C0) me semblent
étre :

1) Les théorémes de Hahn-Banach, version analytique (théoreme 0.5) et géométrique (théoreme 0.6).

2) Le théoreme de Banach (théoréeme 0.9).

3) Le théoreme d’Ascoli ((théoreme 0.2). Ce dernier théoréeme étant a la base de nombreux théorémes de
compacité (comme le théoreme de Kolmogorov qui caractérise les parties relativement compactes de
P (R? B(IR?), \y), voir le cours d’intégration).

On est souvent intéressé par le dual (topologique) de I’espace de Banach considéré. Si E est ’espace de

Banach, son dual (topologique) est noté E’ (notation frangaise). L’espace E’ est muni d’une norme naturelle

(définition 0.6) avec laquelle E’ est un espace de Banach (théoréme 0.3).

Le cas particulier des espaces de Hilbert est trés important. L’espace de Banach E est un espace de Hilbert
(et on le note en général H dans ce cours) si la norme est induite par un produit scalaire, définition 0.8.

Si H est un espace de Hilbert, il y a une identification naturelle entre H et H'. Pour tout f € H’, il existe
un unique u € H tel que
(f,vyp g = (v|u)g pour tout v € H.

Ceci est le théoreme 0.14. L’ application f —> u est alors une isométrie entre H' et H.

Un intérét majeur de la structure hilbertienne est qu’elle donne la notion d’orthogonalité. Si F' est un s.e.v.
fermé de I’espace de Hilbert H, on a alors

H=F®F.

(C’est d’ailleurs cette propriété qui permet de montrer le théoreme 0.14).

Un autre conséquence importante de cette notion d’orthogonalité est que tout espace de Hilbert admet une
base hilbertienne (définition 0.11). En dimension infinie, les bases hilbertiennes sont beaucoup plus intéres-
santes que les bases algébriques.
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Dans le cas des espaces de Banach, il n’a pas cette notion d’orthogonalité et il n’y a pas en particulier cet
isomorpisme naturel entre H et H' donné par le théoreme 0.14. Par contre, il y a toujours une injection de
I’espace de Banach F dans E”, que nous avons appelé “injection canonique™ (définition 1.2). Lorsque cette
injection canonique est surjective, I’espace de Banach E est dit réflexif (définition 1.2). Certaines propriétés
des espaces de Hilbert sont encore vraies dans les espaces de Banach réflexifs (comme par exemple le

corollaire 4.2).

Soient (X, 7, m) un espace mesuré et K = IR ou €. L'espace L% (X, T, m) est un espace de Hilbert. Pour
1 < p < +o0o, Lespace L (X, T, m) est un espace de Banach réflexif et il y a une isométrie naturelle
entre son dual (topologique) (L% (X, T,m)) et L% (X, T,m), ¢ = p/(p — 1). Les espaces L (X, T,m)
et L2 (X, T, m) sont des espaces de Banach en général non réflexifs. Enfin, si (X, 7, m) un espace mesuré
o-fini, il y a une isométrie naturelle entre (LL- (X, 7T, m)) et L (X, T, m).

On rappelle que dans un e.v.n. de dimension finie E (qui est donc un espace de Banach de dimension finie),
on a la propriété suivante (théoreme 0.1) :

De toute suite bornée de E on peut extraire une sous-suite convergente. 13.1)

Cette propriété est fausse si E' est de dimension infinie. Pour avoir cette propriété en dimension infinie, on
affaiblit la notion de convergence. On introduit les notions de convergence faible (définition 1.1) et faible-x
(définition 1.3).

Le théoréeme fondamental est alors le théoréme 4.1. Il donne la propriété (13.1), a condition que I’espace de
Banach FE soit séparable, en remplacant F par E’ et “convergente” par “x-faiblement convergente”

Le corollaire principal du théoreme 4.1 (corollaire 4.2) est que dans un espace de Banach réflexif, noté F, la
propriété (13.1) est vraie en remplacant “convergente” par “faiblement convergente”.

En particulier, le corollaire 4.2 s’applique dans I'espace L% (X, 7,m) si 1 < p < +o0. Il ne s’applique pas
(en général) pour p = 1 et p = oco.

Par contre, si (X,7,m) = (Q,B(Q), \x), avec Q ouvert de RY, L’espace Li (€2, B(Q), A\y) est sépa-
rable (proposition 3.1) et il y a I'isométrie naturelle entre (L}-(2, B(Q2), An)" et L (2, B(£2), An). On peut
donc appliquer le théoreme 4.1 2 L (2, B(Q2), An) (que I’on confond avec (L (2, B(Q), Ax)’). La pro-
priété (13.1) est alors vraie avec E = Lg°(Q2, B(2), Ax) en remplacant “convergente” par “x-faiblement
convergente”.

On s’intéresse ensuite aux opérateurs linéaires compacts (et donc, en particulier, continus) de £ dans F
lorsque E est un espace de Banach réel (définition 5.4). (Un tel opérateur transforme par exemple les suites
faiblement convergentes et suites convergentes, proposition 5.2.) On se limite au cas ol E est un espace
de Hilbert et aux opérateurs autoadjoints (définition 5.3). Un intérét majeur d’un tel opérateur (compact
autoadjoint) est que si A # 0, A est valeur propre de 1’opérateur si et seulement si A est valeur spectrale,
théoreme 6.1.

On en déduit dans un espace de Hilbert séparable, si T' est un opérateur compact autoadjoint, il existe une
base hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T, théoreme 7.1.

Apres avoir affaibli la notion de convergence (dans un espace de banach), on affaiblit la notion de dérivée. On
introduit la définition de dérivée faible, définition 8.1 (et plus gén’eralement de dérivée par transposition ou
dérivée au sens des distributions, remarque 8.4). Ceci permet la définition de nouveaux espaces fonctionnels
comme ’espace H 1 (I), définition 8.2. Dans ces espaces, on montre 1’existence de solutions dites “faibles” a
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de nombreux problémes issus, par exemple, de la mécanique (la difficulté suivante est de montrer la régularité
de ces solutions faibles).

Une conséquence de cette méthode est de construire des opérateurs compacts autoadjoints dans des espaces
comme L% (I, B(I),\) (ou I est un intervalle de IR). On retrouve ainsi, par exemple, la décomposition d’un
élément de L (]0, 1, B(]0, 1[), A) en série de Fourier, théoréme 9.2.

Les séries de Fourier sont adaptées a I’étude de fonctions définies sur un intervalle compact de IR (que
I’on peut donc étendre éventuellement en des fonctions périodiques sur IR). La transformation de Fourier
s’intéressent a des fonctions définies sur IR tout entier (et non périodiques) ou plus généralement sur R”,
N > 1.

On définit tout d’abord, avec une formule intégrale, la transformée de Fourier d’une fonction appartenant
a I]/\;D(IRN ,B(RN), Ax) (définition 10.1) ou, plus généralement d’une mesure signée sur les boréliens de
IR™ (définition 10.2 pour une mesure finie, pour le cas d’une mesure signée il suffit d’utiliser le fait qu’une
mesure signée est la différence de deux mesures finies). La transformation de Fourier transforme une fonction
de LEL(RY, B(R™), \y) (noté L}) ou une mesure signée sur B(IR™) en une fonction continue bornée
(proposition 10.1 pour le cas Lg). La transformation de Fourier est un outil intéressant pour de nombreuses
application.

Dans le théorie des probabilités, la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X est, a un coefficient pres
et avec un changement de signe, la transformée de Fourier de la loi de X (avec les notations de ce cours),
remarque 10.3.

Deux propriétés intéressantes de la transformation de Fourier :
1) La transformation de Fourier transforme la convolution de fonctions Lg, en produit, proposition 10.2.

2) La transformation de Fourier transforme une dérivation en produit par un monéme et le produit par un
mondme en une dérivation, proposition 11.3.

Enfin I’espace principal pour la transformation de Fourier est 'espace L (IR™, B(R™), Ax), noté L3.
Mais, dans cet espace, la transformée d’une fonction f n’est pas donnée par une formule intégrale. La
définition de la transformée de f se fait par un argument de densité.

La transformation de Fourier est une isométrie entre L2, et L3, (c’est-a-dire une bijection linéaire qui
conserve la norme). L’inverse de la transformation de Fourier est, au signe pres, la transformation de Fourier
elle-méme, théoreme 12.1.

Evaluation du 15 décembre 2021

L’examen contient 2 exercices. Le premier exercice est sur la transformation de Fourier. Le second est sur les
opérateurs compacts. Le bareme est sur 24 points. Les documents (polycopié du cours, notes personnelles,
photocopies de documents) sont autorisés. Chaque réponse devra étre justifiée.

Exercice 13.1 (Caractérisation de H'(IR), espace H*(IR), baréme 15 points).
Pour1 < p < +ooetpour K = IR ou K = C, on note L% 'espace L% (IR, B(IR), \).
On note f la transformée de Fourier de f si f € Lg, et F(f) la transformée de Fourier de f si f € L.

Si f € L N L, les deux définitions coincident au sens f=7F)pp.
Rappels :
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— C(IR,IR) est dense dans H'(IR).
— Si f, — f dans L}, (p = 1 ou 2), la suite (f,,)nen admet une sous-suite qui converge p.p. vers f.
— (Inégalité de Holder) Si f € LE.,g € L%, 1 <p, q < +oo, (1/p) + (1/q) = 1, alors fg € L}K et
1fgllzy, < IIfllzz llgllre, - (Cas particulier important : p = g = 2.)
1) Soitu € HY(IR).
1l existe une suite (u,)nen € C°(IR, R) telle que u,, — u dans H'(IR) quand n — +oc.
(a) Montrer que @,, — F(u) et 17; — F(Du) dans L% quand n — +oc.

Corrigé — u, — u dans H*(IR) implique u, — u dans L3, et Du, — Du dans L. Comme la
transformée est une isométrie entre Ly et L2, que Du, = ul, p.p. (car u, € C* (IR, R)) et que un,
ul, € L' N L?, on obtient bien que w, — F(u) et ul, — F(Du) dans L3 quand n — +oo.

(b) Montrer que (i-)F (u) = F(Du) p.p..
[Utiliser le deuxieme item des rappels]
Corrigé—  Comme un, € CL(IR,R), u), = (i-)un. On a donc w, — F(u) et (i-)un — F(Du) dans L2,
quand n — —+00. On peut donc, apres extraction d’une sous-suite, supposer que U, — F(u) et (i-)un —
F(Du) p.p..
Ceci montre que (i-)F (u) = F(Du) p.p..

(c) Montrer que /1 + (-)2F (u) € L2 etque /1 + ()%, — /1 + (-)2F (u) dans L2, quand n — +oc.
Corrigé —
Comme [p (1+t*)|F (u)(t)|*dt = H]—"(u)HzLé + H(Z)‘F(U)Hié < o0, on a bien \/1+ (-)2F(u) € L.
Puis, on remarque que |\/1 4 120y, — /1 + 2F (u)|* = |tn — F(u)|* + t*|tn — F(u)|? et donc
V1 + 822 — /1 + tz]-'(u)Hi(zD = ||t — f(’u)”i% + || (i) tn — (Z)}'(u)Hié — 0 quand n — +o0.

2) Soitu € L*(IR) tel que /1 + (-)2F (u) € L.
(a) Montrer que F(u) € L.

Corrigé —
Fu) = /14 (-)2F(u) \/hltﬁ Comme ﬁ € L et /1 + ()2F(u) € L, onabien F(u) € Lg.

(b) Montrer que (-)F(u) € L3, u € HY(IR) et Du(—-) = F((i-) F(u)).
[Pour v € C}(IR,IR), calculer [, u(x)v'(x)dx en utilisant u(—-) = F(F(u)) = .f(;) p.p-]

Corrigé —  Comme |(-)F (u)| < |\/1+ ()2F ()|, on a bien (-)F(u) € Lg.
Soitv € Ct (R, R), [, w(z)v' (z)dx = \/% S ([ Fw)(@)e dt) (z)da.
On utilise maintenant Fubini (possible car [ [ |F(u)(t)||v'(x)|dtdz < Hf(U)HLé:H’UIHLﬁ? < +00),

cela donne, avec une intégration par parties et le fait que F est une isométrie entre L et L,

/]R”(””)”/(I)dl’ - % /]R ( /}R V' @)e da) F () (1)
oo

- m(/ﬂ{(it)u(m)e""dzz)]—"(u)(t)dt = —((()F @) | D)z

2
TC

= —(F((@)F () | v(=))rz = */f((i-)f(U))(w)v(*z) dz.
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Ceci prouve que Du = F((i-)F (u))(—-).
On a donc Du € L} et ceci donne bien u € H*(IR).

3) Montrer que HY(R) = {u € L%, /1 + (-)2F(u) € L%} et que lullgrm)y = [1v/1+ ()2]-'(u)||Lgc
Corrigé —  Les deux questions précédentes donne H'(IR) = {u € L, /1 + ()2F(u) € L§} et
lallny = iy +1Duly = IFWIE; + IF (D2
= |Flzz, + 1) F @z = V1 + 2F@)llzs,

Pour 0 < s < lonpose H*(R) = {u € L, (1+ (-)2)*/2F(u) € L%} et, pour u € H*(R),
[ullrsry = (1 + ()%)2F (u)ll 2 -

4) Soit 0 < s < 1. Montrer que H*(IR), muni de la norme || - || 7+ (), est un espace de Hilbert.

Corrigé —  Soit (un)ne une suite Cauchy de H*(IR). Il existe g € L2, tel que (1+ (-)?)*/2F(u,) — g dans
L.

Comme |F(un — um)| < (1 + (-)2)3/2\]—'(11,7,, — )|, la suite (F(un))nen est aussi de Cauchy dans L3,
Comme Fourier est une isométrie, la suite (un)new est aussi de Cauchy dans Lﬁ; et donc dans L}ZR. Elle
converge donc vers u € L. la suite (F(un))nen converge vers F(u) dans L. En considérant des suites
extraites pour avoir la convergence p.p., ona g = (1+ (-)*)*/2F(u). Ceci prouve que u € H*(R) et u, — u
dans H°(IR).

5) Soit1/2 < s < 1.
(a) Soit u € H*(IR). Montrer que F(u) € L¢..
[utiliser I’inégalité de Cauchy-Schwarz]

Corrigé —
Flu) = (1 + (~)2)'s/2.7:(u)W € L car (14 ()2 F(u) € L et W € L (car
s>1/2).

(b) Montrer qu’il existe Cs, ne dépendant que de s, tel que, pour tout u € H*(IR), ||ullco < Cs||lullms=.
Donner une valeur possible de Cy sous la forme ( [ g(t)dt)'/? ou g, € L' (IR).

Corrigé —  Comme u(—-) = F(F(u)) et F(u) € L, onau(—-) = ‘f(;) et

L@, < —— N2 F(u
T Fllzy < o=+ (1) F ()

avec Cs = (f[r{ gs(t)dt)/?, gs(t) = m

—_

lullzge < HL‘g[Z < Csllull s ),

HL;%HW

Exercice 13.2 (Opérateur compact, bareme 9 points).
On rappelle que H*(]0,1[) € C([0,1]),IR). Soit k # 1, on pose H = {u € H*(]0, 1[), ku(1) = u(0)}.

1) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H'(]0, 1]).

Corrigé —  Soit (un)new C H t.q. wy, — udans H'(]0, 1[). Comme la convergence dans H' ()0, 1[) implique
la convergence uniforme sur [0, 1] (et donc ponctuelle), on obtient w(0) = ku(1) en passant a la limite sur

un(0) = kun(1).
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Dans la suite on munit H de la norme de H'(]0, 1[) de sorte que H est un espace de Hilbert.

2) Montrer qu’il existe C' € IR tel que, pour tout u € H, ||ul[ 10,17y < Cl|Dul|r2q0,1)-
[On pourra commencer par montrer qu’il existe C; € IR tel que, pour tout u € H,
[u(0)] < C1l|Dul|r20,1p)]

Corrigé — Sik =0, u(0) =0, (yfoc()nvlent Sik #0, u(0)] = Ju(1l) — |7\f0 Du(t)dt] <
Dul|z2 . On peut donc prendre C1 = (valable aussi pour k = 0.)
H L2(]0,1[) P p \k ik 17

Puis, pour z € [0, 1], u(z) = u(0) + [0 Du(t)dt et donc

lu(z)| < |u(0)] +/0 |Du(t)|dt < (

1] T DlIDullzzgop-

On peut prendre C' = ‘kﬁ]‘ + L

Pour u, v € H on pose a(u, v) fo Du(t dt—i—fo t)dt — ( fo dt)(folv t) dt

3) Montrer que I’application (u,v) — a(u, v) est un prodult scalalre sur I, équivalent au produit scalaire
usuel (c’est-a-dire que a est bilinéaire, symétrique et qu’il existe v > O et 3 > 0 tels que a||ul|%, qoap <

2
a(u,u) < BHUHHl(]oJ[))-
Corrigé — La symétrie de a est immédiate. La linéarité de a par rapport a son premier argument vient de la
linéarité de ’intégrale et de la linéarité de la dérivation faible.
L'existence de 3 tel que a(u,u) < B|lul|% (0,17 st immédiate, il suffit de prendre 3 = 1. Il reste a montrer
Dexistence de o > 0 tel que, pour tout v € H, a(u,u) > (IHUH?LN(][)JD (ceci donne que a est un produit
saclaire et que ce produit scalaire est équivalent au produit scalaire usuel)
1
Pour cela, on remarque que (par Cauchy-Schwarz) (fo u(t)dt)? < fo t)dt et donc
a(u,u) > HD“HLQ(][)JD.
Puis, la question 2 donne ||ul| 20,1y < |[ulloeo,1p < CllDul| 20,15 et donc
2 2 2 2 2
lullz1 oy = 1Dullz2go,ap + llullzzgoapy < (1 + CO) [ Dullz20,1p-

Ceci montre que o = 1/(1/C?) convient.
4) Soit f € L*(]0, 1]). Montrer qu’il existe un et un seul u solution de

u € H, a(u,v) / f(@)v(t) dt pour tout v € H. (13.2)

Corrigé — Pourv € H, on pose S jIR ). S € H' car

|S(v)] < HfHL 2(Jo,1 )HUHLZ( 01p < CHfHLZ( 0,1 )HDUHLZ( 01p < CHfHLZ( 0,1]) a(v,v).
L’existence de 'unicité de u est alors une conséquence du théoreme de représentation de Riesz (utilisé ici avec
le produit scalaire a).

On note T I"application (de L*(]0, 1[) dans L?(]0, 1[)) f + u ot u est la solution de (13.2).
5) Montrer que 7 est un opérateur linéaire autoadjoint compact (de L?(]0, 1[) dans L?(]0, 1[)).
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Corrigé — Pour f € L*(]0,1]), on pose Ti(f) = u, oit u est la solution de (13.2). L’opérateur T est linéaire
continu de L* (10, 1[) dans H (plus précisément \/a(u,u) < C||f||p2 (o) et donc || T1| £ 2,y < C lorsque
H est muni de la norme induite par a).

On note T Uapplication w — u de H dans L*(]0,1[), l'opérateur T est compact (car H est s.e.v. fermé de
H'(]0,1[)).

L'opérateur T = I o T} est donc compact de L*(]0, 1[) dans L*(]0, 1).

Pour montrer que T = T*, soient f, g € L*(0,1]), u = T(f) etv = T(g).

(T(f) |9)L2(]0,1[) = (9] U)L2<]o,1[) =a(v,u) = a(u,v) = (f| 1’)L2<]0,1[) =(f] T(Q))H(]m[)-
Ceci donne bien T = T™*.

6) On suppose que f € C([0,1],IR) et que u = T'(f). Montrer que u € C?([0, 1],IR) et donner I’équation
différentielle satisfaite par u.

Corrigé — On pose y = j;]l u(z)dz eth = —u+~+ f. Comme u € C([0,1]),R), h € C([0,1]),IR). Pour
toutv € CL(]0,1[,IR),

-1

/.]Du(t)v/(t)dt:/ h(t)v(t)dt.

Un lemme vu en cours et en td donne alors que v € C*([0,1],R) et —u" (x) = h(z) = —u(x)+ ./;]l u(x)dr+
f(x) pour tout z € [0,1].

Evaluation du 8 décembre 2022

L’examen contient 3 exercices. Le bareme est sur 24 points. Les documents (polycopié du cours, notes de
TD, notes personnelles) sont autorisés. Chaque réponse devra étre justifiée. Vous pouvez utiliser les résultats
qui ont été démontrés en TD.

Rappels :

— Si f € LP, on confond f avec I’élément de LP auquel f appartient.
— Si f € LP(I,B(I),)\) (ou I est un intervalle de IR) et que f contient une fonction continue, on
identifie f avec cette fonction continue.
Exercice 13.3 (Convergence faible et convergence au sens des distributions, baréme 5 points).
On note LP et L? les espaces LT (10, 1[, B(]0, 1[), A) et LE; (10, 1[, B(]0, 1[), A)
1) Soit (f,,)nen une suite d’éléments de £!. On suppose que, pour toute fonction o € £,

lim /fn(a:)ga(x)dx:/f(a:)ga(x)dx (13.3)

n—-+oo

Montrer que la suite (f,,)nen est bornée dans L.
Corrigé —  Comme il y a une isométrie entre (L*) et L>°, I’hypothése donne que f,, — f faiblement dans L*.

P . I ; 1
Le théoréme d Banach-Steinhaus donne alors que la suite (fr)necw est bornée dans L-.

2) Soit @ > 0. Pour n. € IN*, on définit la fonction f,, par f,, = n“1o,1/n] — PN —1/n,0[-
Montrer que 1’on peut choisir a > 0 pour que la suite (f,,)nen soit non bornée dans L' et que la
convergence donnée dans (13.3) soit vraie pour toute fonction ¢ € C2°(]0, 1[,IR).
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Corrigé —  On choisit o tel que 1 < o < 2.
Soit ¢ € CZ°(R,IR) et n € IN*. Un changement de variable simple donne

1/n
/ fn(z)p(x) de = /O n%(p(z) — p(—z)) dz. (13.4)

On pose M = maxze)—1/n,1/n| | ()] (et donc M < +00).
Pour tout z €]0,1/n], le théoréme des accroissements finis donne |p(x) — p(—x)| < 2L, On en déduit avec
(13.4)

‘/ fal@)p(a) da| < 2Mn* 2,

et donc, comme o < 2, limy, 4 oo [R fn(@)p(x) dr =0, ¢’est-a-dire , en posant f = 0,

[ e s

La suite (fn)new+ n’est pas bornée dans L' En effet pourn € IN*, on a

/ ()| dz = 20°7Y,
K

et donc lim,, s 4 oo fK |fn(z)| dz = 400 car a > 1.

Exercice 13.4 (Un opérateur linéaire compact autoadjoint dans L?(IR), baréme 16 points).
On note L?(IR) I'espace L%; (R, B(IR), \).

Soit V' une fonction mesurable de IR dans IR.

On suppose que V(x) > 1 pour tout x € IR et lim,_, 1o V() = +o00.

On définit I'espace H par H = {u € H'(IR) tel que Vu € L?(IR)}.

Siu,v € H,onpose (u|v)g = [ Du(x)Dv(z)dz + [, V?(x)u(z)v(z)dz.

1) Montrer que (-|-) i est un produit scalaire sur H.

Corrigé—  L'application (u,v) — [ Du(z)Dv(z)dz+ [, V? u( Nv(z)dx de H? dans R est bilinéaire
symétrique. De plus, pour v € H, [ Du(z)Du(x)dx + [, V2 Ju(z)u(z)dx = 0 impliqgue w = 0 p.p. (et
méme partout en confondant u avec son représentant continu). Celte application est donc un produit scalaire.

Dans la suite on munit A de ce produit scalaire.
2) Montrer que H est un espace de Hilbert. [Utiliser V' > 1 p.p..]

Corrigé —
Soit (un),,,g]N une suite de Cauchy de H. Comme L? (IR) est complet, il existe v et w telles que, quand
n — +oo,

Vi, — v dans L*(IR),

Duy, — w dans L? (R),

On pose u = v/V, on a donc u, — u dans L? (R) (car |un —u| < |V(up —u)| = |V, —v|).
Puis, pour tout p € CZ (IR, IR), en utilisant les convergences dans LQ(IR) de uy, et Duny,

/ w(@) (2)dz = lim | un(@)¢ (2)ds = — lim / D (2) () dzr = — / w(z)p(z)dz.

n—+o0 n—-+oo
Ceci donne que u € Hl(lR) et Du = w p.p.. Cela donne aussiuw € H car Vu = v p.p. etv € LQ(IR).
Fil?alement, comme ||un —ul|3; = || Dun — D”H2L2(1R,) +[Vun — VU,HQLQ(]R) = || Dun — wHig(]R) + |V, —
’Z)Hig(]R), o0 a bien u, — u dans H quand n — +o0.
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3) Soit u € H. Montrer que u est uniformément continu. En déduire que u(z) — 0 quand z — + + oc.

Corrigé —  Le fait que u est uniformément continu découle de l’inégalité, vue en cours, pour y > x,
Y
u(w) ~ (@) =| [ Dutt)dt] < |Dullay/ly =3l
x
On en déduit que u(x) — 0 quand © — £ + oo. Cela a été essentiellement montré en TD. On redonne la
preuve ici.

On raisonne par I'absurde. On suppose que u(x) #» 0 quand © — +oo. Il existe donc € > 0 et une suite
(zn)new telle que T, — 400 quand n — +oo et |u(zy)| > € pour tout n € IN.

La continuité uniforme de u donne I’existence de n > 0 tel que

z,y € R,z —yl <n=|u(z) —u(y)] <

N ™

0211 a donc |u(z)| > § pour x €]xn — 1,y + nf et tout n € IN. On en déduit que [ u?1),, _p o 4y dA >
e“n/2 > 0 pour tout n € N, ce qui est impossible car le théoréme de convergence dominée permet de montrer,
comme u? est intégrable, que J ug1],,77,_7,A’m”+,][d)\ — 0 quand n — 4-o0.

On a donc bien finalement montré que u(z) — 0 quand x — +o0. (Un raisonnement analogue donne que
u(x) — 0 quand © — —o0.)

4) Soit (uy,)nen une suite bornée de H.

(a) Soitp € N*.
Soient z, y € [—p, p]. Montrer que, pour n € IN,

|un(2) = un(y)] < unllaV]z =yl

un ()] < (1 + 2p)[[un|m-

En déduire que la suite des restrictions des w,, & [—p, p] est relativement compacte dans C'([—p, p], IR).

Corrigé —  pour x >y, up(x) — un(y) = j; D, (t)dt et donc avec 'inégalité Cauchy-Schwarz,

[un () = un(y)] < [[Dunllp2r) VIE =yl < llunlla vz —yl.

Pour x fixé dans | — p, p|, on intégre sur | — p, p| I'inégalité
fn ()] < fin ()] + Dt 20y VIZ = 91 < 1 (3)] + 2611 Dt 2 -
On obtient, avec 'inégalité Cauchy-Schwarz (et V> 1)
2p|un ()] < llunll2(r)2p + 4p* | Dt 2wy < (20 + 4p°)|[tn | a1,
c’est-a-dire |un ()| < (1 + 2p)||un| .

Le théoreme d’Ascoli donne la déduction demandée.

En utilisant le procédé diagonal (vu en cours), une conséquence de la question 4a est qu’il existe une
sous-suite de la suite (uy,)nen, ¢ est-2-dire une fonction ¢ strictement croissante de IN dans IN, et une
fonction v telles que u, () — v (quand n — +o00) uniformément sur tout compact de IR..

Pour la suite de cette question, on note encore (), e la sous-suite ainsi trouvée, de sorte que u,, — u
(quand n — +o00) uniformément sur tout compact de IR.

(b) Montrer que Vu € LQ(IR). [On pourra utiliser le lemme de Fatou, vu en intégration.]
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Corrigé —
Comme u, (x) — u(x) (quand n — +0o0) pour tout © € R,
le lemme de Fatou donne [ V?(z)u®(x)dzr < liminf,— 4o [ VZ(2)ul(z)dw et donc

/V2(1')u2(1')dw < sup |Jun||lg < +oo.
nelN

(c) Montrer que u,, — u dans L?(IR) quand n — +oo. [Utiliser V (z) — +oc quand  — +00.]

Corrigé —  pour tout a > 0, on pose V, = inf|5|~q V2(x),

/IR jn (2) — u(@) P = / F\unu)fu(mﬁdw /[] [n (2) — u() P

< / “]L 2)|un(z) — u(z)| dH/[ﬂw] i () — ()P dz

2
Va Va
On pose M = sup,, . ||un || 1, de sorte que [ V?(x)uZ (z)dx < M.
La question 4b donne alors [ V?(z)u®(z)dz < M. On en déduit, pour tout n € IN,
4M
/ [un () — u(z)>dz < +/ | () — u(z)|da.
Jw Voo Jicaal

4M

2 2 2 200V da o (1) — w2 Pda
S*/[M]CV (e)un( )d“*/[aa]cv (2)u(2)d +/[7M\ (@) — u(e) de.

Soit € > 0. Comme V(:I:) — 400 quand ¥ — o0, il existe a > 0 tel que v < e. Comme u, — u

uniformément sur [—a, a), il existe ng tel que
n>ng = / Jun () — u(z)*dr < e,
a,a

et donc
n>ng = /|un(a‘) —u(z)’dz < 2.

Ce qui prouve que w, — w dans L* (IR) quand n — +oc.
La conséquence de la question 4 est que 1’application u — u est compacte de H dans L?(IR)).

Pour f € L?(IR), on cherche u : IR — IR, solution du probleéme suivant :

—u”(2) + V3(2)u(z) = f(z), z € R, (13.5)
u(z) — 0, quand z — +oo. (13.6)
On dit que u est solution faible de (13.5)-(13.6) si u est solution de
u e H, 13.7)
/ Du(x)Dv(x)dx + / V2 (x)u(z)v(z)de = / f(z)v(x)dx, Vv € H. (13.8)
R R
5) Montrer que, pour tout f € L?(IR), il existe un et un seul u solution de (13.7)-(13.8)
Corrigé - Soit f € L*(IR).
On définit ’opérateur F' de H dans R par F (v f[R x)dx = (f|v)L2(w). Uapplication F appartient

a H' (car||v

[L2m) < |lv]lm)

Le probleme (13.7)-(13.8) consiste a chercher w € H tel que (u|v)g = F(v) pour tout v € H. L’existence et

l'unicité de wu est donc donné par le théoréme de representation de Riesz dans les espaces de Hilbert.
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6) Montrer que 1’opérateur 7' : f + u (ot u est, pour f € L(IR), la solution de (13.7)-(13.8)) est linéaire
autoadjoint compact de L?(IR) dans L?(IR).

Corrigé — L'application f — u de L*(IR) dans L*(IR) est la composée de I'application f +— u de L*(IR)
dans H, qui est linéaire ¢ ullg < ||fllr2(w)) et de Uapplication v — u de H dans L*(IR), qui
est linéaire compacte, elle est donc linéaire compacte.

On montre maintenant que T = T*. Soient f, g € LQ(]R) et u, v € H les solutions correspondantes de
(13.7)-(13.8)). Avec le choix de u dans la formulation faible pour g et le choix de v dans la formulation faible
pour f, on obtient

GIT ) 2r) = @) = (uv)r = (flv)2mw)) = (FIT9) r2r)y = (Tlf)L2(R)-
Ceci prouve le caratere autoadjoint de T'.

7) On suppose que V4 est intégrable sur tout compact de IR.. Soit f € L?(IR) et u la solution de (13.7)-(13.8).
Soit a > 0. On note encore  la restriction de u a I'intervalle [—a, a.
Montrer que u € CY([—a,a)), v’ € HY(] — a,a]) et D(v') = VZu — f p.p.sur I.
[Utiliser (13.8) avec v € C2°(IR, IR) convenablement choisie. ]
Corrigé— On pose I =] — a,a| et on définit H sur [—a,a] par H(z) = [* (f(z) — V*(z)u(y))dy.
Comme f — V?u € L, (I, B(I), \), en reprenant la preuve du théoréme 8.2, H € H'(I) et DH = f — V?u

p-p--
On a donc, pour p € CZ° (I R),

/Du x)dx = /(f(J:) — V2 (z)u(x))e(z)de = f/H(:r)go/(x)dw.. (13.9)
I 1

On choisit une fonction @y € C°(I,R) telle que jl wo(z)dr = 1.

Pour ¢ € C(I,IR) on choisit dans (13.9) ¢(x fja P(y)dy — [, (¢ )dt [* . Po(y)dy (de sorte que

¢ € C°(I,1R)). On obtient, avec ¢ = [,(Du(y) + H(y))eo(y)dy,

/(Du( c) + H(z) — ¢)y(z)dx = 0.
Ceci prouve que Du = —H + ¢ p.p. sur I et donc u € C'([~a,a],R) et v'(z) = —H(z) + ¢ pour tout
x € [—a, a). Enfin, comme H € H (I) onabienv' € H'(I) et D(v') = —DH = —f +VZup.p. sur L.

Exercice 13.5 (Un peu de Fourier pour finir, baréme 3 points).
Soit f € L (R, B(IR), A). On suppose que f > 0 p.p..

1) Montrer que f(0) = (1/v/27)| |1 et que , pour tout £ € R, | Re(f(£))| < |£(£)] < (1/v27)]|f]|1.
Corrigé —  On utilise le fait que f est a valeurs réelles positives,

f(0) = (1/v2m) /f = (1/V27)|| |1 et, pour tout t € IR,
|Re(f(1) < If ()] = (1/\/ﬂ)|/f(«’f)emdm| < (1/\/%)\/\f(f)\d$ = (1/V20) | fs.

2) On suppose qu’il existe ¢ € IR, t # 0, tel que | Re(f(¢))| = (1/v/27)||f||1. Montrer que f = 0 p.p..
Corrigé —  On suppose Re(f'(t)) > 0. On a alors

0= (1/v2m)l|flli — Re(f(t)) = (1/\/%)/f(l')(1 — cos(xt))dt.
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Comme 1 — cos(xt) > 0 pour presque tout © € R et f > 0 p.p., ceci donne f = 0 p.p..
De méme, si Re(f(t)) < 0, on a alors

0= (1/v2m)|fllh + Re(f(t)) = (1/v2r) / f(@)(1 + cos(xt))dt.

Comme 1 + cos(wt) > 0 pour presque tout x € IR et f > 0 p.p., ceci donne aussi f = 0 p.p..
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