td2. Convergence faible, convergence faible-x

Exercice 2.1 (Unicité de la limite).
Soit E est un espace de Banach réel.

1) Soient (2, )new C E, x,y € E tq. 2, — « faiblement dans F et x,, — y faiblement dans F (quand
n — o0). Montrer que x = y.

2) Soient (T},)new C E', T, S € E' t.q. T,, — T x-faiblement dans E’ et T,, — S *-faiblement dans E’
(quand n — oo). Montrer que 7' = S.

3) Soient (T},)new C E/, T, S € E' t.q. T,, — T x-faiblement dans E’ et T,, — S faiblement dans E’
(quand n — 00). Montrer que 7" = S.

Exercice 2.2 (Convergence faible et faible-x impliquent bornée).
Soit E est un espace de Banach réel. Soient (7},),e;v C E',T € E' et (zp)nenw C E, x € E.

1) On suppose que T,, — T' x—faiblement dans E’. Montrer que la suite (7},),cn est bornée.
2) On suppose que z,, — « faiblement dans F. Montrer que la suite (), est bornée.
3) On suppose que T}, — 1" dans E’ et 2, — x faiblement dans E.
Montrer que (T, ) 5,5 — (T, 2)E' B
4) On suppose que T,, — T x—faiblement dans £’ et z,, — x dans E.
Montrer que (T,,, )5, g — (T, 2)E' E-
Exercice 2.3 (Dans /! (IN), convergence faible = convergence forte).
On pose :
[°(IN) =1 = {z = (n)ne~w C R ; sup{|z,|, n € N} < 00},
HIN) = 1" = {z = (&n)new CR; 377 [on| < 00}
Pour z = (@ )new € [ on pose ||z]| s = sup{|z,|, n € IN}.
Pour = = (z,)new € I* onpose ||z = D07 |znl-
1) Montrer que [*° et I sont des espaces de Banach.

2) SOity = (yn)nelN (S A
On définit 7, : I* — IR par:

oo
Ty(x) = Z;L'nyn, Vo €1t
n=0
(Remarquer que la série Znoozo ZnYn est bien convergente, pour tout x € I1.)
Montrer que Ty, € (I')", et que || Ty[| 1) = [|yllo-
3) Soit T € (I*)’. Montrer qu’il existe y € [*° tel que T’ = T},.
[On pourra poser y,, = T(e(")), avec e(® = (Oni)ien.]
4) Soit (I("))nem C I' une suite telle que :
) = (xgn))iE]N, =™ 0, quand n — oo, pour tout i € IN.
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i) |z(™|; = 1, pour tout n € IN.

a. Montrer que 1’on peut extraire de la suite (#(")),,cy une sous suite (z("*)),c et trouver une
suite (ax)ren C IN telles que :

Qg QXp41 e}
ak<ak+1,2\$§ k)\S |:r§ ")| = Z |x£ ’“)|§g,Vk‘€]N.

i=0 i=ag+1 i=api1+1
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b. Montrer qu’il existe y € I°° telle que Ty, (z("*)) > 1, pour tout & € IN ((#("*));.cv donnée en

a.).
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5) Soient (z(™), e C 1! etz € I'. Montrer que (™ —  faiblement dans /! (c’est-a-dire T'(z(™)) —
T(z) pour tout T € (I')’) si et seulement si (™ — x dans I'.
Exercice 2.4 (Convergences forte, faible et faible-x).
Pour n € IN, on définit f, : R — @ par f,(¢) = e™*e~t", pour tout t € IR.
On note LY (IR) I'espace LT, (IR, B(IR), \).
1) Montrer que (f5)new C Li(IR) pour tout p € [1, 00].
2) Soit ¢ € L (IR). Montrer que

/ e™p(t)dt — 0, quand n — oco.
R

[Utiliser la continuité en moyenne dans L!, c’est-a-dire [|¢(. + k) — || — 0 quand h — 0.]
3) Soit 1 < p < oco. La suite (f,,)nen converge-t-elle faiblement dans L, (IR) ? La suite (f,)ne converge-
t-elle (fortement) dans LT, (IR) ?
4) On identifie (voir cours) L (IR) au dual de L, (IR).
(a) La suite (fp)nen converge-t-elle x-faiblement dans L (IR) ?
(b) La suite (f,)nemn converge-t-elle (fortement) dans L (IR) ?
(c) La suite (fy)new converge-t-elle faiblement dans L (IR) ?
[On pourra, par exemple, considérer I’application 7" de Cy (IR, €) dans IR définie par
(T, ¥)cy.c, = #(0) et la prolonger (par Hahn-Banach) sur tout Lg (IR ).]
Exercice 2.5 (Convergence L°°-faible donne convergence p.p.).
Soit © un ouvert borné de IR. On note L? I’espace LT, (Q, B(£2), ).

Pour z € Qet h > 0, on pose B(x, h) = {y € Qtq. |z — y| < h} et on désigne par | B(x, h)| la mesure de
Lebesgue de B(z, h). Pour f € L', x € Qet h > 0, on pose

1
T) = 5— dy.
O = Bl o T

On dit que x est un point de Lebesgue de f si fj,(x) a une limite dans IR quand h — 0.
Siz € Q, onpose F, = {f € L™ tel que z est un point de Lebesgue de f}.

1) Soit zz € Q. Pour f € F, onpose T,.(f) = limy,_,0 fx(z). Montrer que F), est un sous espace vectoriel de
L et que T est une application linéaire continue de F;, muni de la norme de L*°, dans IR. En déduire
qu’il existe T, € (L)’ telle que T, (f) = T.(f) pour tout f € F,.

Pour la suite de cet exercice, on admet que, si f € L', presque tout point = de 2 est un point de Le-
besgue de f et on a, pour presque tout z € €, limy,_,o fr(x) = f(x) (ceci est démontré dans les cours
d’intégration).

Soit (fy)new une suite bornée de L et f € L. On suppose que f, — f faiblement dans L°°, quand
n — +00.

2) Montrer que f, — f p.p..
3) Montrer que f, — f dans L'.
4) Soit 1 < p < co. Montrer que f,, — f dans LP.

Remarque : la convergence faible-x dans L°° n’implique pas la convergence p.p.. On pourra essayer de
construire un exemple.
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