td4. Réflexivité, compacité faible ou faible-+x des bornés

Rappel du cours : Une suite bornée du dual d’un espace de Banach séparable admet une sous suite -
faiblement convergente

Exercice 4.1 (suite bornée de LP).

Soient Q un ouvertde R (d > 1), 1 < p < +oo et (un)new une suite bornée de LP(2).

(On note L?(Q) I'espace Lk, (R?, B(IR?), A\4).)

1) On suppose 1 < p < +oco. Montrer que la suite (u,,),eN admet une sous suite faiblement convergente.

2) On suppose p = —+oo. Montrer qu’il existe u € L>(2) et une sous suite de la suite (uy, )nenN, encore
notée (uy,)nen, telle que

/ Upp dx — / wp dz, pour tout ¢ € L*(Q).
Q Q

En donnant un exemple (avec 2 = IR), montrer que la suite (u,),eN peut n’avoir aucune sous suite
faiblement convergente.

3) On suppose p = 1. En donnant un exemple (avec 2 = IR), montrer que la suite (u,),cN peut n’avoir
aucune sous suite faiblement convergente.

Exercice 4.2 (Suite bornée d’un Banach réflexif). Soient £ un Banach réflexif et (u,, ), e une suite bornée

de E. On pose G =vect{u,,n € N} et F =G.

1) Montrer que F' est un espace de Banach réflexif séparable (on pourra admettra qu’un s.e.v. fermé d’un
Banach réflexif est encore un Banach réflexif, ceci est démontré dans I’exercice 7.2).

2) Montrer que la suite (u,, ),cn admet une sous suite faiblement convergente.
Exemple : un exemple d’application de cet exercice est £ = LI (X,7,m), avec 1 < p < 400 et
(X, T,m) est un espace mesuré.

Exercice 4.3 (Uniforme convexité, cv faible + cv de la norme donne cv).
Soit E un espace de Banach (réel). On suppose que E est uniformément convexe , c’est-a-dire que :

Pour tout £ > 0, il existe 6 > 0t.q. :

r+y
ey € B flzl <L llyl <L llz =yl > e= =~ <1-0

Soient (uy )nen une suite d’éléments de E et u € E. On suppose que u, — u faiblement (dans E) et
[ltn |l = [Ju||, quand n — +oo. Montrer que u,, — .

Exercice 4.4 (Convergence presque partout et convergence des normes, par Fatou).

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1, co], on note L” I’espace Li; (E, T, m).

Soit p € [1,00[, (fn)new une suite d’éléments de L? et f € LP. On suppose que f,, — f p.p- et que
[fally = 1£1lp» quand 7 — +-o0.

1) On suppose que p = 1. Pour n € IN, on pose g, = | fn|+ |f|— | fn — f| (en ayant choisi des représentants
de f, et f). Montrer que g,, > 0 pour tout n € IN. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que f,, — f
dans L1.

2) On suppose maintenant que p €1, ool. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable, montrer
que f,, — f dans LP.
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Exercice 4.5 (Cv faible + cv de la norme donne cv, autre preuve dans L?, 1 < p < 400).
Soit (X, 7, m) un espace mesuré. Pour 1 < r < +00. On note L" I’espace L, (X, 7T, m) et || - || la norme
dans I’espace L".
Soient 1 < p < 400, (fn)nen une suite déléments de L? et f un élément de LP.
On suppose que f,, converge faiblement vers f dans LP.
Onpose g=p/(p—1)sip>1letq=+oosip=1.
1) Montrer que limy,—, oo [ fngdm = | fgdm pour tout g € LY.
2) On suppose dans cette question que p = 2 et que lim,,— oo || fnll2 = || f|l2-
Montrer que f, — f dans L? quand n — +oo.
On suppose maintenant que 1 < p < 400 et que lim,, 6 || fnllp = || f|lp-
3) Montrer que, pour tout a, b € R,

P — |a]” = plalP~2a(b - a) + / p(p—=1)(1 = )]a+tb—a)P~2(b —a)*dt.
0
En déduire que, pour tout n € IN et tout x € X,
(@) [P = |f(@) P = plf (@)[P2f (@) (fa(2) = f(2))
+ / p(p = 1)1 = )1 f(x) + t(fulz) = f(@)P2(fulz) = f(2))* dt.

0

4) Montrer que
/X ( /0 (L= 8)1f(2) + tfulz) — F@)P2(fal) — f(2))? de) dmiz) — 0

Pour n € IN et € X on pose g (x) = [y (1= )] f(2) + t(fu(@) = F(2) P2 (ful2) — f(2))? dt.
5) Montrer que ’on peut extraire de la suite ( f,,),cn une sous suite, encore notée ( f,,) e (pour ne pas
alourdir les notations), telle que g, — 0 p.p. quand n — +o0.
6) Soit z € X tel que g,(x) — 0 (quand n — +00). Montrer que la suite ( f,,(2))nenN est bornée, puis
que limy, o fn(z) = f(2).
7) Si fn, — fp.p-etlim, io0 || fullp = || f]|p, montrer que f,, — f dans LP.
[Utiliser I’exercice 4.4.]
8) Montrer que f,, — f dans LP (sans extraction de sous suite).
On suppose maintenant que p = 1 et que limy,—, oo || full1 = || fl|1-
9) Soit ¢ une fonction de IR dans IR ;, strictement convexe, de classe C?, sous-linéaire (c’est-a-dire qu’il
existe o > 0 telle que ¢’(s) < a pour tout s € IR, ce qui permet de montrer que ¢(g) € L' pour tout
g € LY etliminfs_, o s%¢"(s) > 0.
On suppose que lim,,_, 4 o [ @(fn)dm = [ ¢(f)dm. Montrer que f,, — f dans L' quand n — +o0.
[On pourra reprendre la méthode utilisée pour p > 1 en remplagant la fonction s — |s|? par ¢.]
10) (Contre exemple)
En prenant (X,7,m) = (]0,1[, B(]0,1[), A), donner un exemple pour lequel lim,,_, o || full1 =
Il £l et f. # f dans L! (toujours avec I’hypothése f,, — f faiblement dans L%).
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