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Dans toute I’épreuve, on adopte la convention pour tout p € [1, 00, pour f € LP(R™;C),

1

151 = ([ @) Pdma @)

ot dm,(z) = (2r)"2dx. On rappelle que la transformée de Fourier pour une fonction f dans l'espace de
Schwartz de R™ est donnée par

£(6) = Fulf)(©) = / T f (@) dma (), €ER,

R’n.
On rappelle aussi que pour s > 0, I'espace de Sobolev H® est défini par
H*(R") = {f € L*[R™;C); € — €] f(€) € L*(R™; C)},
sa norme associée est donnée par
”fHHs(R") = ||§ = |§|Sf(f)||2~

Exercice 1. Soit n > 2.

1. Soit f € .%,. Pour y € R™!, on pose

/fty dmy(t) et h(y) = £(0,).

(a) Montrer que g € € (R"~!,C).
(b) Montrer que g € %,_1.
(¢) Montrer que pour tout n € R"~1,

Fn-1(9)(n) = Fu()(€)  avec & = (0,7).
(d) Montrer que

/.7-' )(t,n) dmi(t) = F,,_1(h)(n) pour tout n € R"~*.

[On pourra utiliser la question précédente.)
2. Soit 5,5 € R avec s > % et0§§<s—%.
(a) Montrer qu'il existe une constante C' > 0 (ne dépendant que de s, 5 et n) telle que
1£C0, M g=@n-1y < C|l fllzs@n), pour tout f € 7.
(b) Montrer qu’il existe un opérateur linéaire continu, noté v, de H*(R™) dans H*(R"~1) tel que, pour
toute f € €(R™;C) N H*(R™),
vf = f(0,-) p.p. (pour la mesure de Lebesgue sur R"~1).

On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que, si f € €(R™;C) N H*(R™), il existe une suite
(fr)ken de €2°(R™; C) telle que fy — f dans H*(R™) et fi(z) P f(z) pour tout z € R™.
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Exercice 2
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(Echantillonnage). On se place ici en dimension n = 1. Soit a > 0. On note X[-a,q] la fonction

caractéristique de l'intervalle [—a, a].

1. Soit f € €(R)N LY(R). On définit 7,(f)(x) = f(z — y) pour z,y € R. Donner l'expression de F(7,(f))
en fonction de f.

2. (a)

Calculer la transformée de Fourier de % X[—a,a]- On note ¢, = }"(% X[—a,a])- Montrer que f(qga) =
Pa-

Soit Hy = {f € L?>(R); f(£) = 0 pour [£| > 7}. Montrer que H, est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire induit par celui de L?(R).

Montrer que pour tout y € R, 7,(¢r) € Hyr. On pourra calculer F(7,(¢~)) en utilisant la question
1.

On pose 9y, = 7i(¢r) Montrer que la famille {1y, k € Z} est orthogonale dans H,. Calculer ||1)g]|2
pour tout k € Z.
Soit f € H,. Montrer que

(s

=kl

On précisera en particulier en quel sens cette série est convergente. Cette formule s’appelle “formule
d’échantillonnage”.



