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Dans toute l’épreuve, on adopte la convention pour tout p ∈ [1,∞[, pour f ∈ Lp(Rn; C),

‖f‖p =
(∫

R
|f(x)|pdmn(x)

) 1
p

,

où dmn(x) = (2π)−
n
2 dx. On rappelle que la transformée de Fourier pour une fonction f dans l’espace de

Schwartz de Rn est donnée par

f̂(ξ) = F(f)(ξ) =
∫

Rn

e−ix·ξf(x) dmn(x), ξ ∈ Rn.

Exercice 1. Soit n ≥ 1. Pour p ∈ [1,∞], on note Lp l’espace Lp(Rn,C) avec la mesure dmn.

1. Soit f ∈ Sn. Montrer que f(x) ∈ R pour tout x ∈ Rn si et seulement si f̂(ξ) = f̂(−ξ) pour tout ξ ∈ Rn.
2. Soit f ∈ L1. Montrer que f(x) ∈ R pour presque tout x ∈ Rn si et seulement si f̂(ξ) = f̂(−ξ) pour

tout ξ ∈ Rn.
3. Soit f ∈ L2. Montrer que f(x) ∈ R pour presque tout x ∈ Rn si et seulement si f̂(ξ) = f̂(−ξ) pour

presque tout ξ ∈ Rn.

Exercice 2. On rappelle que pour une fonction φ : Rn → R radiale, c’est-à-dire que φ(x) = ψ(|x|) avec
ψ : [0,+∞[→ R, on a pour tout R > 0 (éventuellement R = ∞)∫

B(0,R)

φ(x)dmn(x) = σn

∫ R

0

rn−1ψ(r)dr,

où B(0, R) = {x ∈ Rn; |x| ≤ R} (B(0, R) = Rn si R = ∞) et σn est une constante ne dépendant que de n.

Soit f : Rn → R telle que |f(x)| ≤ A
(1+|x|2)n pour une constante A > 0.

1. Montrer que f ∈ L1(Rn) et donner l’expression de f̂ , la transformée de Fourier de f .
2. On suppose qu’il existe α ∈]0, 1[ et M > 0 tels que

(1) |f̂(ξ)| ≤ M

|ξ|n+α
, ξ ∈ Rn.

Le but de cette question est de montrer que

(2) |f(x+ h)− f(x)| ≤ c|h|α, x, h ∈ Rn.

(a) Montrer que f̂ ∈ L1(Rn) grâce à (??). En déduire que f ∈ C0(Rn).
(b) Pour x, h ∈ Rn, donner l’expression de f(x+h)−f(x) en fonction d’une intégrale faisant intervenir

f̂ .
(c) Montrer que pour h, ξ ∈ Rn on a |eiξ·h − 1| ≤ |ξ||h|.
(d) En remarquant que Rn = {ξ ∈ Rn; |ξ| ≤ 1

|h|} ∪ {ξ ∈ Rn; |ξ| ≥ 1
|h|}, montrer (??).

3. Que peut-on dire si (??) est vérifié pour α = 1 ?

1


