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Exercice 1 (Fourier sur L' N L?)

Soit d > 1. La transformée de Fourier a d’abord été définie pour f € L'(R?). La transformée de
Fourier de f, pour f € L'(R%), est notée f (elle appartient & Co(R%, C)). Puis, en remarquant que
Sy C L*(R%) N L2(RY) et que ||f]l2 = ||f]l2 pour tout f € Sg, on a pu définir (grace & la densité de Sy
dans L?(R%)) la transformée de Fourier de f lorsque f € L?(R%), on lanote F(f) (et on a F(f) € L?(R9)).

Montrer que f = F(f) p.p. si f € L}(R%) N L2(R%).

Exercice 2 (f € C° et f: 0 sur un ouvert non vide implique f =0)

Soit d > 1, f € C®(R% C) et U un ouvert de R?. On suppose que f = 0 sur U. Montrer que
f = 0 sur tout RY. [On pourra se limiter au cas d = 1 et commencer par montrer que 'application
z=E+in € Cr [ f(z)e@(EFMdr o5t bien définie et dérivable sur C.]

Exercice 3 (Multiplication C>* — D’)

Soit ¢ € C°(R,R) et T € D’(R). On définit 'application T de C° dans R par :

VT'(¢) = (T,¢¢)pp, pour tout ¢ € C°(R,R).
1. Montrer que ¥T est bien définie et appartient & D’(R).
2. On suppose ici que k € Net T = 5(()k). Montrer que YT = Z?:o C’,iq/)j(())(fl)jéék_j).

Exercice 4 (Dérivée classique et dérivée distribution)

Soit m € N*, 21,...,0,, € Ret f € C*(R\{x1,...,Zmn}). On suppose quen tout point z;, i € {1,...,m},
f admet une limite & droite et une une limite & gauche notée fy(x;) et fy(x;). On suppose aussi que la
dérivée classique de f (qui existe en tout point z € R\ {z1,...,2,,}) appartient & Li (R). On note g
cette dérivée classique de f.

1. Montrer que f € Li, (R)

loc

2. On note Df la dérivée au sens des distributions de f (on a donc identifié f avec la distribution
qu’elle représente). Montrer que

i=1
Exercice 5 (Distribution 4 support ponctuel)

Soit d > 1 et F € D'(R?) une distribution dont le support est réduit & {0}.

1. Montrer qu’il existe C € R et N € N t.q., pour tout ¢ € C®(R% R),

(Fo)ppl<C Y sup [D%(x)|.
aeNd, ja|<N |*I1S1

[On se donne une fonction ¢ € C°(R%) t.q. ¢ = 1 sur la boule de centre 0 et de rayon 1 et ¢ = 0
hors de la boule de centre 0 et de rayon 2. Pour n € N* et € R?, on pose ¢,(z) = ¢(nz). On
pourra commencer par remarquer que (F, p)p p = (F, pd2)p D]

2. On suppose, dans cette question, que N = 0, ou N est I'entier trouvé a la question précédente.



(a) Soit ¢ € CX(RL,R) t.q. ¢(0) = 0. Montrer que (F,¢)pp = 0. [On pourra remarquer que
(Fyp)prp = (F,pdy)p p, pour tout n € N*]
(b) Montrer qu'il existe ¢ € R t.q. F = ¢pdo.

3. On ne suppose plus que N =0 (ot N est Uentier trouvé a la question 1).

(a) Soit ¢ € CX(RLR) t.q. D¥(0) = 0 pour tout a € N, |a| < N. Montrer qu'il existe ¢, t.q.
lim,, o ¢, = 0 et :
c
! < @ <.
€ By, la| < N = [D%(2)| < x5
En déduire que (F, ¢)p/ p = 0.
(b) Montrer qu'il existe C,, € R (pour tout o € N? t;q. |a| < N) t.q.

F= Z CaDa(so.

a€N? Ja|<N

Exercice 6 (Convolution C° —D’)

Soit d > 1, ¢ € CX (R4 R) et F € D'(RY). Pour x € RY, on définit F *1(x) par :

Fyip(z) = (F,¢(z — ) p-

1. On suppose, dans cette question, que F est représentée par une fonction appartenant a L}OC(Rd),
encore notée F, montrer que

Fxy(x) = /F(y)w(ac —1)dy, pour tout z € RY.

2. Montrer que F' € C*(R% R).
3. Soit o € N¢, montrer que D*(F % 1)) = (D*F) x¢ = F % (D).
4. Soit ¢ € C*(R4, R). Montrer que ¢ * ((—-)) € C* (R4, R) et que

/ (F % (@) p(@)dz = (F % (=) pr -



