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Soit d ≥ 1. Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on note Lp l’espace LpC(Rd,B(Rd), λd). On note aussi L1
loc l’ensemble des

(classes de) fonctions f t.q. f1K ∈ L1 pour tout compact K de Rd (de sorte que Lp ⊂ L1
loc pour tout

1 ≤ p ≤ ∞).

Soit f ∈ L1
loc. On rappelle que l’on confond f et l’élément Tf de D′ défini par Tf (ϕ) = 〈Tf , ϕ〉D′,D =∫

fϕdx (pour tout ϕ ∈ C∞c (Rd,C)). Si Tf se prolonge en un élément de S ′d (ce prolongement est alors
unique), on confond aussi f avec ce prolongement.

Soit f ∈ S ′d. On a donc (cf. cours) f̂ ∈ S ′d. Pour s ∈ R, on peut définir (1 + | · |2)
s
2 f̂ ∈ D′ en posant :

〈(1 + | · |2)
s
2 f̂ , ϕ〉D′,D = 〈f̂ , (1 + | · |2)

s
2ϕ〉D′,D pour tout ϕ ∈ C∞c (Rd,C).

(en fait, on peut remarquer que (1+|·|2)
s
2 f̂ ∈ S ′d mais ce n’est pas utile ici.) Dire que (1+|·|2)

s
2 f̂ ∈ L2(Rd)

signifie donc qu’il existe g ∈ L2(Rd) t.q. (1 + | · |2)
s
2 f̂ = Tg (puisque l’on confond g et Tg).

On rappelle que, pour s ∈ R, Hs(Rd) = {f ∈ S ′d t.q. (1 + | · |2)
s
2 f̂ ∈ L2(Rd)}.

Exercice 1 (Caratérisation de Hs)

Soit f ∈ S ′d (d ≥ 1).

1. Montrer que Lp ⊂ S ′d pour tout 1 ≤ p ≤ ∞. Montrer que Sd ⊂ S ′d.

2. Montrer que L1
loc 6⊂ S ′d.

3. Montrer que Hs(Rd) = {f ∈ S ′d t.q. f̂ ∈ L1
loc et

∫
Rd(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2 dξ <∞}.

4. Soit s ≥ 0. Montrer que Hs(Rd) = {f ∈ L2(Rd);
∫

Rd(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2 dξ <∞}.

Exercice 2 (Quelques propriétés de Hs)

Soit d ≥ 1 et s ∈ R. Pour t ∈ R, on note Ht = Ht(Rd).

1. Montrer que Sd ⊂ Hs.

2. Montrer que Sd est dense dans Hs.

3. Soit α ∈ Nd. Montrer Dα est une application linéaire continue de Hs dans Hs−|α|.

Exercice 3 (Caractérisation de Hs pour s ∈ N)

Soit d ≥ 1 et k ∈ N. Il a été vu en cours que :

Hk(Rd) = {f ∈ L2(Rd); Dαf ∈ L2, ∀α ∈ Nd, |α| ≤ k}.

Montrer que la norme de Hk est équivente à la norme

‖f‖2 =
∑

α∈Nd,|α|≤k

‖Dαf‖2L2 .

(Cette norme est aussi induite par un produit scalaire.)

Exercice 4 (Théorème d’injection de Sobolev)
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Soit d ≥ 1. On rappelle que C0(Rd,C) est un sous espace vectoriel fermé de Cb(Rd,C), muni de la norme
‖f‖u = supx∈Rd |f(x)|. Avec cette norme, Cb(Rd,C) et C0(Rd,C) sont des espaces de Banach.

Pour k ∈ N, on pose Ck0 = {f ∈ Ck(Rd,C); Dαf ∈ C0(Rd,C), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ k}. On munit Ck0 de la
norme :

‖f‖u,k =
∑

α∈Nd,|α|≤k

‖Dαf‖u.

1. Soit s > d
2 .

(a) Soit f ∈ Hs(Rd). Montrer que f̂ ∈ L1. En déduire que f ∈ C0(Rd,C).

(b) Montrer que Hs(Rd) ⊂ C0(Rd,C) et qu’il existe Cs, ne dépendant que de s et d, t.q. :

‖f‖u ≤ Ck‖f‖Hs pour tout f ∈ Hs(Rd).

2. Soit k ∈ N et s > k + d
2 .

(a) Soit f ∈ Hs(Rd) et α ∈ Nd, |α| ≤ k. Montrer que F(Dαf) ∈ L1. En déduire que f ∈ Ck0 .

(b) Montrer que Hs(Rd) ⊂ C0(Rd,C) et qu’il existe Ck,s, ne dépendant que de s, k et d, t.q. :

‖f‖u,k ≤ Ck,s‖f‖Hs pour tout f ∈ Hs(Rd).

3. Montrer ∩s∈RH
s(Rd) ⊂ C∞(Rd,C).

Exercice 5 (Compacité de Hs dans L2
loc)

Soit d ≥ 1. On rappelle le résultat suivant (théorème de Kolmogorov, cours d’intégration) :

Soit A une partie bornée de L2 t.q. ‖f(· + h) − f‖L2 → 0, quand h → 0, uniformément par rapport
à f ∈ A. Alors A est relativement compacte dans L2

loc, c’est-à-dire que de toute suite (fn)n∈N ⊂ A on
peut extraire une sous suite, encore notée (fn)n∈N, et il existe f ∈ L2 t.q. fn1K → f1K dans L2, quand
n→∞, pour tout compact K de Rd.

Soit s > 0. Montrer que toute partie bornée de Hs(Rd) est relativement compacte dans L2
loc(Rd).

Exercice 6 (Exemple d’opérateur dans Hs)

Soit d ≥ 1.

1. Montrer que (1 + |ξ|2)s(1 + |η|2)−s ≤ 2|s|(1 + |ξ − η|2)|s|, pour tout ξ, η ∈ Rd et tout s ∈ R.

2. Soit φ ∈ C0(Rd,C). Montrer que φ ∈ S ′d.

3. Soit φ ∈ C0(Rd,C). On suppose que φ̂ ∈ L1
loc et qu’il existe a > 0 t.q. :∫

(1 + |ξ|2)
a
2 |φ̂(ξ)|dξ <∞.

Montrer que l’application f 7→ φf est linéaire continue de Hs(Rd) dans Hs(Rd) pour tout s t.q.
|s| ≤ a.

4. Soit φ ∈ Sd. Pour quelles valeurs de s ∈ R l’application f 7→ φf est elle linéaire continue de Hs(Rd)
dans Hs(Rd) ?
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