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Exercice 1: Soit (Xn)n≥0 une suite de v.a.i.i.d positives telle que E(|log(X1)|) < +∞.

Montrez que le rayon de convergence R de la série
∑

n≥1

(X1 . . .Xn)zn est presque sûrement

constant. Calculez R lorsque X1 suit une loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 2: Quelques fonctions caractéristiques.

Calculez les fonctions caractéristiques des lois suivantes :

1. la loi exponentielle de densité 1Ix≥0 exp(−x) ;

2. la loi exponentielle symétrique de densité
1

2
exp(−|x|) ;

3. la loi de Cauchy de densité 1
π(1+x2)

;

4. la loi uniforme sur [−a, a] ;

5. la loi gaussienne standard.

Exercice 3: Convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson.

Soit (Xn)n≥0 une suite de v.a avec Xn ∼ B(n, pn) et npn → λ > 0. Montrez que Xn

L→ P(λ).

Exercice 4: Soit X une variable de Cauchy, et (Xn)ν≥0 une suite de v.a.i.i.d de même loi

que X. On pose Sn =
n

∑

i=1

Xi. Montrez que
Sn

n
converge en loi, mais pas en probabilité.

Exercice 5: Soit (Xn)n≥0 une suite de v.a.i.i.d de densité f(x) = 3
4
(1− x2) 1I|x|≤1. On pose

ξn = max(X1, · · · , Xn).

1. Montrez que ξn tend vers 1 p.s. quand n → ∞.

2. Montrez que
√

n(1 − ξn) converge en loi et donner l’expression de la densité de la loi
limite.

Exercice 6: Théorème Central limite.

1. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout t ∈ R,
∣

∣

∣

∣

eit − 1 − it +
t2

2

∣

∣

∣

∣

≤ C min(t2, |t|3) .

2. Soit (Xn)ν≥0 une suite de v.a.i.i.d telle que E(X1) = 0 et E(X2
1 ) = 1. On pose Sn =

∑

n

i=1 Xi. Montrez que Sn/
√

n converge en loi vers X ∼ N(0, 1).

Exercice 7: Soit (ηn)ν≥1 une suite de v.a.i.i.d telle que E(η1) = 0 et E(η2
1) = 1. Pour tout

n ≥ 1, on pose

Yn = ηn +
1

n + 1
ηn+1 +

1

n + 2
ηn+2 ; Sn

n
∑

i=1

Yi .

Montrez que Sn/
√

n converge en loi lorsque n → ∞ et trouvez sa limite.

Exercice 8: Convergence en loi et convergence des moments.
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1. Montrez que ∀t ∈ R et ∀l ∈ N
∗,

∣

∣

∣

∣

∣

eit −
l−1
∑

k=0

(it)k

k!

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |t|l
l!

2. Soit X une variable aléatoire telle que E(eλ|X|) < ∞ pour tout λ > 0. Soit (Xn) une
suite de v.a ayant des moments de tous ordres. On suppose que ∀k ∈ N, E(Xk

n
) →

E(Xk). Montrez que Xn

L→ X. On pourra d’abord montrer que si l est pair,

lim

∣

∣

∣

∣

∣

E(eitXn) −
l−1
∑

k=0

(it)k

k!
E(Xk)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |t|l
l!

E(X l)

Exercice 9: On suppose que les (Xn, n ∈ N) sont indépendantes et que pour tout n,

Xn ∼ N(0, 1). On pose Un =

n−1
∑

i=0

X2i+1

X2i+2
et Vn =

n
∑

i=1

X2
i
. Montrez que

Un

Vn

converge en loi

lorsque n → ∞ et précisez sa loi limite.

2


