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Toutes les v. a. ci–dessous sont définies sur un espace de probabilité (Ω,F , IP).

Exercice 1 Soit X un vecteur aléatoire de dimension 2, tel que E(‖X‖2) < ∞. On définit
a = IE(X).

1. Montrer que si la matrice de covariance Σ de X est dégénérée, alors X prend p. s. ses
valeurs dans une droite passant par le point a (on considèrera un vecteur u ∈ IR2\{0} tel
que Σu = 0, donc aussi 〈Σu, u〉 = 0 et on calculera IE(〈X − a, u〉2)).

2. En déduire que si la loi de X admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue de
IR2, alors la matrice de covariance de X est de rang 2 (i. e. inversible).

Exercice 2 On se donne des v. a. X1, . . . , Xn i. i. d., de loi N(m,σ2). On pose

X =
1

n

n∑
i=1

Xi, Σ2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −m)2, S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2.

1. Quelle est la loi de la v. a. r. X ?
2. Quelle est la loi de la v. a. r. nΣ2/σ2 ?
3. Montrer que le v. a. de dimension n+1 (X,X1−X, . . . , Xn−X)′ est un vecteur aléatoire

gaussien. Préciser la première ligne et la première colonne de la matrice de covariance de
ce vecteur aléatoire.

4. Montrer que X et le vecteur aléatoire (X1 − X, . . . , Xn − X)′ sont indépendants. En
déduire que les deux v. a. r. X et S2 sont indépendantes.
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Problème Dans ce problème on considèrera des v. a. à valeurs dans IR+ uniquement.
1. Soit X une v. a. r. de loi exponentielle de paramètre λ, i. e. telle que IP(X > x) =

exp(−λx), x > 0.
a) Calculer IE(X) et Var(X) en fonction de λ.
b) Soit {Xn, n ≥ 1} une collection de v. a., Xn étant exponentielle de paramètre λn.

Montrer que cette collection est tendue si et seulement si infn λn > 0.
2. Soit X une v. a. de loi Gamma(a, λ), a, λ > 0, c’est à dire une v. a. dont la loi admet la

densité sur IR+

λa

Γ(a)
e−λxxa−1, où Γ(a) =

∫ ∞

0

e−xxa−1dx.

On remarquera (par intégration par parties) que Γ(a+ 1) = aΓ(a).
a) Montrer que IE(X) = a

λ
, Var(X) = a

λ2 .
b) Montrer que pour toute v. a. X à valeurs dans IR+, pour tout M > 0, IP(X > M) ≤

IE(X)/M . En déduire que pour qu’une suite de v. a. r. {Xn, n ≥ 1} à valeurs dans
IR+ soit tendue, il suffit que supn IE(Xn) <∞.

c) Montrer que si la loi de Xn est la loi Γ(n, n), alors la suite Xn est tendue, et en fait
Xn → 1 en probabilité.

d) On suppose maintenant que la loi de Xn est la loi Γ(n−1, n−1). Montrer qu’à nouveau
la suite Xn est tendue. Montrer que∫ ∞

0

e−x/nx−1+n−1

dx ≥ e−1

∫ 1

0

x−1+n−1

dx→∞, quand n→∞.

En déduire que pour tout 0 < a < b < ∞, IP(a ≤ Xn ≤ b) → 0 quand n → ∞.
Déduire de ce résultat et de la tension de la suite {Xn, n ≥ 1} que la masse de
Dirac en x = 0 est le seul point d’accumulation possible des lois des {Xn, n ≥
1}, et donc que Xn → 0 en probabilité, quand n → ∞. Calculer limn→∞ IE(Xn),
limn→∞Var(Xn). Pourquoi n’y a–t–il pas contradiction entre ces divers résultats ?

Rappel Une suite {Xn, n ≥ 1} de v. a. r. est tendue si pour tout ε > 0, il existe un sous–
ensemble compact Kε de IR tel que

IP(Xn 6∈ Kε) ≤ ε, ∀n ≥ 1.
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