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Exercice 1 Soit X et Y deux v. a. r. de carré intégrables, définies sur l’espace de probabilité
(Ω,F , IP). On suppose que IE(Y |X) = X.

1. Déduire de l’hypothèse que IE(Y ) = IE(X) et IE(Y 2|X) ≥ X2 p. s.
2. Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes

– (i) IE(Y 2|X) = X2 p. s.
– (ii) IE(Y 2) = IE(X2).
– (iii) Y = X p. s.

Exercice 2 Soit X0 = 0 et Xn, n ≥ 1 des v. a. r. de carré intégrable. On pose pour tout
n ≥ 0, Fn = σ(X0, X1, . . . , Xn). On suppose que la suite {Xn} est une martingale, au sens où
IE(Xn+1|Fn) = Xn, ∀n ≥ 0.

1. Montrer que si k 6= `,
IE[(Xk −Xk−1)(X` −X`−1)] = 0.

(On pourra introduire le conditionnement par Fj−1, où j = sup(k, `)).
2. En déduire que

IE[X2
n] =

n∑
k=1

IE[(Xk −Xk−1)
2].

3. On suppose maintenant que supn≥1 IE[(Xn)2] < ∞. En déduire que la suite {Xn} est de
Cauchy dans L2(Ω,F , IP) et que si X désigne sa limite dans cet espace,

IE[X2] =
∞∑

k=1

IE[(Xk −Xk−1)
2].
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Problème Dans ce problème, on ne considère que des v. a. réelles, définies sur un espace de
probabilité (Ω,F , IP).
A. Soit X une v. a. de loi de Cauchy, i. e. de densité égale à

pX(x) =
1

π
× 1

1 + x2
.

On admettra que
∫

IR
pX(x)dx = 1.

1. Montrer que IE(X+) = IE(X−) = IE(X2) = +∞.
2. Montrer que si n ≥ 1,

IP(|X| > n) ≥ 1

nπ
.

(On pourra utiliser le fait que si x2 ≥ 1, 2
1+x2 ≥ 1

x2 ).
3. Montrer que si la loi de Y est la loi exponentielle symétrique, i. e. de densité

pY (x) =
1

2
exp(−|x|),

alors la fonction caractéristique de Y est la fonction intégrable

ϕY (u) =
1

1 + u2
.

4. En déduire que la fonction caractéristique de X est donnée par

ϕX(u) = exp(−|u|).

(On pourra utiliser la formule de la transfomée de Fourier inverse, qui énonce que

pY (x) =
1

2π

∫
IR

e−iuxϕY (u)du.)

5. Pourquoi les deux fonctions caractéristiques de X et de Y prennent–elles leurs valeurs
dans IR ?

B. On se donne maintenant X1, X2, . . . , Xn, . . . des v. a. r. indépendantes et toutes de loi de
Cauchy. Pour n ≥ 1, on pose

Zn =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n
.

1. Calculer la fonction caractéristique et préciser la loi de Zn.
2. En déduire que Zn converge en loi quand n→ +∞, vers une loi que l’on précisera.
3. Montrer que si la suite {Zn} convergeait p. s. vers une limite finie, alors

Xn

n
= Zn −

n− 1

n
Zn−1

tendrait p. s. vers 0. Déduire alors de la question A 2 et du Lemme de Borel Cantelli que
{Zn} ne converge pas p. s. vers une limite finie.

4. Montrer que

Z2n − Zn =
Yn + Y ′n

2
,

où Yn et Y ′n sont deux v. a. r. indépendantes, chacune de loi de Cauchy. En déduire que
la suite {Zn} ne converge pas en probabilité.
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