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Exercice 1 (Exemple de tribu engendrée)

Dans les cas suivants, déterminer la tribu 7(X) engendrée par la variable aléatoire X définie sur (2,.4).
On rappelle que l'espace d’arrivée est toujours (sauf indication contraire !) IR muni de la tribu borélienne
(la tribu borélienne de IR sera toujours notée B(IR) ou BRr).

1. (Cas d’un lancer de dé.) Q@ ={1,2,3,4,5,6}, A =P(Q)), et X est la variable aléatoire définie par
X (w) =1 lorsque w est pair, X (w) = 0 sinon.

2. (Cas de n tirages a pile ou face.) Soit n € IN*, Q = {0,1}", A = P(Q)) et k € {1,--- ,n}. La
variable aléatoire X représente le k-ieme tirage (X est donc 'application w = (w1, ,wp) — wg).

3. =1, A= B(R) et X(w) est la partie fractionnaire de w, c’est-a-dire X (w) = w — [w].

Exercice 2 (limites sup et inf d’ensembles)
Soit (E, A, P) un espace de probabilité et (4,,)nen C A. Onrappelle que limsup,,_, o Ap = NpenUg>ndq
et liminf,, .. A, = Unew MNg>n Aq.

1. Montrer que P(liminf, . A4;) < liminf, . P(A,) < limsup,,_,., P(A,) < P(limsup,,_, . A).

2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E, A, P) et (Ap)nenw C A) pour lequel
P(liminf,, o An) < liminf, .. P(A,) < limsup,,_, . P(4,) < P(limsup,, . 4n)-

3. (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que ) . P(An) < oc.
Montrer que P(limsup,,_,., 4,) = 0.

Exercice 3 (Fonctions constantes)

Soit (2,.A, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire (réelle). Soit C une sous-tribu de A
t.q., pour tout C' € C, P(C') = 0 ou 1. Montrer que si X est C-mesurable (c’est-a-dire si 7(X) C C), X
est presque strement constante.

Exercice 4 (Intégrale d’une fonction positive)
Soit (F,.A, P) un espace de probabilité et X une v.a. positive sur cet espace. On pose F' = 14 avec
A={(t,w) eR X E;0<t< X(w)}.

1. Montrer que F est B(IR) ® A- mesurable

2. Montrer que

+o00 +o0o
/XdP _ / PUX > thdt= [ PUX > t})dt.

On rappelle que {X >t} = {w € E; X(w) > t}. [On pourra utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli.]

Exercice 5 (Une caractérisation de l’intégrabilité)

Soit (E,.A, P) un espace de probabilité et X une v.a. (réelle). Pour n € IN, on pose A, = {|X| > n} et
B,={n<|X|<n+1}.

1. Montrer que : /|X|dP < 400 = Z nP(B,) < +00 < Z P(A,) < 4.
nelN nelN



2. Soit p €]1, +oo|, montrer que |X|P est une v.a. et que : /|X\de < 400 = Z n? P(B,) <
n€lN
+00 = Z nP~! P(A,) < +oo.
nelN
Exercice 6 (Sur I’équi-intégrabilité )

Soit (E, A, P) un espace de probabilité et (X,,),en une suite de v.a. (réelles). On rappelle que la suite
(X )new est équi-intégrable si [, | X, |dP — 0, quand P(A) — 0 (avec A € A), uniformément par rapport
an € IN. Montrer I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. lim sup/ | Xn|dP =0,
{IXn|>a}

a—=0 pnelN

2. sup /|Xn|dP < 400 et (X,)new équi-intégrable.
nelN

Exercice 7 (Tribu et partition)

Soit 2 un ensemble. On appelle partition de 2 une famille finie ou dénombrable de parties non vides
de Q et disjointes deux & deux et dont I'union est égale a 2. Les éléments d’une partition sont appelés
atomes.

1. Soit a = {A;; i € I} une partition de € et soit 7(a) la tribu engendrée par a. Montrer que

(a) = {{J AjouJ CI}.

JjeJ

En déduire qu'une v.a. réelle est 7(a)-mesurable si et seulement si elle est constante sur tous les
atomes de a.

Une partition a est dite plus fine qu'une partition b si tous les atomes de b s’écrivent comme union
d’atomes de a.

2. Montrer que si a est plus fine que b et si b est plus fine que a alors a et b sont égales.

3. Montrer que si a et b sont deux partitions telles que 7(a) = 7(b) alors a et b sont égales.

Soit (2,4, P) un espace de probabilité. Une partition a est mesurable si ses atomes sont des
éléments de A. On a alors 7(a) C A.

4. Donner une base hilbertienne de L?(2,7(a), P) construite & partir des atomes de a. En déduire
I'expression de la projection orthogonale d’une variable aléatoire X appartenant & L2(£2, A, P) sur
le sous espace L?(Q,7(a), P).
Exercice 8 (Inégalité de Jensen)

Rappel : Une fonction f de IR dans IR est convexe si et seulement si pour tout a € IR il existe ¢, t.q.
f(@) — f(a) > co(x — a) pour tout = € R.

Soit f une fonction convexe de IR dans IR et X une v.a. sur un espace de probabilité (E, A, P). On
suppose que X et f(X) sont intégrables. Montrer 'inégalité de Jensen, c’est-a-dire :

[ e = 5( [ xap),

[Utiliser le rappel avec a bien choisi.]



