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Toutes les v. a. ci—dessous sont définies sur un espace de probabilité (2, F, IP).

Exercice 1 Soi Xi,...,X, des v. a . r. indépendantes, telles que pour tout 1 < k < n,
E(X};) = 0 et IE(]X,|?) < co. Montrer que

E <ixk) :iIE(X,f).

Exercice 2 On se donne des v. a. X;,...,X,, i. i. d., de loi N(m,c?). On pose

n

X = lixi, »? = lzn:(xi —m)?, S?= %Z(Xi - X)2
=1 =1 =1

1. Quelle est la loi de la v. a. r. X ?
2. Quelle est la loi de la v. a. 1. nX%/0?7?

3. Montrer que le v. a. de dimension n+1 (X, X; — X, ..., X,, — X)' est un vecteur aléatoire
gaussien. Préciser la premiére ligne et la premiére colonne de la matrice de covariance de
ce vecteur aléatoire.

4. Montrer que X et le vecteur aléatoire (X; — X,...,X,, — X)' sont indépendants. En
déduire que les deux v. a. r. X et S? sont indépendantes.



Probléme A Soit X ~ N(u,0%). On pose Y = e*. Montrer que Y est une v. a. r. a valeurs
positives, de densité sur IR, la fonction de y donnée par

L (_ logy — MP)
yo\/ 2w 202
2

On dit que la loi de Y est la loi lognormale de parameétres p et o=.

B Transformée de Mellin Soit X une v. a. r. a valeurs positives. On définit sa transformée
de Mellin comme la fonction § — Tx(6) définie sur I'ensemble Dy, = {0 € R, IE(X?) < oo}
par
Tx(0) = E (X%).

1. Montrer que si X et Y sont deux v. a. r. & valeurs positives indépendantes et § € Dp, N
Dy, alors 0 € Dy, et
Txy(0) = Tx(0)Ty(0).

2. Montrer que si b > 0 et a € IR est tel que IE(X%) < oo, alors
Tbxa(e) = baTx(aﬂ)

3. Montrer que si ¥7(t) = IE(e'?), t € IR (17 est la transformée de Laplace de la loi de Z),
alors

Tx(0) = throg x(0).
C Transformée de Mellin de la loi lognormale

1. Trouver la transformée de Mellin d'une v. a. r. Y de loi lognormale de paramétres u et

a2

2. Calculer les moments de Y (i. e. E(Y*), k =1,2,...).

3. Calculer I'espérance et la variance de Y.



