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Toutes les v. a. ci–dessous sont définies sur un espace de probabilité (Ω,F , IP).

Exercice 1 Soi X1, . . . , Xn des v. a . r. indépendantes, telles que pour tout 1 ≤ k ≤ n,
IE(Xk) = 0 et IE(|Xk|3) <∞. Montrer que

IE

( n∑
k=1

Xk

)3
 =

n∑
k=1

IE(X3
k).

Exercice 2 On se donne des v. a. X1, . . . , Xn i. i. d., de loi N(m,σ2). On pose

X =
1

n

n∑
i=1

Xi, Σ2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −m)2, S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2.

1. Quelle est la loi de la v. a. r. X ?
2. Quelle est la loi de la v. a. r. nΣ2/σ2 ?
3. Montrer que le v. a. de dimension n+1 (X,X1−X, . . . , Xn−X)′ est un vecteur aléatoire

gaussien. Préciser la première ligne et la première colonne de la matrice de covariance de
ce vecteur aléatoire.

4. Montrer que X et le vecteur aléatoire (X1 − X, . . . , Xn − X)′ sont indépendants. En
déduire que les deux v. a. r. X et S2 sont indépendantes.
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Problème A Soit X ' N(µ, σ2). On pose Y = eX . Montrer que Y est une v. a. r. à valeurs
positives, de densité sur IR+ la fonction de y donnée par

1

yσ
√

2π
exp

(
− [log y − µ]2

2σ2

)
.

On dit que la loi de Y est la loi lognormale de paramètres µ et σ2.
B Transformée de Mellin Soit X une v. a. r. à valeurs positives. On définit sa transformée

de Mellin comme la fonction θ → TX(θ) définie sur l’ensemble DTX
= {θ ∈ IR, IE(Xθ) < ∞}

par
TX(θ) = IE

(
Xθ
)
.

1. Montrer que si X et Y sont deux v. a. r. à valeurs positives indépendantes et θ ∈ DTX
∩

DTY
, alors θ ∈ DTXY

et
TXY (θ) = TX(θ)TY (θ).

2. Montrer que si b > 0 et a ∈ IR est tel que IE(Xaθ) <∞, alors

TbXa(θ) = bθTX(aθ).

3. Montrer que si ψZ(t) = IE(etZ), t ∈ IR (ψZ est la transformée de Laplace de la loi de Z),
alors

TX(θ) = ψlogX(θ).

C Transformée de Mellin de la loi lognormale
1. Trouver la transformée de Mellin d’une v. a. r. Y de loi lognormale de paramètres µ et
σ2.

2. Calculer les moments de Y (i. e. IE(Y k), k = 1, 2, . . .).
3. Calculer l’espérance et la variance de Y .
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