Université de Marseille, M2-Centrale
EDP, Examen du 3 novembre 2010
Exercice 1 (Pour le concours d’entrée a 1’Ecole Centrale)

Soit ¢ une fonction décroissante de IR; dans IR+. On suppose qu’il existe C' > 0 et 5 > 1 t.q.

o(x)?

y—a

0<z<y=ply) <C

Montrer qu'’il existe a € Ry t.q. ¢(a) = 0. [On pourra montrer lexistence d’une suite strictement
croissante (ag)ren+ t.q. @(ag) < 2% pour tout £k € IN* et limy_,oo ar < +oo. Pour cela, on pourra

montrer qu’il existe ag t.q. ¢(ap) < 1 puis, par récurrence, définir ay1 par ¢ L ]

Grii—ar 2FB . 2RFL:

Exercice 2 (Solutions bornées d’un probléme elliptique)

Soit Q un ouvert borné de RY (N > 1). Pour tout = € 2, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; j(x), 4,5 =1,...,N. On suppose que a; ; € L>(Q2) pour tout 4,5 =1,..., N et
qu'il existe a > 0 t.q A(z)€ - € > alé]?, pour tout £ € R et p.p. en z € Q.

Si B est une partie borélienne de R, on note mes(B) le mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de A
(c’est-a-dire la “surface” si N =2 et le volume si N = 3).

1. Soit F € L*(Q)N. Montrer qu'il existe un et un seul u solution de

u € Hy (%),

/ A(z)Vu(z) - Vo(z)de = / F(z) - Vo(z)dz, pour tout v € Hy (). (1)
Q Q

Soit p > N. On suppose pour la suite de I'exercice que F € LP(Q)™ (On rappelle que LP(Q)N C
L?(Q)N car p > 2) et on note u 1'unique solution de (1).

Pour k € IR, on définit la fonction S de IR dans IR par
Sk(s)=0si —k<s<k,
Sk(s) =s—ksis>k,
Sk(s) =s+ksis<—k.
On rappelle que si v € H} () on a Si.(v) € HE(Q) et VSk(v) = 14, Vv p.p., avec Ax = {|v]| > k}.
2. Soit k € R4, Montrer que

al[[VSk ()l L2 0) = @ (/A Vu(x).Vu(a:)dx) < mes(AR) 77 || F||l Lo cy- (2)

[On pourra prendre v = Si(u) dans (1) et utiliser 'inégalité de Holder.]

3. On pose 1* = % On rappelle qu'il existe C; ne dépendant que de N t.q.

lwll 2 @) < Cillwllya gy = CilllVelllLo) pour tout w € W™ (€).



Soit k,h € R4 t.q. kK < h. Montrer que

(b~ Rmes(4) " < ([ [Su@(@)") < ol IVl < CrITSH) 2 oymes(40)*.
Ap

En déduire qu’il existe Cy ne dépendant que de C1, «, F' et p t.q.

N-—1 1_1

(h— k)mes(Ap) ¥ < Comes(Ag) 7. (3)

4. Montrer que u € L*®(2) (c’est-a-dire qu’il existe a € R4 t.q. mes(A,) = 0). [On pourra poser
o(k) = mes(Ak)¥ et utiliser lexercice 1.]

5. Montrer qu’il existe C3 ne dépendant que de Q) et p t.q.
[ull Lo () < Csll|F[| e (-

Exercice 3 (Continuité séquentielle de L*-faible dans H{)

On prend ici les hypotheses de 1'exercice 2. Pour f € L%(€), on sait qu'il existe une unique solution au
probléme suivant :

/ A(z)Vu(z) - Vo(z)dr = / f(z)v(z)dz, pour tout v € H}(Q). (4)
Q Q

Soit (fn)new une suite bornée de L?(Q2) et f € L2(2). On note u la solution de (4) et, pour n € IN, on
note u, la solution de (4) avec f,, au lieu de f. On suppose que f, — f faiblement dans L?(12).

1. Montrer que la suite (u,)nen est bornée dans H(Q).
2. Montrer que u,, — u faiblement dans Hg () et que u,, — u dans L*(Q) (quand n — +00).

3. Montrer que, quand n — +o0,
/ A(z)Vun(z) - Vuy(z)de — / A(x)Vu(z) - Vu(z)dz.
Q Q

[Utiliser le fait que [, A(z)Vun(z) - Vup(z)de = [, fn(z)un(z)dz et passer & la limite sur le terme
de droite de cette égalité.]
4. Montrer que u, — u dans Hg (). [On pourra considérer [, A(x)V (uy —u)(x) - V(un — u)(x)dz.]

Exercice 4 (Existence par Schauder)

Soit © un ouvert borné de RY (N > 1), g € L*(Q), a une fonction continue de IR dans R et h une
fonction continue de R x RY dans R. On suppose que

e 0 <a=infser a(s) <sup,eg als) = < +oo,

e il existe § € [0,1[ et C; € R t.q. |h(s,€)] < C1(1+ |s]® + [€]°) pour tout (s,€) € R x RY.



. Soit w € H}(Q). Montrer que h(u, Vi) € L*(Q) et qu'il existe un unique u solution de
u € Hy (%),

/Q a(@(2))Vu(z) - Vo(@)dz + | h@@(z), Va))o(z)ds = / g(@)o(@)de, o € HY(Q). )

Q Q

Dans la suite, on note T' 'application qui & @ associe u, unique solution de (5). L’application 7" est
donc de H}(Q) dans H}(Q).

. (Estimation sur u) Soit w € H}(Q) et u = T'(w). Montrer qu'’il existe Cy ne dépendant que Q, «, g
et C1 t.q.
lull 20y < Co(1+ ”ﬂH(SHé(Q))'
[On pourra prendre v = u dans (5).]
En déduire qu’il existe R € R} t.q.

[l ) < B = |ullmio) < R

. (Continuité de T') Soit (Up)nen une suite de HE () et uw € HE (). On suppose que u,, — u dans
H}(Q) (quand n — +0o0). On pose f,, = h(Tn, Viy,), f = h(u, V), u, = T(u,) et u = T(u).
(a) Montrer que f,, — f dans L?(Q).
(b) Montrer que u,, — u faiblement dans H3 ().
(¢) Montrer que / (U (2))Vuy(z) - Vuy, (x)de — / x))Vu(z) - Vu(x)de
Q

En déduire que u,, — u dans Hg(£2). [On pourra s’inspirer de 1’exercice 3.]

. (Compacité de T') Soit (Up)new une suite bornée de Hg(2). On pose f, = h(uy,, Vuy,) et u, =
T(uy,). Montrer qu'’il existe une sous suite de la suite (@, )nenN, encore notée (U, )nemn, et il existe
feL?Q)etbe L®(Q) t.q.

e f, — f faiblement dans L?(Q2),
e a(u,) — b p.p.

Montrer que la suite (u,)nen est convergente dans Hi(£2). [On pourra raisonner comme dans
Pexercice 3.]

. Montrer qu'il existe u € H}(Q) t.q. uw =T (u) (et donc u solution de (5) avec u = u).



