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Exercice 1 (Régularité en dimension 1)

f € L%()0,1]). On rappelle (cf. cours) qu'il existe un et un seul u solution de

u € HO (]07 ]-D7
) (1)

Jo Du(t)D fo t)dt, Vv € H} (]0 1[).
On suppose maintenant que f € C([0, 1]7 IR)(C LQ(]O, 1[) On pose F(z) = [ f(t)dt, pour tout x € [0,1].
Soit u la solution de (1 ) Montrer que, pour tout ¢ € C([0,1],IR), on a
fo (Du(t) + F(t)e(t)d fo cp(t)dt avec un certain ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de
)
En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continiiment dérivable sur ]0, 1[ et —u”(z) =

f(z) pour tout z €]0,1[ (et que u(0) = u(1l) =0).
Exercice 2 (Décomposition spectrale en dimension 1)

On reprend l'exercice précédent. On pose E = L2(]0,1[) (muni de la norme || - ||2). Pour f € E, on
rappelle qu’il existe un et un seul u solution de (1).

On note T l'application de E dans F qui & f associe u (solution de (1), noter que H}(]0,1[) C E). On
rappelle que T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de E dans F.

1. Soit A € VP(T). Montrer qu'’il existe u € C([0,1],IR) N C%(]0,1[,R), u # 0, tel que —Au" = u, sur
10,1[ et w(0) = u(1) = 0.

2. Montrer que VP(T) = {45z, k € N*} et o(T) = VP(T) U {0}.
3. Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢, = 2f01 f(t) sin(nnt)dt. Montrer que :

If = cpsin(pr.)

p=1

|2 = 0, quand n — co.

(Comparer avec les séries de Fourier. .., demander & votre enseignant favori comment modifier (1)
pour retrouver les séries de Fourier.)

4. Soit p € R*. En utilisant Palternative de Fredholm, donner une C.N.S. sur f € E pour que le
probléeme suivant ait une solution :

u € Hy(]0, 1)),
[ Du(t)Do(t)dt + [y u(t)o(t)dt = [y f(t)o(t)dt, Yo € H(]0,1]).

Exercice 3 Probleme elliptique a coefficients non bornés

Soit Q un ouvert borné de IR, N > 1, et p : Q — IR une fonction mesurable t.q. inf{p(x),z € Q} =a > 0.
On pose H'(p,Q) = {u € L*(Q) t.q. Dju € L _(Q) et p D;u € L?(Q2) pour tout i € {1,...,N}}.
On rappelle que D;u désigne la dérivée, au sens des distributions, de u dans la direction z;, la variable
de RY étant notée x = (z1,...,zy)"

N
Pour u € H'(p, ), on définit [u] par [ul]? = [l + 3 llp Deuld, avec || - 1o = || | 2a)-

i=1



1. (Etude de 'espace fonctionnel.)

(a) Montrer que H'(p,Q) C H' ().
(b) Montrer que H!(p, ), muni de la norme || - ||, est un espace de Hilbert. [On pourra remarquer
qu'une suite de Cauchy dans H'(p, ) est aussi de Cauchy dans H'(Q).]

On pose H}(p,Q) = H'(p, Q) N H (Q).

2. (Espace fonctionnel, suite.) Montrer que H(p, Q) est un s.e.v. fermé de H*(p, Q).
3. (solution faible.) Soit h € L?(£2), montrer qu’il existe un et un seul u t.q.
u € Hy(p, Q), (2)
/ p?(x)Vu(z) - Vo(z)dr = / h(z)v(x)dz, Vv € H} (p, Q). (3)
Q Q

4. (Précisions...)

(a) On suppose ici que p? € L}, (Q). Montrer que C2°(Q) C Hi(p, ).
(b) On prend maintenant N =1 et 2 =]0, 1[. Donner un exemple de fonction p (avec p : 2 — R
mesurable et t.q. inf{p(z), z € Q} > 0) pour lequel C(Q) N H{(p, Q) = {0} (cette question

est plus difficile).

Exercice 4 Probléeme de Neumann

Soient  un ouvert borné connexe de R™Y (N > 1), faiblement lipschitzienne. On pose H = {u € H'(Q),
Jou(x)dz = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction L], dont les dérivées (au sens des
distributions) sont nulles est nécessairement constante (c’est-a-dire qu’il existe C' € IR t.q. cette fonction
soit égale a C p.p..
1. (Inégalité de “Poincaré moyenne”.) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H'(2) et que, sur H, la

norme H' est équivalente & la norme | - ||, définie par [|ullm = [|[(|Vu])||r2(q)-

[On pourra montrer, en raisonnant par I’absurde, qu'il existe C, ne dépendant que , t.q. [Jul|z2q) <

C|w||m, pour tout v € H.]

2. (Caractérisation de (H'(2))".) Soit T € (H'(Q))’, Montrer qu’il existe a € IR et F' € (L?(Q))V t.q.

(T, u) (5 ())y H1(Q) = a/ u(z)dr + /Q F(x) - Vu(z)dz, Yu € H(Q). (4)

Q

[On pourra considérer 7j,, et utiliser une injection convenable de H dans L2(Q)N ]

Pour tout x € €, on se donne une matrice, notée A(x), dont les coefficients sont notés a; ;(x),
i,j =1,...,N. On suppose que a;; € L>®(Q) pour tout ¢,5 = 1,..., N et qu’il existe a > 0 t.q
A(z)€ - € > al€]?, pour tout € € RY et p.p. en z € Q. Soient a € R et F € (L?(2))". On cherche
u solution de

u € HY(Q), (5)
Jo A(x)Vu(z)Vu(z)de = a [, v(x)de + [, F(z) - Vo(z)dz, Yo € H(Q).



3. (Existence et unicité.)

(a) Sia# 0, montrer que (5) n’a pas de solution.

(b) Sia =0, montrer que (5) a une solution et que cette solution est unique si 'on demande qu’elle
appartienne a H.

(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a;,; € C*®(Q,IR) pour tout i,j = 1,...,N,
F e C°(Q,IRY), O est de classe C et que la solution (appartenant & H) de (5) est aussi
dans C*(Q,IR), montrer que —div(AVu) = —divF, dans Q, et que AVu-n = F - n sur 99,
ou n est la normale & 052, extérieure a €.

4. (Dépendance par rapport aux parametres.) On suppose a = 0 et on note u la solution (appartenant
a H) de (5). On suppose que, pour tout n € IN, u,, € H est la solution de (5) avec A4,, au lieu de

A et F, au lieu de F' (et a = 0). On suppose que
o Ay =(a"))ijm

N vérifie, pour tout n, les mémes hypotheses que A avec un « indépendant

.....

de n,
. (agj}))nem est bornée dans L>°(Q), pour tout 4,5 =1,..., N,
° %('Z') — a;,j p.p., quand n — oo, pour tout 7,5 =1,..., N,

e F, = F dans L2(Q)V, quand n — oc.

Montrer que (u,)nen est bornée dans H, puis que u, — u faiblement dans H'(2) (quand n — co)
et enfin que u,, — u dans H(Q).

5. (Régularité H? par la technique des réflexions, cette question est indépendante de la précédente.).
On suppose que a = 0 et qu'il existe f € L*(Q) t.q. [, F(x) - Vo(z)de = [, f(z) - v(x)dz, pour
tout v € HY(Q). On note u la solution (appartenant & H) de (5). On suppose que N = 2
et que 2 =|0,1[x]0,1[. On pose Qs =] — 1,1[x]0,1[. On définit A, f et u sur , en posant
ai,j(1,22) = a;;(—x1,22) si (x1,22) €] — 1,0[x]0,1[ et 7 = j, a;;(21,22) = —a;;(—21,32) si
(z1,22) €] = 1,0[x]0,1[ et i # j, f(z1,22) = f(—21,22) si (21,22) €] — 1,0[x]0,1[ et u(z1,22) =
u(—x1,x2) si (x1,22) €] — 1,0[x]0, 1[. Montrer que u est solution de (5), avec 5 au lieu de .

En utilisant ainsi plusieurs réflexions, montrer (en se ramenant au théoréme de régularité locale vu
en cours) que u € H?(2) dans le cas A(z) = Id pour tout x € Q.

Exercice 5 (Modélisation d’un probléme de contact)

On pose B ={z € R? |z| <2}, T =] - 1,1[ (CR), et @ = B\ [-1,1] x {0} (2 est donc un ouvert
de IR?). On note 9B = B — B. On rappelle que |z| désigne la norme euclidienne de 2 € R? et z -y le
produit scalaire correspondant de z et y (€ IRQ).

Soient f € L?(Q) et g € L=(I) t.q. g > 0 p.p. (sur I). On s’intéresse au probléme suivant.

—Au(z) = f(z),z €, (6)
u(z) = 0,z €dB, (7)

Oou Oou _
;y(wv()*) = afy(x,O ), z €l (8)
w07 = g ule07) — (w07, w e o)



1. (Recherche d’une formulation faible)

On suppose, dans cette question, que f est une fonction continue sur Q et g une fonction continue
sur I. On note Oy = QN {(x,y),y >0} et Q_ = QN {(z,9), y <0}. Soit u € C*(Q,R) t.q. Ulg,
€ C*(Q4) et u, € C*(Q-). Noter alors que toutes les expressions dans (6)-(9) ont bien un sens.
On a, par exemple, u(z,0") = lim,_,0, y>0 u(z,y).

Montrer que u est solution “classique” de (6)-(9) (c’est-a-dire vérifie (6) pour tout z € €, (7) pour
tout z € 9B et (8),(9) pour tout x € I) si et seulement si u vérifie:

u(x) = 0, Vo € 0B,
Jo Vu ) - Vo(z)dz+ (10)
Jr9(@)(u(z,0%) —u(z,07))(v(z,0%) — v(z,07))dz = [, f(z)v(z)dw,

pour tout v € C*(Q,R) t.q. vy, € C?(Qy4), v, € C*) et v(z) = 0 pour tout z € IB. Noter
que dz désigne lintégration par rapport & la mesure de Lebesgue (1 ou 2 dimensionnelle).

2. (Construction de I'espace fonctionnel) On se donne une fonction p € C°(R?* R y) t.q. p(z) = 0,
si |z] > 1, et d’intégrale 1 (sur IR?). Pour n € IN, on définit p, par p,(z) = n?p(nzx), pour tout
z € R2
(a) (Trace sur OB, sans “cartes locales”) Soit u € H'(Q). Pour n > 5, on pose u,(r) =
Jou@W)pn(z(1 — 1) — y)dy, pour x € D, avec D = {z € B,3 < |z| < 2}. Montrer que
u, € C®(D), et que u, — u|,,, dans HY(D), quand n — oo.
En déduire qu'’il existe un opérateur linéaire continu v de H'(Q) dans L?(]0, 27]) t.q. v(u)(0) =
u(2cos6,2sind) p.p. en 6 €]0,27[ si u € H(Q) et u est continue sur B\ [-1,1] x {0}.
(b) Montrer qu'il existe v, [resp. 7_] linéaire continu de H'(2) dans L2(I) t.q. i (u)(z) =
u(x,0+4) [resp. v_(u)(x) = u(x,0—)] p.p. en x € [ si u € HY(Q) et U, est continue sur [

[resp. u), est continue sur Q_].

3. (Coerci(ti)vité)
On pose H = Kery (o 7y est défini a la question précédente).
Montrer qu'il existe C' t.q. |[ullz2(q) < C||Vul|p2(q) pour tout u € H. [On pourra, par exemple,
remarquer que uj, € H'(Q) et u, € H'(Q-)]

4. (Existence et unicité de solutions faibles)

On rappelle que H = Kery. Montrer qu'il existe un et un seul u solution de (11).

u e H,
o Vule) - Vola)dz + f, 9(x) (v u(x) — 7 u(z)) (4 (z) — - v(x)d ()
= /5 ( Jo(x)dz, Yv € H.

5. Pour n € IN, on note u,, la solution de (11) avec g t.q. g(y) = n, pour tout y € I. Montrer que
u, — u (en un sens & préciser), quand n — oo, olt u est la (unique) solution (faible) de —Au = f

dans B, u = 0 sur dB.

Exercice 6 (De Fourier & Dirichlet...)



Soient o > 0, f € L*(RY) et g € L2 (R ™"). On s’intéresse au probléme suivant :

—AU( ) +u(x) = f(z), v € RY,
—25(0,y) + ou(0,y) = g(y), y e RV L.

1. Donner une définition de solution “classique” de (12) et de solution “faible” de (12).
2. Montrer Pexistence et I'unicité de la solution faible de (12).

3. Montrer que si g = 0 presque partout, la solution faible de (12) (trouvée a la question précédente)
appartient & H?(RY).

4. Toujours lorsque g = 0 presque partout, on note u,, la solution forte associée a ¢ = n. Montrer que
u,, converge dans H'(IRY) vers u solution faible de :

—Au(z) +u(z) = f(z), v € RY, (13)
u(0,y) =0, y e RV,
Exercice 7 (Equation de Schrédinger)

Soit N > 1. On note Q la boule unité de RY (en fait, les résultats de cet exercice restent vrais si {2 un
ouvert borné “assez régulier” de R™).

Pour f1, fo € L?(f2), on s’intéresse au systéme :

—Auy + up = f; dans Q,

—Aug — uy = fo dans (14)
avec diverses conditions aux limites.
1. On considere dans cette premiere question la condition aux limites :
u; =0, ug = 0 sur 9. (15)
Soit f1, fo € L?(Q), on dit que (uy, uz) est solution faible du probleme (14)-(15) si

ur € H(Q), uz € HE(Q),

/ Vu(z) - Vo(z)dz +/ x)dz, Yo € Hy(Q), (16)
Q

x)dx =
/QVug(a:) -Vo(x)dr — /7 x)dx = jfg x)dx, Yo € HY (D).

(a) Montrer que le probléeme (16) admet une et une seule solution. [Utiliser 'espace V = H{ () x
H ()]

(b) Montrer que le probleme (14)-(15) admet une et une seule solution au sens suivant : u; €
H2(Q)NHH(Q), uz € HX(Q)NHE(Q) et les équations (14) sont satisfaites p.p. sur Q. [Utiliser,
en particulier, la question précédente et un théoreme de régularité vu en cours. Ne pas oublier
de montrer aussi l'unicité.]

On suppose maintenant que fi, fo € C>(2). Montrer que uy, us € C*=(Q). [Utiliser aussi des
théorémes de régularité vu en cours.|



(c) Pour f = (f1,f2) € L3() x L?(Q), soit u = (uy,us) la solution de (16), on note u =
T(f). Montrer que lopérateur T : f — wu est un opérateur linéaire continu et compact de
L2(Q) x L?(Q) dans lui-méme.

2. On considere dans cette deuxieme question la condition aux limites :

6’&1 aUQ

— =0, — =0 sur 092, 17

on on (17)
ou n désigne le vecteur normal a 02, extérieure a (.
Pour résoudre le probleme (14)-(17), on va introduire un parametre, n € IN*, destiné & tendre vers
Iinfini.

Soit f1, fo € L?(Q). Pour n € IN*, on s’intéresse au systéme :

1
—Auy + us + —uy = f1 dans €,
n

I (18)
—Aug —uy + —us = fo dans €,
n
avec la condition aux limites (17).
On dit que (uq, ug) est solution faible du probléme (18)-(17) si
U] € Hl(Q), Uy € Ifl(Q)7
1
Vuy(z) - Vo(z)de + / (u2(2) + —ur(2))p(2)de = | fi(z)p(z)dz, Vo € H'Y(), (19)
Q Q
1
Vus(z) - Vp(x)dx + f(nuz(x) —uy(x))p(x)de = / fa(z)p(2)dz, Yo € HY(Q).
Q Q Q

Noter aussi que (u1, uz) est solution faible du probleme (14)-(17) si (uy, uz2) est solution de (19) en
remplacant % par 0.

Soit f1, f2 € L2(Q).

(a) Soit n € IN*. Montrer que le probleme (19) admet une et une seule solution, que 1'on note
(u{™, u{™) dans la suite.
(b) Montrer que :

{1226 + 18”1220y < 112200 + 120122 0)-

En déduire que les suites (ugn))nem*, et (u;n))nem* sont bornées dans H! ().
(¢) Montrer qu’il existe une et une seule solution au probléme (19) obtenu en remplacant 1/n par
0, c’est a dire une et une solution faible au probleme (14)-(17). [Pour l’existence, utiliser les

suites (u(ln))nelN*, et (ugn))nem* de la question précédente et faire tendre n vers +o0o. Montrer
ensuite I'unicité.]



(d) Montrer que le probleme (14)-(17) admet une et une seule solution au sens suivant : u; €
H?(Q), up € H?(), les équations (14) sont satisfaites p.p. sur et les équations (17) sont
satisfaites p.p. (pour la mesure de lebesgue N —1-dimensionnelle) sur 0f2 en utilisant ’opérateur

“trace” (vu en cours) de H*(Q) dans L2(0) pour donner un sens & 2% et 242

On suppose maintenant que fi, fo € C°° (). Montrer que u1, us € C°°(Q). [Utiliser aussi des
théorémes de régularité vu en cours.|

(e) Pour f = (f1, f2) € L*(Q) x L?(Q), soit u = (uy,us) la solution faible de (14)-(17), on note
u=T(f). Montrer que l'opérateur T : f +— u est un opérateur linéaire continu et compact de
L3(Q) x L*(Q2) dans lui-méme.

3. De maniére similaire, résoudre le probléeme (14) avec la condition aux limites :

0
u1207ﬂ:08ur89.

on
Exercice 8 (A la limite de H ')
Partie I, décomposition dans H}(Q2)
Soit € un ouvert de IRN, N > 1.
1. Soit ¢ € CHIR,R) t.q. ¢’ € L>=(IR) et p(0) = 0. Soit u € H}(2). On note p(u) la fonction (de

Q) dans R) = — ¢(u(z)). Montrer que p(u) € HE() et que D;p(u) = ¢'(u)D;u p.p. pour tout
i€{l,...,N} (ou ¢'(u) désigne la fonction z — ¢'(u(z))). [Reprendre la méthode vue en cours.]

On définit maintenant ¢ de IR dans IR par

o(s) =s, pour 0 < s <1,
s? 1
o(s) = —% +2s— 5, pour 1 <s5<2,
cp(s):%, pour 2 < s,
(s)

Pour k € IN*, On définit ¢ de IR dans IR par o (s) = ke(3) pour s € IR.

2. Montrer que, pour tout s € IR, ¢i(s) — s et ¢i(s) = 1 quand k — oo et que |pi(s)| < |s],
v.(s) < 1.

3. Soit u € H(Q). Montrer que px(u) € Hg(Q), pour tout k € N*, et que ¢r(u) — u dans Hi (),
quand k — oo.

4. En déduire que, pour tout u € H(£2) et pour tout & > 0, il existe u; € L=(Q) et uz € Hi(Q) t.q.
u=uy +ug et ufm <e.

Partie II, Inégalité de Trudinger-Moser
Soit © un ouvert borné de IR?. On admet qu'’il existe C' > 0, ne dépendant que de Q, t.q.

lull Ly < CVallull (), Yu € Hy(R), Vg € [1,00[.

(Noter que cette inégalité a été démontrée en T.D. avec ¢ au lieu de /q.)



1. Soit u € H}() t.q. |ull zr2 () < 1. Montrer qu’il existe o > 0 et a > 0, ne dépendant que de C

(donné ci dessus) t.q. e € LY(Q) et ||e‘”‘2 | z1(2) < a. [Développer e® en puissances de s....]

2. En utilisant la partie I (et la question précédente), Montrer que e“* € L() pour tout u € HE ()
et tout o > 0. En déduire que e?** € LP() pour tout u € H} (), tout o > 0 et tout p € [1,00].

Partie III, sur la résolution du probléme de dirichlet
Soit 2 un ouvert borné de IR2. Soit f € L'(Q) t.q. f1/]In(|f])] € L' (Q).

1. (Préliminaire.) Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe «, 8,7 € IR, ne dépendant que de o, t.q.
st < ae’ + Bt/ |Int] +~t, Vs, t € R7.

[On pourra, par exemple, remarquer que st < max{8t+/|Int|, se(s®/ ﬁQ)} puis choisir /3 et conclure.]

2. Montrer que fu € L*(Q) pour tout u € Hj () et que 'application T : u — [, f(x)u(z)dz est un
élément de H ().

3. Montrer qu’il existe un et un seul u € H}(Q) t.q. —Au = f dans D*(Q).
Partie IV, contre-exemple

Soit 2 un ouvert borné de IR* et § €]0,4[. On suppose que 0 € Q et on se donne § €]0, [ t.q.
Bos = {x € R?, |z] < 26} C Q.

1. Soit vy €]0,4[. Montrer qu’il existe u € Hg(Q) t.q. wu(x) = (In|z])? p.p. sur Bs. [On pose
v(z) = (In(Jz])?. On rappelle quon a vu en T.D. que v € H*(Bas). Il n’est pas demandé de
redémontrer ce résultat.]

2. Montrer qu'il existe f € L*(Q) t.q. f(In|f])? € LY(Q) et fu ¢ L'(Q2) pour certains u € HZ ().

3. Montrer qu’il existe f € LY(Q) t.q. f(In|f])? € LY(Q) et t.q. il n'existe pas u € HE(Q) vérifiant
—Au = f dans D*(Q).

Exercice 9 (Décomposition de Hodge)
Soient © un ouvert borné connexe faiblement lipschitzien de RY (N > 1) et f € (L*(Q))V.
Montrer qu’il existe u € H(Q) t.q.

/QVu(as) -Vo(z)dx = /Qf(m) -Vo(x)dz, Yo € H'(Q).

En déduire qu'il existe u € H*(2) et g € (L*()N t.q. f = Vu+g, p.p. dans Q et [, g(z) - V(z)dz =0
pour tout ¢ € HY(Q).

On suppose maintenant que g € C*(Q) et que Q = (]0, 1[)¥. Montrer que divg = 0 sur Q et que g-n = 0
p.p- (pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur 912, olt n est un vecteur normal & 9€.

Exercice 10 (Probléme de Stokes)



Soient Q un ouvert borné de RY (N > 1) et f = (f1,..., fn) € (L2(Q))N. Onpose H = {u € (H(Q))V;
divu = 0 p.p. dans Q}. On rappelle que u est solution du probléme de Stokes si:

u=(uy,...,un)" € H, Z/VU7 -V (z d:z:f/f x)dr, Yv = (vi,...,on)" € H.  (20)

On se propose ici de montrer qu'il existe une et une seule solution de (20) par une méthode de pénalisation.
Soit m € IN*, on considere le probléme suivant:

u=(up,...,un)t € (HQ)Y,
/Q(Vui(x)~v v(x) + n(divu(z))D;v(x) dxf/fl (z)dx, Vv = H}(Q), Vi€ {1,...,N}.

1. Montrer que (20) admet au plus une solution.

2. Montrer qu'il existe une et une seule solution & (21). [Utiliser le lemme de Lax-Milgram sur
(H$(Q))N.] On note, dans la suite, u(™ cette solution.

3. Montrer que la suite (u(™),cn est bornée dans (H(Q))V et que la suite (v/ndivu(™),en est
bornée dans L?(€2).

4. Montrer que, aprés extraction éventuelle d’une sous suite, u(™ — u faiblement dans (Hg(Q))V,

quand n — 0o, ot u est solution de (20). En déduire (avec la question 1) que (20) admet une unique
solution, notée u, et que u(™ — u faiblement dans (HA(2))", quand n — oo (sans extraction de
sous suite).

Exercice 11 (Conditions aux limites de Vencel)

Notations et Rappels du cours

On note H}(0,2r) = {u € H'(]0,2x[); u(0) = u(27)} (on rappelle que, si u € H'(]0,2n][), u admet
toujours un représentant continu sur [0, 2] et on identifie u avec ce représentant continu).

Soit B = {(x,y)! € R? 2? +y? < 1}. On rappelle qu'il existe une application v : H'(B) — L*(9B),
linéaire, continue et t.q. y(u) = u p.p. sur B si u € H'(B) N C(B,R).

Si w € L?(dB), on définit j(w) € L?(]0,2x() par j(w)(0) = w(cosB,sinh), pour 6 € [0,27[. L’application
j est donc une isométrie de L?(9B) sur L?(]0,2x[), de sorte que § = jovy est linéaire continue de H'(B)
dans L2(]0, 27[).

On pose H = {u € H'(B); ¥(u) € Hy(0,2r)}. On munit H du produit scalaire (u/v)g = (u/v)u1(5) +
(3(w)/3(v)) 3 (0,2m) -

Partie I (Préliminaire d’analyse fontionnelle)
1. Montrer que H,(0,27) est une espace de Hilbert.
2. Montrer que H est une espace de Hilbert.

Partie II (Conditions aux limites de Vencel)

Pour (z,y) € R?, (z,y) # (0,0), on définit 7 et 0 par r = (z2 —|—y2)% et € [0,27 t.q. = = rcosé
et y = rsinf. Pour u € C*(R"Y \ (0,0),IR), on pose u,(z, y) = 28U (zy) + %g—(x y) et ug(z,y) =
? )-)



Pour f et g données, on s’intéresse au probléme :

—Au(z,y) +ulz,y) = flz,y), (z,y) € B, (22)
ur(,y) —ugo(z,y) +u(z,y) = g(x,y), (z,y) € IB. (23)
Soient f € L?(B) et g € L?(0B), on appelle “solution faible” de (22)-(23) une solution du probléme

suivant :

u € H, (24)

/Qjawmmvnm@me+/FwwM@Dwmw+wmwww@me
25 (25)

0
27
— [ 1@+ [ ieO50E) e, e b
B 0

1. Soient f € L?(B) et g € L?>(0B). Montrer qu’il existe une et une seule solution de (24)-(25).

2. (Question plus difficile) On retire, dans cette question, “uv” dans la lére intégrale de (25). Soient
f € L%(B) et g € L?*(0B). Montrer qu'il existe encore une et une seule solution de (24)-(25).

3. Soient f € C(B,R) et g € C(0B,IR). Soit u € C*(B,IR). Montrer que u est solution au sens
“classique” de (22)-(23) (c.a.d. vérifie (22) pour tout (z,y) € B et (23) pour tout (z,y) € 9B) si
et seulement si u est solution faible de (22)-(23).

4. Pour f € L*(B) et g € L*(0B), on note T(f,g) = (u,y(u)) € L*(B) x L?>(0B), ou est 'unique
solution faible de (22)-(23). Montrer que T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de
L?(B) x L?(0B) dans lui-méme.

10



