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Soient Ω un ouvert borné connexe de IRN (N ≥ 1) à frontière lipschitzienne et f = (f1, . . . , fN )t ∈
(L2(Ω))N . On s’intéresse ici au problème de Stokes, c’est-à-dire à trouver u = (u1, . . . , uN )t et p solution
de

−∆u +∇p = f dans Ω,
div(u) = 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(1)

Noter que la première équation de (1) est vectorielle.
On pose H = {u ∈ (H1

0 (Ω))N ; div u = 0 p.p. dans Ω}. On appelle solution faible de (1) un couple (u, p)
solution de

u = (u1, . . . , uN )t ∈ H, p ∈ L2(Ω),
N∑
i=1

∫
Ω

∇ui(x) · ∇vi(x)dx−
∫

p(x)div v(x)dx =

∫
Ω

f(x) · v(x)dx

pour tout v = (v1, . . . , vN )t ∈ (H1
0 (Ω))N .

(2)

On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de (1) est solution de (2).

Partie I, existence et unicité de u

Montrer que, si (u, p) est une solution classique de (1), u est alors solution de

u = (u1, . . . , uN )t ∈ H,

N∑
i=1

∫
Ω

∇ui(x) · ∇vi(x)dx =

∫
Ω

f(x) · v(x)dx, ∀v = (v1, . . . , vN )t ∈ H. (3)

On montre dans cete pemière partie que (3) a une et une seule solution et que si (u, p) est solution de
(2), u est alors l’unique solution de (3).

1. Montrer que H est un s.e.v. fermé de (H1
0 (Ω))d.

2. Montrer que (3) admet une et une seule solution. [Utiliser le lemme de Lax-Milgram.]

3. Soit (u, p) une solution de (2). Montrer que u est l’unique solution de (3).

Soit u la solution de (3). La suite de l’exercice consiste à trouver p pour que (u, p) soit solution de (2).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit E et F deux espaces de Hilbert (réels). On note (·/·)E (resp. (·/·)F ) le produit scalaire dans E (resp.
F ). Soit A un opérateur linéaire continu de E dans F . On note A? l’opérateur adjoint de A. L’opérateur
A? est un opérateur linéaire continu de F dans E. Pour tout g ∈ F , A?g est l’unique élément de E défini
par

(A?g/u)E = (g/Au)F pour tout u ∈ E.

(Noter que l’existence et l’unicité de A?g est donnée par le théorème de représentation de Riesz.)

1. Montrer que KerA = (ImA?)⊥.

(On rappelle que si G ⊂ E, G⊥ = {u ∈ E, (u/v)E = 0 pour tout v ∈ G}.)

2. Montrer que (KerA)⊥ = ImA?.
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Partie III, Existence et unicité partielle de p

Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué à J. Nečas, 1965) que nous admettons.

Lemme 1 Soient Ω un ouvert borné connexe de IRN (N ≥ 1) à frontière lipschitzienne et q ∈ L2(Ω) t.q.∫
Ω
q(x)dx = 0. Il existe alors v ∈ (H1

0 (Ω))N t.q. div(v) = q p.p. dans Ω et

‖v‖H1
0 (Ω)N ≤ C‖q‖L2(Ω),

où C ne dépend que de Ω.

On prend ici E = H1
0 (Ω)N et F = L2(Ω). Pour u ∈ E on pose Au = div u, de sorte que A est un

opérateur linéaire continu de E dans F .

1. Soit (pn)n∈IN une suite de F et v ∈ E t.q. A?pn → v dans E quand n → +∞. Pour n ∈ IN, on
pose qn = pn − an, où an est la moyenne de pn dans Ω.

(a) Montrer que A?pn = A?qn.

(b) Montrer que la suite (qn)n∈IN est bornée dans F . [Utiliser le lemme 1.]

(c) Montrer que v ∈ ImA?.

2. Montrer que (KerA)⊥ = ImA? et que KerA = H.

3. On rappelle que le produit scalaire dans E est défini par

(u/v)E =

N∑
i=1

∫
Ω

∇ui(x) · ∇vi(x)dx.

On définit Tf ∈ E par (Tf/v)E =
∫

Ω
f(x) · v(x)dx pour tout v ∈ E. Soit u la solution de (3).

(a) Montrer que u− Tf ∈ H⊥. En déduire que u− Tf ∈ ImA?.

(b) Montrer qu’il existe p ∈ F t.q. (u, p) est solution de (2).

4. Soit (u1, p1) et (u2, p2) deux solutions de (2). Montrer que u1 = u2 = u (où u est l’unique solution
de (3)) et qu’il existe a ∈ IR t.q. p1 − p2 = a p.p..
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