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TP 1, Equilibre thermique dans une conduite

On souhaite, dans ce TP, comparer différentes discrétisations d’une équation de diffusion-convection-
réaction linéaire a une dimension d’espace, avec des conditions aux limites. Cette équation peut étre
considérée comme un modele mathématique (simple) d’un équilibre thermique dans une conduite.

Soient ¢ > 0, a € R, b >0, ¢,d € R et f € C([0,1],]R). On cherche & approcher la solution u du
probléeme suivant :

—£0gpu(z) + adyu(z) + blu(x) — f(x)) =0, z € [0,1], (1)

u(0) = ¢, u(l) =d. (2)

Dans ce modele, u(x) représente la température au point  de la conduite, a est la vitesse de ’écoulement
dans la conduite, b est le coefficient d’échange entre la conduite et le mileu extérieur (supposé étre, au
point z, a la température f(z)). Enfin, ¢ et d sont les températures aux extrémités de la conduite. On
désigne la dérivée premiere de u par 0,u et la dérivée seconde par J,,u.

Le probléme (1)-(2) admet une solution unique v € C?([0,1],IR). On peut remarquer que cette solution
est positive si b > 0, ¢ > 0, d > 0 et f > 0 (cette propriété est importante pour de nombreuses
applications). On cherche & calculer (de maniére approchée) cette solution.

1 Discrétisation par DF-centrées et EF

Ecrire la discrétisation de (1)-(2) par différences finies centrées (les courageux pourront aussi écrire une
discrétisation par éléments finis P1 et comparer avec les différences finies) avec un maillage uniforme de
pas h=1/(N+1) (N € IN*). Les inconnues discrétes, notées uy,...,uy, sont donc supposées approcher
les valeurs de u aux points x; =ih, ¢ =1,...,N.

Ecrire un programme Scilab calculant cette solution approchée et déterminer numériquement ’ordre de
convergence de la méthode (en norme L2 ou L*>) sur des exemples simples (I'ordre doit étre égal & 2) .
On pourra choisir les exemples suivants :

l.e=1/4,a=1,b=3,c=1,d=exp(—2), f =0 (la solution doit étre u(x) = exp (—2x)),
2.e=1/100,a=1,b=0,¢c=0,d=1, f =0 (calculer w...).

2 Discrétisation par VF-centrés

Reprendre la premiére question en discrétisant (1)-(2) par volumes finis centrés avec un maillage uniforme

de pas h = 1/N (N € IN*). Les inconnues discrétes, toujours notées ug,...,uy, sont donc supposées
approcher les valeurs de u aux points ; = th — h/2, i =1,..., N (lordre de convergence doit aussi étre
égal & 2).

3 Discrétisation par VF-décentrés

Dans le deuxieme exemple décrit ci-dessus, on remarque que la solution n’est qualitativement pas satis-
faisante si h est “grand” par rapport a € (en fait, si h > (2¢)/a). On perd, par exemple, la positivité de
la solution approchée (la solution exacte est positive). Il est intéressant aussi de répondre aux questions
suivantes :



1. Quelle est la limite, quand € — 0, de la solution de (1)-(2) aveca=1,b=0,c=0,d=1, f=07
(pour e petit par rapport & h, on dit que la solution présente une “couche limite” en z = 1.)

2. Quelle est la solution du schéma obtenu par différence finies centrées (par exemple) sie =0, a = 1,
b=0,c=0,d=1, f =0 (distinguer les cas N pair et N impair) ?

Pour obtenir une solution satisfaisante pour tout maillage (mais moins précise pour h “petit”), on va
maintenant décentrer la discrétisation du terme de convection (c’est-a-dire au, ). Ecrire la discrétisation
de (1)-(2) ainsi obtenue par volumes finis (décentrés pour le terme de convection) avec un maillage
uniforme de pas h = 1/N (N € IN*). Les inconnues discrétes sont donc toujours supposées approcher les
valeurs de u aux points x; =ih — h/2,i=1,... N.

Ecrire un programme Scilab calculant cette solution approchée et déterminer numériquement ’ordre de
convergence de la méthode sur les mémes exemples simples que précédemment (I'ordre doit étre égal a

1).
Le but de la suite est de trouver une méthode donnant une solution satisfaisante pour tout maillage et
un ordre de convergence égal a 2...

4 Discrétisation par VF-décentrés d’ordre 2, sans limiteurs

On suppose a > 0. La discrétisation par VF-décentrés a consisté, pour le calcul du terme de convection,

a approcher la valeur de u(2;11/2) (avec x;41/9 = ih) par u;, sii=1,..., N (et u(0) par c).
Pour obtenir un schéma plus précis (et toujours décentré), on introduit p; = (w;41 — u;—1)/2h pour
i=2,...,N —1 et, pour simplifier, on prend p; = py = 0. On discrétise alors le terme de convection en

approchant la valeur de u(x;4q/2) par u; + (h/2)ps, sii=1,..., N (et u(0) par c).

Ecrire un programme Scilab calculant cette solution approchée et déterminer numériquement l'ordre de
convergence de la méthode sur le deuxieme exemple de la premieére question. Regarder aussi ’allure de
la solution approchée pour h “grand”.

5 Discrétisation par VF-décentrés d’ordre 2, avec limiteurs

On suppose a > 0. On reprend dans cette question le méme schéma que dans la question précédente en
changeant légérement la formule pour p; :

p; = minmod{(u;+1 — wi—1)/2h, 2(u;gy1 — w;)/h,2(w; — u;—1)/h} avec minmod{e, 5,7} = 0 si «, 5 et 7y
n’ont pas tous le méme signe et minmod{a, 8,7} = sign(a)min{|al,|B]|,|v|} si @, B et v ont le méme
signe.

Ecrire un programme Scilab calculant cette solution approchée et déterminer numériquement I'ordre de
convergence de la méthode sur le deuxiéme exemple de la premiere question. Regarder aussi I’allure de la
solution approchée pour h “grand”. [On remarquera que le systéme & résoudre pour calculer uy,...,uyn
est maintenant un systeme non linéaire et on cherchera donc une méthode itérative convenable pour le
résoudre. . . ]



