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1.5. METHODES ITERATIVES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

1.5 Meéthodes itératives

Les méthodes directes sont tres efficaces : elles donnent la solution exacte (aux erreurs d’arrondi pres) du systeme
linéaire considéré. Elles ont I’inconvénient de nécessiter une assez grande place mémoire car elles nécessitent le
stockage de toute la matrice en mémoire vive. Si la matrice est pleine, c.a.d. si la plupart des coefficients de la
matrice sont non nuls et qu’elle est trop grosse pour la mémoire vive de 1’ordinateur dont on dispose, il ne reste
plus qu’a gérer habilement le “swapping” c’est—a—dire 1’échange de données entre mémoire disque et mémoire
vive pour pouvoir résoudre le systeme.

Cependant, si le systeme a été obtenu a partir de la discrétisation d’équations aux dérivés partielles, il est en
général “creux”, c.a. d. qu’'un grand nombre des coefficients de la matrice du systeéme sont nuls ; de plus la matrice
a souvent une structure “bande”, i.e. les éléments non nuls de la matrice sont localisés sur certaines diagonales.
On a vu au chapitre précédent que dans ce cas, la méthode de Choleski “conserve le profil” (voir a ce propos page
45). Si on utilise une méthode directe genre Choleski, on aura donc besoin de la place mémoire pour stocker la
strucutre bande.

Lorsqu’on a affaire a de trés gros systémes issus par exemple de I’ingénierie (calcul des structures, mécanique des
fluides, . ..), ol n peut étre de I’ ordre de plusieurs milliers, on cherche a utiliser des méthodes nécessitant le moins
de mémoire possible. On a intérét dans ce cas a utiliser des méthodes itératives. Ces méthodes ne font appel qu’a
des produits matrice vecteur, et ne nécessitent donc pas le stockage du profil de la matrice mais uniquement des
termes non nuls. Par exemple, si on a seulement 5 diagonales non nulles dans la matrice du systéme a résoudre,
systeme de n équations et n inconnues, la place mémoire nécessaire pour un produit matrice vecteur est 6n. Ainsi
pour les gros systémes, il est souvent avantageux d’utiliser des méthodes itératives qui ne donnent pas toujours la
solution exacte du systeme en un nombre fini d’itérations, mais qui donnent une solution approchée a cotit moindre
qu’une méthode directe, car elles ne font appel qu’a des produits matrice vecteur.

Remarque 1.45 (Sur la méthode du gradient conjugué).

1l existe une méthode itérative “miraculeuse” de résolution des systemes linéaires lorsque la matrice A est symé-
trique définie positive : c’est la méthode du gradient conjugué. Elle est miraculeuse en ce sens qu’elle donne la
solution exacte du systeme Ax = b en un nombre fini d’opérations (en ce sens ¢’est une méthode directe) : moins
de n itérations oi n est I’ordre de la matrice A, bien qu’elle ne nécessite que des produits matrice vecteur ou des
produits scalaires. La méthode du gradient conjugué est en fait une méthode d’optimisation pour la recherche du
minimum dans R" de la fonction de R" dans R définie par : f(z) = %Ax -x — b - x. Or on peut montrer que
lorsque A est symétrique définie positive, la recherche de x minimisant | dans R"™ est équivalent a la résolution
du systeme Ax = b. (Voir paragraphe 3.2.2 page 215.) En fait, la méthode du gradient conjugué n’est pas si
miraculeuse que cela en pratique : en effet, le nombre n est en général tres grand et on ne peut en géneral pas
envisager d’effectuer un tel nombre d’itérations pour résoudre le systeme. De plus, si on utilise la méthode du
gradient conjugué brutalement, non seulement elle ne donne pas la solution en n itérations en raison de I’accumu-
lation des erreurs d’arrondi, mais plus la taille du systéme croit et plus le nombre d’itérations nécessaires devient
élevé. On a alors recours aux techniques de “préconditionnement”. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 3.
La méthode itérative du gradient a pas fixe, qui est elle aussi obtenue comme méthode de minimisation de la

fonction f ci-dessus, fait I’objet de I’exercice 56 page 108 et du théoréme 3.19 page 224.
1.5.1 Définition et propriétés

Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et b € IR"™, on cherche toujours ici a résoudre le systeme linéaire (1.1)
c’est—-a—dire a trouver x € IR"™ tel que Az = b, mais de fagon itérative, c.a.d. par la construction d’une suite.

Définition 1.46 (Méthode itérative). On appelle méthode itérative de résolution du systeme linéaire (1.1) une
méthode qui construit une suite (a:(k))ke]N (on Uitéré x%) est calculé a partir des itérés (0 ... x*=1) censée
converger vers x solution de (1.1)).

Bien siir, on souhaite que cette suite converge vers la solution & du systéme.
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1.5. METHODES ITERATIVES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Définition 1.47 (Méthode itérative convergente). On dit qu’une méthode itérative est convergente si pour tout
choix initial £°) € R", ona :
z® — g quand k — 400

Enfin, on veut que cette suite soit simple a calculer. Une idée naturelle est de travailler avec une matrice P inversible
qui soit “proche” de A, mais plus facile que A a inverser. On appelle matrice de préconditionnement cette matrice
P.Onécritalors A= P — (P — A) = P — N (avec N = P — A), et on réécrit le systtme linéaire Az = b sous
la forme

Pr=(P—-—Ax+b=Nx+b. (1.91)

Cette forme suggere la construction de la suite (2(*)),cn 2 partir d’un choix initial 2(®) donné, par la formule

suivante :
Pzt = (P - A)z® +b

— Nz® + b, (192)

ce qui peut également s’écrire :.
z* ) = Bx® L ¢ avecB=P Y(P-A)=Id— P 'A=P 'Netc=P'b. (1.93)

Remarque 1.48 (Convergence vers A~'b). Si Px*t1) = (P — A)x™ +b pour tout k € IN et ¥) — & quand
k — 4oc alors Px = (P — A)x + b, et donc Ax = b, c.a.d. & = x. En conclusion, si la suite converge, alors
elle converge bien vers la solution du systéeme linéaire.

On introduit I’erreur d’approximation e(*) a I’itération k, définie par
e®) =z® gz keN (1.94)

ot (%) est construit par (1.93) et & = A~'b. 1l est facile de vérifier que ¥} — = = A~1b lorsque k — +oo0 si
et seulement si e*) — 0 lorsque k — +o00

Lemme 1.49. La suite (). définie par (1.94) est également définie par

e — 2(0) _ o

e®) = Bke©® (1.95)

DEMONSTRATION — Comme ¢ = P~ 'b= P 'Az,ona

et = g0+ _p = B2® _ x4+ P Az (1.96)
= B(z™ —z). (1.97)
Par récurrence sur k,
e® = BF(z'” — ), VkelN. (1.98)
[ ]

Théoréme 1.50 (Convergence de la suite). Soit A et P € M,,(IR) des matrices inversibles. Soit £(°) donné et soit
(")) rew la suite définie par (1.93).

1. La suite (x™*))yc converge, quel que soit (), vers x = A=1b si et seulement si p(B) < 1.

2. La suite (x™®))yc converge, quel que soit (0, si et seulement si il existe une norme induite notée || - || telle
que |B|| < 1.
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1.5. METHODES ITERATIVES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

DEMONSTRATION —

1. On a vu que la suite (x)*)),cny définie par (1.93) converge vers = A~ 'b si et seulement si la suite e'®) définie
par (1.95) tend vers 0. On en déduit par le lemme 1.33 que la suite (a:)(k))kem converge (vers ), pour tout 2@ si
et seulement si p(B) < 1.

2. Si il existe une norme induite notée || - || telle que || B|| < 1, alors en vertu du corollaire 1.33, p(B) < 1 et donc la
méthode converge pour tout z©.
Réciproquement, si la méthode converge alors p(B) < 1, et donc il existe n > 0 tel que p(B) = 1 — 7. Prenons
maintenant € = 7 et appliquons la proposition 1.32 : il existe une norme induite || - || telle que || B|| < p(B)+¢ < 1,
ce qui démontre le résultat.

Pour trouver des méthodes itératives de résolution du systeme (1.1), on cherche donc une décomposition de la
matrice A de la forme: A =P — (P — A) = P — N, ol P est inversible et telle que le systtme Py = d soit un
systeme facile a résoudre (par exemple P diagonale ou triangulaire).

Estimation de la vitesse de convergence Soit z(°) € IR"™ donné et soit (2 %)),y 1a suite définie par (1.93). On
avu que, si p(B) < 1, 2" — 2 quand k — oo, ol z est la solution du systtme Az = b. On montre a 1’exercice
75 page 140 que (sauf cas particuliers)

D — |

m — p(B) lorsque k — +o0,

indépendamment de la norme choisie sur IR". Le rayon spectral p(B) de la matrice B est donc une bonne estima-
tion de la vitesse de convergence. Pour estimer cette vitesse de convergence lorsqu’on ne connait pas &, on peut
utiliser le fait (voir encore 1’exercice 75 page 140) qu’on a aussi

24D — ¥

m — p(B) . lorsque k — +OO,

ce qui permet d’évaluer la vitesse de convergence de la méthode par le calcul des itérés courants.

1.5.2 Quelques exemples de méthodes itératives
Une méthode simpliste

Le choix le plus simple pour le systtme Pz = (P — A)xz + b soit facile a résoudre (on rappelle que c’est un
objectif dans la construction d’une méthode itérative) est de prendre pour P la matrice identité (qui est tres facile
ainverser !). Voyons ce que cela donne sur la matrice

2 -1
=12 (199)

1 -1
(€M) e définie par e®) = BFe(®) n’est donc en général pas convergente. En effet, si el

Onaalors B=P — A= {_1 L ] . Les valeurs propres de B sont 0 et -2 et on a donc p(B) = 2 > 1. La suite

0 = quy + bus, ol
up = {_11 est vecteur propre de B associé a la valeur propre A = —2, on a e®) = (—2)*a et donc |e®)| — 400

lorsque k£ — oo dés que a # 0. Cette premiére idée n’est donc pas si bonne. ..
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1.5. METHODES ITERATIVES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

La méthode de Richardson

Affinons un peu et prenons maintenant P = SId, avec § € IR. Onadanscecas P — A = fId — Aet B =
Id — 1A =1d — aA avec o = L. Les valeurs propres de B sont de la forme 1 — )\, ol A est valeur propre de A.
Pour la matrice A définie par (1.99), les valeurs propres de A sont 1 et 3, et les valeurs propres de

1 -2« a
B_[ o 1—2(17]

sont 1 —a et 1 — 3. Le rayon spectral de la matrice B, qui dépend de « est donc p(B) = max (|1 — «f, |1 — 3a]),
qu’on représente sur la figure ci-dessous. La méthode itérative s’écrit

z(® € R"™ donné,
z*+) = Bx®) 4 ¢, avec ¢ = ab. (1.100)

Pour que la méthode converge, il faut et il suffit que p(B) < 1, c.a.d. 3a — 1 < 1, donc o < % On voit que le
choix @ = 1 qu’on avait fait au départ n’était pas bon. Mais on peut aussi calculer le meilleur coefficient a pour
avoir la meilleure convergence possible : c’est la valeur de o qui minimise le rayon spectral p; il est atteint pour
1—a=3a—1,cequidonne a = % Cette méthode est connue sous le nom de méthode de Richardson®. Elle est
souvent écrite sous la forme :

z(® € IR"™ donné ,
25D Z g0 | k)

ot 7*) = b — Ax(*) est le résidu. On vérifie facilement que cette forme est équivalente a la forme (1.100) qu’on
vient d’étudier.

p(B) 13

$1/3$ $1/2 $1

FIGURE 1.4: Rayon spectral de la matrice B de Richardson en fonction du coefficient a.

La méthode de Jacobi
Dans le cas de I’exemple de la matrice A donné par (1.99), la méthode de Richardson avec le coefficient optimal
a = % revient a prendre comme décomposition de A = P + A — P avec comme matrice P = D, ou D est la

8. Lewis Fry Richardson, (1881-1953) est un mathématician, physicien, météorologue et psychologue qui a introduit les méthodes ma-
thématiques pour les prévisions métérologiques. Il est également connu pour ses travaux sur les fractals. C’était un pacifiste qui a abandonné
ses travaux de météorologie en raison de leur utillisation par I’armée de 1’air, pour se tourner vers 1’étude des raisons des guerres et de leur
prévention.
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1.5. METHODES ITERATIVES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

matrice diagonale dont les coefficients sont les coefficients situés sur la diagonale de A. La méthode de Jacobi®
consiste justement a prendre P = D, et ce méme si la diagonale de A n’est pas constante.

Elle n’est équivalente a la méthode de Richardson avec coefficient optimal que dans le cas ol la diagonale est
constante ; c’est le cas de I’exemple (1.99), et donc dans ce cas la méthode de Jacobi s’écrit

g0
2@ = |1 | € R? donné,
20
2
b+l {F ) k 0o 1 1
*+D = a:ékﬂ) = Byz™ + ¢, avec By = [% (ﬂ etc = §b. (1.101)

Dans le cas d’une matrice A générale, on décompose A sous la forme A = D — E — F, ou D représente la
diagonale de la matrice A, (—F) la partie triangulaire inférieure et (— F') la partie triangulaire supérieure :

ai,i 0 0 0 0 0 0 a2 ... a1,n
p=|" B = | et — F =
. . ‘. 0 . 0 . Gn,n—1

0 0 ann Gni ... Qp—1n 0O 0o ... 0 -0

(1.102)
La méthode de Jacobi s’écrit donc :
(0) n
z\Y) e R

{ Dzt = (E 4+ F)x®) + b. (1.103)

Lorsqu’on écrit la méthode de Jacobi comme sous la forme (1.93) ona B = D~ (E + F); on notera B cette
matrice :

0 — 22 - — %
a1 ail
_ 21 . _“%2mn
By = asz,2 : asz,2
An,, 1 __“Qn-1,n
R o T 0
La méthode de Jacobi s’écrit aussi :
z® e R"
k+1 k k .
aivixl(» ) — _ E ai,jx§» ) _ E ai,jxg- ) +b;,i=1,...,n. (1.104)
j<t j>1

La méthode de Gauss-Seidel

(
J
, puisqu’elles sont déja calculées au moment ou I’on calcule 2 * D Cest 17idée

%

Dans 1’écriture (1.104) de la méthode de Jacobi, on pourrait remplacer les composantes x *) dans la somme pour

o (k+1)
J < i par les composantes x ;
de la méthode de Gauss-Seidel ' qui consiste a utiliser le calcul des composantes de 1'itéré (k + 1) dés qu’il est

effectué. Par exemple, pour calculer la deuxieme composante xékﬂ) du vecteur (1), on pourrait employer la

9. Carl G. J. Jacobi, (1804 - 1851), mathématicien allemand. Issu d’une famille juive, il étudie a I’Université de Berlin, ou il obtient
son doctorat a 21 ans. Sa thése est une discussion analytique de la théorie des fractions. En 1829, il devient professeur de mathématique a
1"Université de Konigsberg, et ce jusqu’en 1842. Il fait une dépression, et voyage en Italie en 1843. A son retour, il déménage 2 Berlin o il sera
pensionnaire royal jusqu’a sa mort. Sa lettre du 2 juillet 1830 adressée a Legendre est restée célebre pour la phrase suivante, qui a fait couler
beaucoup d’encre : “M. Fourier avait I’opinion que le but principal des mathématiques était 1’utilité publique et 1’explication des phénomenes
naturels ; mais un philosophe comme lui aurait dii savoir que le but unique de la science, c’est I’honneur de 1’esprit humain, et que sous ce titre,
une question de nombres vaut autant qu’une question du systéme du monde.” C’est une question toujours en discussion. . ..

10. Philipp Ludwig von Seidel (Zweibriicken, Allemagne 1821 — Munich, 13 August 1896) mathématicien allemand dont il est dit qu’il a
découvert en 1847 le concept crucial de la convergence uniforme en étudiant une démonstration incorrecte de Cauchy.
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1.5. METHODES ITERATIVES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

“nouvelle” valeur asgkﬂ) qu’on vient de calculer plutot que la valeur xgk) comme dans (1.104) ; de méme, dans le

calcul de xékﬂ), on pourrait employer les “nouvelles” valeurs xgkﬂ) et xékH) gk) et xék).

Cette idée nous suggere de remplacer dans (1.104) 2F) par x§k+1) si j < 7. On obtient donc I’algorithme suivant :

j
{ z© e R"

(k+1) (k+1) (k) .
i i % = =D i @i jT; = Dicj GijT; 0 by i=1m.

plutdt que les valeurs x

(1.105)

La méthode de Gauss—Seidel s’écrit donc sous la forme Pz**+1) = (P — A)x® + b, avec P = D — E et
P-—A=F:

T € R"
{ (D — E)x++1) = Fa®) . (1.106)
Si I’on écrit la méthode de Gauss—Seidel sous la forme z*t1) = Bz(®) 4+ ¢ | on voit assez vite que B —

(D — E)~'F; on notera Bgg cette matrice, dite matrice de Gauss-Seidel.
Ecrivons la méthode de Gauss-Seidel dans le cas de la matrice A donnée par (1.99) :onadanscecas P = D—FE =
{_21 g} ,F = {8 01 } . L’algorithme de Gauss-Seidel s’écrit donc :

()
z(0 = o] € IR? donné ,
T2

(k+1) 1
kD) = I%HI) = Basz™ + ¢, avec Bgg = [O (1)} etc = [% (1)] b. (1.107)
5 U iz

On a donc p(Bgs) = i. Sur cet exemple la méthode de Gauss-Seidel converge donc beaucoup plus vite que la
méthode de Jacobi : Asymptotiquement, I’erreur est divisée par 4 a chaque itération au lieu de 2 pour la méthode
de Jacobi. On peut montrer que c’est le cas pour toutes les matrices tridiagonales, comme c’est énoncé dans le
théoreme suivant :

Théoreme 1.51 (Comparaison de Jacobi et Gauss-Seidel pour les matrices tridiagonales). On considere une ma-
trice A € M, (IR) tridiagonale, c.a.d. telle que a; ; = 0 si |i — j| > 1, soient Bgs et By les matrices d’itération
respectives des méthodes de Gauss-Seidel et Jacobi, alors :

p(Bas) = (p(By))>.

Pour les matrices tridiagonales, la méthode de Gauss—Seidel converge (ou diverge) donc plus vite que celle de
Jacobi.

La démonstration de ce résultat se fait en montrant que dans le cas tridiagonal, A est valeur propre de la matrice
d’itération de Jacobi si et seulement si A? est valeur propre de la matrice d’itération de Gauss-Seidel. Elle est
laissée a titre d’exercice.

Méthodes SOR et SSOR

L’idée de la méthode de sur-relaxation (SOR = Successive Over Relaxation) est d’utiliser la méthode de Gauss-
Seidel pour calculer un itéré intermédiaire 7(*+1) qu’on “relaxe” ensuite pour améliorer la vitesse de convergence
de la méthode. On se donne 0 < w < 2, et on modifie 1’algorithme de Gauss—Seidel de la maniere suivante :

Xy € R"
~(k+1) (k+1) (k)
@ii%; == Z QijTy =~ Z ai,j %5 +bi (1.108)
j<i i<j
xEkH) = wigkﬂ) +(1- w)xf;k), i=1,...,n.
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1.5. METHODES ITERATIVES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

(Pour w = 1 on retrouve la méthode de Gauss—Seidel.)
L’algorithme ci-dessus peut aussi s’écrire (en multipliant par a; ; la ligne 3 de I’algorithme (1.108)) :

2 e R"

ai,iﬂﬂng) = w|— Zai,jx§k+l) — Z ai,j$§k) + b (1.109)
J<i J>i
+(1 - w)ai,ixl(»k).
On obtient donc
(D = wE)z™ Y = uFz® £ wb+ (1 — w)Dz®.

La matrice d’itération de 1’algorithme SOR est donc

—1
Bw—<2—E> (F+(1_—°")D)—P—1N, avecP—B—EetN—F—i-(l_—w)D.
w w w w

Il est facile de vérifier que A = P — N.

Proposition 1.52 (Condition nécessaire de convergence de la méthode SOR).
Soit A € M,,(R) et soiet D, E et F les matrices définies par (1.102); on a donc A = D — E — F. Soit B, la
matrice d’itération de la méthode SOR (et de la méthode de Gauss—Seidel pour w = 1) définie par :

—1
Bw:(Q—E> (F+1_—” ) w#0.
w w

Si p(By) < lalors 0 < w < 2.

DEMONSTRATION —  Calculons det(B,,). Par définition,
Bo—P 'N, avecP=— 1D_EetN=F+12“D.
w w

Donc det(B,,) = (det(P)) 'det(N). Comme P et N sont des matrices triangulaires, leurs déterminants sont les produits
ceofficients diagonaux (voir la remarque 1.59 page 106). On a donc :

(+52)"det(D) n
det(B.,) = (Lyrdet(D) =1-w)".
Or le déterminant d’une matrice est aussi le produit des valeurs propres de cette matrice (comptées avec leur multiplicités
algébriques), dont les valeurs absolues sont toutes inférieures au rayon spectral. On a donc : |det(By)| = [(1 — w)"| <
(p(Bw))", d’ou le résultat. L]

On a un résultat de convergence de la méthode SOR (et donc également de Gauss-Seidel) dans le cas ou A est
symétrique définie positive, grace au lemme suivant :

Lemme 1.53 (Condition suffisante de convergence pour la suite définie par (1.93)). Soit A € M,,(IR) une matrice
symétrique définie positive, et soient P et N € M,,(IR) telles que A = P — N et P est inversible. Si la matrice
Pt + N est symétrique définie positive alors p(P~1N) = p(B) < 1, et donc la suite définie par (1.93) converge.
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DEMONSTRATION —  On rappelle (voir le corollaire (1.36) page 68) que si B € M, (IR), etsi || - || est une norme induite
sur M, (IR) par une norme sur IR", on a toujours p(B) < ||B||. On va donc chercher une norme sur IR"™, notée || - ||«
telle que

IP7 N = max{|[P~' Na|., @€ R", |a]. =1} <1,

(ol on désigne encore par ||.||. la norme induite sur M, (IR)) ou encore :

|[P~'Nz|. < ||z|«, Yz e€R", = #0. (1.110)
On définit la norme || - ||« par ||z||« = V Az -z, pour tout x € IR™. Comme A est symétrique définie positive, || - ||«

est bien une norme sur IR ", induite par le produit scalaire (z|y)a = Az - y. On va montrer que la propriété (1.110) est
vérifiée par cette norme. Soit x € IR™,  # 0O,on a: HP’leHf = AP !Nz - P !Nxz.OrN = P — A, etdonc :
|P7'Nz|?2 = A(Id — P"'A)x - (Id — P~ A)z. Soity = P! Az ; remarquons que y # O car & # 0 et P~ ' A est
inversible. Exprimons | P~ Nz||2 a I’aide de y.

IP7'Na|l =A@z —y) - (¢ —y) = Az -z — 24z -y + Ay -y = [|z|| — 24z -y + Ay - y.
Pour que ||P™'Nx||? < ||=||? (et par suite p(P~'N) < 1), il suffit donc de montrer que —2Ax -y + Ay -y < 0. Or,
comme Py = Az,ona: —2Ax-y+Ay-y = —2Py-y+ Ay-y. Enécrivant : Py-y = y- P'y = P'y-y, on obtient donc
que: —2Ax-y+Ay-y = (—P—P'+ A)y-y,etcomme A = P— N on obtient —2Ax-y+ Ay-y = —(P'+N)y-y.
Comme P’ 4+ N est symétrique définie positive par hypothese et que y # 0, on en déduit que —2A4x -y + Ay -y < 0,
ce qui termine la démonstration. [

Théoreme 1.54 (CNS de convergence de la méthode SOR pour les matrices s.d.p.).
Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive, et soient D, E et F les matrices définies par (1.102) ;
onadonc A =D — E — F. Soit B, la matrice d’itération de la méthode SOR (et de la méthode de Gauss—Seidel

pour w = 1) définie par :
D ! 1—w
B,=(—-F F+—D), w#0.
w w

Alors :
p(By) < 1 si et seulement si 0 < w < 2.

En particulier, si A est une matrice symétrique définie positive, la méthode de Gauss—Seidel converge.

DEMONSTRATION —  On sait par la proposition 1.52 que si p(B,) < 1 alors 0 < w < 2. Supposons maintenant que A
est une matrice symétrique définie positive, que 0 < w < 2 et montrons que p(B.,) < 1. Par le lemme 1.53 page 103, il
suffit pour cela de montrer que P! + N est une matrice symétrique définie positive. Or,

t
Pt:(QfE) :271?,

w w
D 1-— 2 —
PP4N==_F+4+F4+-—Yp=="Yp
w w
La matrice P’ 4+ N est donc bien symétrique définie positive. [

Remarque 1.55 (Comparaison Gauss—Seidel/Jacobi). On a vu (théoreme 1.54) que si A est une matrice symé-
trique définie positive, la méthode de Gauss—Seidel converge. Par contre, méme dans le cas ot A est symétrique
définie positive, il existe des cas ou la méthode de Jacobi ne converge pas, voir a ce sujet I’exercice 57 page 109.

Remarquons que le résultat de convergence des méthodes itératives donné par le théoréeme précédent n’est que
partiel, puisqu’il ne concerne que les matrices symétriques définies positives et que les méthodes Gauss-Seidel
et SOR. On a aussi un résultat de convergence de la méthode de Jacobi pour les matrices a diagonale dominante
stricte, voir exercice 62 page 111, et un résultat de comparaison des méthodes pour les matrices tridiagonales par
blocs, voir le théoréme 1.56 donné ci-apres. Dans la pratique, il faudra souvent compter sur sa bonne étoile. . .
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Estimation du coefficient de relaxation optimal de SOR La question est ici d’estimer le coefficient de relaxa-
tion w optimal dans la méthode SOR, c.a.d. le coefficient wy €]0, 2[ (condition nécessaire pour que la méthode
SOR converge, voir théoreme 1.54) tel que

p(Bun) < p(BL), ¥ €]0,2].

Ce coefficient wy donnera la meilleure convergence possible pour SOR. On sait le faire dans le cas assez restrictif
des matrices tridiagonales (ou tridiagonales par blocs, voir paragraphe suivant). On ne fait ici qu’énoncer le résultat
dont la démonstration est donnée dans le livre de Ph.Ciarlet conseillé en début de cours.

Théoreme 1.56 (Coefficient optimal, matrice tridiagonale). On considére une matrice A € M,,(IR) qui admet une
décomposition par blocs définie dans la définition 1.111 page 106 ; on suppose que la matrice A est tridiagonale
par blocs, c.a.d. A; ; = 0si|i — j| > 1; soient Bgg et By les matrices d’itération respectives des méthodes
de Gauss-Seidel et Jacobi. On suppose de plus que toutes les valeurs propres de la matrice d’itération J de la
méthode de Jacobi sont réelles et que p(By) < 1. Alors le paramétre de relaxation optimal, c.a.d. le paramétre wy
tel que p(B,,,) = min{p(B,),w €]0,2[}, s’exprime en fonction du rayon spectral p(Bj) de la matrice J par la

formule :
2
wo = > 1,
1+ /1 —p(By)?

etona: p(By,) =wo— L

La démonstration de ce résultat repose sur la comparaison des valeurs propres des matrices d’itération. On montre
que A est valeur propre de B,, si et seulement si

(A Tw-— 1)2 = AWIMQ,
ou p est valeur propre de By (voir [Ciarlet] pour plus de détails).

Remarque 1.57 (Méthode de Jacobi relaxée). On peut aussi appliquer une procédure de relaxation avec comme
méthode iérative “de base” la méthode de Jacobi, voir a ce sujet ’exercice 59 page 109). Cette méthode est
toutefois beaucoup moins employée en pratique (car moins efficace) que la méthode SOR.

Méthode SSOR En “symétrisant” le procédé de la méthode SOR, c.a.d. en effectuant les calculs SOR sur les
blocs dans ’ordre 1 & n puis dans I’ordre n a 1, on obtient la méthode de sur-relaxation symétrisée (SSOR =
Symmetric Successive Over Relaxation) qui s’écrit dans le formalisme de la méthode I avec

—1 -1
BSSOR(§F> (E+1T“’D)<§E> <F+1T°"D>.

calcul dans 'ordre 72...1 calcul dans I'ordre 1...1m0

1.5.3 Les méthodes par blocs
Décomposition par blocs d’une matrice

Dans de nombreux cas pratiques, les matrices des systemes linéaires a résoudre ont une structure “par blocs”, et
on se sert alors de cette structure lors de la résolution par une méthode itérative.
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Définition 1.58. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible ; une décomposition par blocs de A est définie par un
entier S < n, des entiers (n;)i=1,....s tels que Zil n; = n, et S* matrices A; j € Mo, n; (IR) (ensemble des

matrices rectangulaires a n; lignes et nj colonnes, telles que les matrices A; ; soient inversibles pouri =1, ...,
et
i Al,l A172 AI,S T
Ay .
A= ’ ’ ' ' (1.111)
: : . As 1,5
L AS71 AS,S—l AS,S i

Remarque 1.59.

1. SiS =nen;, =1Vi € {1,...,S}, chaque bloc est constitué d’un seul coefficient, et on retrouve la
structure habituelle d’une matrice. Les méthodes que nous allons décrire maintenant sont alors celles que
nous avons vu dans le cas de matrices sans structure particuliere.

2. Si A est symétrique définie positive, la condition A, ; inversible dans la définition 1.58 est inutile car A; ;
est nécessairement symétrique définie positive donc inversible. Pour s’en convaincre, prenons par exemple
i=1;s0ity € R™, y #0etz = (y,0...,0)" € R". Alors A1,y -y = Az -x > 0donc Ay, est
symétrique définie positive.

3. Si A est une matrice triangulaire par blocs, c.a.d. de la forme (1.111) avec A; ; = 0 si j > 14, alors
s
i=1

Par contre si A est décomposée en 2 x 2 blocs carrés (i.e. tels que n; = mj, ¥(i,j) € {1,2}), on a en
général :
det(A) # det(ALl)det(Alg) - det(ALg)det(Ag,l).

Méthode de Jacobi

On cherche une matrice P tel que le systtme Pz = (P — A)z + b soit facile a résoudre (on rappelle que c’est un
objectif dans la construction d’une méthode itérative). On avait pris pour P une matrice diagonale dans la méthode
de Jacobi. La méthode de Jacobi par blocs consiste a prendre pour P la matrice diagonale D formée par les blocs
diagonaux de A :

[ Ain O ... 0
0 .
D:
: . . 0
L O ... 0 Aggs |

Dans la matrice ci-dessus, 0 désigne un bloc nul.
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Onaalors N = P — A= FE + F, ou E et F sont constitués des blocs triangulaires inférieurs et supérieurs de la
matrice A :

0 0 ... .0 [0 —Ajy ... O
—A271 0 :
E= , F=
: . . 0 : oo —Asas
| —Agq ... ... —Ass_1 0 Lo ... .0 0o |

Onabien A = P — N etavec D, E et F' définies comme ci-dessus, la méthode de Jacobi s’écrit :

{ z©@ e R"

D2+ — (B + F)a® 4 b, (1.112)

Lorsqu’on écrit la méthode de Jacobi comme sous la forme (1.93) on a B = D~}(E + F); on notera J cette

matrice. En introduisant la décomposition par blocs de z, solution recherchée de (1.1), c.ad.: z = [z1, ..., x5,
ot z; € IR™, on peut aussi écrire la méthode de Jacobi sous la forme :
o € R"
Apard™V = =37 450 =3 40l v b i=1,.08, (1.113)
J<i >
SiS =netn; =1Vie {1,...,5}, chaque bloc est constitué¢ d’un seul coefficient, et on obtient la méthode de
Jacobi par points (aussi appelée méthode de Jacobi), qui s’écrit donc :
X € R"
aiiz™ = =Y a0l = S0l b i =1, (1.114)
Jj<i j>i

Méthode de Gauss-Seidel
La méme procédure que dans le cas S = n et n; = 1 donne :

z® e R"
k+1 k+1 k .
Azl E ) ZJ<1A ( )_Zi<in,jx;)+bi, Z:].,...,S.

Jj

(1.115)

La méthode de Gauss—Seidel s’écrit donc sous forme la forme Pz**1) = (P — A)z®) + b, P = D — E et
P—-A=F:

{ o € R (1.116)

(D — E)z*+1) = pa®) 4 p,
Si I’on écrit la méthode de Gauss—Seidel sous la forme z(**t1) = Bz(¥) + ¢, on voit assez vite que B = (D —
E)_lF ; on notera Bgg cette matrice, dite matrice de Gauss-Seidel.
Méthodes SOR et SSOR

La méthode SOR s’écrit aussi par blocs : on se donne 0 < w < 2, et on modifie I’algorithme de Gauss—Seidel de
la maniere suivante :

X € R"

Ay @t = ZA ity = Ay by (1.117)
1<j

x§k+1) = wzﬁgk'ﬂ) +(1- w)xf;k), i=1,...,8.
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(Pour w = 1 on retrouve la méthode de Gauss—Seidel.)
L’algorithme ci-dessus peut aussi s’écrire (en multipliant par A; ; la ligne 3 de I’algorithme (1.108)) :

z® e R"™

Al = w0 [ 23T A Y =374l b (1.118)
j<i 3>i
—|—(1 - w)A“xgk) .
On obtient donc
(D —wE)z™ Y = uFz® £ wb+ (1 — w)Dz®.
L algorithme SOR s’écrit donc comme une méthode II avec

D 1—
P:——EethF—i—(—w)D.
w w

11 est facile de vérifier que A = P — N.

L’ algorithme SOR s’écrit aussi comme une méthode I avec

B= (g—E)_l (F + (1;w)D).

Remarque 1.60 (Méthode de Jacobi relaxée). On peut aussi appliquer une procédure de relaxation avec comme
méthode iérative “de base” la méthode de Jacobi, voir a ce sujet I’exercice 59 page 109). Cette méthode est
toutefois beaucoup moins employée en pratique (car moins efficace) que la méthode SOR.

En “symétrisant” le procédé de la méthode SOR, c.a.d. en effectuant les calculs SOR sur les blocs dans I’ordre 1 a
n puis dans I’ordre n a 1, on obtient la méthode de sur-relaxation symétrisée (SSOR = Symmetric Successive Over
Relaxation) qui s’écrit dans le formalisme de la méthode I avec

() () () (e 5)

calcul dans Pordre S'...1 calcul dans lordre 1....S

1.5.4 Exercices (méthodes itératives)
Exercice 55 (Convergence de suites). Corrigé en page 119
Etudier la convergence de la suite (2(*)),cy € IR™ définie par (®) donné, 2*) = Bz(®) + ¢ dans les cas

suivants : 2> 0 ) 0
o n-ff el ofi )

Exercice 56 (Méthode de Richardson). Suggestions en page 118, corrigé en page 119

Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive, b € IR" et « € IR.. Pour trouver la solution de Az = b,
on considere la méthode itérative suivante :

— Initialisation : z(®) € R",
— Tterations : z*+1) = z(0) 4 o (b — Az(),
1. Pour quelles valeurs de « (en fonction des valeurs propres de A) la méthode est-elle convergente ?

2. Calculer g (en fonction des valeurs propres de A) t.q. p(Id — apA) = min{p(Id — aA), o € R}.
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Commentaire sur la méthode de Richardson : On peut la voir comme une méthode de gradient a pas fixe pour
la minimisation de la fonction f définie de R™ dans IR par :  — f(z) = 1Az - x — b x, qui sera étudiée
au chapitre Optimisation. On verra en effet que grice qu caractere symétrique définie positif de A, la fonction f
admet un unique minimum, caractérisé par I’annulation du gradient de f en ce point. Or Vf(x) = Ax — b, et

annuler le gradient consiste a résoudre le systeme linéaire Ax = b.
Exercice 57 (Non convergence de la méthode de Jacobi). Suggestions en page 118. Corrigé en page 120.

Soita € IR et

A:

SIS
2 = Q
—Q

Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement si —1/2 < a < 1 et que la méthode de Jacobi
converge si et seulement si —1/2 < a < 1/2.

Exercice 58 (Jacobi et Gauss—Seidel : cas des matrices tridiagonales). Corrigé en page 120.

Soit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n inversible et tridiagonale ; on note a; ; le coefficient de la ligne %
et la ligne j de la matrice A. On décomposeen A = D — E — F, ou D représente la diagonale de la matrice A,
(—E) la partie triangulaire inférieure stricte et (—F’) la partie triangulaire supérieure stricte.

Onnote B et B g les matrices d’itération des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel pour la résolution d’un systeme
linéaire de matrice A.

. . N 2 -1
1. Calculer les matrices By et Bgg pour la matrice particulere A = {_1 9 ] et calculer leurs rayons
spectraux.Montrer que les méthodes convergent. Citer les résultats du cours qui s’appliquent pour cette
matrice.

2. Montrer que ) est valeur propre de By si et seulement s’il existe un vecteur complexe x = (21,...2,) €

C", x # 0, tel que

—Qp p—1Tp—1 — App+1Tp+1 = ANAppTp, P =1,...,n.

avec g = Tp41 = 0.
3. Soity = (y1,...yn) € C™ défini par y, = APx,, ol A est une valeur propre non nulle de By et x =

(z1,...,Z,) un vecteur propre associé. On pose yo = yn+1 = 0. Montrer que

2 2
—Ap p-1Yp—1 = ppt1Yp+1 = N appYp, p=1,...,n.

4. Montrer que p est valeur propre de B g associée a un vecteur propre z # 0 si et seulement si

(F—u(D-FE))z=0.

5. Montrer que ) est valeur propre non nulle de B si et seulement si A? est valeur propre de Bgg, et en déduire
que p(Bgs) = p(B)*.
6. On considere la matrice :

A:

oW =
N [SCR N [V
= ok

Montrer que cette matrice est symétrique définie positive. Montrer que p(Bgs) # p(B.)?. Quelle est 1’hy-
pothése mise en défaut ici ?

Exercice 59 (Méthode de Jacobi et relaxation).  Suggestions en page 118, corrigé en page 126
Soitn > 1. Soit A = (a; ;)i j=1,....n € My (IR) une matrice symétrique. On note D la partie diagonale de A, —F
la partie triangulaire inférieure de A et —F' la partie triangulaire supérieure de A, c’est-a-dire :

D = (dij)ij=1,..,ns dij =0sii# j, diy = ai;,
E = (€i)ij=1,..,n, €ij =081 <7, € ;=—a;sii>j,
F=(fij)ij=1,..n fij=081i>j, fi;j=—a;;sii<j.
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Noter que A = D — E — F. Soit b € IR". On cherche a calculer x € R" t.q. Az = b. On suppose que D est
définie positive (noter que A n’est pas forcément inversible). On s’intéresse ici a la méthode de Jacobi (par points),
c’est—a—dire a la méthode itérative suivante :

Initialisation. z(*) ¢ R"
Itérations. Pour n € IN, Dz = (E + F)2(®) 4 b.

Onpose J = DY E + F).
1. Montrer, en donnant un exemple avec n = 2, que J peut ne pas étre symétrique.

2. Montrer que J est diagonalisable dans IR et, plus précisement, qu’il existe une base de R", notée { f1, ...,
[}, etilexiste {pa, ..., pn} C IR t.q. Jf; = pif; pourtouti € {1,...,n}ettq. Df; - f; = d;; pour
touti, j € {1,...,n}.

En ordonnant les valeurs propres de J, on adonc p; < ... < pu,, on conserve cette notation dans la suite.
3. Montrer que la trace de J est nulle et en déduire que 1 < 0et p, > 0.
On suppose maintenant que A et 2D — A sont symétriques définies positives et on pose x = A~ 1b.

4. Montrer que la méthode de Jacobi (par points) converge (c’est-a-dire z(*) — x quand n — 00). [Utiliser un
théoreme du cours.]
On se propose maintenant d’améliorer la convergence de la méthode par une technique de relaxation. Soit
w > 0, on considere la méthode suivante :
Initialisation. z(¥) € R"
Itérations. Pour n € IN, D31 = (E 4 F)z®) + b, 2+ = 3+ 4 (1 — w)z(*),

5. Calculer les matrices M,, (inversible) et N, telles que Mzt = N 2R 1p pour toutn € IN, en fonction
de w, D et A. On note, dans la suite J,, = (M,,) "1 N,,.

6. On suppose dans cette question que (2/w)D — A est symétrique définie positive. Montrer que la méthode
converge (c’est-a-dire que 2*) — 2 quand n — cc.)

7. Montrer que (2/w)D — A est symétrique définie positive si et seulement si w < 2/(1 — p1).

8. Calculer les valeurs propres de J,, en fonction de celles de J. En déduire, en fonction des p;, la valeur
“optimale” de w, c’est-a-dire la valeur de w minimisant le rayon spectral de J,,.

Exercice 60 (Jacobi pour une matrice 3 x 3 particuliere). Corrigé en page 121.

a 0 «
Soit A = [0 b 0] .On suppose que A est symétrique définie positive. Montrer que la méthode de Jacobi
a 0 c

converge pour n’importe quel second membre et n’importe quel choix initial.
Exercice 61 (Une matrice cyclique). Suggestions en page 118 Corrigé en page 121

Soit @ € IR et soit A € My (IR) la matrice définie par

a —1 0 -1
-1 a -1 0
0 -1 a -1
-1 0 -1 a

A:

Cette matrice est dite cyclique : chaque ligne de la matrice peut étre déduite de la précédente en décalant chaque
coefficient d’une position.

1. Déterminer les valeurs propres de A.

2. Pour quelles valeurs de « la matrice A est-elle symétrique définie positive ? singuliére ?
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3. On suppose ici que o # 0. Soit b = (b1, by, b3, by)t € IR* donné. On considere la méthode de Jacobi pour
(k)

7

la résolution du systeme Az = b. Soit (z(*)),,c v la suite de vecteurs donnés par 1algorithme. On note

pouri = 1,...,4 les composantes de z®) . Donner I’expression de x§k+1), ¢ =1,...,4, en fonction de xl(k)
et bgk), 1 =1,...,4. Pour quelles valeurs de o la méthode de Jacobi converge-t-elle ?

4. On suppose maintenant que A est symétrique définie positive. Reprendre la question précédente pour la
méthode de Gauss-Seidel.

Exercice 62 (Jacobi pour les matrices a diagonale dominante stricte). Suggestions en page 118, corrigé en page
123

Soit A = (aij)ij=1,..,n € My(IR) une matrice a diagonale dominante stricte (c’est-a-dire [a; ;| > 3, ; |ai ]
pour tout ¢ = 1,...,n). Montrer que A est inversible et que la méthode de Jacobi (pour calculer la solution de
Ax = b) converge.

Exercice 63 (Jacobi pour pour un probleme de diffusion ). Corrigé en page 124.

Soit f € C([0, 1]) ; on considere le systeme linéaire Az = b issu de la discrétisation par différences finies de pas
uniforme égal & h = —= du probleme suivant :

{ — —i—au(x:)

f(m)’ z e [07 1]a
u(0) = 0, u(1) (1.119)

L,
oua > 0.
1. Donner I’expression de A et b.
2. Montrer que la méthode de Jacobi appliquée a la résolution de ce systéme converge (distinguer les cas o > 0
eta =0).

Exercice 64 (Jacobi et diagonale dominance forte). Corrigé en page 124

1. Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive.
(a) Montrer que tous les coefficients diagonaux de A sont strictement positifs.
(b) En déduire que la méthode de Jacobi pour la résolution du systeme linéaire Az = b, avec b € IR", est bien
définie.

Soit M € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n, avec n > 1. On dit que la matrice M est irréductible si :

pour tous ensembles d’indices I C {1,...,n}, I #0, etJ ={1....,n}\I,J#0, Ji € [,3j € J;a;; #0.
(1.120)

2 (a) Montrer qu’une matrice diagonale n’est pas irréductible. En déduire qu’une matrice inversible n’est pas
forcément irréductible.

2 (b) Soit M € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n, qui s’écrit sous la forme :
A 0
=[5
ol A et C sont des matrices carrées d’ordre p et ¢, avec p+q = n, et B € M, ,(IR). La matrice M peut-elle
étre irréductible ?
3. Soit A € M,,(IR), n > 1 une matrice irréductible qui vérifie de plus la propriété suivante :
Vi=1,....nma;>Y l|ai,l (1.121)
i
(On dit que la matrice est a diagonale dominante). Montrer que la méthode de Jacobi pour la résolution du systeme
linéaire Az = b, avec b € IR", est bien définie.
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4. Soit A € M,(IR), n > 1 une matrice irréductible qui vérifie la propriété (1.121). On note B; la matrice
d’itération de la méthode de Jacobi pour la résolution du systeme linéaire Az = b, avec b € IR", et p(Bjy) son
rayon spectral. On suppose que A vérifie la propriété supplémentaire suivante :

Hio;aio)io > Z |ai,j|. (1.122)
J#io
(a) Montrer que p(Bj) < 1.
(b) Montrer que si Jz = Az avec |\| = 1, alors |z;| = ||#]|oo, Vi = 1,...,n, OU ||2]|cc = maxp=1,.  n |Tk|

En déduire que x = 0 et que la méthode de Jacobi converge.

(c) Retrouver ainsi le résultat de la question 2 de I’exercice 63.

5. En déduire que si A est une matrice qui vérifie les propriétés (1.120), (1.121) et (1.122), alors A est inversible.

6. Montrer que la matrice A suivante est symétrique définie positive et vérifie les propriétés (1.121) et (1.122).

o OO
— =N O
— N = O
N = = O

La méthode de Jacobi converge-t-elle pour la résolution d’un systeme linéaire dont la matrice est A ?

Exercice 65 (Méthodes de Jacobi et Gauss Seidel pour une matrice 3 x 3). Corrigé détaillé en page 128

2 -1 0 1
On considere la matrice A = |—1 2 —1/| etle vecteurb = |0|. Soit 2(°) un vecteur de IR> donné.
0o -1 2 1

1. Méthode de Jacobi
1.a Ecrire la méthode de Jacobi pour la résolution du systéeme Az = b, sous la forme *t1) = B;ax*) 4 ¢;.
1.b Déterminer le noyau de B et en donner une base.

1.c Calculer le rayon spectral de B et en déduire que la méthode de Jacobi converge.

1.d Calculer (V) et £(?) pour les choix suivants de () :

0 0
(i) z© = 0], (ii)z®) = |1
0 2

2. Méthode de Gauss-Seidel.

2.a Ecrire la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution du systéeme Ax = b, sous la forme z*+1) = Bggx®) 4+
CGS.

2.b Déterminer le noyau de Bgs.

2.c Calculer le rayon spectral de Bgg et en déduire que la méthode de Gauss-Seidel converge.

2.d Comparer les rayons spectraux de Bgs et B et vérifier ainsi un résultat du cours.

2.d Calculer ") et () pour les choix suivants de z(?) :

0 0
(i) 2@ =|o|, (i1) = = |1
0 1

Exercice 66 (Convergence en un nombre fini d’itérations). Corrigé détaillé en page 131.
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1 Soit v et /3 des réels. Soit u(®) € R et (u®)),c la suite réelle définie par u(*+D = au®) + 3.
1.a Donner les valeurs de « et 3 pour lesquelles la suite (u(*))en converge.

1.b On suppose que o # 0, et que la suite (u(*) ), converge vers une limite qu’on note @. Montrer que s’il existe
K € N tel que ugx = 1, alors u*) = 7 pour tout k € IN.

2 Soit n > 1, B une matrice réelle carrée d’ordre n et b € IR™. Soit u(® € R™ et (u¥))cny la suite définie par
u*tD) = Bu®) 4 ¢,

2.a Donner les conditions sur B et ¢ pour que la suite (u(*)),cn converge vers une limite indépendante du choix
initial ug € R .

2.b On suppose que la suite (u(k))kem converge vers une limite qu’on note @. Montrer qu’on peut avoir u(!) =7
avec u() #£ 7.

Exercice 67 (SOR et Jacobi pour une matrice tridiagonale).
Corrigé en page 131

Soit A = (a;5)i,j=1,...n € Mp(IR) une matrice carrée d’ordre n tridiagonale, c’est-a-dire telle que a; ; = 0 si
|i — j] > 1, et dont la matrice diagonale extraite D = diag(a; ;)i=1,...» est inversible.
Soit B,, la matrice d’itération de la méthode SOR associée a A. Montrer que ) est valeur propre de J si et seulement
si v, est valeur propre de B, ol v, = u2 et u,, vérifie u2 — Awp, +w — 1= 0.
En déduire que

p(B.) = max {lnols g, = Mopey +w — 1 =0}

 valeur propre de J
Exercice 68 (Méthode de Jacobi pour des matrices particulieres). Suggestions en page 118, corrigé en page 132

On note M,,(IR) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels, et Id la matrice identité dans
M, (IR). Soit A = [a; 5]i,j=1,...n € M,(IR). On suppose que :

ai; < 0,¥i,j=1,....n,i#j (1.123)
ai; > 0,Vi=1,...,n. (1.124)
ai; = 0,Yi=1,...,n (1.125)
i=1
Soit A € ™.
1. Pour z € IR", on définit
n
2lla =" ailwil.
i=1
Montrer que || - || 4 est une norme sur IR".

2. Montrer que la matrice AId + A est inversible.

3. On considere le systéme linéaire suivant :
Md+A)u=> (1.126)

Montrer que la méthode de Jacobi pour la recherche de la solution de ce systéme définit une suite (u*)) e v
de R".

4. Montrer que la suite (u*))c vérifie :

a0 = u®ly < (—

) = a O,

A

maX;=1,...,n @i,

ola =
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5. Montrer que la suite (u(k))kelN est de Cauchy, et en déduire qu’elle converge vers la solution du systeme
(1.126).

Exercice 69 (Une méthode itérative particuliere). Corrigé en page 133.

Soient oy, . . . , o, des réels strictement positifs, et A la matrice n x n de coefficients a; ; définis par :

a;; =2+ o
Gii+1 = Qi i—1 = —1
a;,; = 0 pour tous les autres cas.

Pour 3 > 0 on considere la méthode itérative Pz(**1) = N2(*) + havec A = P — N et N = diag(3 — o) (c.ad
B — «; pour les coefficients diagonaux, et O pour tous les autres).

1. Soit A € C une valeur propre de la matrice P~ N ; montrer qu’il existe un vecteur x € C” non nul tel que
Nz -T = APz - T (ot T désigne le conjugué de ). En déduire que toutes les valeurs propres de la matrice P! N
sont réelles.

|5*Oéi\
B

, 0l @ = max;—1 , o, alors p(P~*N) < 1, et donc que la méthode

2. Montrer que le rayon spectral p(P~!N) de la matrice vérifie : p(P~!1N) < max;—1

o | Ql

3. Déduire de la question 1. que si 3 >

itérative converge.

|8 — o

4. Trouver le parametre 5 minimisant max;—p .

(On pourra d’abord montrer que pour tout 5 > 0, |8 — «;| < max(8 — a,a — ) pourtouti = 1,...,n, avec

a=min;—1 _,o; et & =max;—1, ,q; et endéduire que max;—1 » |3 — ;| = max(f —a,a — 3)) .

Exercice 70 (Méthode des directions alternées). Corrigé en page 134.

Soitn € IN, n > 1 et soit A € M, (IR) une matrice carrée d’ordre n symétrique inversible et b € IR". On cherche
a calculer v € IR"™, solution du systéme linéaire suivant :

Au=b, (1.127)

On suppose connues des matrices X et Y € M, (IR), symétriques. Soit & € IR}, choisi tel que X + olId et
Y + ald soient définies positives (ot Id désigne la matrice identité d’ordre n) et X + Y + ald = A.
Soit u(® e IR™, on propose la méthode itérative suivante pour résoudre (1.127) :

(X + ald)u™ 172 = —yy® 4 p, (1.128a)
(Y 4+ ald)u* ) = —xouF+1/2) 4 p, (1.128b)

1. Montrer que la méthode itérative (1.128) définit bien une suite (u(k)) LeIN et que cette suite converge vers la
solution u de (1.1) si et seulement si

p((Y +ald) ' X(X +ald)”'Y) < 1.

(On rappelle que pour toute matrice carrée d’ordre n, p(M) désigne le rayon spectral de la matrice M)

2. Montrer que si les matrices (X + §1d) et (Y + 51d) sont définies positives alors la méthode (1.128)
converge. On pourra pour cela (mais ce n’est pas obligatoire) suivre la démarche suivante :

(a) Montrer que
p((Y +ald) ' X(X +ald)”'Y) = p(X(X + ald) 'Y (Y + ald)™).

(On pourra utiliser I’exercice 38 page 74).
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(b) Montrer que
p(X(X +ald) 'Y (Y +ald) ™) < p(X(X +ald) " )p(Y (Y +ald)™).

(¢) Montrer que p(X (X + ald)™!) < 1 si et seulement si la matrice (X + $1d) est définie positive.
(d) Conclure.

3. Soit f € C([0,1] x [0,1]) et soit A la matrice carrée d’ordre n = M x M obtenue par discrétisation de
I’équation —Awu = f sur le carré [0, 1] x [0, 1] avec conditions aux limites de Dirichlet homogénes v = 0
sur 052, par différences finies avec un pas uniforme h = %, et b le second membre associé.

(a) Donner I’expression de A et b.

(b) Proposer des choix de X, Y et « pour lesquelles la méthode itérative (1.128) converge dans ce cas et

qui justifient I’appellation “méthode des directions alternées” qui lui est donnée.

Exercice 71 (Systemes linéaires, “Mauvaise relaxation”). Soit A = (a; ;)i j=1,....n € M, (IR) une matrice s.d.p..
On note D la partie diagonale de A, —F la partie triangulaire inférieure stricte de A et —F la partie triangulaire
supérieure stricte de A, c’est-a-dire :

D = (di ;)i j=1,....n, dij = 0sii # j, dij = a;,
E=(eij)ij=1,.n, €, =0811<j, e,;=—a;;sii>7j,
F = (fij)ij=t1,..n, fij=0sii>j, fi;=—a;;sii<].

Soit b € IR™. On cherche a calculer x € IR" t.q. Az = b. Pour 0 < w < 2, on considére la méthode itérative
suivante :

(a) Initialisation : On choisit (¥ € IR™.
(b) Itérations : Pour & € IN,
On calcule Z(**1) dans IR™ solution de (D — E)z(*+D = Fz(k) 4 p,
On pose zF+1) =z 4 (1 — w)2®),
Enfin, on pose M = % et N =M — A.
1. Montrer que la méthode s’écrit aussi Mzt = Nz(*) 4+ b et que la suite (z(*)) e est bien définie (c’est-a-
dire que M est inversible).

2. On suppose dans cette question que 0 < w < 1. Montrer que M* + N ests.d.p..
N.B. : Un lemme du polycopié (lemme 1.53) donne alors que la méthode est convergente.

3. On suppose, dans cette question, que 7 = 2. On pose A = {: Z} .

(a) Montrer que e > 0, 8 > O et v2 < af.

(b) Montrer que la méthode est convergente pour 0 < w < 2. [Indication : Soit x4 une valeur propre de M !N,
montrer que p €] — 1,1[.]

(c) Montrer, en donnant un exemple, que M? + N n’est pas toujours s.d.p.. [Prendre v # 0.]

1 a a
4. On suppose, dans cette question, que n = 3etonprend A = |a 1 al,avec —% <a<l
a a 1
(a) Vérifier que A est bien s.d.p..
(b) Montrer que si @ = —1/2 et w = 2, la matrice M est toujours inversible (mais A n’est plus s.d.p.) et que

p(M~1N) > 1. En déduire qu’il existe a €] — 1/2, 1[ et w €]0, 2] tels que p(M~1N) > 1.

5. On suppose n > 3. Donner un exemple de matrice A (A € M,,(IR), A s.d.p) pour laquelle la méthode est non
convergente pour certains w €]0, 2[. [Utiliser la question précédente.]
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Exercice 72 (Vitesse de convergence pour la méthode de Jacobi).

Soient A une matrice carrée d’ordre n, inversible, et b € IR, n > 1. On pose T = A~1b. On note D la partie
diagonale de A, —F la partie triangulaire inférieure stricte de A et — I la partie triangulaire supérieure stricte de
A.

On suppose que D est inversible et on note B la matrice des itérations de la méthode de Jacobi, c’est-a-dire By =
D~Y(E + F). On rappelle que la méthode de Jacobi s’écrit

Initialisation : z(9 € R™,

Itérations : pour tout k& > 0, Dz**+Y) = (E 4+ F)2®) 4 b,

On munit IR"™ d’une norme notée || - ||. On note p le rayon spectral de B..

1. On suppose que B est diagonalisable dans IR, (c’est-a-dire qu’il existe une base de IR"™ formée de vecteurs
propres de Bj). Montrer qu’il existe C' > 0, dépendant de A, b, z(°) et de la norme choisie sur IR", mais
indépendant de k, telle que

|z®) — Z| < Cp* pour tout k > 0.

2. On ne suppose plus que B s est diagonalisable. Montrer que pour tout € > 0, il existe C. > 0, dépendant de A,
b, (9 ¢ et de 1a norme choisie sur IR™, mais indépendant de k, telle que

[2® —Z| < C.(p+ ¢)* pour tout k > 0.
. . 2 -1
Dans la suite de cet exercice on prendn =2 et A = 1 9
3. Dans cette question, on choisit, pour norme dans IR?, la norme euclidienne, ¢’est-a-dire ||z||?> = 22 + 23 si

T = Bl} . Montrer qu’il existe C' (dépendant de b et 2(°), mais non de k) telle que
2

|2¥) — Z|| = Cp* pour tout k > 0. (1.129)

4. Montrer qu’il existe des normes dans IR pour lesquelles la conclusion de la question 3 est fausse (c’est-a-
dire pour lesquelles la suite (|| z(*) — Z||/p¥)rex n’est pas une suite constante sauf éventuellement pour des
valeurs particulieres de z(?)).

Exercice 73 (Convergence d’une méthode itérative).
Soit A € M3(IR) définie par A = [ — E — F avec

1 0 0 0 2 0 0 0 0
I=10 1 O|E=—-(1 0 O|etF=—-1]0 0 0
0 0 1 0 0 0 110

1. Montrer que A est inversible.

2. S0it 0 < w < 2. Montrer que (£ — E) est inversible si et seulement si w 7 /2/2.
Pour 0 < w < 2, w # v/2/2, on considére (pour trouver la solution de Az = b) la méthode itérative suivante :

(£ _E)m(nJrl) — (F—i—

w w

Onote B, = (£~ B)™(F + 1521). (De sorte que a™*+1) = Bua® + (£ — B)~'b)

1_
wl)x(") +b.

3. Calculer, en fonction de w, les valeurs propres de B,,,.
4. Donner I’ensemble des valeurs de w pour lesquelles la méthode est convergente (quelquesoit ().
5. Déterminer wy €0, 2[ t.q. p(Bu,) = min{p(B.,), w €]0,2[, w # v/2/2}.

Pour cette valeur wg, montrer que la méthode donne la solution exacte de Az = b aprés un nombre fini d’itéra-
tions (quelquesoit z(9)).
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Exercice 74 (Une méthode itérative a pas optimal).
Soitn > 1et A € M, (IR). On suppose que A est inversible. Pour calculer la solution du systeme linéaire Az = b,

N ¢

avec b € IR" donné, on se donne une matrice M appartenant a M,, (IR, inversible (et plus simple a “inverser” que
A) et on considére la méthode itérative suivante :
Initialisation : z(®) vecteur donné de IR", on pose 7(©) = b — Az(®),
Itérations : pour & > 0, on choisit un réel ay, on résout M (z(**1) — z()) = o,r*) et on pose rF+1) =
b— Az(F+D),
Pour conclure la description de la méthode, il reste a donner le choix de «y, ceci est fait a la question 3.
1. Montrer que la méthode considérée peut aussi s’écrire de la maniere suivante :
Initialisation : () vecteur donné de R", 7(9) = b — Az My© = (),
Itérations : pour £ > 0, On choisit un réel oy,
gD = 1) 4y ptl) — (k) — oy Ay(®) | ALy(R+D) = p(k41)

2. On suppose, dans cette question, que ay, ne dépend par de k (c’est-a-dire o, = o pour tout & > 0). Déterminer
BeM,(IR)etce R" tels que

z*+1) = Bz(® 4 ¢ pour tout k > 0.

Montrer que si la suite (m(k) )kel converge, sa limite est solution du systeme linéaire Az = b.

Pour la suite de ’exercice, on suppose que M est une matrice symétrique définie positive et on note || - || la
norme sur IR™ induite par M, c’est-a-dire ||z]|3; = Mz - z (ou y - = désigne le produit scalaire usuel de y et 2)
3. (Choix de ay) Soit k& > 0.
Pour 2(®), (%) et y(¥) connus, on pose, pour o € R, f(a) = [|M~H(r*) — aAy®)|2,.
Si y(®) = 0, montrer qu’il existe un unique & € IR tel que f(a) < f(«) pour tout & € IR. Donner cette valeur
de a.
Dans la suite de 1’exercice, si y(k) # 0, on choisit o, = & lors de Iitération & (si y(k) = 0, on prend, par
exemple, oy, = 0).
4. Soit k > 0. Si y®) = 0, montrer que

(Agy ) . 4y (k))2

k+1)||2 _ )
M= 31 Ay - Ay

Iy ™13, — llyt

En déduire que la suite (||y*) | a)ren converge dans IR..

5. (question indépendante des précédentes) Montrer, en donnant un exemple avec n = 2, que la matrice A + A?
est symétrique mais pas nécessairement inversible

On suppose dans la suite que A + A? est (symétrique) définie positive.

6. Montrer qu’il existe 5 > 0 tel que
Az-z> Bz -z pourtoutz € R".

En déduire qu’il existe v > 0 tel que
(Az - 2)?

s 2.
2 s el

7. Montrer que y*) — 0 quand k — +oc et en déduire que la suite (x(k)) kel tend vers X, solution de Ax = b,
quand k — 4-o0.
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1.5.5 Exercices, suggestions
Exercice 56 page 108 (Méthode itérative du “gradient a pas fixe”.)

1. Calculer le rayon spectral p(B) de la matrice d’itération B = Id — aA. Calculer les valeurs de « pour lesquelles

p(B) < 1 eten déduire que la méthode itérative du gradient a pas fixe converge si 0 < a < ﬁ.

2. Remarquer que p(Id — aA) = max(|1 — ar],|1 — a), — 1], ot A1,..., A, sont les valeurs propres de A
ordonnées dans le sens croissant. En tracant les graphes des valeurs prises par |1 — a1 | et |1 —a\, — 1| en fonction

de o, en déduire que le min est atteint pour o = x—5—.

Exercice 57 page 109 (Non convergence de la méthode de Jacobi)

Considérer d’abord le cas a = 0.

Si a # 0, pour chercher les valeurs de a pour lesquelles A est symétrique définie positive, calculer les valeurs
propres de A en cherchant les racines du polyndme caractéristique. Introduire la variable i telle que ap = 1 — A.

Pour chercher les valeurs de a pour lesquelles la méthode de Jacobi converge, calculer les valeurs propres de la
matrice d’itération J définie en cours.

Exercice 61 page 110 (Une matrice cyclique)

1. On peut trouver les trois valeurs propres (dont une double) sans calcul en remarquant que pour « = 0 il y a 2
fois 2 lignes identiques, que la somme des colonnes est un vecteur constant et par le calcul de la trace.

2. Une matrice A est symétrique définie positive si et seulement si elle est diagonalisable et toutes ses valeurs
propres sont strictement positives.

3. Appliquer le cours.

Exercice 62 page 111 (Jacobi et diagonale dominante stricte.)

Pour montrer que A est inversible, montrer que Ax = 0 si et seulement si x = 0. Pour montrer que la méthode de
Jacobi converge, montrer que toutes les valeurs propres de la matrice A sont strictement inférieures a 1 en valeur
absolue.

Exercice 59 page 109 (Méthode de Jacobi et relaxation.)

1. Prendre pour A une matrice (2,2) symétrique dont les éléments diagonaux sont différents 1’un de 1’autre.

2. Appliquer I’exercice 9 page 17 en prenant pour 7" I’application linéaire dont la matrice est D et pour .S 1’appli-
cation linéaire dont la matrice est /' + F.

4. Remarquer que p(Bj) = max(—pu1, i, ), €t montrer que :

si uy < —1, alors 2D — A n’est pas définie positive,

si uy, > 1, alors A n’est pas définie positive.

6. Reprendre le méme raisonnement qu’a la question 2 a 4 avec les matrices M, et N, au lieude D et £ + F.

7. Chercher une condition qui donne que toutes les valeurs propres sont strictement positives en utilisant la base

de vecteurs propres ad hoc. (Utiliser la base de IR", notée { f1, ..., f.}, trouvée a la question 2.)

8. Remarquer que les f; de la question 2 sont aussi vecteurs propres de J,, et en déduire que les valeurs propres ,ul(w)
de J,, sont de la forme ,uz(w) = w(u; — 1 —1/w). Pour trouver le parameétre optimal wy, tracer les graphes des fonc-
tions de IR ;. dans IR définies par w > |u{*)| etw > !, et en conclure que le minimum de max (|, [\)])

est atteint pour w = 5——=——.
—H1— n

Exercice 68 page 113 (Méthode de Jacobi et relaxation.)
2. Utiliser I’exercice 62 page 111
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1.5.6 Exercices, corrigés

Exercice 55 page 108

(a) La valeur propre double est % et donc le rayon spectral est % qui est strictement inférieur a 1, donc la suite
— 9
converge vers T = (Id — B)"lc = [3} .
(b) Les valeurs propres sont % et 2 et donc le rayon spectral est 2 qui est strictement supérieur a 1, donc la suite

diverge (sauf si (0 = Bz + ¢).

Exercice 56 page 108 (Méthode itérative de Richardson)

1. On peut réécrire I'itération sous la forme : x4y1 = (Id — aA)z, + ab. La matrice d’itération est donc
B = Id — aA. La méthode converge si et seulement si p(B) < 1; or les valeurs propres de B sont de la
forme 1 — a\; o \; est v.p. de A. On veut donc :

—“l<l—a)N<1l, Vi=1,...,n.
c’est—a—dire —2 < —a); et —a\; < 0,Vi=1,...,n.

Comme A est symétrique définie positive, \; > 0,Vi =1,...,n, donc il faut a > 0.

De plus,ona:

2
(=2< —aX Vi=1,...,n) <:>(oz<y Vi,l,...,n)<:>(oz<>\—).

La méthode converge donc si et seulement si 0 < a < m
P

2.0na:p(ld - aA) = sup|l — al| = max(|1 — @], |1 — a)y|). Le minimum de p(Id — aA) est donc

2
obtenu pour oy tel que 1 — ag A1 = g\, — 1, ¢’est—a—dire (voir Figure (1.5) ag = S
1 n

|]. — Oé>\1|
77777777 |]. - Oé)\N|
max(|1 — aM|, |1 — aAn)|)

FIGURE 1.5: Graphes de |1 — a)1| et |1 — a\,,| en fonction de a.
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Exercice 57 page 109 (Non convergence de la méthode de Jacobi)

— Sia =0, alors A = Id, donc A est s.d.p. et la méthode de Jacobi converge.

— Sia # 0, posons ap = (1 — \), et calculons le polyndme caractéristique de la matrice A en fonction de la

variable .
apa a w11
P('u) =det| a ap  a = @3det 1 m 1 — a3(ﬂ3 _ S,u + 2)
a a ap 1 1 p

On a donc P(u) = a®(u — 1)?(u + 2). Les valeurs propres de la matrice A sont donc obtenues pour p = 1 et
uw=2,cest-a—dire: \y =1 —aet Ay =1+ 2a.
La matrice A est définie positive si A\; > 0 et Ao > 0, ¢’est—a—dire si —% <a<l.

La méthode de Jacobi s’écrit :
X0+ = DY (D - A) xR,

avec D = Id dans le cas présent ; donc la méthode converge si et seulement si p(D — A) < 1.
Les valeurs propres de D — A sont de la forme v = 1 — A ol A est valeur propre de A. Les valeurs propres de

D — A sont donc v; = —a (valeur propre double) et o = 2a.. On en conclut que la méthode de Jacobi converge
sietseulementsi —1 < —a <let—1<2a<1,ie. f% <a< i
La méthode de Jacobi ne converge donc que sur I'intervalle | — 3, %[ qui est strictement inclus dans 1’intervalle

|- %, 1] des valeurs de a pour lesquelles la matrice A est s.d.p..

Exercice 58 page 109 (Jacobi et Gauss—Seidel : cas des matrices symétriques)
1

l.Ona By = {(1) 02} etet donc p(By) = .
2 )

0
0

Cet exemple illustre les deux résultats suivants du cours :
(a) si A est tridiagonale, p(Bgs) = (p(Bj))?
(b) si A est symétrique définie positive, p(Bgs) < 1.

N[ NI

La matrice d’itération de Gauss-Seidel s’écrit Bggs = [ } et donc p(Bgs) = i.

2. La matrice By s’écrit By = D~Y(E + F) et donc X est valeur propre de By s’il existe ¢ = (z1,...7,)
dans C™, x # 0, tel que (E + F)x = ADw, ce qui est exactement la relation annoncée.

3. D’apres la question précédente, on a :

—Qpp—1Tp—1 — Ap,p+1Tp+1 = Aapplp, p=1,...,n.

et en remplagant x,, par A\~ Py, et en multipliant par AP+, on obtient la relation demandée.

4. Le nombre complexe p est valeur propre de Bgg associée a un vecteur propre z si et seulement si (D —
E)~'Fz = uz, ce qui revient a écrire que (F — u(D — E)) z = 0.

5. Soit A valeur propre non nulle de B pour le vecteur propre x. Alors par les questions précédentes, 1 = A2
est tel que

—0p,p—1Yp—1 — Hlp,p+1Yp+1 = PappYp, P=1,...,n,

avec yp, = Az, et on en déduit que (F' — u(D — E)) y = 0, ce qui prouve que 4 est valeur propre de
BGS.
Réciproquement, si  est valeur propre non nulle de Bgg. Soit A € € tel que A2 = p. Par les questions
précédentes, A est valeur propre de B;.

On a donc finalement :
p(Bas) = p(By)?
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1 a a
6. La matrice est de forme A(a) = |a 1 a| aveca = %. On a étudié ces matrices a I’exercice 57, et on
a a 1

a vu que pour a > % onap(By) > 1.0r pour a = %, la matrice est symétrique définie positive, donc la
méthode de Gauss-Seidel converge et on a p(Bgs) < 1, et on ne peut donc pas avoir p(Bgs) = p(By)>.
Ce résultat n’est en effet valide que si la matrice A est tridiagonale, ce qui n’est pas le cas pour la matrice de
cette question.

En effet, les mineurs de A(a) sont A; =1>0,A2 =1—a? > 0sila| < letAz = (1—-a)*(1+2a) >0

0 —a —a
si —% < a < 1. On vérifie ensuite que By(a) = |—a 0 —a| dont les valeurs propres sont a, a, —2a.
—a —a 0

Par conséquent la méthode de Jacobi converge si et seulement si |a| <
On peut aussi vérifier que

1
3

-1

1 0 0 0 —a —a 1 0O O |0 —a -—a
Bgs(a)=1a 1 0 0 0 —a|l=| —a 1 0[]0 0 -—a
a a 1 0 0 0 a>—a —a 1| |0 0 0
0 —a —a
=10 a? a®—a
0 a®>—-a® 2d®>—4dd

On vérifie que les valeurs propres de Bgg(a) sont 0 et 11 et fi avec ufi = a® et donc p(Bgs) = a’/2.

Exercice 60 page 110 (Jacobi pour une matrice 3 x 3 particuliere)

o o

On peut réordonner les équations et inconnues de maniére a resoudre un systeme avec la matrice A =

oo
S Qo

S

qui est sdp triadiag.
0o 0 -2
0 0 O | apour valeurs propres 0 et deux valeurs propres de signe opposés.
—_a 0 0
(&
2

Le polynome caractéristique de la matrice d’itération B est donné par x5, (X) = —X (X?— < ). Par conséquent,

p(By) = % Comme A est sdp, on sait que a, b, ¢ sont positifs et que det A = b(ac — a?) > 0. On en déduit que
a? < acetdonc que p(By) < 1.

Autre démonstration. By =

Exercice 61 page 110 (Une matrice cyclique)

1. The matrix A may be written as A = ald + K, with

0 -1 0 -1
-1 0 -1 0
0 -1 0 -1
-1 0 -1 0

K =

Le )\ be an eigenvalue of A and x a related eigenvector. Then Az = ax + Kx. The eigenvalues of A may
thus all be written under the form A = o + p where p is an eigenvalue of K. But K is a matrix which has
twice two identical lines. Therefore, 0 is a double eigenvalue of K. Moreover, the sum of the columns of
K is equal to the vector with all components equal to -2, so that —2 is an eigenvalue of K for that vector.
Finally, the last eigenvalue of K is 2 thanks to the fact that the sum of the eigenvalues is equal to the trace.
The eigenvalues of A are therefore o + 2, « — 2 and «.
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2. La matrice A est symétrique définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement
positives, i.e. si & > 2. Elle est singuliere des qu’une de ses valeurs propres est nulle, c.a.d. pour « = —2, 0
et 2.

3. La méthode de Jacobi pour la résolution du systeéme Ax = b s’écrit :

1
A = Ly a o)
1
xé’”l) - (b2 + xgk) + a:gk)),
1
o = (s el ),
1
xik-‘rl) —(b4 + :C(k) :())k)%
o
01 01
e 1 01 0
La matrice d’itération est B = — 01 0 1 , dont les valeurs propres sont 0 (double) = et — (par
o
1 01 0
1

un raisonnement similaire a celui de la question 1). On a donc p(B) = % On en déduit que la méthode de

Jacobi converge si |a| > 2..

4. Lalgorithme de GS pour le systeme Ax = b s’écrit :

ax — by 4 a4 2,
—xgkﬂ)—i-owcékﬂ) = by +x()
—xékﬂ)—i-axékﬂ) = b3 +x(k)
_m§k+1)_$gk+1)+axik+1) - b
On obtient donc, avec § = =

o= By + a8 +2(Y),

2 = by + 2P 4 2(Y),

xngrl) _ ﬁ(b +gc(kﬂ) + (k))

2V = Bby + 2D 42,

soit encore :

x(lerrl)

xngrl)

(b
(bz +8 (b +a2 4+ xﬁf)) + zg’ﬂ) ,
(b + 8 (b2 + 8o + 87 + ) + ) +2).

(b4 + B+ 287 + 28 + B (b + 8 (b2 + Blby + 2 +2f) +2{7) + 2]

8
wt =5
8
8

IL(LkJrl)

On obtient donc :
x&kﬂ) B(b +xk)+x )>
0 = (et b+ 62 + 2+ 6alY)
2§D = (bt Bba + 620+ B2 + Baf) + (14 52)33(’“)) :
g

i+ 51+ B2 + 520 + B + A1+ B)af) + B2 + (25 + 6%)a)
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La matrice d’itération de la méthode de Gauss-Seidel est donc

0 1 0 1
Bgs = 8 ﬁ% ; 1fﬁ2
0 B+p5° B2 28+ 3

On a vu que si @ > 2, la matrice A est symétrique définie positive, et donc par le théoreme du cours, la
méthode de Gauss—Seidel converge. 1l est aussi facile de voir que si @ < —2, la matrice A est symétrique

définie négative, et donc par ’application du méme théoréme au systtme —Ax = —b, méthode de Gauss—
Seidel converge aussi. Montrons qu’elle diverge si || < 2. Le polyndme caractéristique de B est P(\) =
AP(\) avec :

P(\) =A% = 2\2(B* +46%) + 28\ — 2.
Pour A < 0,0ona P(\) < —f% < 0.Pour0 < A < 1,ona:
P\ =X — (A2 — 20+ 1) — 43%\?
_ /\3 *ﬂ4(>\* 1)2 *4ﬂ2)\2
= A\ —4p%) - (A - 1)

Or A — 482 < 05si48% > let B4(A — 1)2 > 0 pour tout A. Donc si 52 > 1, ona P()\) < 0 pour tout A < 1.

Et comme lim)_; 4~ P(A\) = 400, on sait par le théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe Ag > 1 tel
que P(\o) = 0. Donc, si || > 2, il existe une racine réelle supérieure 2 1 du polyndme caractéristique, et
donc une valeur propre réelle supérieure a 1. On en déduit que p(P~1Q) > 1 si |a| < 2. Donc la méthode
de Gauss-Seidel pour la matrice A converge si et seulement si |«| > 2.

Exercice 62 page 111 (Jacobi pour les matrices a diagonale dominante stricte)

Pour montrer que A est inversible, supposons qu’il existe z € IR"™ tel que Az = 0; on a donc

n
Zaija:j =0.
j=1

Pouri € {1,...,n}, onadonc

zi| = laiiwi] = | Y aio| <Y aijllzle, Vi=1,...,n.

Jii#d Jii#d

|ai,i

Si z # 0, on a donc
Zj;z‘;éj @i, T

|aiq

|| < 2]l oo < l|Z|le, Yi=1,...,n,

ce qui est impossible pour ¢ tel que

|zi] = [[#]|oo-

Montrons maintenant que la méthode de Jacobi converge : Si on écrit la méthode ous la forme Pz(Ft1) = (P —
A)z®) 4+ bavec,ona
a1 0

La matrice d’itération est
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ay 0 0 Q.
By=P Y (P-A)=DYE+F) =
| 0 a;}%l —a; 0
o et
e

Cherchons le rayon spectral de Bj : soientx € IR"™ et A € IR tels que Byz = Az, alors

3 B = Az, etdone N[ai| < Y Jaiy Iloc
= Q54 - | i,z|
J5i#g J5i#g
Soit i tel que |z;| = ||z]| et « # 0, on déduit de I’inégalité précédente que
Al < M < 1 pour toute valeur propre \.

[

On a donc p(Bjy) < 1 ce qui prouve que la méthode de Jacobi converge.

Exercice 63 page 111 (Jacobi pour un probleme de réaction diffusion)

1. Le raisonnement de discrétisation fait en cours amene au systéme suivant :

02 Lt au; = f(z;), Vie{l<n},

{ Ujp1 + Ui—1 — 2u
Uug = 0,un+1 =1.
Ce systeme peut se mettre, apres élimination de ug et u,41 sous la forme Ax = bavec A = (a;5)ij=1,n
ou :

@i —W-F(X,Vi:l,...,n,
1
A4, :_ﬁ7VZ’=1,...,n,j:i:|:1,

;i ZO,Vi=1,...,n,|i—j|>1.

eth = (f(x1). f(22), . f(@n-1), F(wn)) + 7z

2. Dans le cas out « > 0, il est facile de voir que A est une matrice a diagonale dominante stricte, et on a vu en
exercice (Exercice 62) que dans ce cas la méthode de Jacobi converge.

3. Dans le cas ot @« = 0, calculons p(Bjy). Soit A une valeur propre de .J associée au vecteur propre z. On a
donc Jz = Az, c’est-a-dire D™ (E + F)x = Az, soit encore (E + F)z = ADx, ce qui donne

(D= (E+ F))e = Az = D(Id — J)z = %(1 N

On en déduit que A est valeur propre de J associée a x si et seulement si A = 1 — %h2 L4 ou i est valeur
propre de A. Or on a vu que les valeurs propres de A sont de la forme %(1 — coskmh), k =1,n— 1, ou
n= % est le nombre de points de discrétisation. On en déduit que les valeurs propres de J sont de la forme
A = coskmh, k = 1,n — 1. En conséquence, p(Bj) < 1.

Exercice 64 page 111 (Jacobi pour les matrices a diagonale dominante forte)

1 (a) Si A est symétrique définie positive alors en particulier Ae; - e; = a;; > 0 pour tout vecteur e; de la base
canonique.
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1 (b) Tous les coefficients diagonaux de A sont donc strictement positifs, et donc la matrice diagonale D formée
des coefficients diagonaux de A est inversible : on en déduit que la méthode de Jacobi, qui s’écrit Dz (F+1) =
(E + F)z™*) est bien définie.

2 (a) Soit A une matrice diagonale, et [ = {1}. Comme le seul coefficient non nul de la ligne 1 est le coefficient
a1 1, il n’existe pas d’indice dans I’ensemble J = {2,..., N} tel que a; ; # 0, ce qui prouve que la matrice
A n’est pas irréductible. La matrice Id est inversible et diagonale, donc non irréductible.

2(b) SoitI ={1,...,p}etJ ={p+1,...,n}. Tous les coefficients m, ; avec ¢ € I et j € J sont nuls, de par
la forme de la matrice. La matrice M n’est donc pas irréductible.

3. Griace a la propriété d’irréductibilité, il existe au moins un coefficient extradiagonal par ligne, et donc par
la propriété (1.121), tous les coefficients diagonaux de A sont strictement positifs ; ainsi, la matrice diagonale
D formée des coefficients diagonaux de A est inversible : on en déduit que la méthode de Jacobi, qui s’écrit
Dz*+1D) = (E + F)z(®) est bien définie.

1. 4[a]] Soit A une valeur propre de J associée au vecteur propre x. On a donc Jx = Az, ¢’est-a-dire D~ (E +
F)x = Az, soit encore (E + F)x = ADz. On a donc

1> aigrsl = Nlagil|zil-

J#

x;| = max;=1,, |z;|. Notons que |x;| # 0 car x est vecteur propre, donc non nul. En divisant
, on obtient :

SEDBE-
= lail

Soit 7 tel que
I’égalité précédente par |a; ;||x;

grice a I’hypothese (1.121). On en déduit que p(B;) < 1. (Notons que I’hypothése (1.122) n’est pas utile
pour ce résultat).

4 (b) Soitx € C" tel que Jx = Az avec |A| = 1, on a alors

1> aijoj| = |ai ], pourtouti =1,...,n. (1.130)
i
On a donc
D laigllzl < lagallwl =1 ai gl
J# J#
(1.131)
< Z la; ||z | pourtouti =1,..., n.
J#i
Soit I = {i € {1,...,N};|x;] = ||z||>°}. L'ensemble I est clairement non vide. Supposons que J = I°¢ #

0. I existe alors i € I etj € J tels que a;; # 0, et donc 3, |aij||z;] < 30, ai ||| ce qui est
impossible en vertu de (1.131). On a donc J = 0.

Comme de plus, grace a I’ hypothese (1.122),
|@ig o] > > 1atig 51,
J#io
on a dong, si |z;,| # 0,

Z |ai07j||zio | < |ai0-,i0xio | < Z |ai0,jxi0 s
J#io J#io
ce qui est impossible. On en déduit que x = 0.
On a ainsi prouvé que J n’admet pas de valeur propre de module égal a 1, et donc par la question précédente,

p(By) < 1, ce qui prouve que la méthode converge.
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(c) Lamatrice A de I’exercice 63 est a diagonale fortement dominante. Donc la méthode de Jacobi converge.

5. On vient de montrer que si A vérifie les propriétés (1.120), (1.121) et (1.122), alors p(Bj;) < 1. On en déduit
que la matrice Id — Bj est inversible et donc que A = D(Id — Bj) Iest également.

6. La matrice A est évidemment symétrique. Montrons qu’elle est définie positive. Soit z = (x1, 9, x3,24) € R
Ona

1 0 0 0] [z 1

0 2 1 1 T 200 +x3 +
C o 2+ 23+ T4
' Ax = [1‘1 T2 T3 1‘4] 01 2 1 23| [xl T2 X3 x4] o + 223 + 24

01 1 2 T4 To + T3 + 214

2 2 2 2
= x] + 225 + T2x3 + Taxs + Tox3 + 225 + 1473 + T2y + X374 + 277

=22 4 (zo 4 23)% + (w2 + 24)2 + +(23 + 24)* > 0.

De plus, si 2t Az = 0 alors x; = O et x93 = —x3 = —x4 = 0, mais on aussi 3 = —x4 et donc finalement x = 0.
La matrice A est donc bien symétrique définie positive.

La matrice By s’écrit By = D~Y(E + F). Rappelons que 1 ne peut pas étre valeur propre de By car sinon 0
serait valeur propre de A ce qui est impossible car A est s.d.p..Voyons si —1 est valeur propre. Cherchons x tel que
Byx =x,cad. (D+ E+ F)x =0, ce qui s’écrit :

1 0 0 0] /[n
0 2 —1 —1| |z
0 -1 2 —1| |3
0 -1 -1 2| |

OO OO

Ce systeme admet une solution non nulle z = (0,1, 1,1). On en déduit que -1 est valeur propre de B; et que la
méthode de Jacobi ne converge pas pour certains choix initiaux.

Exercice 59 page 109 (Méthode de Jacobi et relaxation)

1. J = D7Y(E + F) peut ne pas étre symétrique, méme si A est symétrique :

En effet, prenons A = ( 2 -1 >
0 0 1 0
Do) = (Vi)

-1 1
2. On applique I’exercice 9 pour 1’application linéaire T' de matrice D, qui est, par hypothese, définie positive
(et évidemment symétrique puisque diagonale) et 1’application .S de matrice E + F, symétrique car A est
symétrique.
Il existe donc (fy ... f,) base de E et (i1 ... py,) € R™ tels que

Alors

Oo=

o~ O
O =
N———

SOl

J:D‘l(E—&—F):(

donc J n’est pas symétrique.

Jfl :Dil(Eﬁ’F)fl :/Llfu VZ = 1,...,71, eth1 f] :6”

3. La définition de J donne que tous les éléments diagonaux de .JJ sont nuls et donc sa trace également. Or

Tr(J) = Z'“i' Sip; >0 Vi=1,...,n,alors Tr(J) > 0, donc Jip; p;, < 0etcomme py < p;,, 0ona
i=1
1 < 0. Un raisonnement similaire montre que p,, > 0.
4. La méthode de Jacobi converge si et seulement si p(J) < 1 (théoreme 1.50 page 98). Or, par la question
précédente, p(J) = max(—p1, iy). Supposons que p1 < —1, alors u3 = —a, avec a > 1. On a alors
DY E+F)fi = —af; ouencore (E+F)f; = —aDf1,cequis’écritaussi (D+E+F)f; = D(1—a)f
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c’est-a—dire (2D — A) f1 = BD f; avec 8 < 0. On en déduit que (2D — A) f1 - f1 = § < 0, ce qui contredit
le fait que 2D — A est définie positive. En conséquence, on a bien pq > —1.

Supposons maintenant que i, = « > 1. On a alors D~*(E + F)f; = —af,, soit encore (E + F)f, =
—aDf,. On en déduit que Af, = (D — F — F)f, = D(1 — a)f, = DBf, avec § < 0. On a alors
Afpn - fn <0, ce qui contredit le fait que A est définie positive.

5. Par définition, on a :DZ* D) = (E + F)2® + pet 2*+D = wz*+D 4+ (1 — w)z® . On a donc 21 =
w[D~YE+F)z® 4 D=1+ (1—w)2® ¢’est-a—dire 2+ = [Id—w(Id— D~ (E+F))]z2® +wD~1b,
soit encore 2Dz = [1D — (D — (E + F))]z®) + b. On en déduit que M, z*+ = N,z*) +bavec
My=1DetN,=1D-" A

T w
6. La matrice d’itération est donc maintenant .J, = M_ ' N,,. En reprenant le raisonnement de la question 2
avec I’application linéaire T' de matrice M., qui est symétrique définie positive, et I’application S de matrice
N, qui est symétrique, il existe une base (f1,. .., fn) de IR" et ({1, ... fin) C IR tels que

~ ~ 1 ~ ~
wai = Mwilefi :(JJD71 <;D _A) f’i = ﬂifia Vi = I,...,n,

1 ~ o~
et—Dfi'fjiéij, VZ,: ].,...,TL, Vj,: 1,...,77,.
W

Supposons ji; < —1, alors ji; = —a, avec v > 1 ethil(%DfA)fl = —afi, ou encore (%DfA)fl =
1 - ~ 1 - 2 L.

—a—Df;.Onadonc (2D — A)f; = (1 —a)—D /i, ce qui entraine (=D — A) f; - fi < 0. Ceci contredit
w w w

2
I’hypothese —D — A définie positive.
w
De méme, si fi,, > 1, alors fi,, = a avec a > 1. On a alors

1

Lp-a)f =alDf,,
w w

et donc A fn =(1-a) %D fn ce qui entraine en particulier que A fn . fn < 0; or ceci contredit I’hypothese
A définie positive.
7. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que
2
—D—-A|xz-z>0, Ve #0, (1.132)
w
On va montrer que (1.132) est équivalent a

2
(;D—A)fi-fi>0, Vi=1,...,n, (1.133)

ou les (f;)i=1,, sont les vecteurs propres de D~ (E + F') donnés a la question 2.
La famille (f;)i=1,....n est une base de IR", et

(gD—A>fi - 2D—D+(E+F))fi
w w
_ %—1>Dﬁ+uﬂﬁi (1.134)

2
= ——1+M)Dﬂ
w

On a donc en particulier (%D - A) fi+ f; =0sii# 4, ce qui prouve que (1.132) est équivalent a (1.133).
De (1.133), on déduit aussi, grice au fait que D f; - f; = 1,
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2 2
<_DA>fi'fi__1+ui.
w w

Une condition nécessaire et suffisante pour avoir (1.132) est donc % — 14 p1 > Ocar gy = inf y;, c’est-a—

dire : % > 1— pq, ce quiest équivalenta : w < 1 .
- M1
8. La matrice d’itération J,, s’écrit :

1\ /1 1
Jo=|—-D —D—-A|=wl,, avecl, =D (=D — A).
w w w

Soit A une valeur propre de I, associée a un vecteur propre u ; alors :
(1 (1
D —D—-—A|lu=Mu,ie | —D—A|u=ADu.
w w

On en déduit que

1
(D—A)u+ <; - 1> Du = ADu, soit encore

DN E+ F)u= <1l+)\>u.
w

Ceci montre que u est un vecteur propre de .J associé a la valeur propre (1 — % + A). Il existe donc @ €
{1,...,n} tel que (1 — 2 4+ X) = p;. Les valeurs propres de I, sont donc les nombres (u; — 1 + 1)
pour i € {1,...,n}. Finalement, les valeurs propres de .J,, sont donc les nombres (w(y; — 1) + 1) pour
ie{l,...,n}.

On cherche maintenant & minimiser le rayon spectral

p(J) = sup lw(p; — 1) + 1))
On a, pour tout ¢,
wlp — 1) +1) Cw(p; — 1) +1) <w(pn — 1) +1),

et
—(@(pn =D +1) < —(w(ps = 1) +1) < =(w(p — 1) + 1),

donc
p(Jo) = max (|lw(pr — 1) + 1), (lw(pn — 1) + 1)[)

dont le minimum est atteint (voir Figure 1.6) pour

2

wlippy —1)+1=—w —1)—1c’est-a—direw = ———.
(tn — 1) (1 —1)  —

Exercice 65 page 112 (Jacobi et Gauss-Seidel pour une matrice tridiagonale)

1.a La méthode de Jacobi s’écrit D) = (E + F)x®) 4 b avec

2 0 0 00 0
D=0 2 0|,E=|1 0 0| etF=
00 2 010

o o o
o O =
O = O
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w1 = i) + 1]
ffffffff (1 = i) + 1]
max(fw(1 — ) + L] lw(1 — 1) + 1])

1 2 1

», 1—p1 2—p1—pin 1—pn w

FIGURE 1.6: Détermination de la valeur de w réalisant le minimum du rayon spectral.

1 1
0 3 0 2
La méthode de Jacobi s’écrit donc z**1) = Byz(*®) 4 ¢c;avec By = DY (E+ F) = % 0 % etcy= |0
1 1
0 3 0 2
—1
1.b On remarque que x € Ker(Bj) sizg =0etxzy + 23 =0.DoncKerBy={t | 0 | ,t € R}.
1
1.c Le polyndme caractéristique de By est Py(A) = det(By — Ald) = (—A(=A? + 1) et donc p(By) = @ <1

On en déduit que la méthode de Jacobi converge.

2

1.d Choix (i) : 2™ = |0 ,2® =
1
2

N[00 [0 | =

2@ =

_ =

Choix (i) : (V) =

el

1

2.a La méthode de Gauss-Seidel s écrit (D — E)x(’”l) = Fz%) +b, o0 D, E et F ont été définies 2 1a question 1.a.
La méthode s’écrit donc 2(**Y) = Bggz™®) + cgg avec Bgg = (D — E)"'Fetcgs = (D — E)~'b. Calculons
(D — E)~'F et (D — E)~'b par échelonnement.

2 0 O 01 0 1 2 0 0 0 1 0 1 2 0 0 0 1 0 1
-1 2 0 001 O0/~10 2 0 0§ 1 Z|~|020 0%1?
0 -1 2 000 1 0 -1 2 000 1 002 o1 1 5
On a donc . L
0L o0 1
i _ |1
Bgs = |0 etcgs =
R !
8 1 8
1
2.b Il est facile de voir que x € Ker(Bgsg) si et seulement si 25 = x3 = 0. Donc KerBgs = {t 0] ,t € R}.
0
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2.c Le polynoéme caractéristique de Bggs est Pas(\) = det(Bgs — A d). On a donc

-A 1 0
1 1 1
Pas(A) =10 %T/\ 1% :_/\<(1_)\)2_E>:>\2(§_)‘)

et donc p(Bgs) = % < 1. On en déduit que la méthode de Gauss-Seidel converge.

2.d On a bien p(Bgs) = % = p(Bj)?, ce qui est conforme au théoréme 1.36 du cours.
r1 5
2. Choix (i) : 2 = | 1] 2@ = |
i 1_§s
L8 16

—_

Choix (i) : M = |1 ,2(?) =

—_
—_
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Licence de Mathématiques, analyse numérique
Travaux Pratiques 3, en python

Pour A € M,,(IR) (n > 1) inversible et b € IR" donnés, on s’intéresse dans cet
exercice aux méthodes itératives permettant de calculer la solution du systeme
linéaire Az = b.

On va considere des méthodes qui s’écrivent sous le formalisme suivant :

Mzt = Nz®) + b, pour tout k > 0.

On rappelle que pour que la suite (x(}“)) keN converge (quelquesoit 20 et quelque-
soit b) il faut et il suffit que p(M~'N) < 1.

On met A sous la forme A = D — E — F, ou D est la diagonale de A, F
est la partie triangulaire inférieure de A (diagonale exclue) et F' est la partie
triangulaire supérieure de A (diagonale exclue).

Avec python, on peut définir les matrices D ,E et F' & partir de A en utilisant
les commandes numpy.diag, numpy.tril et numpy.triu.

Pour M, N et € donnés avec € > 0, la méthode s’écrit :

Initialisation Choisir z(° dans IR",

Itération Pour k > 0, si [r(*| > ¢, avec r*) = b—A2® calculer 21 solution
de Mz*+1) = Nz() 4 p,

Pour tester et comparer les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et SOR, on va
s’intéresser a des problemes dont on connait la solution exacte, notée x. Les
deux problemes considérés sont :

Premier probleme

10 7 8 7 32
7 5 6 5 23
A=15 6 10 o b= |33
7 5 9 10 31

Second probléme

Pour ce second probeéme, on prend pour A la matrice de I’exercice 1 du tpl. Pour
n € IN*, on note A,, cette matrice (qui était notée Ay au tpl, avec h = 1/(n+1)).
Le second membre b correspond a f(z) = 7w2sin(2rz) pour z € [0,1] (il est
différent de celui des tp 1 et 2). Pour n € IN*, on note b, ce second membre.
Le probleme discrétisé s’écrit donc A, x,, = b,,.

On pourra se limiter & considérer le cas n = 10.

1. On utilise ici la méthode de Jacobi (M = D, N = E+ F).

(a) Construire une fonction dont les paramétres sont A, b, € et (O et qui
calcule, avec la méthode de Jacobi, la solution approchée du systeme linéaire
Az = b et retourne le résidu (|r(¥]) et erreur (|z —x(®)|) & chaque itération
de la méthode.

(b) Pour les deux problemes considérés, calculer p(M ~1N).

Si p(M~N) < 1, construire pour ¢ = 1076 et deux choix différents
de 2 (par exemple, 2 =0 et 2(© dont toutes les composantes sont
égales & 1) un graphique, avec une échelle semilog, donnant I’évolution de
l'erreur en fonction de k et 1’évolution de la quantité p(M ~1N)* [Utiliser
matplotlib.pyplot.semilogy].

L’erreur se comporte-t-elle comme p(M~1N)* ? Donner aussi le nombre
d’iérations utilisées.



2. Reprendre les questions la et 1b avec la méthode de Gauss-Seidel (M = D—E,
N=F).

3. On s’intéresse maintenant a la méthode SOR, c’est-a-dire M = %D - F,
N=F+(L-1)Davec0<w<?2.

w
(a) Reprendre la question la en ajoutant le parametre w.
(b) Calculer une approximation de la valeur de w minimisant p(M~1N).
(c) Reprendre la question 1b avec la valeur de w trouvée dans la question
précédente.
4. Comparer Defficacité des trois méthodes (Jacobi, Gauss-Seidel et SOR) sur
ces deux exemples.

Pourquoi dans certains cas la méthode de Jacobi donne la solution (approchée)
avec un nombre d’itérations inférieur au nombre d’itérations nécessaire pour
la méthode de Gauss-Seidel 7



