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Le cours contient 3 chapitres (systèmes linéaires, systèmes non linéaires, optimisation). Pour chaque semaine, il est 
proposé d'étudier une partie du cours, de faire des exercices (corrigés) et, éventuellement, de réaliser un TP en 
python.  Les TP sont conseillés mais non obligatoires. Deux devoirs sont à rendre afin de bénéficier d'une note de 
contrôle continu.
note finale=max(note-examen, 1/3(2 note-examen + note-contrôle-continu)).

- Contenu de l'envoi :  Polycopié,  sections 1.6, 2.1 et 2.2.1.TP 4. TP-PageRank
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 Semaine 1 : 
  Etudier le paragraphe 1.6.1 (méthodes de la puissance et puissance inverse)
  Exercices proposés (avec corrigés)  :
  75 (méthode de la puissance) et 77 questions 1-3 (orthogonalisation de Gram-Schmidt)
 Semaine 2 :
  Etudier le paragraphe 1.6.2, méthode QR.
  Exercices proposés (avec corrigés)  :  79 (sur la méthode QR)
  Faire le TP 4
Semaine 3 :
  Etudier le paragraphe 2.1, Rappel et notations de Calcul Différentiel
  Exercices proposés (avec corrigés) : 80 et 81 (rappels de calcul différentiel)
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  Etudier le paragraphe 2.2.1, point fixe de contraction
  Exercice proposés (avec corrigé) : 82 et 83 (sur des méthodes de point fixe
  La partie de programmation du projet PageRank (très intéressant) n'est pas à rendre
  La partie théorique fait partie du deuxième devoir (à rendre en mars)
  Il s'agit donc des questions 1 (ne faire que 1 seul exemple), 3, 5, 7, 8, 9, 11, 13
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1.6. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES

1.6 Valeurs propres et vecteurs propres
Les techniques de recherche des éléments propres, c.à.d. des valeurs et vecteurs propres (voir Définition 1.2 page
7) d’une matrice sont essentielles dans de nombreux domaines d’application, par exemple en dynamique des struc-
tures : la recherche des modes propres d’une structure peut s’avérer importante pour le dimensionnement de struc-
tures sous contraintes dynamiques ; elle est essentielle dans la compréhension des phénomènes acoustiques.
On peut se demander pourquoi on parle dans ce chapitre, intitulé “systèmes linéaires” du problème de recherche des
valeurs propres : il s’agit en effet d’un problème non linéaire, les valeurs propres étant les solutions du polynôme
caractéristique, qui est un polynôme de degré n, où n est la dimension de la matrice. Il n’est malheureusement
pas possible de calculer numériquement les valeurs propres comme les racines du polynôme caractéristique, car
cet algorithme est instable : une petite perturbation sur les coefficients du polynôme peut entraîner une erreur très
grande sur les racines (voir par exemple le chapitre 5 du polycopié d’E. Hairer, cité dans l’introduction de ce cours,
en ligne sur le web). De nombreux algorithmes ont été développés pour le calcul des valeurs propres et vecteurs
propres. Ces méthodes sont en fait assez semblables aux méthodes de résolution de systèmes linéaires. Dans le
cadre de ce cours, nous nous restreignons à deux méthodes très connues : la méthode de la puissance (et son
adaptation de la puissance inverse), et la méthode dite QR.

1.6.1 Méthode de la puissance et de la puissance inverse
Pour expliquer l’algorithme de la puissance, commençons par un exemple simple. Prenons par exemple la matrice

A =
[

2 −1
−1 2

]

dont les valeurs propres sont 1 et 3, et les vecteurs propres associés f (1) =
√

2
2

[
1
1

]
et f (2) =

√
2

2

[
1
−1

]
. Partons

de x =
[
1
0

]
et faisons tourner scilab en itérant les instructions suivantes :

-->x = A * x ; x = x/norm(x)

ce qui correspond à la construction de la suite

x(0) = x

‖x‖ , x(1) = Ax(0)

‖Ax(0)‖ , · · · ,x
(k+1) = Ax(k)

‖Ax(k)‖ (1.143)

où ‖x‖ désigne la norme euclidienne.
On obtient les résultats suivants :

0.8944272 0.7808688 0.7327935 0.7157819 0.7100107 0.7080761 0.7074300
- 0.4472136 - 0.6246950 - 0.6804511 - 0.6983239 - 0.7061361 - 0.7067834 - 0.706999

On voit clairement sur cet exemple que la suite x(k) converge vers f2 =
√

2
2

[
−1

1

]
lorsque k → +∞. Si maintenant

on fait tourner Scilab en lui demandant de calculer ensuite le produit scalaire de Ax avec x :

-->x= A*x;x=x/norm(x);mu=(A*x)’*x

ce qui correspond au calcul de la suite µk = Ax(k) · x(k), k ≥ 0, on obtient la suite :

2.8, 2.9756098, 2.9972603, 2.9996952, 2.9999661, ...

qui a tout l’air de converger vers 3 ! En fait on a le théorème suivant, qui montre que dans un certain nombre de
cas, on a effectivement convergence de l’algorithme vers la valeur propre dite dominante (celle qui correspond au
rayon spectral).
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1.6. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES CHAPITRE 1. SYSTÈMES LINÉAIRES

Théorème 1.61 (Convergence de la méthode de la puissance). SoitA une matrice de Mn(Cl ). On note λ1, · · · , λn

les valeurs propres de A, (f1, · · · ,fn) une base orthonormée de trigonalisation de A telle que Afn = λnfn .
On suppose que la valeur propre λn est dominante, c.à.d. que

|λn| > |λn−1| ≥ · · · ≥ |λ1|,

et on suppose de plus que λn ∈ IR. Soit x(0) 6∈ V ect(f1, · · · ,fn−1). Alors, la suite de vecteurs x2k définie par
(1.143) converge vers un vecteur unitaire qui est vecteur propre de A pour la valeur propre dominante λn.
De plus, si la norme choisie dans l’algorithme (1.143) est la norme 2, alors la suite (Axk · xk)k∈IN converge vers
λn lorsque k → +∞.

Démonstration. La démonstration de ce résultat fait l’objet de l’exercice 75 dans le cas plus simple où A est une
matrice symétrique, et donc diagonalisable dans IR .

La méthode de la puissance souffre de plusieurs inconvénients :

1. Elle ne permet de calculer que la plus grande valeur propre. Or très souvent, on veut pouvoir calculer la plus
petite valeur propre.

2. De plus, elle ne peut converger que si cette valeur propre est simple.

3. Enfin, même dans le cas où elle est simple, si le rapport des deux plus grandes valeurs propres est proche de
1, la méthode va converger trop lentement.

De manière assez miraculeuse, il existe un remède à chacun de ces maux :

1. Pour calculer plusieurs valeurs propres simultanément, on procède par blocs : on part de p vecteurs orthogo-
naux x

(0)
1 , . . .x

(0)
p (au lieu d’un seul). Une itération de la méthode consiste alors à multiplier les p vecteurs

par A et à les orthogonaliser par Gram-Schmidt. En répétant cette itération, on approche, si tout se passe
bien, p valeurs propres et vecteurs propres de A, et la vitesse de convergence de la méthode est maintenant
λn−p

λn
.

2. Si l’on veut calculer la plus petite valeur propre, on applique la méthode de la puissance à A−1. On a alors
convergence (toujours si tout se passe bien) deA−1xk ·xk vers 1/|λ1|. Bien sûr, la mise en oeuvre effective
ne s’effectue pas avec l’inverse de A, mais en effectuant une décomposition LU de A qui permet ensuite la
résolution du système linéaire Ax̃k+1 = x(k) (et xk+1 = x̃k+1/‖x̃k+1‖).

3. Enfin, pour accélérer la convergence de la méthode, on utilise une translation sur A, qui permet de se rap-
procher de la valeur propre que l’on veut effectivement calculer. Voir à ce propos l’exercice 76.

1.6.2 Méthode QR
Toute matrice A peut se décomposer sous la forme A = QR, où Q est une matrice orthogonale et R une matrice
triangulaire supérieure. Dans le cas où A est inversible, cette décomposition est unique. On a donc le théorème
suivant :

Théorème 1.62 (Décomposition QR d’une matrice). Soit A ∈ Mn(IR). Alors il existe Q matrice orthogonale et
R matrice triangulaire supérieure à coefficients diagonaux positifs ou nuls tels que A = QR. Si la matrice A est
inversible, alors cette décomposition est unique.

La démonstration est effectuée dans le cas inversible dans la question 1 de l’exercice 79. La décomposition QR
d’une matrice A inversible s’obtient de manière très simple par la méthode de Gram-Schmidt, qui permet de
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construire une base orthonormée q1, . . . , qn (les colonnes de la matrice Q), à partir de n vecteurs vecteurs indé-
pendants a1, . . . , an (les colonnes de la matrice A). On se reportera à l’exercice 77 pour un éventuel raffraichisse-
ment de mémoire sur Gram-Schmidt. Dans le cas oùA n’est pas inversible (et même non carrée), la décomposition
existe mais n’est pas unique. La démonstration dans le cadre général se trouve dans le livre de Ph. Ciarlet conseillé
en début de ce cours.
L’algorithmeQR pour la recherche des valeurs propres d’une matrice est extêmement simple : SiA est une matrice
inversible, on pose A0 = A, on effectue la décompositionQR de A : A = A0 = Q0R0 et on calcule A1 = R0Q0.
Comme le produit de matrices n’est pas commutatif, les matrices A0 et A1 ne sont pas égales, mais en revanche
elles sont semblables ; en effet, grâce à l’associativité du produit matriciel, on a :

A1 = R0Q0 = (Q−1
0 Q0)R0Q0 = Q−1

0 (Q0R0)Q0 = Q−1
0 AQ0.

Les matrices A0 et A1 ont donc même valeurs propres.
On recommence alors l’opération : à l’itération k, on effectue la décomposition QR de Ak : Ak = QkRk et on
calcule Ak+1 = RkQk.
Par miracle, pour la plupart des matrices, les coefficients diagonaux de la matrice Ak tendent vers les valeurs
propres de la matrice A, et, pour une matrice symétrique, les colonnes de la matrice Qk vers les vecteurs propres
associés. On sait démontrer cette convergence pour certaines matrices ; on pourra trouver par exemple dans les
livres de Serre ou Hubbard-Hubert la démonstration sous une hypothèse assez technique et difficile à vérifier en
pratique ; l’exercice 79 donne la démonstration (avec la même hypothèse technique) pour le cas plus simple d’une
matrice symétrique définie positive.
Pour améliorer la convergence de l’algorithme QR, on utilise souvent la technique dite de “shift” (translation en
français). A l’itération n, au lieu d’effectuer la décomposition QR de la matrice An, on travaille sur la matrice
An − bI , où b est choisi proche de la plus grande valeur propre. En général on choisit le coefficient b = a

(k)
nn .

L’exercice 78 donne un exemple de l’application de la méthodeQR avec shift.

1.6.3 Exercices (valeurs propres, vecteurs propres)
Exercice 75 (Méthode de la puissance). Suggestions en page 143, corrigé en page 144

1. Soit A ∈ Mn(IR) une matrice symétrique (non nulle). Soit λn ∈ IR valeur propre de A t.q. |λn| = ρ(A)
et soit y(0) ∈ IRn. On suppose que −λn n’est pas une valeur propre de A et que y(0) n’est pas orthogonal
à Ker(A − λnId), ce qui revient à dire que lorsqu’on écrit le y(0) dans une base formée de vecteurs propres
de A, la composante sur sous-espace propre associé à λn est non nulle. (L’espace IRn est muni de la norme
euclidienne.) On définit la suite (y(k))k∈IN par y(k+1) = Ay(k) pour k ∈ IN. Montrer que

(a)
y(k)

(λn)k
→ y, quand k →∞, avec y 6= 0 et Ay = λny.

(b)
‖y(k+1)‖
‖y(k)‖ → ρ(A) quand k→∞.

(c) 1
‖y2k‖y

2k → x quand k →∞ avec Ax = λnx et ‖x‖ = 1.

Cette méthode de calcul de la plus grande valeur propre s’appelle “méthode de la puissance”.
2. Soit A ∈ Mn(IR) une matrice inversible et b ∈ IRn. Pour calculer x t.q. Ax = b, on considère un méthode

itérative : on se donne un choix initial x(0), et on construit la suite x(k) telle que x(k+1) = Bx(k) + c avec
c = (Id−B)A−1b, et on suppose B symétrique. On rappelle que si ρ(B) < 1, la suite (y(k))k∈IN tend vers x.
Montrer que, sauf cas particuliers à préciser,

(a) ‖x
(k+1)−x‖
‖x(k)−x‖ → ρ(B) quand k → ∞ (ceci donne une estimation de la vitesse de convergence de la méthode

itérative).

(b) ‖x
(k+1)−x(k)‖

‖x(k)−x(k−1)‖ → ρ(B) quand k →∞ (ceci permet d’estimer ρ(B) au cours des itérations).

Exercice 76 (Méthode de la puissance inverse avec shift). Suggestions en page 143. Corrigé en page 145.
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Soient A ∈ Mn(IR) une matrice symétrique et λ1, . . . , λp (p ≤ n) les valeurs propres de A. Soit i ∈ {1, . . . , p},
on cherche à calculer λi. Soit x(0) ∈ IRn. On suppose que x(0) n’est pas orthogonal à Ker(A−λiId). On suppose
également connaître µ ∈ IR t.q. 0 < |µ − λi| < |µ − λj | pour tout j 6= i. On définit la suite (x(k))k∈IN par
(A− µId)x(k+1) = x(k) pour k ∈ IN.

1. Vérifier que la construction de la suite revient à appliquer la méthode de la puissance à la matrice A− µId)−1.

2. Montrer que x(k)(λi − µ)k → x, quand k →∞, où x est un vecteur propre associé à la valeur propre λi, c.à.d.
x 6= 0 et Ax = λix.

3. Montrer que ‖x
(k+1)‖
‖x(k)‖ → 1

|µ−λi| quand k →∞.

Exercice 77 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt). Corrigé en page 145

Soient u et v deux vecteurs de IRn, u 6= 0. On rappelle que la projection orthogonale proju (v) du vecteur v sur
la droite vectorielle engendrée par u peut s’écrire de la manière suivante :

proju (v) = v · u
u · uu,

où u · v désigne le produit scalaire des vecteurs u et v. On note ‖ · ‖ la norme euclidienne sur IRn.

1. Soient (a1, . . . ,an) une base de IRn. On rappelle qu’à partir de cette base, on peut obtenir une base orthogonale
(v1, . . . ,vn) et une base orthonormale (q1, . . . , qn) par le procédé de Gram-Schmidt qui s’écrit :
Pour k = 1, . . . , n,

vk = ak −
k−1∑

j=1

ak · vj

vj · vj
vj , qk = vk

‖vk‖
. (1.144)

1. Montrer par récurrence que la famille (v1, . . . ,vn) est une base orthogonale de IRn.

2. Soient A la matrice carrée d’ordre n dont les colonnes sont les vecteurs aj et Q la matrice carrée d’ordre N
dont les colonnes sont les vecteurs qj définis par le procédé de Gram-Schmidt (1.144), ce qu’on note :

A =
[
a1 a2 . . . an

]
, Q =

[
q1 q2 . . . qn

]
.

Montrer que

ak = ‖vk‖qk +
k−1∑

j=1

ak · vj

‖vj‖
qj .

En déduire queA = QR, oùR est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont positifs.

3. Montrer que pour toute matrice A ∈ Mn(IR) inversible, on peut construire une matrice orthogonale Q (c.à. d.
telle queQQt = Id) et une matrice triangulaire supérieureR à coefficients diagonaux positifs telles queA = QR.

4. Donner la décompositionQR de A =
[
1 4
1 0

]
.

5. On considère maintenant l’algorithme suivant (où l’on stocke la matriceQ orthogonale cherchée dans la matrice
A de départ (qui est donc écrasée)

Algorithme 1.63 (Gram-Schmidt modifié).
Pour k = 1, . . . , n,

Calcul de la norme de ak

rkk := (
∑n

i=1 a
2
ik) 1

2

Normalisation
Pour ℓ = 1, . . . , n

aℓk := aℓk/rkk
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Fin pour ℓ

Pour j = k + 1, . . . , n
Produit scalaire correspondant à qk · aj

rkj :=
∑n

i=1 aikaij

On soustrait la projection de ak sur qj sur tous les vecteurs de A après k.
Pour i = k + 1, . . . , n,
aij := aij − aikrkj

Fin pour i
Fin pour j

Montrer que la matrice A résultant de cet algorithme est identique à la matriceQ donnée par la méthode de Gram-
Schmidt, et que la matrice R est celle de Gram-Schmidt. (Cet algorithme est celui qui est effectivement implanté,
car il est plus stable que le calcul par le procédé de Gram-Schmidt original. )

Exercice 78 (Méthode QR avec shift). Soit A =
[
cos θ sin θ
sin θ 0

]

1. Calculer les valeurs propres de la matrice A.

2. Effectuer la décompositionQR de la matrice A.

3. Calculer A1 = RQ et Ã1 = RQ− bId où b est le terme a1
22 de la matrice A1

4. Effectuer la décompositionQR de A1 et Ã1, et calculer les matrices A2 = R1Q1 et Ã2 = R̃1Q̃1.

Exercice 79 (Méthode QR pour la recherche de valeurs propres). Corrigé en page 146

SoitA une matrice inversible. Pour trouver les valeurs propres deA, on propose la méthode suivante, dite “méthode
QR” : On poseA1 = A et on construit une matrice orthogonaleQ1 et une matrice triangulaire supérieureR1 telles
que A1 = Q1R1 (par exemple par l’algorithme de Gram-Schmidt). On pose alors A2 = R1Q1, qui est aussi une
matrice inversible. On construit ensuite une matrice orthogonaleQ2 et une matrice triangulaire supérieureR2 telles
que A2 = Q2R2 et on pose A3 = R3Q3. On continue et on construit une suite de matrices Ak telles que :

A1 = A = Q1R1, R1Q1 = A2 = Q2R2, . . . , RkQk = Ak = Qk+1Rk+1. (1.145)

Dans de nombreux cas, cette construction permet d’obenir les valeurs propres de la matrice A sur la diagonale
des matrices Ak. Nous allons démontrer que ceci est vrai pour le cas particulier des matrices symétriques définies
positives dont les valeurs propres sont simples et vérifiant l’hypothèse (1.147) (on peut le montrer pour une classe
plus large de matrices).

On suppose à partir de maintenant que A est une matrice symétrique définie positive qui admet n valeurs propres
(strictement positives) vérifiant λ1 < λ2 < . . . < λn. On a donc :

A = PΛP t, avec Λ = diag(λ1, . . . , λn), et P est une matrice orthogonale. (1.146)

(La notation diag(λ1, . . . , λn) désigne la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont λ1,... ,λn).

On suppose de plus que

P t admet une décomposition LU et que les coefficients diagonaux de U sont strictement positifs. (1.147)

On va montrer que Ak tend vers Λ = diag(λ1, . . . , λn).

2. Soient Qi et Ri les matrices orthogonales et triangulaires supérieures définies par (1.145).
2.1 Montrer que A2 = Q̃2R̃2 avec Q̃k = Q1Q2 et R̃k = R2R1.
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2.2 Montrer, par récurrence sur k, que
Ak = Q̃kR̃k, (1.148)

avec
Q̃k = Q1Q2 . . . Qk−1Qk et R̃k = RkRk−1 . . . R2R1. (1.149)

2.3 Justifier brièvement le fait que Q̃k est une matrice orthogonale et R̃k est une matrice triangulaire à coefficients
diagonaux positifs.

3. Soit Mk = ΛkLΛ−k.

3.1 Montrer que PMk = Q̃kTk où Tk = R̃kU
−1Λ−k est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients

diagonaux sont positifs.

3.2 Calculer les coefficients de Mk en fonction de ceux de L et des valeurs propres de A.

3.3 En déduire que Mk tend vers la matrice identité et que Q̃kTk tend vers P lorsque k → +∞.

4. Soient (Bk)k∈IN et (Ck)k∈IN deux suites de matrices telles que les matricesBk sont orthogonales et les matrices
Ck triangulaires supérieures et de coefficients diagonaux positifs. On va montrer que si BkCk tend vers la matrice
orthogonale B lorsque k tend vers l’infini alors Bk tend vers B et Ck tend vers l’identité lorsque k tend vers
l’infini.
On suppose donc que BkCk tend vers la matrice orthogonaleB. On note b1, b2, . . . , bn les colonnes de la matrice
B et b(k)

1 , b
(k)
2 , . . . , b

(k)
n les colonnes de la matrice Bk, ou encore :

B =
[
b1 b2 . . . bn

]
, Bk =

[
b

(k)
1 b

(k)
2 . . . b

(k)
n

]
.

et on note c(k)
i,j les coefficients de Ck.

4.1 Montrer que la première colonne de BkCk est égale à c(k)
1,1b

(k)
1 . En déduire que c(k)

1,1 → 1 et que b(k)
1 → b1.

4.2 Montrer que la seconde colonne de BkCk est égale à c(k)
1,2b

(k)
1 + c

(k)
2,2b

(k)
2 . En déduire que c(k)

1,2 → 0, puis que

c
(k)
2,2 → 1 et que b(k)

2 → b2.

4.3 Montrer que lorsque k → +∞, on a c(k)
i,j → 0 si i 6= j, puis que c(k)

i,i → 1 et b(k)
i → bi.

4.4 En déduire que Bk tend B et Ck tend vers l’identité lorsque k tend vers l’infini.

5. Déduire des questions 3 et 4 que Q̃k tend vers P et Tk tend vers Id lorsque k → +∞.

6. Montrer que R̃k(R̃k−1)−1 = TkΛTk−1. En déduire que Rk et Ak tendent vers Λ.

1.6.4 Suggestions
Exercice 75 page 140 (Méthode de la puissance pour calculer le rayon spectral de A.)

1. Décomposer x(0) sur une base de vecteurs propres orthonormée deA, et utiliser le fait que−λn n’est pas valeur
propre.
2. a/ Raisonner avec y(k) = x(k) − x où x est la solution de Ax = b et appliquer la question 1.
b/ Raisonner avec y(k) = x(k+1) − x(k).

Exercice 76 page 140 (Méthode de la puissance inverse)

Appliquer l’exercice précédent à la matrice B = (A− µId)−1.
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1.6.5 Corrigés
Exercice 75 page 140 (Méthode de la puissance pour calculer le rayon spectral de A)

1. Comme A est une matrice symétrique (non nulle), A est diagonalisable dans IR. Soit (f1, . . . , fn) une base
orthonormée de IRn formée de vecteurs propres de A associée aux valeurs propres λ1, . . . , λn (qui sont
réelles). On décompose y(0) sur (fi)i=1,...,n : y(0) =

∑n
i=1 αifi. On a donc Ay(0) =

∑n
i=1 λiαifi et

Aky(0) =
∑n

i=1 λ
k
i αifi.

On en déduit :
y(k)

λk
n

=
n∑

i=1

(
λi

λn

)k

αifi.

Comme−λn n’est pas valeur propre,

lim
k→+∞

( λi

λn
)k = 0 si λi 6= λn. (1.150)

Soient λ1, . . . , λp les valeurs propres différentes de λn, et λp+1, . . . , λn = λn. On a donc

limn→+∞
y(k)

λk
n

=
∑n

i=p+1 αifi = y, avec Ay = λny.

De plus, y 6= 0 : en effet, y(0) /∈ (Ker(A−λnId))⊥ = V ect{f1, . . . , fp}, et donc il existe i ∈ {p+1, . . . , n}
tel que αi 6= 0.
Pour montrer (b), remarquons que

‖y(k+1)‖
‖y(k)‖ = |λn|

‖y
(k+1)

λk+1
n

‖

‖y
(k)

λk
n

‖
→ |λn|

‖y‖
‖y‖ = |λn| lorsque k → +∞.

Enfin,
y(2k)

‖y(2k)‖ = y(2k)

λ2k
n

λ2k
n

‖y(2k)‖ et lim
k→+∞

‖y(2k)‖
λ2k

n

= ‖y‖.

On a donc lim
k→+∞

y(2k)

‖y(2k)‖ = x, avec x = y
‖y‖ .

2. a) La méthode I s’écrit à partir de x(0) connu : x(k+1) = Bx(k) + c pour k ≥ 1, avec c = (I − B)A−1b.
On a donc

x(k+1) − x = Bx(k) + (Id−B)x − x
= B(x(k) − x). (1.151)

Si y(k) = x(k) − x, on a donc y(k+1) = By(k), et d’après la question 1a) si y(0) 6⊥ Ker(B− µnId) où
µn est la plus grande valeur propre de B, (avec |µn| = ρ(B)et− µn non valeur propre), alors

‖y(k+1)‖
‖y(k)‖ −→ ρ(B) lorsque k → +∞,

c’est–à–dire
‖x(k+1) − x‖
‖x(k) − x‖ −→ ρ(B) lorsque k → +∞.

b) On applique maintenant 1a) à y(k) = x(k+1) − x(k) avec

y(0) = x(1) − x(0) où x(1) = Ax(0).

On demande que x(1) − x(0) /∈ Ker(B − µnId)⊥ comme en a), et on a bien y(k+1) = By(k), donc
‖y(k+1)‖
‖y(k)‖ −→ ρ(B) lorsque k → +∞.
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Exercice 76 page 140 (Méthode de la puissance inverse avec shift)

Comme 0 < |µ − λi| < |µ − λj | pour tout j 6= i, la matrice A − µId est inversible. On peut donc appliquer

l’exercice 75 à la matrice B = (A− µId)−1. Les valeurs propres de B sont les valeurs de
1

λj − µ
, j = 1, . . . , n,

où les λj sont les valeurs propres de A.

Comme |µ− λi| < |µ− λj |, ∀j 6= i, on a ρ(B) = 1
|λi − µ|

.

Or,
1

λi − µ
est valeur propre de B et

1
µ− λi

ne l’est pas. En effet, si
1

µ− λi
était valeur propre, il existerait j tel

que
1

µ− λi
= 1
λj − µ

, ce qui est impossible car |µ− λi| < |µ− λj | pour j 6= i. Donc ρ(B) = 1
λi − µ

.

On a également Ker(B − 1
λi − µ

Id) = Ker(A− λiId), donc

x(0) /∈ (Ker(B − 1
λi − µ

Id))⊥ = (Ker(A− λiId)⊥.

On peut donc appliquer l’exercice 75 page 140 qui donne 1 et 2.

Exercice 77 page 141 (Orthogonalisation par Gram-Schmidt)

1. Par définition de la projection orthogonale, on a v1 · v2 = a1 · (a2 − proja1 (a2)) = 0.
Supposons la récurrence vraie au rang k− 1 et montrons que vk est orthogonal à tous les vi pour i = 1, . . . , k− 1.
Par définition, vk = ak −

∑k−1
j=1

ak·vj

vj ·vj
vj , et donc

vk · vi = ak · vi −
k−1∑

j=1

ak · vj

vj · vj
vj · vi = ak · vi − ak · vi

par hypothèse de récurrence. On en déduit que vk · vi = 0 et donc que la famille (v1, . . . vn) est une base orthogo-
nale.

2. De la relation (1.144), on déduit que :

ak = vk +
k−1∑

j=1

ak · vj

vj · vj
vj ,

et comme vj = ‖vj‖qj , on a bien :

ak = ‖vk‖qk +
k−1∑

j=1

ak · vj

‖vj‖
qj .

La k-ième colonne de A est donc une combinaison linéaire de la k-ème colonne de Q affectée du poids ‖vk‖ et
des k − 1 premières affectées des poids ak·vj

‖vj‖ . Ceci s’écrit sous forme matricielle A = QR où R est une matrice
carrée dont les coefficients sont Rk,k = ‖vk‖, Rj,k = ak·vj

‖vj‖ si j < k, et Rj,k = 0 si j > k. La matrice R est donc
bien triangulaire supérieure et à coefficients diagonaux positifs.

3. Si A est inversible, par le procédé de Gram-Schmidt (1.144) on construit la matriceQ =
[
q1 q2 . . . qn

]
,

et par la question 2, on sait construire une matrice R triangulaire supérieure à coefficients diagonaux positifs
A = QR.

4. On a a1 =
[
1
1

]
et donc q1 = 1

2

[√
2√
2

]
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Puis a2 =
[
4
0

]
et donc v2 = a2−a2·v1

v1·v1
v1 =

[
4
0

]
− 4

2

[
1
1

]
=
[

2
−2

]
.Donc q2 = 1

2

[ √
2

−
√

2

]
, etQ = 1

2

[√
2
√

2√
2 −

√
2

]
.

Enfin, R =
[‖v1‖ a2·v1

‖v1‖
0 ‖v1‖

]
=
[√

2 2
√

2
0 2

√
2

]
, et Q = 1

2

[√
2
√

2√
2 −

√
2

]
.

Exercice 79 page 142 (Méthode QR pour la recherche de valeurs propres)

1.1 Par définition et associativité du produit des matrices,

A2 = (Q1R1)(Q1R1) = Q1(R1Q1)R1 = Q1(R1Q1)R1 = Q1(Q2R2)R1 = (Q1Q2)(R2R1) = Q̃2R̃2

avec Q̃2 = Q1Q2 et R̃2 = R1R2.

1.2 La propriété est vraie pour k = 2. Supposons la vraie jusqu’au rang k − 1 et montrons là au rang k. Par
définition, Ak = Ak−1A et donc par hypothèse de récurrence,Ak = Q̃k−1R̃k−1A. On en déduit que :

Ak = Q̃k−1R̃k−1Q1R1

= Q1 . . .Qk−1Rk−1 . . . R2(R1Q1)R1

= Q1 . . .Qk−1Rk−1 . . . R2(Q2R2)R1

= Q1 . . .Qk−1Rk−1 . . . (R2Q2)R2R1

= Q1 . . .Qk−1Rk−1 . . . R3(Q3R3)R2R1

...
...

= Q1 . . .Qk−1Rk−1 . . . Rj(QjRj)Rj−1 . . . R2R1

= Q1 . . .Qk−1Rk−1 . . . Rj+1(RjQj)Rj−1 . . . R2R1

= Q1 . . .Qk−1Rk−1 . . . Rj+1(Qj+1Rj)Rj−1 . . . R2R1

= Q1 . . .Qk−1Rk−1(Qk−1Rk−1)Rk−2 . . . R2R1

= Q1 . . .Qk−1(Rk−1Qk−1)Rk−1Rk−2 . . . R2R1

= Q1 . . .Qk−1(QkRk)Rk−1Rk−2 . . . R2R1

= Q̃kR̃k

1.3 La matrice Q̃k est un produit de matrices orthogonales et elle est donc orthogonale. (On rappelle que si P et Q
sont des matrices orthogonales, c.à.d. P−1 = P t et Q−1 = Qt, alors (PQ)−1 = Q−1P−1 = QtP t = (PQ)t et
donc PQ est orthogonale.)

De même, le produit de deux matrices triangulaires supérieures à coefficients diagonaux positifs est encore une
matrice triangulaire supérieure à coefficients diagonaux positifs.

2.1 Par définition, PMk = PΛkLΛ−k = PΛkP tP−tLΛ−k = AkP−tLΛ−k.
Mais Ak = Q̃kR̃k et P t = LU , et donc :
PMk = Q̃kR̃kU

−1Λ−k = Q̃kTk où Tk = R̃kU
−1Λ−k. La matrice Tk est bien triangulaire supérieure à co-

efficients diagonaux positifs, car c’est un produit de matrices triangulaires supérieures à coefficients diagonaux
positifs.
2.2

(Mk)i,j = (ΛkLΛ−k)i,j =





Li,i si i = j,
λk

j

λk
i

Li, j si i > j,

0 sinon.

2.3 On déduit facilement de la question précédente que, lorsque k → +∞, (Mk)i,j → 0 si i 6= j et (Mk)i,i → 1
et donc que Mk tend vers la matrice identité et que Q̃kTk tend vers P lorsque k → +∞.
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3.1 Par définition, (BkCk)i,1 =
∑

ℓ=1,n(Bk)i,ℓ(Ck)ℓ,1 = (Bk)i,1(Ck)1,1 car Ck est triangulaire supérieure. Donc

la première colonne de BkCk est bien égale à c(k)
1,1b

(k)
1 .

Comme BkCk tend vers B, la première colonne b
(k)
1 de BkCk tend vers la première colonne de B, c’est -à-dire

c
(k)
1,1b

(k)
1 → b1 lorsque k →∞.

Comme les matrices B et Bk sont des matrices orthogonales, leurs vecteurs colonnes sont de norme 1, et donc

|c(k)
1,1 | = ‖c

(k)
1,1b

(k)
1 ‖ → ‖b1‖ = 1 lorsque k →∞.

On en déduit que |c(k)
1,1 | → 1 lorsque k → +∞, et donc limk→+∞ c

(k)
1,1 = ±1. Or, par hypothèse, la matrice

C(k) a tous ses coefficients diagonaux positifs, on a donc bien c(k)
1,1 → 1 lorsque k → +∞ . Par conséquent, on a

b
(k)
1 → b1 lorsque k→∞.

3.2 Comme Ck est triangulaire supérieure, on a :

(BkCk)i,2 =
∑

ℓ=1,n

(Bk)i,ℓ(Ck)ℓ,2 = (Bk)i,1(Ck)1,1 + (Bk)i,2(Ck)2,1,

et donc la seconde colonne de BkCk est bien égale à c(k)
1,2b

(k)
1 + c

(k)
2,2b

(k)
2 .

On a donc
c

(k)
1,2b

(k)
1 + c

(k)
2,2b

(k)
2 → b2 lorsque k → +∞. (1.152)

La matrice Bk est orthogonale, et donc b
(k)
1 · b(k)

1 = 1 et b
(k)
1 · b(k)

2 = 0. De plus, par la question précédente,
b

(k)
1 → b1 lorsque k → +∞, On a donc, en prenant le produit scalaire du membre de gauche de (1.152) avec b

(k)
1 ,

c
(k)
1,2 =

(
c

(k)
1,2b

(k)
1 + c

(k)
2,2b

(k)
2

)
· b(k)

1 → b2 · b1 = 0 lorsque k → +∞.

Comme c(k)
1,2 → 0 et b

(k)
1 → b1 on obtient par (1.152) que

c
(k)
2,2b

(k)
2 → b2 lorsque k → +∞.

Le même raisonnement que celui de la question précédente nous donne alors que c(k)
2,2 → 1 et b

(k)
2 → b2 lorsque

k → +∞.
3.3 On sait déjà par les deux questions précédentes que ces assertions sont vraies pour i = 1 et 2. Supposons
qu’elles sont vérifiées jusqu’au rang i− 1, et montrons que c(k)

i,j → 0 si i 6= j, puis que c(k)
i,i → 1 et b

(k)
i → bi.

Comme Ck est triangulaire supérieure, on a :

(BkCk)i,j =
∑

ℓ=1,n

(Bk)i,ℓ(Ck)ℓ,j =
j−1∑

ℓ=1
(Bk)i,ℓ(Ck)ℓ,j + (Bk)i,j(Ck)j,j ,

et donc la j-ème colonne de BkCk est égale à
∑j−1

ℓ=1 c
(k)
ℓ,j b

(k)
ℓ + c

(k)
j,j b

(k)
j . On a donc

j−1∑

ℓ=1
c

(k)
ℓ,j b

(k)
ℓ + c

(k)
j,j b

(k)
j → bj lorsque k → +∞. (1.153)

La matrice Bk est orthogonale, et donc b
(k)
i · b(k)

j = δi,j . De plus, par hypothèse de récurrence, on sait que

b
(k)
ℓ → bℓ pour tout ℓ ≤ j − 1. En prenant le produit scalaire du membre de gauche de (1.153) avec b(k)

m , pour
m < j, on obtient

c
(k)
m,j =

(
j−1∑

ℓ=1
c

(k)
ℓ,j b

(k)
ℓ + c

(k)
j,j b

(k)
j

)
· b(k)

m → bm · bj = 0 lorsque k → +∞.
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On déduit alors de (1.153) que c(k)
j,j b

(k)
j → bj lorsque k → +∞, et le même raisonnement que celui de la question

4.1 nous donne alors que c(k)
j,j → 1 et b

(k)
j → bj lorsque k → +∞.

ce qui conclut le raisonnement par récurrence.

3.4 En déduire que Bk tend B et Ck tend vers l’identité lorsque k tend vers l’infini.
On a montré aux trois questions précédentes que la j-ième colonne de Bk tend vers la j-ième colonne deB, et que
c

(k)
i,j → δi,j lorque k tend vers +∞. On a donc bien le résultat demandé.

4. D’après la question 3, Q̃kTk tend vers P , et d’après la question 4, comme Q̃k est orthogonale et Tk triangulaire
supérieure à coefficients positifs, on a bien Q̃k qui tend vers P et Tk qui tend vers Id lorsque k → +∞.

5. On a R̃k = TkΛkU et donc R̃k(R̃k−1)−1 = TkΛkUU−1Λ−k+1Tk−1 = TkΛTk−1.
Comme Tk tend vers Id, on a Rk = R̃k(R̃k−1)−1 qui tend vers Λ. De plus, Ak = QkRk, où Qk = Q̃k(Q̃k−1)−1

tend vers Id et Rk tend vers Λ. Donc Ak tend vers Λ.
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Chapitre 2

Systèmes non linéaires

Dans le premier chapitre, on a étudié quelques méthodes de résolution de systèmes linéaires en dimension finie.
L’objectif est maintenant de développer des méthodes de résolution de systèmes non linéaires, toujours en dimen-
sion finie. On se donne g ∈ C(IRn, IRn) et on cherche x dans IRn solution de :

{
x ∈ IRn

g(x) = 0. (2.1)

Au Chapitre I on a étudié des méthodes de résolution du système (2.1) dans le cas particulier g(x) = Ax − b,
A ∈ Mn(IR), b ∈ IRn. On va maintenant étendre le champ d’étude au cas où g n’est pas forcément affine. On
étudiera deux familles de méthodes pour la résolution approchée du système (2.1) :

— les méthodes de point fixe : point fixe de contraction et point fixe de monotonie
— les méthodes de type Newton 1.

2.1 Rappels et notations de calcul différentiel
Le premier chapitre faisait appel à vos connaissances en algèbre linéaire. Ce chapitre-ci, ainsi que le suivant
(optimisation) s’appuieront sur vos connaissances en calcul différentiel, et nous allons donc réviser les quelques
notions qui nous seront utiles.

Définition 2.1 (Application différentiable). Soient E et F des espaces vectoriels normés, f une application de E
dans F et x ∈ E. On rappelle que f est différentiable en x s’il existe Tx ∈ L(E,F ) (où L(E,F ) est l’ensemble
des applications linéaires continues de E dans F ) telle que

f(x+ h) = f(x) + Tx(h) + ‖h‖Eε(h) avec ε(h)→ 0 quand h→ 0. (2.2)

L’application Tx est alors unique 2 et on note Df(x) = Tx ∈ L(E,F ) la différentielle de f au point x. Si f est
différentiable en tout point de E, alors on appelle différentielle de f l’application Df = E → L(E,F ) qui à
x ∈ E associe l’application linéaire continueDf(x) de E dans F .

Remarquons tout de suite que si f est une application linéaire continue de E dans F , alors f est différentiable, et
Df = f . En effet, si f est linéaire, f(x + h) − f(x) = f(h), et donc l’égalité (2.2) est vérifiée avec Tx = f et
ε = 0.
Voyons maintenant quelques cas particuliers d’espaces E et F :

1. Isaac Newton, 1643 - 1727, né d’une famille de fermiers, est un philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste et astronome anglais.
Figure emblématique des sciences, il est surtout reconnu pour sa théorie de la gravitation universelle et la création, en concurrence avec Leibniz,
du calcul infinitésimal.
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Cas où E = IR et F = IR Si f est une fonction de IR dans IR, dire que f est différentiable en x revient à dire
que f est dérivable en x. En effet, dire que f est dérivable en x revient à dire que

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

existe, et lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= f ′(x),

ce qui s’écrit encore

f(x+ h)− f(x)
h

= f ′(x) + ε(h), avec ε(h)→ 0 lorsque h→ 0,

c’est-à-dire
f(x+ h)− f(x) = Tx(h) + hε(h), avec Tx(h) = f ′(x)h,

ce qui revient à dire que f est différentiable en x, et que sa différentielle en x est l’application linéaire Tx : IR →
IR, qui à h associe f ′(x)h. On a ainsi vérifié que pour une fonction de IR dans IR, la notion de différentielle
coïncide avec celle de dérivée.

Exemple 2.2. Prenons f : IR → IR définie par f(x) = sin x. Alors f est dérivable en tout point et sa dérivée
vaut f ′(x) = cosx. La fonction f est donc aussi différentiable en tout point. La différentielle de f au point x est
l’application linéaire Df(x) qui à h ∈ IR associe Df(x)(h) = cosx h. La différentielle de f est l’application de
IR dans L(IR, IR), qui à x associe Df(x) (qui est donc elle même une application linéaire).

Cas où E = IRn et F = IRp Soit f : IRn → IRp, x ∈ IRn et supposons que f est différentiable en x ; alors
Df(x) ∈ L(IRn, IRp) ; par caractérisation d’une application linéaire de IRp dans IRn, il existe une unique matrice
Jf (x) ∈Mp,n(IR) telle que

Df(x)(y)︸ ︷︷ ︸
∈IRp

= Jf (x)y︸ ︷︷ ︸
∈IRp

, ∀y ∈ IRn.

On confond alors souvent l’application linéaire Df(x) ∈ L(IRn, IRp) avec la matrice Jf (x) ∈ Mp,n(IR) qui la
représente, qu’on appelle matrice jacobienne de f au point x et qu’on note Jf . On écrit donc :

Jf (x) = Df(x) = (ai,j)1≤i≤p,1≤j≤n où ai,j = ∂jfi(x),

∂j désignant la dérivée partielle par rapport à la j-ème variable.
Notons que si n = p = 1, la fonction f est de IR dans IR et la matrice jacobienne en x n’est autre que la dérivée
en x : Jf (x) = f ′(x). On confond dans cette écriture la matrice Jf (x) qui est de taille 1×1 avec le scalaire f ′(x).

Exemple 2.3. Prenons n = 3 et p = 2 ; soit f : IR3 → IR2 définie par :

f(x) =




x2
1 + x3

2 + x4
3

2x1 − x2


 , ∀x =



x1
x2
x3




Soit h ∈ IR3 de composantes (h1, h2, h3). Pour calculer la différentielle de f (en x appliquée à h), on peut calculer
f(x+ h)− f(x) :

f(x+ h)− f(x) =




(x1 + h1)2 − x2
1 + (x2 + h2)3 − x3

2 + (x3 + h3)4 − x4
3

2(x1 + h1)− 2x1 − 2(x2 + h2) + 2x2




=




2x1h1 + h2
1 +′ 3x2

2h2 + 3x2h
2
2 + h3

2 +−4x3
3h3 +−4x2

3h
2
3 + h4

3

2h1 − 2 + h2




et on peut ainsi vérifier l’égalité (2.2) avec :

Df(x)h =
[
2x1h1 + 3x2

2h2 + 4x3
3h3

2h1 − h2

]
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et donc, avec les notations précédentes,

Jf (x) =
[
2x1 3x2

2 4x3
3

2 −1 0

]

Bien sûr, dans la pratique, on n’a pas besoin de calculer la différentielle en effectuant la différence f(x+h)−f(x).
On peut directement calculer les dériées partielles pour calculer la matrice jacobienne Jf .

Cas où E = IRn, F = IR C’est en fait un sous-cas du paragraphe précédent, puisqu’on est ici dans le cas
p = 1. Soit x ∈ IRn et f une fonction de E dans F différentiable en x ; on a donc Jf (x) ∈M1,n(IR) : Jf est une
matrice ligne. On définit le gradient de f en x comme le vecteur de IRn dont les composantes sont les coefficients
de la matrice colonne (Jf (x))t, ce qu’on écrit, avec un abus de notation, ∇f(x) = (Jf (x))t ∈ IRn. (L’abus de
notation est dû au fait qu’à gauche, il s’agit d’un vecteur de IRn, et à droite, une matrice n× 1, qui sont des objets
mathématiques différents, mais qu’on identifie pour alléger les notations). Pour (x, y) ∈ (IRn)2, on a donc

Df(x)(y) = Jf (x)y =
n∑

j=i

∂jf(x)yj = ∇f(x) · y où∇f(x) =



∂1f(x)

...
∂nf(x)


 ∈ IRn.

Attention, lorsque l’on écrit Jf (x)y il s’agit d’un produit matrice vecteur, alors que lorsqu’on écrit ∇f(x) · y, il
s’agit du produit scalaire entre les vecteurs∇f(x) et y, qu’on peut aussi écrire∇(f(x))ty.

Cas où E est un espace de Hilbert et F = IR. On généralise ici le cas présenté au paragraphe précédent. Soit
f : E → IR différentiable en x ∈ E. Alors Df(x) ∈ L(E, IR) = E′, où E′ désigne le dual topologique de
E, c.à.d. l’ensemble des formes linéaires continues sur E. Par le théorème de représentation de Riesz, il existe un
unique u ∈ E tel queDf(x)(y) = (u|y)E pour tout y ∈ E, où (.|.)E désigne le produit scalaire sur E. On appelle
encore gradient de f en x ce vecteur u. On a donc u = ∇f(x) ∈ E et pour y ∈ E, Df(x)(y) = (∇f(x)|y)E .

Différentielle d’ordre 2, matrice hessienne.

Revenons maintenant au cas général de deux espaces vectoriels normés E et F , et supposons maintenant que
f ∈ C2(E,F ). Le fait que f ∈ C2(E,F ) signifie que Df ∈ C1(E,L(E,F )). Par définition, on a D2f(x) ∈
L(E,L(E,F )) et donc pour y ∈ E, D2f(x)(y) ∈ L(E,F ), et pour z ∈ E, D2f(x)(y)(z) ∈ F.
Considérons maintenant le cas particulier E = IRn et F = IR . On a :

f ∈ C2(IRn, IR)⇔
[
f ∈ C1(IRn, IR) et ∇f ∈ C1(IRn, IRn)

]
.

et
D2f(x) ∈ L(IRn,L(IRn, IR))

Mais à toute application linéaire ϕ ∈ L(IRn,L(IRn, IR)), on peut associer de manière unique une forme bilinéaire
φ sur IRn de la manière suivante :

φ :IRn × IRn → IR (2.3)
(u, v) 7→ φ(u, v) = (ϕ(u))︸ ︷︷ ︸

∈L(IRn,IR)

(v)︸︷︷︸
∈IRn

. (2.4)

On dit qu’il existe une isométrie canonique (un isomorphisme qui conserve la norme) entre l’espace vectoriel
normé L(IRn,L(IRn, IR)) et l’espace des formes bilinéaires sur IRn.
On appelle matrice hessienne de f et on note Hf (x) la matrice de la forme bilinéaire ainsi assocíée à l’application
linéaire D2f(x) ∈ L(IRn,L(IRn, IR)).
On a donc D2f(x)(y)(z) = ytHf (x)z. La matrice hessienne Hf (x) peut se calculer à l’aide des dérivées par-
tielles : Hf (x) = (bi,j)i,j=1...N ∈ Mn(IR) où bi,j = ∂2

i,jf(x) et ∂2
i,j désigne la dérivée partielle par rapport
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à la variable i de la dérivée partielle par rapport à la variable j. Notons que par définition (toujours avec l’abus
de notation qui consiste à identifier les applications linéaires avec les matrices qui les représentent), Dg(x) est la
matrice jacobienne de g = ∇f en x.

Remarque 2.4 (Sur les différentielles, gradient et Hessienne). Pour définir la différentielle d’une fonction f d’un
expace vectoriel de dimension finie E dans IR, on a besoin d’une norme sur E.
Si f est différentiable en x ∈ E, pour définir le gradient de f en x, on a besoin d’un produit scalaire sur E pour
pouvoir utiliser le théorème de representation de Riesz mentionné plus haut. Le gradient est défini de manière
unique par le produit scalaire, mais ses composantes dépendent de la base choisie.
Enfin, si f est deux fois différentiable en x ∈ E, on a besoin d’une base de E pour définir la matrice hessienne en
x, et cette matrice hessienne dépend de la base choisie.

2.2 Les méthodes de point fixe

2.2.1 Point fixe de contraction
Soit g ∈ C(IRn, IRn), on définit la fonction f ∈ C(IRn, IRn) par f(x) = x− g(x). On peut alors remarquer que
g(x) = 0 si et seulement si f(x) = x. Résoudre le système non linéaire (2.1) revient donc à trouver un point fixe
de f . Encore faut-il qu’un tel point fixe existe. . . On rappelle le théorème de point fixe bien connu :

Théorème 2.5 (Point fixe). Soit E un espace métrique complet, d la distance sur E, et f : E → E une fonction
strictement contractante, c’est–à–dire telle qu’il existe κ ∈]0, 1[ tel que d(f(x), f(y)) ≤ κd(x, y) pour tout
x, y ∈ E. Alors il existe un unique point fixe x̄ ∈ E qui vérifie f(x̄) = x̄. De plus si x(0) ∈ E, et x(k+1) = f(x(k)),
∀k ≥ 0, alors x(k) → x̄ quand k → +∞.

DÉMONSTRATION – Etape 1 : Existence de x̄ et convergence de la suite
Soit x(0) ∈ E et (x(k))k∈IN la suite définie par x(k+1) = f(x(k)) pour k ≥ 0. On va montrer que :

1. la suite (x(k))k∈IN est de Cauchy (donc convergente car E est complet),

2. lim
n→+∞

x(k) = x̄ est point fixe de f .

Par hypothèse, on sait que pour tout k ≥ 1,
d(x(k+1), x(k)) = d(f(x(k)), f(x(k−1))) ≤ κd(x(k), x(k−1)).

Par récurrence sur k, on obtient que

d(x(k+1), x(k)) ≤ κkd(x(1), x(0)), ∀k ≥ 0.
Soit k ≥ 0 et p ≥ 1, on a donc :

d(x(k+p), x(k)) ≤ d(x(k+p), x(k+p−1)) + · · · + d(x(k+1), x(k))

≤
p∑

q=1

d(x(k+q), x(k+q−1))

≤
p∑

q=1

κk+q−1d(x(1), x(0))

≤ d(x(1), x(0))κk(1 + κ + . . .+ κp−1)

≤ d(x(1), x(0)) κk

1 − κ
−→ 0 quand k → +∞ car κ < 1.

La suite (x(k))k∈IN est donc de Cauchy, i.e. :

∀ε > 0, ∃kε ∈ IN ; ∀k ≥ kε, ∀ p ≥ 1 d(x(k+p), x(k)) ≤ ε.
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Comme E est complet, on a donc x(k) −→ x̄ dans E quand k → +∞. Comme la fonction f est strictement
contractante, elle est continue, donc on a aussi f(x(k)) −→ f(x̄) dans E quand k → +∞. En passant à la limite
dans l’égalité x(k+1) = f(x(k)), on en déduit que x̄ = f(x̄).

Etape 2 : Unicité
Soit x̄ et ȳ des points fixes de f , qui satisfont donc x̄ = f(x̄) et ȳ = f(ȳ). Alors d(f(x̄), f(ȳ)) = d(x̄, ȳ) ≤
κd(x̄, ȳ) ; comme κ < 1, ceci est impossible sauf si x̄ = ȳ.

La méthode du point fixe s’appelle aussi méthode des itérations successives. Dans le cadre de ce cours, nous
prendronsE = IRn, et la distance associée à la norme euclidienne, que nous noterons | · |.

∀(x,y) ∈ IRn × IRn avec x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn), d(x,y) = |x− y| =
(

n∑

i=1
(xi − yi)2

) 1
2

.

A titre d’illustration, essayons de la mettre en oeuvre pour trouver les points fixes de la fonction x 7→ x2.

1

1

1 1

f(x(0))

y = x

y = x2

x(2)x(3) x(1) x(0)

y = x2y = x

yy

x(2) xx x(0)x(1)

f(x(0))

f(x(1))

f(x(2))

f(x(2))

f(x(1))

FIGURE 2.1: Comportement des itérés successifs du point fixe pour x 7→ x2– A gauche : x(0) < 1, à droite :
x(0) > 1.

Pour la fonction x 7→ x2, on voit sur la figure 2.1, côté gauche, que si l’on part de x = x(0) < 1, la méthode
converge rapidement vers 0 ; or la fonction x 7→ x2 n’est strictement contractante que sur l’intervalle ] − 1

2 ,
1
2 [.

Donc si x = x(0) ∈]− 1
2 ,

1
2 [, on est dans les conditions d’application du théorème du point fixe. Mais en fait, la suite

(x(k))k∈IN définie par le point fixe converge pour tout x(0) ∈]− 1, 1[ ; ceci est très facile à voir car x(k) = (x(k))2

et on a donc convergence vers 0 si |x| < 1.
Par contre si l’on part de x(0) > 1 (à droite sur la figure 2.1), on diverge rapidement : mais rien de surprenant à
cela, puisque la fonction x 7→ x2 n’est pas contractante sur [1,+∞[
Dans le cas de la fonction x 7→ √x, on voit sur la figure 2.2 que les itérés convergent vers 1 que l’on parte à
droite ou à gauche de x = 1 ; on peut même démontrer (exercice) que si x(0) > 0, la suite (x)k∈IN converge vers
1 lorsque k → +∞. Pourtant la fonction x 7→ √x n’est contractante que pour x > 1

4 ; mais on n’atteint jamais
le point fixe 0, ce qui est moral, puisque la fonction n’est pas contractante en 0. On se rend compte encore sur cet
exemple que le théorème du point fixe donne une condition suffisante de convergence, mais que cette condition
n’est pas nécessaire.
Remarquons que l’hypothèse que f envoie E dans E est cruciale. Par exemple la fonction f : x 7→ 1

x est lipschit-
zienne de rapport k < 1 sur [1 + ε,+∞[ pour tout ε > 0 mais elle n’envoie pas [1 + ε,+∞[ dans [1 + ε,+∞[. La
méthode du point fixe à partir du choix initial x 6= 1 donne la suite x, 1

x , x,
1
x , . . . , x,

1
x qui ne converge pas.

Remarque 2.6 (Vitesse de convergence). Sous les hypothèses du théorème 2.5, d(x(k+1), x̄) = d(f(x(k)), f(x̄)) ≤
kd(x(k), x̄); donc si x(k) 6= x̄ alors d(x(k+1),x̄)

d(x(k),x̄) ≤ k (< 1), voir à ce sujet la définition 2.14. La convergence est
donc au moins linéaire (même si de fait, cette méthode converge en général assez lentement).
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f(x̃(2))

x̃(1)x(1)x(0)
y = x

y =
√

x

x̃(2)

f(x(2))
f(x(1))
f(x(0))

x̃(0)

f(x̃(0))

f(x̃(1))

FIGURE 2.2: Comportement des itérés successifs du point fixe pour x 7→ √x

Remarque 2.7 (Généralisation). Le théorème 2.5 se généralise en remplaçant l’hypothèse “f strictement contrac-
tante” par “ il existe k > 0 tel que f (k) = f ◦ f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸

k fois

est strictement contractante ” (reprendre la démonstra-

tion du théorème pour le vérifier).

La question qui vient alors naturellement est : que faire pour résoudre g(x) = 0 si la méthode du point fixe
appliquée à la fonction x 7→ x − g(x) ne converge pas ? Dans ce cas, f n’est pas strictement contractante ; une
idée possible est de pondérer la fonction g par un paramètre ω 6= 0 et d’appliquer les itérations de point fixe à la
fonction fω(x) = x− ωg(x) ; on remarque là encore que x est encore solution du système (2.1) si et seulement si
x est point fixe de fω(x). On aimerait dans ce cas trouver ω pour que fω soit strictement contractante, c.à.d. pour
que

|fω(x) − fω(y)| = |x− y − ω(g(x)− g(y))| ≤ κ|x− y| pour (x, y) ∈ IRn × IRn, avec κ < 1.

Or

|x− y − ω(g(x)− g(y))|2 =
(
x− y − ω(g(x)− g(y))

)
·
(
x− y − ω(g(x)− g(y))

)

= |x− y|2 − 2(x− y) · (ω(g(x) − g(y))) + ω2|g(x)− g(y)|2.

Supposons que g soit lipschitzienne, et soit M > 0 sa constante de Lipschitz :

|g(x)− g(y)| ≤M |x− y|, ∀x, y ∈ IRn. (2.5)

On a donc

|x− y − ω(g(x)− g(y))|2 ≤ (1 + ω2M2)|x − y|2 − 2(x− y) · (ω(g(x)− g(y)))

Or on veut |x− y − ω(g(x) − g(y))|2 ≤ κ|x − y|2, avec κ < 1. On a donc intérêt à ce que le terme −2(x− y) ·
(ω(g(x)− g(y))) soit de la forme−a|x− y|2 avec a strictement positif. Pour obtenir ceci, on va supposer de plus
que :

∃α > 0 tel que (g(x)− g(y)) · (x− y) ≥ α|x− y|2, ∀x, y ∈ IRn, (2.6)

On obtient alors :
|x− y − ω(g(x)− g(y))|2 ≤ (1 + ω2M2 − 2ωα)|x− y|2.

Et donc si ω ∈]0, 2α
M2 [, le polynôme ω2M2 − 2ωα est strictement négatif : soit −µ (noter que µ ∈]0, 1[) et on

obtient que
|x− y − ω(g(x)− g(y))|2 ≤ (1− µ)|x− y|2.

On peut donc énoncer le théorème suivant :
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Théorème 2.8 (Point fixe de contraction avec relaxation). On désigne par | · | la norme euclidienne sur IRn. Soit
g ∈ C(IRn, IRn) lipschitzienne de constante de Lipschitz M > 0, et telle que (2.6) est vérifiée : alors la fonction

fω : x 7→ x − ωg(x) est strictement contractante si 0 < ω <
2α
M2 . Il existe donc un et un seul x̄ ∈ IRn tel que

g(x̄) = 0 et x(k) → x̄ quand k → +∞ avec x(k+1) = fω(x(k)) = x(k) − ωg(x(k)).

Remarque 2.9. Le théorème 2.8 permet de montrer que sous les hypothèses (2.6) et (2.5), et pour ω ∈]0, 2α
M2 [, on

peut obtenir la solution de (2.1) en construisant la suite :
{
x(k+1) = x(k) − ωg(x(k)) n ≥ 0,
x(0) ∈ IRn.

(2.7)

Or on peut aussi écrire cette suite de la manière suivante (avec f(x) = x− g(x)) :
{
x̃(k+1) = f(x(k)), ∀n ≥ 0
x(k+1) = ωx̃(k+1) + (1 − ω)x(k), x(0) ∈ IRn.

(2.8)

En effet si x(k+1) est donné par la suite (2.8), alors

x(k+1) = ωx̃(k+1) + (1 − ω)x(k) = ωf(x(k)) + (1− ω)x(k) = −ωg(x(k)) + x(k).

Le procédé de construction de la suite (2.8) est l’algorithme de relaxation sur f .

La proposition suivante donne une condition suffisante pour qu’une fonction vérifie les hypothèses (2.6) et (2.5).

Proposition 2.10. Soit h ∈ C2(IRn, IR), et (λi)i=1,n les valeurs propres de la matrice hessienne de h. On suppose
qu’il existe des réels strictement positifs α et M tels que

α ≤ λi(x) ≤M, ∀i ∈ {1 . . . n}, ∀x ∈ IRn.

(Notons que cette hypothèse est plausible puisque les valeurs propres de la matrice hessienne sont réelles). Alors
la fonction g = ∇h (gradient de h) vérifie les hypothèses (2.6) et (2.5) du théorème 2.8.

DÉMONSTRATION – Montrons d’abord que l’hypothèse (2.6) est vérifiée. Soit (x, y) ∈ (IRn)2, on veut montrer que
(g(x) − g(y)) · (x− y) ≥ α|x− y|2. On introduit pour cela la fonction ϕ ∈ C1(IR, IRn) définie par :

ϕ(t) = g(x+ t(y − x)).
On a donc

ϕ(1) − ϕ(0) = g(y) − g(x) =
∫ 1

0
ϕ′(t)dt.

Or ϕ′(t) = Dg(x+ t(y − x))(y − x). Donc

g(y) − g(x) =
∫ 1

0
Dg(x+ t(y − x))(y − x)dt.

On en déduit que :

(g(y) − g(x)) · (y − x) =
∫ 1

0
(Dg(x+ t(y − x))(y − x) · (y − x)) dt.

Comme λi(x) ∈ [α,M ] ∀i ∈ {1, . . . , n}, on a

α|w|2 ≤ Dg(z)w · w ≤ M |w|2 pour tout w, z ∈ IRn

On a donc :

(g(y) − g(x)) · (y − x) ≥
∫ 1

0
α|y − x|2dt = α|y − x|2

ce qui montre que l’hypothèse (2.6) est bien vérifiée.
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Montrons maintenant que l’hypothèse (2.5) est vérifiée. On veut montrer que |g(y) − g(x)| ≤ M |y − x|. Comme

g(y) − g(x) =
∫ 1

0
Dg(x+ t(y − x))(y − x)dt,

on a

|g(y) − g(x)| ≤
∫ 1

0
|Dg(x+ t(y − x))(y − x)|dt

≤
∫ 1

0
|Dg(x+ t(y − x))||y − x|dt,

où |.| est la norme sur Mn(IR) induite par la norme euclidienne sur IRn.
Or, comme λi(x) ∈ [α,M ] pour tout i = 1, . . . , n, la matrice Dg(x+ t(y − x)) est symétrique définie positive et donc,
d’après la proposition 1.30 page 64, son rayon spectral est égal à sa norme, pour la norme induite par la norme euclidienne.
On a donc :

|Dg(x+ t(y − x)| = ρ(Dg(x+ t(y − x)) ≤ M.

On a donc ainsi montré que : |g(y) − g(x)| ≤ M |y − x|, ce qui termine la démonstration.

2.2.2 Point fixe de monotonie
Dans de nombreux cas issus de la discrétisation d’équations aux dérivées partielles, le problème de résolution d’un
problème non linéaire apparaît sous la forme Ax = R(x) où A est une matrice carrée d’ordre n inversible, et
R ∈ C(IRn, IRn). On peut le réécrire sous la forme x = A−1R(x) et appliquer l’algorithme de point fixe sur la
fonction f : x 7→ A−1Rx, ce qui donne comme itération : x(k+1) = A−1R(x(k)). Si on pratique un point fixe
avec relaxation, dont le paramètre de relaxation ω > 0, alors l’itération s’écrit :

x̃(k+1) = A−1R(x(k)), x(k+1) = ωx̃(k+1) + (1− ω)x(k).

Si la matrice A possède une propriété dite “de monotonie”, on peut montrer la convergence de l’algorithme du
point fixe ; c’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 2.11 (Point fixe de monotonie).
Soient A ∈Mn(IR) et R ∈ C(IRn, IRn). On suppose que :

1. La matrice A est une matrice d’inverse positive, ou IP-matrice (voir exercice 10), c’est-à-dire que A est
inversible et tous les coefficients de A−1 sont positifs ou nuls, ce qui est équivalent à dire que :

Ax ≥ 0⇒ x ≥ 0,

au sens composante par composante, c’est-à-dire
(
(Ax)i ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n

)
⇒
(
xi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n

)
.

2. R est monotone, c’est-à-dire que si x ≥ y (composante par composante) alors R(x) ≥ R(y) (composante
par composante).

3. 0 est une sous-solution du problème, c’est-à-dire que 0 ≤ R(0), et il existe x̃ ∈ IRn ; x̃ ≥ 0 tel que x̃ est
une sur-solution du problème, c’est-à-dire que Ax̃ ≥ R(x̃).

On pose x(0) = 0 et Ax(k+1) = R(x(k)). On a alors :

1. 0 ≤ x(k) ≤ x̃, ∀k ∈ IN,

2. x(k+1) ≥ x(k), ∀k ∈ IN,

3. x(k) → x̄ quand k → +∞ et Ax̄ = R(x̄).
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DÉMONSTRATION – Comme A est inversible la suite (x(k))n∈IN vérifiant{
x(0) = 0,
Ax(k+1) = R(x(k)), k ≥ 0

est bien définie. On va montrer par récurrence sur k que 0 ≤ x(k) ≤ x̃ pour tout k ≥ 0 et que x(k) ≤ x(k+1) pour tout
k ≥ 0.

1. Pour k = 0, on a x(0) = 0 et donc 0 ≤ x(0) ≤ x̃ et Ax(1) = R(0) ≥ 0. On en déduit que x(1) ≥ 0 grâce aux
hypothèses 1 et 3 et donc x(1) ≥ x(0) = 0.

2. On suppose maintenant (hypothèse de récurrence) que 0 ≤ x(p) ≤ x̃ et x(p) ≤ x(p+1) pour tout p ∈ {0, . . . , n−1}.
On veut montrer que 0 ≤ x(k) ≤ x̃ et que x(k) ≤ x(k+1). Par hypothèse de récurrence pour p = k − 1, on
sait que x(k) ≥ x(k−1) et que x(k−1) ≥ 0. On a donc x(k) ≥ 0. Par hypothèse de récurrence, on a également
que x(k−1) ≤ x̃ et grâce à l’hypothèse 2, on a donc R(x(k−1)) ≤ R(x̃). Par définition de la suite (x(k))k∈IN, on
a Ax(k) = R(x(k−1)) et grâce à l’hypothèse 3, on sait que Ax̃ ≥ R(x̃). On a donc : A(x̃ − x(k)) ≥ R(x̃) −
R(x(k−1)) ≥ 0. On en déduit alors (grâce à l’hypothèse 1) que x(k) ≤ x̃.

De plus, comme Ax(k) = R(x(k−1)) et Ax(k+1) = R(x(k)), on a A(x(k+1) − x(k)) = R(x(k)) −R(x(k−1)) ≥ 0
par l’hypothèse 2, et donc grâce à l’hypothèse 1, x(k+1) ≥ x(k).

On a donc ainsi montré (par récurrence) que

0 ≤ x(k) ≤ x̃, ∀k ≥ 0
x(k) ≤ x(k+1), ∀k ≥ 0.

Ces inégalités s’entendent composante par composante, c.à.d. que si x(k) = (x(k)
1 . . . x

(k)
n )t ∈ IRn et x̃ = (x̃1 . . . x̃n)t ∈

IRn, alors 0 ≤ x
(k)
i ≤ x̃i et x(k)

i ≤ x
(k+1)
i , ∀i ∈ {1, . . . , n}, et ∀k ≥ 0.

Soit i ∈ {1, . . . , n} ; la suite (x(k)
i )n∈IN ⊂ IR est croissante et majorée par x̃i donc il existe x̄i ∈ IR tel que x̄i =

lim
k→+∞

x
(k)
i . Si on pose x̄ = (x̄1 . . . x̄n)t ∈ IRn, on a donc x(k) −→ x̄ quand k → +∞.

Enfin, comme Ax(k+1) = R(x(k)) et comme R est continue, on obtient par passage à la limite lorsque k → +∞ que
Ax̄ = R(x̄) et que 0 ≤ x̄ ≤ x̃.

L’hypothèse 1 du théorème 2.11 est vérifiée par exemple par les matrices A qu’on a obtenues par discrétisation par
différences finies des opérateurs −u′′ sur l’intervalle ]0, 1[ (voir page 11 et l’exercice 54) et ∆u sur ]0, 1[×]0, 1[
(voir page 14).

Théorème 2.12 (Généralisation du précédent).
Soit A ∈Mn(IR), R ∈ C1(IRn, IRn), R = (R1, . . . , Rn)t tels que

1. Pour tout β ≥ 0 et pour tout x ∈ IRn, Ax+ βx ≥ 0⇒ x ≥ 0

2.
∂Ri

∂xj
≥ 0, ∀i, j t.q. i 6= j (Ri est monotone croissante par rapport à la variable xj si j 6= i) et ∃γ > 0,

−γ ≤ ∂Ri

∂xi
≤ 0, ∀x ∈ IRn, ∀i ∈ {1, . . . , n} (Ri est monotone décroissante par rapport à la variable xi).

3. 0 ≤ R(0) (0 est sous-solution) et il existe x̃ ≥ 0 tel que A(x̃) ≥ R(x̃) (x̃ est sur-solution).

Soient x(0) = 0, β ≥ γ, et (x(k))n∈IN la suite définie par Ax(k+1) + βx(k+1) = R(x(k)) + βx(k). Cette suite
converge vers x̄ ∈ IRn et Ax̄ = R(x̄). De plus, 0 ≤ x(k) ≤ x̃ ∀n ∈ IN et x(k) ≤ x(k+1), ∀n ∈ IN.

DÉMONSTRATION – On se ramène au théorème précédent avecA+βId au lieu deA etR+β au lieu deR.

Remarque 2.13 (Point fixe de Brouwer). On s’est intéressé ici uniquement à des théorèmes de point fixe “construc-
tifs”, i.e. qui donnent un algorithme pour le déterminer. Il existe aussi un théorème de point fixe dans IRn avec des
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hypothèses beaucoup plus générales (mais le théorème est non constructif), c’est le théorème de Brouwer 3 : si f
est une fonction continue de la boule unité de IRn dans la boule unité, alors elle admet un point fixe dans la boule
unité.

2.2.3 Vitesse de convergence

Définition 2.14 (Vitesse de convergence). Soit (x(k))n∈IN ∈ IRn et x̄ ∈ IRn. On suppose que x(k) → x̄ lorsque
k → +∞, que la suite est non stationnaire, c.à.d. que x(k) 6= x̄ pour tout k ∈ IN, et que

lim
k→+∞

‖x(k+1) − x̄‖
‖x(k) − x̄‖ = β ∈ [0, 1]. (2.9)

On s’intéresse à la “vitesse de convergence” de la suite (x(k))k∈IN . On dit que :

1. La convergence est sous–linéaire si β = 1.

2. La convergence est au moins linéaire si β ∈ [0, 1[.
3. La convergence est linéaire si β ∈]0, 1[.
4. La convergence est super linéaire si β = 0. Dans ce cas, on dit également que :

(a) La convergence est au moins quadratique s’il existe γ ∈ IR+ et il existe n0 ∈ IN tels que si k ≥ n0
alors ‖x(k+1) − x̄‖ ≤ γ‖x(k) − x̄‖2.

(b) La convergence est quadratique si

lim
k→+∞

‖x(k+1) − x̄‖
‖x(k) − x̄‖2 = γ > 0.

Plus généralement, on dit que :

(a) La convergence est au moins d’ordre p s’il existe γ ∈ IR+ et il existe k0 ∈ IN tels que si k ≥ k0
alors ‖x(k+1) − x̄‖ ≤ γ‖x(k) − x̄‖p.

(b) La convergence est d’ordre p si

lim
k→+∞

‖x(k+1) − x̄‖
‖x(k) − x̄‖p

= γ > 0.

Remarque 2.15 (Sur la vitesse de convergence des suites).

— Remarquons d’abord que si une suite (x(k))k∈IN de IRn converge vers x̄ lorsque k tend vers l’infini, et qu’il
existe β vérifiant (2.9), alors on a forcément β ≤ 1. En effet, si la suite vérifie (2.9) avec β > 1, alors il
existe k0 ∈ IN tel que si k ≥ k0, |xn − x̄| ≥ |xk0 − x̄| pour tout k ≥ k0, ce qui contredit la convergence.

— Quelques exemples de suites qui convergent sous-linéairement : xk = 1√
k

, xk = 1
k , mais aussi, de manière

moins intuitive : xk = 1
k2 . Toutes ces suites vérifient l’égalité (2.9) avec β = 1.

— Attention donc, contrairement à ce que pourrait suggérer son nom, la convergence linéaire (au sens donné
ci-dessus), est déjà une convergence très rapide. Les suites géométriques définies par xk = βk avec β ∈]0, 1[
sont des suites qui convergent linéairement (vers 0), car elles verifient évidemment bien (2.9) avec β ∈]0, 1[.

— la convergence quadratique est encore plus rapide ! Par exemple la suite définie par xk+1 = x2
k converge de

manière quadratique pour un choix initial x0 ∈] − 1, 1[. Mais si par malheur le choix initial est en dehors

3. Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicien néerlandais.
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de cet intervalle, la suite diverge alors très vite... de manière exponentielle, en fait (pour x0 > 1, on a
xk = e2k ln x0).
C’est le cas de la méthode de Newton, que nous allons introduire maintenant. Lorsqu’elle converge, elle
converge très vite (nous démontrerons que la vitesse de convergence est quadratique). Mais lorsqu’elle di-
verge, elle diverge aussi très vite...

Pour construire des méthodes itératives qui convergent “super vite”, nous allons donc essayer d’obtenir des vitesses
de convergence super linéaires. C’est dans cet esprit que nous étudions dans la proposition suivante des conditions
suffisantes de convergence de vitesse quadratique pour une méthode de type point fixe, dans le cas d’une fonction
f de IR dans IR.

Proposition 2.16 (Vitesse de convergence d’une méthode de point fixe). Soit f ∈ C1(IR, IR) ; on suppose qu’il
existe x̄ ∈ IR tel que f(x̄) = x̄. On construit la suite

x(0) ∈ IR
x(k+1) = f(x(k)).

1. Si on suppose que f ′(x̄) 6= 0 et |f ′(x̄)| < 1, alors il existe α > 0 tel que si x(0) ∈ Iα = [x̄− α, x̄+ α] on a
x(k) → x̄ lorsque k → +∞. De plus si x(k) 6= x̄ pour tout k ∈ IN, alors

|x(k+1) − x̄|
|x(k) − x̄| → |f

′(x̄)| = β avec β ∈]0, 1[.

La convergence est donc linéaire.

2. Si on suppose maintenant que f ′(x̄) = 0 et f ∈ C2(IR, IR), alors il existe α > 0 tel que si x(0) ∈ Iα =
[x̄− α, x̄+ α], alors x(k) → x̄ quand k → +∞, et si x(k) 6= x̄, ∀k ∈ IN alors

|x(k+1) − x̄|
|x(k) − x̄|2 → β = 1

2 |f
′′(x̄)|.

Dans ce cas, la convergence est donc au moins quadratique.

DÉMONSTRATION –

1. Supposons que |f ′(x̄)| < 1, et montrons qu’il existe α > 0 tel que si x(0) ∈ Iα alors x(k) → x̄. Comme f ∈
C1(IR, IR) il existe α > 0 tel que γ = maxx∈Iα |f ′(x)| < 1 ( par continuité de f ′).
On va maintenant montrer que f : Iα → Iα est strictement contractante, on pourra alors appliquer le théorème du
point fixe à f|Iα , (Iα étant fermé), pour obtenir que x(k) → x̄ où x̄ est l’unique point fixe de f|Iα.
Soit x ∈ Iα ; montrons d’abord que f(x) ∈ Iα : comme f ∈ C1(IR, IR), il existe ξ ∈]x, x̄[ tel que |f(x) − x̄| =
|f(x) − f(x̄)| = |f ′(ξ)||x − x̄| ≤ γ|x − x̄| < α, ce qui prouve que f(x) ∈ Iα. On vérifie alors que f|Iα

est strictement contractante en remarquant que pour tous x, y ∈ Iα, x < y, il existe ξ ∈]x, y[(⊂ Iα) tel que
|f(x) − f(y)| = |f ′(ξ)||x− y| ≤ γ|x− y| avec γ < 1. On a ainsi montré que x(k) → x̄ si x(0) ∈ Iα.

Cherchons maintenant la vitesse de convergence de la suite. Supposons que f ′(x̄) 6= 0 et x(k) 6= x̄ pour tout n ∈ IN.
Comme x(k+1) = f(x(k)) et x̄ = f(x̄), on a |x(k+1) − x̄| = |f(x(k)) − f(x̄)|. Comme f ∈ C1(IR, IR), il existe
ξk ∈]x(k), x̄[ ou ]x̄, x(k)[, tel que f(x(k)) − f(x̄) = f ′(ξk)(x(k) − x̄). On a donc

|x(k+1) − x̄|
|x(k) − x̄| = |f ′(ξk)| −→ |f ′(x̄)| car x(k) → x̄ et f ′ est continue.

On a donc une convergence linéaire.

2. Supposons maintenant que f ∈ C2(IR, IR) et f ′(x̄) = 0. On sait déjà par ce qui précède qu’il existe α > 0 tel que
si x(0) ∈ Iα alors x(k) → x̄ lorsque k → +∞. On veut estimer la vitesse de convergence ; on suppose pour cela
que x(k) 6= x̄ pour tout k ∈ IN. Comme f ∈ C2(IR, IR), il existe ξk ∈]x(k), x̄[ tel que

f(x(k)) − f(x̄) = f ′(x̄)(x(k) − x̄) + 1
2f

′′(ξk)(x(k) − x̄)2.
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On a donc : x(k+1) − x̄ = 1
2f

′′(ξk)(x(k) − x̄)2 ce qui entraîne, par continuité de f ′′, que

|x(k+1) − x̄|
|x(k) − x̄|2 = 1

2 |f ′′(ξk)| −→ 1
2 |f ′′(x̄)| quand k → +∞.

La convergence est donc au moins quadratique.

2.2.4 Méthode de Newton dans IR
On va étudier dans le paragraphe suivant la méthode de Newton pour la résolution d’un système non linéaire. (En
fait, il semble que l’idée de cette méthode revienne plutôt à Simpson 4 Donnons l’idée de la méthode de Newton
dans le cas n = 1 à partir des résultats de la proposition précédente. Soit g ∈ C3(IR, IR) et x̄ ∈ IR tel que
g(x̄) = 0. On cherche une méthode de construction d’une suite (x(k))k∈IN ⊂ IRn qui converge vers x̄ de manière
quadratique. On pose

f(x) = x− h(x)g(x) avec h ∈ C2(IR, IR) tel que h(x) 6= 0 ∀x ∈ IR,

et on a donc
f(x) = x⇔ g(x) = 0.

Si par miracle f ′(x̄) = 0, la méthode de point fixe sur f va donner (pour x(0) ∈ Iα donné par la proposition 2.16)
(x(k))n∈IN tel que x(k) → x̄ de manière au moins quadratique. Or on a f ′(x) = 1 − h′(x)g(x) − g′(x)h(x) et

donc f ′(x̄) = 1− g′(x̄)h(x̄). Il suffit donc de prendre h tel que h (x̄) = 1
g′(x̄) . Ceci est possible si g′(x̄) 6= 0.

En résumé, si g ∈ C3(IR, IR) est telle que g′(x) 6= 0 et g(x̄) = 0, on peut construire, pour x assez proche de x̄, la
fonction f ∈ C2(IR, IR) définie par

f(x) = x− g(x)
g′(x) .

Grâce à la proposition 2.16, il existe α > 0 tel que si x(0) ∈ Iα alors la suite définie par

x(k+1) = f(x(k)) = x(k) − g(x(k))
g′(x(k))

converge vers x̄ de manière au moins quadratique.

Remarquons que dans le cas n = 1, la suite de Newton peut s’obtenir naturellement en remplaçant l’équation
g(x) = 0 par g(x(k+1)) = 0, et g(x(k+1)) par le développement limité en xk :

g(x(k+1)) = g(x(k)) + g′(x(k))(x(k+1) − x(k)) + |x(k+1) − x(k)|ǫ(x(k+1) − x(k)).

C’est le plus sûr moyen mnémotechnique pour retrouver l’itération de Newton :

g(x(k)) + g′(x(k))(x(k+1) − x(k)) = 0 ou encore g′(x(k))(x(k+1) − x(k)) = −g(x(k)). (2.10)

Comparons sur un exemple les méthodes de point fixe et de Newton. On cherche le zéro de la fonction g : x 7→ x2−
3 sur IR+. Notons en passant que la construction de la suite x(k) par point fixe ou Newton permet l’approximation
effective de

√
3. Si on applique le point fixe standard, la suite x(k) s’écrit

x(0) donné ,

x(k+1) = x(k) − (x(k))2 + 3.

4. Voir Nick Kollerstrom (1992). Thomas Simpson and “Newton’s method of approximation” : an enduring myth, The British Journal for
the History of Science, 25, pp 347-354 doi :10.1017/S0007087400029150 – Thomas Simpson est un mathématicien anglais du 18-ème siècle
à qui on attribue généralement la méthode du même nom pour le calcul approché des intégrales, probablement à tort car celle-ci apparaît déjà
dans les travaux de Kepler deux siècles plus tôt !
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Si on applique le point fixe avec paramètre de relaxation ω, la suite x(k) s’écrit

x(0) donné ,

x(k+1) = −x(k) + ω(−x(k))2 + 3)

Si maintenant on applique la méthode de Newton, la suite x(k) s’écrit

x(0) donné ,

x(k+1) = − (x(k))2 − 3
2x(k) .

Comparons les suites produites par scilab à partir de x(0) = 1 par le point fixe standard, le point fixe avec relaxation
(ω = .1) et la méthode de Newton.

— point fixe standard : 1. 3. - 3 - 9 - 87 - 7653 - 58576059 - 3.431D+15 - 1.177D+31

— point fixe avec relaxation :
1. 1.2 1.356 1.4721264 1.5554108 1.6134805 1.6531486 1.6798586 1.6976661
1.7094591 1.717234 1.7223448 1.7256976 1.7278944 1.7293325 1.7302734 1.7308888
1.7312912 1.7315543 1.7317263 1.7318387 1.7319122 1.7319602 1.7319916 1.7320121
1.73204 1.7320437 1.7320462 1.7320478 1.7320488 1.7320495 1.73205 1.7320503
1.7320504 1.7320506 1.7320507 1.7320507 1.7320507 1.7320508

— Newton :
1. 2. 1.75 1.7321429 1.7320508 1.7320508

Remarque 2.17 (Attention à l’utilisation du théorème des accroissements finis. . . ). On a fait grand usage du
théorème des accroissements finis dans ce qui précède. Rappelons que sous la forme qu’on a utilisée, ce théorème
n’est valide que pour les fonctions de IR dans IR. On pourra s’en convaincre en considérant la fonction de IR dans
IR2 définie par :

ϕ(x) =
[

sinx
cosx

]
.

On peut vérifier facilement qu’il n’existe pas de ξ ∈ IR tel que ϕ(2π)− ϕ(0) = 2πϕ′(ξ).

2.2.5 Exercices (méthodes de point fixe)
Exercice 80 (Calcul différentiel). Suggestions en page 163, corrigé détaillé en page 163

Soit f ∈ C2(IRn, IR).
1. Montrer que pour tout x ∈ IRn, il existe un unique vecteur a(x) ∈ IRn tel que Df(x)(h) = a(x) · h pour tout
h ∈ IRn.
Montrer que (a(x))i = ∂if(x).
2. On pose ∇f(x) = (∂1f(x), . . . , ∂1f(x))t. Soit ϕ l’application définie de IRn dans IRn par ϕ(x) = ∇f(x).
Montrer que ϕ ∈ C1(IRn, IRn) et que Dϕ(x)(y) = A(x)y, où (A(x))i,j = ∂2

i,jf(x).

Exercice 81 (Calcul différentiel, suite). Corrigé en page 164

1. Soit f ∈ C2(IR2, IR) la fonction définie par f(x1, x2) = ax1 + bx2 + cx1x2, où a, b, et c sont trois réels fixés.
Donner la définition et l’expression de Df(x), ∇f(x),Df , D2f(x), Hf (x).
2. Même question pour la fonction f ∈ C2(IR3, IR) définie par f(x1, x2, x3) = x2

1 + x2
1x2 + x2 sin(x3).

Exercice 82 (Point fixe dans IR). Corrigé en page 165

1. Etudier la convergence de la suite (x(k))k∈IN , définie par x(0) ∈ [0, 1] et x(k+1) = cos
(

1
1 + x(k)

)
.
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2. Soit I = [0, 1], et f : x 7→ x4. Montrer que la suite des itérés de point fixe converge pour tout x ∈ [0, 1] et
donner la limite de la suite en fonction du choix initial x(0).

Exercice 83 (Point fixe et Newton). Corrigé détaillé en page 165.

1. On veut résoudre l’équation 2xex = 1.

(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme de point fixe : x = 1
2e
−x.

(b) Ecrire l’algorithme de point fixe, et calculer les itérés x0, x1, x2 et x3 en partant depuis x0 = 1.

(c) Justifier la convergence de l’algorithme donné en (b).

2. On veut résoudre l’équation x2 − 2 = 0, x > 0.

(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme de point fixe : x = 2
x .

(b) Ecrire l’algorithme de point fixe, et tracer sur un graphique les itérés x0, x1, x2 et x3 en partant de
x0 = 1 et x0 = 2.

(c) Essayer ensuite le point fixe sur x = x2+2
2x . Pas très facile à deviner, n’est ce pas ?

(d) Pour suivre les traces de Newton (ou plutôt Simpson, semble-t-il) : à xn connu, écrire le développement
limité de g(x) = x2 − 2 entre x(n) et x(n+1), remplacer l’équation g(x) = 0 par g(x(n+1)) = 0, et
g(x(n+1)) par le développement limité en xn+1 , et en déduire l’approximation x(n+1) = x(n) −
g(x(n))
g′(x(n)) . Retrouver ainsi l’itération de la question précédente (pour g(x) = x2 − 2).

Exercice 84 (Méthode de monotonie). Suggestions en page 163, corrigé détaillé en page 166.

On suppose que f ∈ C1(IR, IR), f(0) = 0 et que f est croissante. On s’intéresse, pour λ > 0, au système non
linéaire suivant de n équations à n inconnues (notées u1, . . . , un) :

(Au)i = αif(ui) + λbi ∀i ∈ {1, . . . , n},
u = (u1, . . . , un)t ∈ IRn,

(2.11)

où αi > 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}, bi ≥ 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n} et A ∈Mn(IR) est une matrice vérifiant

u ∈ IRn, Au ≥ 0⇒ u ≥ 0. (2.12)

On suppose qu’il existe µ > 0 t.q. (2.11) ait une solution, notée u(µ), pour λ = µ. On suppose aussi que u(µ) ≥ 0.
Soit 0 < λ < µ. On définit la suite (v(k))n∈IN ⊂ IRn par v(0) = 0 et, pour n ≥ 0,

(Av(k+1))i = αif(v(k)
i ) + λbi ∀i ∈ {1, . . . , n}. (2.13)

Montrer que la suite (v(k))n∈IN est bien définie, convergente (dans IRn) et que sa limite, notée u(λ), est solution
de (2.11) (et vérifie 0 ≤ u(λ) ≤ u(µ)).

Exercice 85 (Point fixe amélioré). Suggestions en page 163, Corrigé en page 167

Soit g ∈ C3(IR, IR) et x ∈ IR tels que g(x) = 0 et g′(x) 6= 0.
On se donne ϕ ∈ C1(IR, IR) telle que ϕ(x) = x.
On considère l’algorithme suivant : 




x0 ∈ IR,

xn+1 = h(xn), n ≥ 0.
(2.14)

avec h(x) = x− g(x)
g′(ϕ(x))

1) Montrer qu’il existe α > 0 tel que si x0 ∈ [x−α, x+α] = Iα, alors la suite donnée par l’algorithme (2.14) est
bien définie ; montrer que xn → x lorsque n→ +∞.
On prend maintenant x0 ∈ Iα où α est donné par la question 1.
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2) Montrer que la convergence de la suite (xn)n∈IN définie par l’algorithme (2.14) est au moins quadratique.

3) On suppose que ϕ′ est lipschitzienne et que ϕ′(x) = 1
2 . Montrer que la convergence de la suite (xk)k∈IN définie

par (2.14) est au moins cubique, c’est-à-dire qu’il existe c ∈ IR+ tel que

|xk+1 − x| ≤ c|xk − x|3, ∀k ≥ 1.

4) Soit β ∈ IR∗+ tel que g′(x) 6= 0 ∀x ∈ Iβ =]x− β, x+ β[ ; montrer que si on prend ϕ telle que :

ϕ(x) = x− g(x)
2g′(x) si x ∈ Iβ ,

alors la suite définie par l’algorithme (2.14) converge de manière cubique.

Suggestions

Exercice 80 page 161 (Calcul différentiel) 1. Utiliser le fait que Df(x) est une application linéaire et le théo-
rème de Riesz. Appliquer ensuite la différentielle à un vecteur h bien choisi.
2. Mêmes idées...

Exercice 84 page 162 (Méthode de monotonie) Pour montrer que la suite (v(k))n∈IN est bien définie, remarquer
que la matrice A est inversible. Pour montrer qu’elle est convergente, montrer que les hypothèses du théorème du
point fixe de monotonie vu en cours sont vérifiées.

Exercice 85 page 162 (Point fixe amélioré)
1) Montrer qu’on peut choisir α de manière à ce que |h′(x)| < 1 si x ∈ Iα, et en déduire que g′(ϕ(xn) 6= 0 si x0
est bien choisi.
2) Remarquer que

|xk+1 − x| = (xk − x)(1− g(xk)− g(x)
(xk − x)g′(ϕ(xk)) . (2.15)

En déduire que

|xn+1 − x| ≤
1
ε
|xn − x|2 sup

x∈Iα

|ϕ′(x)| sup
x∈Iα

|g′′(x)|.

3) Reprendre le même raisonnement avec des développements d’ordre supérieur.
4) Montrer que ϕ vérifie les hypothèses de la question 3).

Corrigés

Exercice 80 page 161 1. Par définition, T = Df(x) est une application linéaire de IRn dans IRn, qui s’écrit
donc sous la forme : T (h) =

∑n
i=1 aihi = a · h. Or l’application T dépend de x, donc le vecteur a aussi.

Montrons maintenant que (a(x))i = ∂if(x), pour 1 ≤ i ≤ n Soit h(i) ∈ IRn défini par h(i)
j = hδi,j , où h > 0

et δi,j désigne le symbole de Kronecker, i.e. δi,j = 1 si i = j et δi,j = 0 sinon. En appliquant la définition de la
différentielle avec h(i), on obtient :

f(x+ h(i))− f(x) = Df(x)(h(i)) + ‖h(i)‖ε(h(i)),

c’est–à–dire :

f(x1, . . . , xi−1, xi + h, xi−1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn) = (a(x))ih+ hε(h(i)).

En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on obtient alors que (a(x))i = ∂if(x).

2. Comme f ∈ C2(IRn, IR), on a ∂if ∈ C1(IRn, IR), et donc ϕ ∈ C1(IRn, IRn). Comme Dϕ(x) est une
application linéaire de IRn dans IRn, il existe une matrice A(x) carrée d’ordre n telle que Dϕ(x)(y) = A(x)y
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pour tout y ∈ IRn. Il reste à montrer que (A(x))i,j = ∂2
i,jf(x). Soit h(i) ∈ IRn défini à la question préceédente,

pour i, j = 1, . . . , n, on a

(Dϕ(x)(h(j)))i = (A(x)h(j))i =
n∑

k=1
ai,k(x)h(j)

k = hai,j(x).

Or par définition de la différentielle,

ϕi(x+ h(j))− ϕi(x) = (Dϕ(x)(h(j)))i + ‖h(j)‖εi(h(j)),

ce qui entraîne, en divisant par h et en faisant tendre h vers 0 : ∂jϕi(x) = ai,j(x). Or ϕi(x) = ∂if(x), et donc
(A(x))i,j = ai,j(x) = ∂2

i,jf(x).

Exercice 81 page 161 (Calcul différentiel, suite)
1. Df(x) est la différentielle de f en x, c’est-à-dire l’application linéaire telle que f(x+ h)− f(x)−Df(x)h =
hε(h) pour tout h ∈ R2, où ε(h) tend vers 0 lorsque |h| tend vers 0. Calculons les dérivées partielles de f.

∂1f(x1, x2) = a+ cx2,

∂2f(x1, x2) = b+ cx1.

Df(x) est donc l’application linéaire qui a (h1, h2) ∈ R2 associe ∂1f(x1, x2)h1+∂2f(x1, x2)h2 = (a+cx2)h1+
(b+ cx1)h2.
Par définition du gradient, on a : Df(x)h = ∇f(x) · h et

∇f(x) =
[
∂1f(x1, x2)
∂2f(x1, x2)

]
=
[
a+ cx2
b+ cx1

]

Df est la différentielle de f , c’est-à-dire la fonction de R2 dans L(R2,R) qui a x = (x1, x2) associe Df(x)
définie plus haut.
La différentielle d’ordre 2 de f en x est une application linéaire de R2 dans L(R2,R), telle que Df(x + h) −
Df(x) −D2f(x)(h) = |h|ε(h) pour tout h ∈ R2, où ε(h) tend vers 0 lorsque |h| tend vers 0 (noter que ε(h) ∈
L(R2,R)). Elle vérifie, pour h, y ∈ IR2, D2f(x)(h)(y) = Hf (x)h · y, où Hf (x) est la matrice hessienne de f en
x, donnée par les dérivées partielles secondes : Hf (x)i,j = ∂2

i,jf(x), pour i, j = 1, . . . , 3.
Calculons maintenant les dérivées partielles secondes :

∂2
1,1f(x) = 0, ∂2

1,2f(x) = c,

∂2
2,1f(x) = c, ∂2

2,2f(x) = 0.

2. Calculons les dérivées partielles de f.

∂1f(x1, x2, x3) = 2x1(1 + x2),
∂2f(x1, x2, x3) = x2

1 + sin(x3),
∂3f(x1, x2, x3) = x2 cos(x3).

On a donc∇f(x) = (2x1(1 + x2), x2
1 + sin(x3),−x2 cosx3))t. L’applicationDf(x) est une application linéaire

de R3 dans R, définie par

Df(x)(y) = (2x1(1 + x2))y1 + (x2
1 + sin(x3))y2 − x2 cos(x3)y3. (2.16)

L’applicationDf appartient à C1(R3,L(R3,R), et à x ∈ R3, elle associe Df(x) ∈ L(R3,R).
Calculons maintenant les dérivées partielles secondes :
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∂2
1,1f(x) = 2(1 + x2), ∂2

1,2f(x) = 2x1, ∂2
1,3f(x) = 0,

∂2
2,1f(x) = 2x1, ∂2

2,2f(x) = 0, ∂2
2,3f(x) = cos(x3)),

∂2
3,1f(x) = 0, ∂2

3,2f(x) = cos(x3), ∂2
3,3f(x) = −x2 sin(x3).

La matrice Hf (x) est définie par Hf (x)i,j = ∂2
i,jf(x), pour i, j = 1, . . . , 3. L’application D2f(x) est une appli-

cation linéaire de R3 dans L(R3,R), définie par D2f(x)(y) = ψx,y et (D2f(x)(y))(z) = ψx,y(z) = Hf (x)y · z.
Enfin, l’application D2 est une fonction continue de R3 dans L(R3,L(R3,R)), définie par D2f(x)(y) = ψx,y

pour tout x, y ∈ R3.

Corrigé de l’exercice 83 page 162 (Point fixe dans IR)

1. On vérifie que l’application f : x 7→ cos
(

1
1 + x

)
est une application de [0, 1] dans lui-même qui est

contractante. En effet, 0 < 1
1 + x

≤ 1 ≤ π
2 pour tout x ∈ [0, 1], donc f(x) ∈ [0, 1] pour tout x ∈ [0, 1]. De

plus, f ′(x) = 1
(1 + x)2 sin

(
1

1 + x

)
. On voit que f ′(x) ≥ 0 pour tout x ∈ [0, 1] et f ′(x) ≤ sin(1) < 1.

On peut donc appliquer le théorème de point fixe de Banach pour déduire que f admet un unique point fixe
dans l’intervalle [0, 1] qui est limite de toutes les suites définies par x(0) ∈ [0, 1], x(k+1) = f(x(k)).

2. La suite des itérés de point fixe est définie par x0 ∈ [0, 1] et xn+1 = (xn)4.

(a) Si x0 = 0, la suite est stationnaire et égale à 0.

(b) Si x0 = 1, la suite est stationnaire et égale à 1.

(c) Si x0 ∈]0, 1[, on montre par une récurrence facile que

i. xn+1 < xn,

ii. xn+1 ∈]0, 1[.
On en déduit que la suite converge vers une limite ℓ, et en passant à la limite sur xn+1 = (xn)4, on
obtient ℓ = 0 ou 1. Comme ℓ ≤ x0 < 1, on en dd́uit que ℓ = 0.

Corrigé de l’exercice 83 page 162 (Point fixe et Newton)
1. Résolution de l’équation 2xex = 1.

(a) Comme ex ne s’annule pas, l’équation 2xex = 1 est équivalente à l’équation x = 1
2e
−x, qui est sous

forme point fixe x = f(x) avec f(x) = 1
2e
−x.

(b) L’algorithme de point fixe s’écrit

x(0) donné (2.17a)

x(k+1) = f(x(k)). (2.17b)

Scilab donne :

1 x = 1 .
2 x = 0 . 1839397
3 x = 0 . 4159930
4 x = 0 . 3298425

Notons que la suite n’est pas monotone.

(c) On a f ′(x) = − 1
2e
−x et donc |f ′(x)| ≤ 1

2 pour x ∈ [0, 1]. De plus f(x) ∈ [0, 1] si x ∈ [0, 1].
L’application x 7→ f(x) = 1

2e
−x est donc strictement contractante de [0, 1] dans [0, 1], et elle admet

donc un point fixe, qui est limite de la suite construite par l’algorithme précédent.

2. Résolution de l’équation x2 − 2 = 0.
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(a) On se place sur l’intervalle ]0, 4[. L’équation x2 − 2 = 0 est manifestement équivalente à l’équation
x = 2

x , qui est sous forme point fixe x = f(x) avec f(x) = 2
x .

(b) L’algorithme de point fixe s’écrit toujours (2.17), mais si on part de x0 = 1 ou x0 = 2, on obtient une
suite cyclique (1, 2, 1, 2, 1, 2. . . ) ou (2, 1, 2, 1, 2, 1, 2. . . ) qui ne converge pas.

(c) Scilab donne

% x = 1.
% x = 1.5
% x = 1.4166667
% x = 1.4142157

(d) Le développement limité de g(x) = x2 − 2 entre x(n) et x(n+1) s’écrit :

g(x(n+1)) = g(x(n)) + (x(n+1) − x(n))g′(x(n)) + (x(n+1) − x(n))ε(x(n+1) − x(n)),

avec ε(x)→ 0 lorsquex→ 0. En écrivant qu’on cherchex(n+1) tel que g(x(n+1)) = 0 et en négligeant
le terme de reste du développement limité, on obtient :

0 = g(x(n)) + (x(n+1) − x(n))g′(x(n)),

Pour g(x) = x2−2, on a g′(x) = 2x et donc l’équation précédente donne bien l’itération de la question
précédente.

Corrigé de l’exercice 84 page 162 (Méthode de monotonie) Montrons que la suite v(k) est bien définie.
Supposons v(k) connu ; alors v(k+1) est bien défini si le système

Av(k+1) = d(k),

où d(x) est défini par : d(k)
i = αif(v(k)

i ) + λbi pour i = 1, . . . , n, admet une solution. Or, grâce au fait que
Av ≥ 0⇒ v ≥ 0, la matrice A est inversible, ce qui prouve l’existence et l’unicité de v(k+1).
Montrons maintenant que les hypothèses du théorème de convergence du point fixe de monotonie sont bien satis-
faites.
On pose R(λ)

i (u) = αif(ui) + λbi. Le système à résoudre s’écrit donc :

Au = R(λ)(u)

Or 0 est sous–solution car 0 ≤ αif(0) + λbi (grâce au fait que f(0) = 0, λ > 0 et bi ≥ 0).
Cherchons maintenant une sur–solution, c’est–à–dire ũ ∈ IRn tel que

ũ ≥ R(λ)(ũ).

Par hypothèse, il existe µ > 0 et u(µ) ≥ 0 tel que

(Au(µ))i = αf(u(µ)
i ) + µbi.

Comme λ < µ et bi ≥ 0, on a
(Au(µ))i ≥ αif(u(µ)

i ) + λbi = R
(λ)
i (u(µ)).

Donc u(µ) est sur–solution. Les hypothèses du théorème dont bien vérifiées, et donc v(k) → ū lorsque n → +∞,
où ū est tel que Aū = R(ū).
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Corrigé de l’exercice 85 page 162 (Point fixe amélioré)

1) La suite donnée par l’algorithme (2.14) est bien définie si pour tout n ∈ IN, g′ ◦ ϕ(xn) 6= 0. Remarquons
d’abord que g′ ◦ ϕ(x) 6= 0. Or la fonction g′ ◦ ϕ est continue ; pour ε > 0 fixé, il existe donc β ∈ IR+ tel que
|g′ ◦ ϕ(x)| ≥ ε pour tout x ∈ [x − β, x + β] = Iβ . Remarquons ensuite que h′(x) = 1 − (g′(x̄))2

(g′(x̄))2 = 0. Or h′ est
aussi continue. On en déduit l’existence de γ ∈ IR+ tel que |h′(x)| < 1 pour tout x ∈ [x− γ, x+ γ] = Iγ .
Soit maintenant α = min(β, γ) ; si x0 ∈ Iα, alors g′ ◦ ϕ(x0) 6= 0. Comme h est strictement contractante sur Iα

(et que h(x) = x), on en déduit que x1 ∈ Iα, et, par récurrence sur n, xn ∈ Iα pour tout n ∈ IN (et la suite est
bien définie). De plus, comme h est strictement contractante sur Iα, le théorème du point fixe (théorème 2.5 page
152 donne la convergence de la suite (xn)n∈IN vers x̄.

2) Remarquons d’abord que si ϕ ∈ C2(IR, R), on peut directement appliquer la proposition 2.16 (item 2), car dans
ce cas h ∈ C2(IR, IR), puisqu’on a déjà vu que h′(x) = 0. Effectuons maintenant le calcul dans le cas où l’on n’a
que ϕ ∈ C1(IR, R). Calculons |xk+1 − x|. Par définition de xk+1, on a :

xk+1 − x = xk − x−
g(xk)

g′(ϕ(xk)) ,

ce qui entraîne que

xn+1 − x = (xn − x)
(

1− g(xn)− g(x)
(xn − x)g′(ϕ(xn))

)
. (2.18)

Or il existe θn ∈ I(x, xn), où I(x, xn) désigne l’intervalle d’extrémités x et xn, tel que

g(xn)− g(x)
xn − x

= g′(θn).

Mais comme g ∈ C3(IR, IR) il existe ζn ∈ I(θn, ϕ(xn)) tel que :

g′(θn) = g′(ϕ(xn)) + (θn − ϕ(xn))g′′(ζn).

On en déduit que

xn+1 − x = (xn − x)(θn − ϕ(xn)) g′′(ζn)
g′(ϕ(xn)) . (2.19)

Par inégalité triangulaire, on a :

|θn − ϕ(xn)| ≤ |θn − x|+ |x− ϕ(xn)| = |θn − x|+ |ϕ(x)− ϕ(xn)|.

Comme θn ∈ I(x, xn), on a donc |θn − x| ≤ |xn − x| ; de plus : |ϕ(x)− ϕ(xn)| ≤ supx∈Iα
|ϕ′(x)||xn − x|. On

en déduit que

|θn − ϕ(xn)| ≤ |xn − x|
(

1 + sup
x∈Iα

|ϕ′(x))|
)
.

En reportant dans (2.19), on en déduit que :

|xn+1 − x| ≤
1
ε
|xn − x|2

(
1 + sup

x∈Iα

|ϕ′(x))|
)

sup
x∈Iα

|g′′(x)|,

où ε est donné à la question 1 par choix de α.
On a ainsi montré que la convergence de la suite (xn)n∈IN définie par l’algorithme (2.14) est au moins quadratique.

3) Reprenons le calcul de la question précédente en montant en ordre sur les développements. Calculons |xn+1−x|.
Ecrivons maintenant qu’il existe µn ∈ I(x, xn) tel que

g(xn) = g(x) + (xn − x)g′(x) + 1
2(xn − x)2g′′(µn).
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De (2.18), on en déduit que

xn+1 − x = (xn − x)
(

1− (xn − x)
g′(x) + 1

2 (xn − x)g′′(µn)
(xn − x)g′(ϕ(xn))

)
.

Or il existe νn ∈ I(x, ϕ(xn)) tel que

g′(ϕ(xn)) = g′(x) + (ϕ(xn)− ϕ(x))g′′(νn).

On a donc :

xn+1 − x = xn − x
g′(ϕ(xn))

(
(ϕ(xn)− ϕ(x))g′′(νn)− 1

2(xn − x)g′′(µn)
)
.

Ecrivons maintenant que ϕ(xn) = ϕ(x) + ϕ′(ξn)(xn − x), où ξn ∈ I(x, xn). Comme ϕ′ est lipschitzienne, on a
ϕ′(ξn) = ϕ′(x) + ǫn = 1

2 + ǫn, avec |ǫn| ≤M |xn − x|, où M est la constante de Lipschitz de ϕ′. On a donc :

xn+1 − x = xn − x
g′(ϕ(xn))

(
(xn − x)(1

2 + ǫn)g′′(νn)− 1
2(xn − x)g′′(µn)

)
,

et donc (avec ε donné à la question 1 par choix de α) :

|xn+1 − x| ≤
1
ε
|xn − x|2

(
(1
2(g′′(νn)− g′′(µn)) + ǫng

′′(νn)
)
.

Mais de même, comme g ∈ C3(IR, IR), et que µn et νn ∈ I(x, xn), on a

|g′′(µn)− g′′(νn)| ≤ sup
x∈Iα

|g′′′(x)||xn − x|.

On en déduit finalement que :

|xn+1 − x| ≤ C|xn − x|3, avec C = 1
2ε sup

x∈Iα

|g′′′(x)| + M

ε
sup
x∈Iα

|g′′(x)|.

4) Pour montrer que la suite définie par l’algorithme (2.14) converge de manière cubique, il suffit de montrer
que ϕ vérifie les hypothèses de la question 3). On a évidemment ϕ(x̄) = x̄. Comme g ∈ C3(IR, IR) et que
g′(x) 6= 0, ∀x ∈ Iβ , on en déduit que ϕ ∈ C2(IR, IR). De plus

ϕ′(x) = 1− 1
2
g′(x)2 − g′′(x)g(x)

g′(x)2 = 1
2 .

La fonction ϕ vérifie donc bien les hypothèses de la question 3.
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Travaux Pratiques 4, en python

Exercice 1 (Méthode de la puissance)
Soit A ∈ Mn(IR), n ≥ 1. on suppose qu’il existe λ valeur propre simple de A
telle que |λ| = ρ(A) et |µ| < |λ| pour toutes les valeurs propres µ de A autres
que λ (noter que λ est alors nécesairement réelle).
La méthode de la puissance permet alors d’approcher λ. On rappelle que l’idée
consiste, en partant d’un vecteur x(0) de IRn, à construire une suite (x(k))k∈IN
de vecteurs telle que x(k+1) = Ax(k)/|Ax(k)|. (On rappelle que |x| désigne ici la
norme euclidienne habituelle du vecteur x de IRn.)
Si Ax(k) 6= 0 pour tout k (si qui est généralement le cas), on peut montrer que,
sauf pour des choix particuliers de x(0), Ax(k) · x(k) tend vers λ quand k tend
vers +∞.

1. Ecrire en python une fonction ayant pour argument une matrice A et un
nombre d’itérations et donnant en retour la valeur de Ax(k) · x(k) lorsque
k est égal au nombre d’itérations (on espère donc que cette valeur est une
approximation de la valeur propre de A dont la valeur absolue est le rayon
spectral).

2. On considère les deux matrices que nous avons déjà vue dans les tp précédents,

A =




10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10




et, pour n = 10, An donnée par An[i, i] = 2/(h2), An[i, j] = −1/(h2) si
|i− j| = 1 et An[i, j] = 0 si |i− j| > 1.

A l’aide de la fonction construite dans la question 1, calculer le rayon spec-
tral de la matrice M−1N pour les méthodes de Jacobi et de Gauss Seidel
appliquées aux deux matrices A et An (pour n = 10). On rappelle que, avec
les notations habituelles, pour la méthode de Jacobi, M = D et N = E + F
et, pour la méthode de Gauss-Seidel, M = D − E et N = F .

3. Dans la méthode de la puissance décrite ci dessus, pourquoi ne peut-on rem-
placer la norme euclienne (c’est-à-dire | · |) par une autre norme usuelle de
IRn, par exemple la norme notée habituellement ‖ · ‖1 ?

Exercice 2 (Méthode QR)
On rappelle que la méthodeQR est une méthode qui permet de trouver (souvent,
mais pas toujours) de manière approchée les valeurs propres d’une matrice. Elle
utilise la décomposition QR d’une matrice (c’est-à-dire que A = QR où Q est
une matrice orthogonale et R une matrice triangulaire supérieure). L’algorithme
de la méthode QR, pour une matrice donnée A, est le suivant, avec une valeur
ε petite (par exemple ε = 10−6) :
Mettre A dans B. Puis, tant que les coefficients sous la diagonale de B sont
supérieure à ε calculer la décomposition QR de B (utiliser numpy.linalg.qr)
et poser B = RQ.
Pour de nombreuses matrices, l’algorithme donne, sur la diagonale de B, une
approximation des valeurs propres de A.
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1. Ecrire en python une fonction ayant pour argument une matrice A et un
nombre ε et donnant en retour la matrice B obtenue par la méthode QR
(mettre dans la fonction un nombre maximum d’itérations, par exemple 1000,
pour le cas où la méthode ne converge pas).

2. Constuire une matrice M de M4(IR) avec des coefficients aléatoires [utiliser
numpy.random] et poser P = M tM .

3. S’assurer que la matrice P obtenue dans la question 2 est inversible (ce qui
est, en général, le cas) et poser, pour i = 1, 2, 3, Ai = PDiP

−1 avec

D1 =




6 0 0 0
0 5 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1


, D2 =




5 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 6


, D3 =




5 0 0 0
0 3 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3


.

4. Utiliser la fonction de la question 1 pour calculer une approximation des
valeurs propres de A1, A2 et A3 de la question 3.

5. On pose A4 = PD4P
−1 avec P donnée à la question 2 et D4 =




5 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


.

Utiliser la fonction de la question 1 avec A4. Trouve-t-on les valeurs propres
de A4 ?

Calculer les valeurs propres de la sous-matrice composée des deux dernières
colonnes et des deux dernières lignes du résultat de la fonction de la question
1 avec A4. Retrouve-t-on les valeurs propres de A4 ?
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Projet PageRank

L’objectif de ce projet est d’étudier sur l’exemple du classement des pages web, la méthode
de la puissance. Ce sujet est fortement inspiré d’un sujet d’agrégation option B, 2008.

La recherche d’informations pertinentes sur le Web est un des problèmes les plus cruciaux
pour l’utilisation de de ce dernier. Des enjeux économiques colossaux sont en jeu, et diverses
multinationales se livrent à de grandes manoeuvres. Le leader actuel de ce marché, Google,
utilise pour déterminer la pertinence des références fournies, un certain nombre d’algorithmes
dont certains sont des secrets industriels jalousement gardés, mais d’autres sont publics. On va
s’intéresser ici à l’algorithme PageRank 1, lequel fait intervenir des valeurs propres et vecteurs
propres d’une énorme matrice.

Le principe de l’algorithme PageRank

On peut considérer pour simplifier que le Web est une collection de N ∈ N pages, avec N
très grand (de l’ordre de 1010 en octobre 2005). La plupart de ces pages incluent des liens
hypertextes vers d’autres pages. On dit qu’elles pointent vers ces autres pages. L’idée de base
utilisée par les moteurs de recherche pour classer les pages par ordre de pertinence décroissante
consiste à considérer que plus une page est la cible de liens venant d’autres pages, c’est-à-dire
plus il y a de pages qui pointent vers elle, plus elle a de chances d’être fiable et intéressante
pour l’utilisateur final, et réciproquement. Il s’agit donc de quantifier cette idée, c’est-à-dire
d’attribuer un score de pertinence à chaque page.

Pour ce faire, on représente le Web comme un graphe orienté : un graphe est un ensemble
de points, dont certaines paires sont directement reliées par un “lien”. Ces liens peuvent être
orientés, c’est-à-dire qu’un lien entre deux points u et v relie soit u vers v, soit v vers u : dans
ce cas, le graphe est dit orienté. Sinon, les liens sont symétriques, et le graphe est non-orienté.
Les points sont généralement appelés sommets, et les liens “arêtes”. On peut représenter le
graphe par une matrice, qu’on appelle matrice d’adjacence : le coefficient de la i-ème ligne et
j-ème colonne est 1 s’il existe une arête allant du sommet i au sommet j, et 0 sinon. Remarquer
que si le graphe est non orienté, alors une arête est définie comme liant les sommets i et j
sans ordre, et la matrice d’adjacence est symétrique.

Pour représenter le Web comme un graphe, on se donne donc un ordre arbitraire sur l’ensemble
des pages que l’on numérote ainsi de i = 1 à i = N : ce sont les sommets du graphe. La
structure de connectivité du Web peut alors être représentée par la matrice d’adjacence C de
taille N×N telle que Cij = 1 si la page j pointe sur la page i, Cij = 0 sinon. Remarquons que
c’est un graphe non symétrique. Les liens d’une page sur elle-même ne sont pas significatifs,
on pose donc Cii = 0. Remarquons que la ligne i de la matrice C contient tous les liens
significatifs qui pointent sur la page i, alors que la colonne j contient tous les liens significatifs
qui partent de la page j.
Pour illustrer notre étude, on propose les trois exemples de graphe décrits sur les figures 1, 2
et 3. .

1. Ecrire les matrices C1, C2 et C3 associées respectivement aux exemples 1, 2 et 3.

1. Le nom “PageRank” vient du nom de Larry Page, l’un des inventeurs de Google.
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Figure 1 – Exemple 1
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Figure 2 – Exemple 2

2



7

92

3

1

4

5
6

10

8

Figure 3 – Exemple 3

On souhaite attribuer à chaque page i un score ri ∈ R∗+ de façon à pouvoir classer l’ensemble
des pages par score décroissant et présenter à l’utilisateur une liste ainsi classée des pages
correspondant à sa requête. L’algorithme PageRank part du principe qu’un lien de la page j
pointant sur la page i contribue positivement au score de cette dernière, avec une pondération
par le score rj de la page dont est issu le lien (une page ayant un score élevé a ainsi plus
de poids qu’une n’ayant qu’un score médiocre) et par le nombre total de liens présents sur

ladite page Nj =
∑N
k=1 Ckj . On introduit donc la matrice Q définie par Qij =

Cij

Nj
si Nj 6= 0,

Qij = 0 sinon.

2. Déterminer les matrices Q1, Q2 et Q3 associées aux trois exemples. Vérifier que la
somme des coefficients des colonnes non nulles de Q vaut toujours 1.

3. Démontrer que toutes les colonnes non nulles de la matrice Q générale sont telles que
la somme de leurs coefficients est égale à 1.

L’application des principes ci-dessus conduit donc à une équation pour le vecteur r ∈ RN des
scores des pages de la forme

(1) ri =
N∑

j=1

Qijrj c’est à dire r = Qr,

où Q est une matrice dont la somme des coefficients de chaque colonne non nulle est égale à
1. Le problème du classement des pages du Web se trouve ainsi ramené à la recherche d’un
vecteur propre d’une énorme matrice, associé à la valeur propre 1 ! Mais il peut arriver que la
matrice Q n’admette pas la valeur propre 1 ce qui invalide quelque peu la philosophie originale
de l’algorithme.

4. Vérifier avec un programme informatique que les matrices Q1 et Q3 admettent 1 comme
valeur propre mais que ce n’est pas le cas de Q2.

5. Soit Q la transposée d’une matrice stochastique 2

2. On appelle matrice stochastique une matrice dont tous les coefficients appartiennent à [0, 1] et dont la
somme des coefficients de chaque ligne vaut 1.
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(a) Montrer que 1 est valeur propre de Qt et donc de Q.

(b) Montrer que ρ(Qt) = ρ(Q) = 1.

Pour faire en sorte que 1 soit valeur propre, on va donc modifier la matrice Q de manière à
ce qu’elle soit la transposée d’une matrice stochastique, et donc en particulier qu’elle n’ait
plus de colonne nulle. On considère pour cela les vecteurs e = (1 1 · · · 1)t ∈ RN et d ∈ RN de
composantes dj , j = 1, . . . , N , avec dj = 1 si Nj = 0, dj = 0 sinon. On définit alors la matrice

(2) P = Q+
1

N
edt.

6. Visualiser sur ordinateur les matrices P1, P2 et P3 associées aux trois exemples et
calculer leurs valeurs propres.

7. Montrer que le passage de Q à P revient à remplacer les colonnes de zéros de Q par
des colonnes dont toutes les composantes sont égales à 1

N .

8. Montrer que P est bien la transposée d’une matrice stochastique, et en déduire que P
admet bien la valeur propre 1 et que ρ(P t) et ρ(P ) sont égaux à 1.

On remarque sur l’exemple 3 que la valeur propre 1 peut être multiple. Or, notre problème
consiste à trouver un vecteur propre associé à cette valeur propre et il est alors préférable que
1 soit valeur propre simple. On va donc encore modifier la matrice de manière à ce que tous
ses coefficients soient strictement positifs. En effet, on a le théorème suivant :

Théorème 1 (Perron-Frobenius, cas des matrices stochastiques) Soit A une matrice
transposée d’une matrice stochastique et qui est de plus strictement positive (c.à.d. dont tous
les coefficients sont strictement positifs). Alors ρ(A) = 1, et 1 est une valeur propre simple ;
de plus, il existe un vecteur propre r strictement positif associé à la valeur propre 1 .

Ce théorème est important pour nous car il va nous permettre non seulement de construire
une matrice avec 1 comme valeur propre simple, mais de plus d’obtenir le vecteur r donnant
un classement des pages du web. La question 9 a pour objet de démontrer le théorème de
Perron-Frobenius. En fait, sous les hypothèses de ce théorème, on sait déjà par les questions
précédentes que ρ(A) = 1 et que 1 est valeur propre. Il reste à montrer que 1 est valeur propre
simple et qu’il existe un vecteur propre r strictement positif associé à la valeur propre 1.

9. Soit A = Bt où B est une matrice stochastique strictement positive.

(a) Montrer que le sous-espace propre associé à la valeur propre 1 de B est Re.
(b) En déduire que la valeur propre 1 de A est simple.

(c) Soit f un vecteur propre de A pour la valeur propre 1 .

i. Montrer que |fi| <
∑
j aij |fj | sauf si les fj sont tous de même signe.

ii. En raisonnant sur
∑
i |fi|, en déduire que les fj sont tous de même signe.

Dans le but d’obtenir une matrice strictement positive, on effectue alors une dernière modifi-
cation sur la matrice en choisissant un nombre 0 < α < 1 et en posant

(3) Aα = αP + (1− α)
1

N
eet.

10. Ecrire un programme calculant les matrices Aα,1, Aα,2 et Aα,3 associées aux trois
exemples pour α = 0.1 et α = 0.5. Calculer les modules valeurs propres de ces matrices
et classez les par ordre décroissant.
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11. Montrer que Aα est toujours la transposée d’une matrice stochastique, et qu’elle est
de plus strictement positive. En déduire que ρ(Aα) = 1, que 1 est une valeur propre
simple de Aα et qu’ il existe un vecteur propre rα strictement positif associé à la valeur
propre 1.

Finalement, PageRank calcule un tel vecteur propre rα ∈ RN , normalisé d’une façon ou d’une
autre, qui est tel que

(4) rα = Aαrα,

dont les N composantes fournissent le classement recherché des pages du Web. On remarquera
que pour N grand, la matrice Aα n’est qu’une petite perturbation de la matrice Q. On sait
combien cette stratégie s’est révélée efficace, puisque Google a totalement laminé les moteurs
de recherche de première génération, comme Altavista, lesquels ont essentiellement disparu
du paysage.

Calcul effectif du score des pages web

On décrit dans cette section des méthodes pour approcher ce vecteur r.

12. Programmer la méthode de la puissance : pour r0 6= 0

(5) qk = Aαrk−1, rk =
qk
‖qk‖1

.

On normalisera les vecteurs en utilisant la norme 1.

Approcher le vecteur r solution de r = Aαr pour nos trois exemples pour α = 0.1. On
pourra discuter le choix du test d’arrêt utilisé pour stopper l’algorithme.

Vérifier numériquement que ‖rk − r‖2 se comporte (en fonction de k) sensiblement
comme |αµ2|k où µ2 est la seconde plus grande valeur propre (en module) de P .

Tester la sensibilité de la méthode au choix de α. En particulier on pourra répondre
aux deux questions suivantes :

(a) Y a t il une influence du choix de α (dans l’interval ]0, 1[) sur le classement final
(on espère que la réponse est “non”) ?

(b) Comment le nombre d’itérations dans la méthode de la puissance varie avec α ?

On remarque que les matrices Aα sont des matrices pleines alors que la matrice initiale Q
était creuse. Il est en pratique hors de question d’assembler cette matrice Aα.

13. Montrer que si z ∈ RN , z ≥ 0 avec ‖z‖1 = 1, alors y = Aαz = αQz + 1−‖αQz‖1
N e et

y ≥ 0.

On a ainsi ramené le calcul du produit “matrice pleine-vecteur” original à un produit “matrice
creuse-vecteur” et à une évaluation de norme, effectivement calculables à l’échelle du Web (à
condition de disposer de ressources informatiques conséquentes, quand même).

14. Programmer alors l’algorithme

1 Cho i s i r r0
2 Tant que s >t o l , f a i r e
3 r1=a lpha Q r0
4 be t a=1−norm( r1 , 1 )
5 r2=r1+be ta /N∗e
6 s=norm( r2−r0 , 1 )
7 r0=r2
8 r e t ou rne r r0
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Construire un exemple de réseau de pages webs de “grande taille” N = 1000 (la taille
réelle du WWW est de plusieurs milliards !. . . ) et comparer la vitesse de cet algorithme
avec l’algorithme de la puissance.

Ici aussi on pourra répondre aux trois questions suivantes :

(a) Pour des petites valeurs de N , le classement est il bien le même que celui donné
par la méthode de la puissance ?

(b) Y a t il une influence du choix de α sur le classement final ?

(c) Comment le nombre d’itérations varie avec α ?
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