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2.3. METHODE DE NEWTON DANS R V CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

2.3 Méthode de Newton dans IR"

2.3.1 Construction et convergence de la méthode

On a vu ci-dessus comment se construit la méthode de Newton a partir du point fixe de contraction en dimension
n = 1. On va maintenant étudier cette méthode dans le cas n quelconque. Soient g € C*(IR",R™) etz € R"
tels que g(z) = 0.

On généralise la méthode vue en 1D en remplagant dans (2.10) la dérivée ¢’ (:c(k')) par la matrice jacobienne de g
au point (*), qu’on note Dg(x*)). La méthode s’écrit :

(0) n
v c R
| Dola(olh# — 510) — —gfalb), > 0 220
Pour chaque k£ € IN, il faut donc effectuer les opérations suivantes :
1. Calcul de Dg(z®)),
2. Résolution du systeme linéaire Dg(x))(x*+1) — 2(*k)) = —g(2(*),
Remarque 2.18. Si la fonction g dont on cherche un zéro est linéaire, i.e. si g est définie par g(x) = Ax — b avec

A e M,(R)erb € R", alors la méthode de Newton revient a résoudre le systeme linéaire Ax = b. En effet
Dg(x™®) = A et donc (2.20) s’écrit AxF+1) = b,

Pour assurer la convergence et la qualité de la méthode, on va chercher maintenant a répondre aux questions
suivantes :

1. la suite (2(*)),, est—elle bien définie ? A—t—on Dg(x*)) inversible ?
2. A—t—on convergence %) — Z quand k — +00?
3. La convergence est-elle au moins quadratique ?

Théoréme 2.19 (Convergence de la méthode de Newton, g € C?). Soient g € C3(IR™,IR") et & € IR" tels que
g(&) = 0. On munit R"™ d’une norme || - ||. On suppose que Dg(x) est inversible. Alors la méthode de Newton
converge localement, et la convergence est au moins quadratique. Plus précisément, il existe b > 0, et 5 > 0 tels
que
1. siz® € B(z,b) = {x € R", ||z — &|| < b} alors la suite (x*))yc est bien définie par (2.20) et
x®) € B(x,b) pour tout n € IN,

2. siz(©) € B(x,b) et si la suite (x¥)) e est définie par (2.20) alors %) — & quand n — +oc,

3. si 9 € B(z,b) et si la suite (xF))pen est définie par (2.20) alors ||t — z|| < Blle® — z|2
Vk € IN.

DEMONSTRATION — Montrons d’abord que la suite converge si 2 est suffisamment proche de x. Pour cela on va
utiliser le théoréme du point fixe : Soit f la fonction définie sur un voisinage de & (et a valeurs dans IR"™) par © +—
2 — (Dg())"g(x). Ona
Df(z) =1d - (Dg(&))~" (Dg(x)) = 0.

Comme g € C*(IR, IR ), la fonction f est de classe C" et donc par continuité de D f, il existe b > 0 tel que || D f(z)| < %
pour tout z € B = B(Z,b). Si on montre que f(B) C B, alors la fonction f est strictement contractante de B dans B, et
donc par le théoreme du point fixe, la suite définie par (2.20) converge. Soit x = z® ¢ B, et soit Y= 2D = f(a:““)),
Grice au théoréme des acroissements finis dans des espaces vectoriels normés >, on a :

ly — | = [[f(=) - f(@)]| < sup IDf ()@ — |, 22D

5. Théoréme des accroissements finis : Soient (E, || - ||g) et (F,|| - ||r) des espaces vectoriels normés, soient h € C'(E, F) et
(z,y) € E?.On définit |z, y[= {tz + (1 — t)y,t €]0,1[}. Alors : [|2(y) — h(@)|| < ly — z[|sup.e) y | DA(2)| ¢ (B, F)-
(Onrappelle que si T' € L(E, F) alors [|T'|| (2 (g, F) = SUPze g, ||o|| g=1 | T2l F].)
Attention piége!! : Sidim F' > 1, on ne peut pas dire, comme c’est le cas en dimension 1, que :3¢ €]z, y[ t.q. h(y) —h(z) = Dh(§)(y—x).
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2.3. METHODE DE NEWTON DANS R V CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

et donc 1
ly -2l < 5lle - 2.
On en déduit que y € B. La suite (:c(k)) ke définie par (2.20) est donc bien convergente. Pour montrer le caractere

quadratique de la convergence, on applique a nouveau I’inégalité des accroissements finis, cette fois-ci & D f(z) dans
(2.21). En effet, comme Df € C*'(IR™,IR™) (on utilise ici que g est de classe C*), on a

IDf(2)|| = IDf(z) — Df(z)]|
<sup ||D*f(O)|ll|z — 2| (2.22)
£eB

< Bz — x| (2.23)
En reportant cette majoration de || D f(2)|| dans (2.21), on obtient alors (avec 8 = sup¢c g ID2F(E)|]) :
ly — || < Bll= - z|

ce qui donne la convergence locale au moins quadratique. ]

La condition g € C3(IR"™,IR™) est une condition suffisante mais non nécessaire. Si g € C*(IR",IR"™), on peut
encore démontrer la convergence, mais sous des hypotheses pas tres faciles a vérifier en pratique :

Théoréme 2.20 (Convergence de la méthode de Newton, g € C1).
Soient g € CY(R",R") et & € R" tels que g(T) = 0. On munit R"™ d’une norme || - || et M,(IR) de la norme
induite. On suppose que Dg(&) est inversible. On suppose de plus qu’il existe a, a1, az € IR, tels que :

1. sixz € B(x,a) alors Dg(x) est inversible et | Dg(x)) ™| < ay ;

2. siz,y € B(z,a) alors ||g(y) — g(x) — Dyg(z)(y — z)|| < azlly — z[*
1
Alors, si on pose : b = min (a, ﬁ) >0, 8 =ajay etsixz® € B(z,b), ona:
102
1. (£"™)ew est bien définie par (2.20),
2. %) — & lorsque n — +o0,
3. |le®*tD —z| < Bl — x| Vk € IN.

DEMONSTRATION —  Soit 2(®) € B(Z,b) C B(Z,a) ot b < a. On va montrer par récurrence sur k que %) € B(Z, b)
Vk € IN (et que (m(k) )ke est bien définie). L hypothése de récurrence est que ™ est bien défini, et que z® e B(z,b).
On veut montrer que x* 1) est bien défini et **) € B(z,b). Comme b < a, la matrice Dg(z*)) est inversible et
21 est donc bien défini ona:

2 — 2 = D) (~g(a)

1
Pour montrer que **) € B(z, b) on va utiliser le fait que b < ——. Par hypothese, on sait que si 2,y € B(&,a), ona
aijaz

lg(y) — g(x) — Dg(@)(y — )| < azlly — =||*.
Prenons y = Zetx = P € B(&, a) dans I'inégalité ci-dessus. On obtient alors :
lg(@) — g(&™) = Dg(=)(@ — 2| < azl|z — 2|,

(*+1) on a donc :

IDg(z") (@ — ) — Dg(a™) (@ — 2™)|| < azl|z — 2™,

Comme ¢(x) = 0 et par définition de x

et donc
|Dg(z™)(z* ) — 2)|| < azll@ — 2™, (2.24)

Orz* Y —z = [Dg(x™)]"(Dg(x™))(x**+ — Z), et donc
|lz® Y —&|| < | Dg(=™) 7| |Dg(a®) (@ — ).
En utilisant (2.24), les hypotheses 1 et 2 et le fait que '*) € B(, b), on a donc

lz® T — z|| < aras||e™ — Z|* < ara2b”. (2.25)
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Oraiasb?® < bearb < . Donc z**tD ¢ B(z,b).

aijaz
On a ainsi montré par récurrence que la suite (")) ey est bien définie et que 2*) € B(&, b) pour tout k > 0.
Pour montrer la convergence de la suite (w(k))kem vers &, on repart de 1’inégalité (2.25) :
araz|a™* — 2| < (a102)*|@ — 2| = (araz)|2™ - 2[))%, Vk € N,
et donc par récurrence
_ 2"
arazllz™ - 2|| < (ara2)|2® — z|)” , VkeN

Comme ¥ € B(Z,b) eth < o5 on aaraz|z® — || < 1etdonc |® — Z| — 0 quand k — 4o0.

La convergence est au moins quadratique car 1’inégalité (2.25) s’écrit :
|z — z|| < Bllz™ — |? avec B = araz.

Le théoréeme 2.19 peut aussi se démontrer comme corollaire du théoréme 2.20. En effet, sous les hypotheses du
théoreme 2.19 (il est méme suffisant de supposer g de classe C? au lieu de C®), on peut démontrer qu’il existe
a,ar,az € R tels que

1. six € B(Z,a) alors Dg(x) est inversible et || (Dg(x)) || < a1,

2. sia,y € B(@,a) alors |g(y) — g(x) — Dg(a)(y — @)|| < aslly — 2%
et donc appliquer le théoreme 2.20, voir exercice 102 page 178.

Remarque 2.21 (Choix de I’itéré initial). On ne sait pas bien estimer b dans le théoréme 2.19, et ceci peut poser
probleme lors de 'implantation numérique : il faut choisir I'itéré initial (9) “suffisamment proche” de & pour
avoir convergence.

2.3.2 Variantes de la méthode de Newton

L’avantage majeur de la méthode de Newton par rapport & une méthode de point fixe par exemple est sa vitesse
de convergence d’ordre 2. On peut d’ailleurs remarquer que lorsque la méthode ne converge pas, par exemple si
I’itéré initial 2(°) n’a pas été choisi “suffisamment proche” de Z, alors la méthode diverge trés vite. . .

L’inconvénient majeur de la méthode de Newton est son cofit : on doit d’une part calculer la matrice jacobienne
Dg(x™®)) a chaque itération, et d’autre part la factoriser pour résoudre le systéme linéaire Dg(z(®))(z*+1) —
w(’f)) = —g(:c(k)). (On rappelle que pour résoudre un systeme linéaire, il ne faut pas calculer I'inverse de la
matrice, mais plutdt la factoriser sous la forme LU par exemple, et on calcule ensuite les solutions des systemes
avec matrice triangulaires faciles a inverser, voir Chapitre 1.) Plusieurs variantes ont été proposées pour tenter de
réduire ce coft.

“Faux quasi Newton”

Soient g € CH(IR™,IR") et € IR tels que g(z) = 0. On cherche 2 calculer Z. Si on le fait par la méthode de
Newton, 1’algorithme s’écrit :

) e R"™,

Dg(w(k))(w(k+1) — IB(k)) = —g(m(k))7 n 2 0.
La méthode du “Faux quasi-Newton” (parfois appelée quasi-Newton) consiste a remplacer le calcul de la matrice
jacobienne Dg(a:(k)) a chaque itération par un calcul toutes les “quelques” itérations. On se donne une suite
(ni)iew, avec ng = 0 et n;41 > n; Vi € IN, et on calcule la suite (m(k))nem de la maniére suivante :

z® e R"
Dg(z()) (D) — 20y = —g(x®))sin; <k <mniyq.

Avec cette méthode, on a moins de calculs et de factorisations de la matrice jacobienne Dg(x) a effectuer, mais on
perd malheureusement la convergence quadratique : cette méthode n’est donc pas tres utilisée en pratique.

(2.26)
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Newton incomplet
On suppose que g s’écrit sous la forme :

g(x) = Az + Fi(x) + Fy(x), avec A € M,,(R) avec Fy, F, € C*(IR",IR").
L’ algorithme de Newton (2.20) s’écrit alors :

z® ¢ R"
(A+ DFi(z®) + DFy(z®)) (*+D) — z(*)) =
—Az® — By (2®)) — Fy(2().

La méthode de Newton incomplet consiste a ne pas tenir compte de la jacobienne de F5.

{ z©® ¢ R"

(A+ DFy (2®))(@® ) — 2®)) = —Az® _ F(2®) = Fy(z®), (2.27)

On dit qu’on fait du “Newton sur F3” et du “point fixe sur F5”. Les avantages de cette procédure sont les suivants :

— La méthode ne nécessite pas le calcul de D Fy(x), donc on peut I’employer si F» € C(IR™,IR™)) n’est pas
dérivable.

— On peut choisir F} et F,, de maniére a ce que la structure de la matrice A + DF (x*)) soit “meilleure” que
celle de la matrice A+ DF; () + DF,(2®)) ; si par exemple A est la matrice issue de la discrétisation du
Laplacien, c’est une matrice creuse. On peut vouloir conserver cette structure et choisir F; et F> de maniére
a ce que la matrice A + DF; (x®)) ait la méme structure que A.

— Dans certains problémes, on connait a priori les couplages plus ou moins forts dans les non-linéarités :
un couplage est dit fort si la variation d’une variable entraine une variation forte du terme qui en dépend.
Donnons un exemple : Soit f de IR? dans IR? définie par f(z,y) = (z + sin(10~%y), exp(z) + y), et
considérons le systeme non linéaire f(z,y) = (a,b) ou (a,b) € IR? est donné. Il est naturel de penser
que pour ce systeme, le terme de couplage de la premicre équation en la variable y sera faible, alors que le
couplage de deuxieme équation en la variable x sera fort.

On a alors intérét a mettre en oeuvre la méthode de Newton sur la partie “couplage fort” et une méthode de
point fixe sur la partie “couplage faible”.
L’inconvénient majeur est la perte de la convergence quadratique. La méthode de Newton incomplet est cependant
assez souvent employée en pratique en raison des avantages énumérés ci-dessus.

Remarque 2.22. Si Fy = 0, alors la méthode de Newton incomplet est exactement la méthode de Newton. Si
Fy =0, la méthode de Newton incomplet s’écrit

A(x*+D) — 2By = — Ax®) _ By (2R

)

En supposant A inversible, on a alors £*+t1) = —A~1F, (w(’“)). C’est donc dans ce cas la méthode du point fixe
sur la fonction —A~1F,
Méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une variante de la méthode de Newton dans le cas de la dimension 1 d’espace. On
suppose ici n = 1 et g € C' (IR, R). La méthode de Newton pour calculer € IR tel que g(Z) = 0 s’écrit :

{ 0 e R
g () (2D — )y = g (k)

On aimerait simplifier le calcul de ¢’ (m(k) ), ¢’est—a—dire remplacer g’ (;C(k)) par une quantité “proche” sans calculer
g'. Pour cela, on remplace la dérivée par un quotient différentiel. On obtient la méthode de la sécante :

, Vn>0.

x(o) R x(l) S R

g(a®) — g(a*—1)
2(F) — (1)

(2.28)

(z* D) — 20y = _g(z®)) n > 1,
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Remarquons que dans la méthode de la sécante, 2(*+1) dépend de z(*) et de (*—1) : on a une méthode a deux pas ;
on a d’ailleurs besoin de deux itérés initiaux z(°) et (1), L’ avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas
le calcul de ¢’. L’inconvénient est qu’on perd la convergence quadratique. On peut toutefois montrer (voir exercice
108 page 181) que si g(z) = Oet g/ () # 0, il existe a > O tel que si (9, 2V € [T — .z +a] = I, 20 # 2D,
la suite (x(k))nelN construite par la méthode de la sécante (2.28) est bien définie, que (x(k))nelN C I, et que

+*®) — Z quand n — +o0. De plus, la convergence est super linéaire, i.e. si z*) # Z pour tout n € IN, alors
(k+1) _ %
i ac — 0 quand n — +o00. On peut méme montrer (voir exercice 108 page 181) que la méthode de la

k) —z
sécante est convergente d’ordre d, ou d est le nombre d’or.

Méthodes de type “Quasi Newton”

On veut généraliser la méthode de la sécante au cas n > 1. Soient donc ¢ € C'(IR",IR"™). Pour éviter de
calculer Dg(x(®)) dans la méthode de Newton (2.20), on va remplacer Dg(z*)) par B®) € M, (IR) “proche de

Dg(m(k))”. En s’inspirant de la méthode de la sécante en dimension 1, on cherche une matrice B qui, (k) et
(=1 &tant connus (et différents), vérifie la condition :
B* (x(k) _ x(kfl)) - g(z(k)) _ g(x(k‘fl)) (2.29)

k) _ g(a®) — g(a*—1
2(k) — (k1)

Si n > 1, la condition (2.29) ne permet pas de déterminer complétement B(*). 1l y a plusieurs fagons possibles

de choisir B(*), nous en verrons en particulier dans le cadre des méthodes d’optimisation (voir chapitre 4, dans ce

cas la fonction ¢ est un gradient), nous donnons ici la méthode de Broyden®. Celle-ci consiste & choisir B*) de

la maniére suivante : 2 2(%) et 2(*~1) connus, on pose §*) = £(*) — g+~ et y(*) = g(z(M)) — g(z(*=1); on

suppose B~ € M,,(IR) connue (et §¥) # 0), et on cherche B*) € M,,(IR) telle que

Dans le cas ou n = 1, cette condition détermine entierement B (k) ;car on peut écrire : B

Bk 5k — y(k) (2.30)
(c’est la condition (2.29), qui ne suffit pas 2 déterminer B(*) de manire unique) et qui vérifie également :
B® ¢ =BE-De  ve e R™ tel que & L 6. (2.31)

Proposition 2.23 (Existence et unicité de la matrice de Broyden).
Soient y € R", §*) ¢ R", §*) #£ 0, et B*=Y € M, (R). Il existe une unique matrice B*) € M, (IR)
vérifiant (2.30) et (2.31) ; la matrice B\¥) s’exprime en fonction de y*), %) et B(*=1) de la maniére suivante :

y®) — BlE=1) (k)

B — pk=1) | (5(k))t_ (2.32)

§(k) . §(k)
DEMONSTRATION — L’espace des vecteurs orthogonaux a 8% est de dimension n — 1. Soit (Y15 .-+ ,Yn—1) une base
de cet espace, alors (71, .. .gyn_l,é(k)) est une base de IR™ et si B vérifie (2.30) et (2.31), les valeurs prises par

I’application linéaire associée 2 B sur chaque vecteur de base sont connues, ce qui détermine 1’application linéaire et
donc la matrice B*) de maniere unique. Soit B définie par (2.32),on a:

(k) _ glk—1) 5(k)
(k) 5(k) _ gh=1)5k) | Y k)t s(R) _ (k)
BHEY =B+ gy sy (0) 8 =y
et donc B vérifie (2.30). Soit £ € IR™ tel que £ L 6%, alors £ - 6% = (§())*¢ = 0 et donc
() _ ple=1)5(0))
RORG)

B<k)§ _ B(kil)f-i- (v (5(k))t§ _ B(k*l)g7 Ve L §5F)

6. C. G. Broyden, ”A Class of Methods for Solving Nonlinear Simultaneous Equations.” Math. Comput. 19, 577-593, 1965.
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L’algorithme de Broyden s’écrit donc :

Initialisation : (9, (1) € R™, 20 £ (M BO) € M, (R)
Itération k : 2(*), 2(*=1) et B(*=1) connus, on pose

58 = z8) — p(k=1) gt y(®) = g(z(0)) — g(z*—D),
Calcul de B*®) = p(k=1) 4 W(W))t»

résolution de B*) (2 (+1) — (k) = —g(2(k)),

Une fois de plus, I’avantage de cette méthode est de ne pas nécessiter le calcul de Dg(x), mais 1’inconvénient est
la perte du caractere quadratique de la convergence .

2.3.3 Exercices (méthode de Newton)

Exercice 86 (Newton et logarithme). Suggestions en page 182 Corrigé en page 183
Soit f la fonction de IR’} dans IR définie par f(x) = In(x). Montrer que la méthode de Newton pour la recherche
de T tel que f(Z) = 0 converge si et seulement si le choix initial z() est tel que 2(°) €]0, e].

Exercice 87 (Newton pour un systéme linéaire). Corrigé en page 183 Soit f I’application définie sur IR™ par
f(z) = Az — b ol A est une matrice inversible et b € IR". Ecrire I’algorithme de Newton pour la résolution de
I’équation f(x) = 0 et montrer qu’il converge pour toute condition initiale z° € IR".

Exercice 88 (Condition initiale et Newton). Corrigé en page 184 L’ algorithme de Newton pour F(z,y) =
(sin(x) 4 y, zy)" est-il bien défini pour la condition initiale (%, 0) ?

Exercice 89 (Newton dans R et IR?). Corrigé en page 184 Soit a € IR tel que |a| < 1 et (20, yo) € IR?. On
définit I’application

HE B
Y Yy—1yYo—asinz

1. Montrer qu’il existe une fonction f : IR — IR, que I’on déterminera, telle que F'(x,y) = (0,0) si et
seulement si z = o + ay et f(y) = 0.

2. Montrer que pour tout triplet (a, g, yo), il existe un unique couple (Z, ) € IR? tel que F(z,7) = (0,0).
3. Ecrire I’algorithme de Newton pour f et montrer que 1’algorithme de Newton converge au voisinage de .
4. Ecrire I’algorithme de Newton pour la fonction F'. Montrer que 1’algorithme converge au voisinage de (Z, ).

Exercice 90 (Méthode de Newton pour un systeme 2 x 2). Corrigé en page 184
1. Ecrire la méthode de Newton pour la résolution du systéme suivant :
—5x + 2sinz + 2cosy = 0, (2.33)
2cosx + 2siny — by = 0. (2.34)
et montrer que la suite définie par cet algorithme est toujours bien définie.

2. Soit (7, 7) une solution du probleéme (2.33)-(2.34). Montrer qu’il existe £ > 0 tel que si (zg, yo) est dans la
boule B. de centre (7,7) et de rayon ¢, alors la suite (Z,,, Yn )ne construite par la méthode de Newton converge
vers (T, 7) lorsque n tends vers +oo.

3. Montrer qu’il existe au moins une solution (Z,7) au probleéme (2.33)-(2.34).

Exercice 91 (Méthode de Newton pour un autre systeme 2 X 2).
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1. Ecrire la méthode de Newton pour la résolution du systeme suivant :

x? 4+ 2zy = 0, (2.35)
zy+1=0. (2.36)

2. Calculer les solutions de ce systeme.

3. Soit (Z,7) une solution du probleéme (2.35)-(2.36). Montrer qu’il existe £ > 0 tel que si (z,yo) est dans la
boule B. de centre (7,7) et de rayon ¢, alors la suite (x,,, Yn )ne construite par la méthode de Newton converge
vers (T, y) lorsque n tends vers +oo.

Exercice 92 (Newton et les échelles. ..). Corrigé en page 2.3.3 page 185

4m
Soient deux échelles de longueurs respec-
tives 3 et 4 m, posées contre deux murs ver-
ticaux selon la figure ci-contre. On sait que
les échelles se croisent a 1m du sol, et on 3m
cherche a connaitre la distance d entre les o :
deux murs. 1lm
|
y
Ao L M___ . B
d
1. Montrer que le probleme revient a déterminer z et y tels que
1627 = (2 + 1)(x + y)? (2.37)
9% = (v + 1) (z +y)*. (2.38)

2. Ecrire I’algorithme de Newton pour la résolution du systeme (2.37)-(2.38).

3. Calculer les premiers itérés z(1) et y(*) construits par la méthode de Newton en partant de () = 1 et y(©) = 1.

Exercice 93 (Newton dans My (IR)). Corrigé en page 186

On considere I’application f : Ma(IR) — Mz (IR) définie par f(X) = X2 — L0 . L’objectif de cet exercice
0 1

est de trouver les solutions de f(X) = [8 8}

1. Réécrire Iapplication f comme une application F' de IR* dans R *.
2. Trouver I’ensemble des solutions de f(X) = 0.

3. Ecrire le premier itéré X; de 1’algorithme de Newton pour 1’application f partant de la donnée initiale

Xo = 3 Eﬂ (On pourra passer par I’application F). Montrer que la suite (X} ) définie par cet algorithme

est définie par tout k et que 1’on peut écrire sous la forme X = A\iId ot (Ag)x est une suite réelle dont on
étudiera la convergence.

4. L’algorithme de Newton converge-t-il au voisinage de X, = [_01 _01} ?
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Exercice 94 (Recherche d’un point fixe). ,
On définit la fonction f de IR dans IR par f(z) = e(®) — 422,

1.
2.

Montrer que f s’annule en 4 points de IR et qu’un seul de ces points est entre 0 et 1.

On pose g(x) = (1/2)Vel#®) (pour z dans IR).

Montrer que la méthode du point fixe appliquée a g, initialisée avec un point de I’intervalle |0, 1], est convergente
et converge vers le point de |0, 1[ annulant f.

Quel est I’ordre de convergence de cette méthode ?

. Donner la méthode de Newton pour rechercher les points annulant f.

Entre cette méthode et la méthode de la question précédente, quelle méthode vous semble a priori la plus
efficace ?

Exercice 95 (Nombre d’itérations fini pour Newton). Corrigé détaillé en page 187

1.

Soit f la fonction de IR dans TR définie par : f(z) = e® — 1. Pour (%) € IR, on note (")), cx la suite des

itérés construits par la méthode de Newton pour la recherche d’un point ot f s’annule.

1.1 Montrer que pour tout z(9) € IR, la suite (Jc(k))nem est bien définie.

1.2 Montrer que si (%) # 0, alors 2(*+1) = 2(®) pour tout n. € IN. En déduire que la méthode de Newton converge
en un nombre fini d’opérations si et seulement si f(2(*)) = 0.

1.3 Montrer que :
1.3 (a) si (9 < 0 alors z(Y) > 0.
1.3 (b)si @ > 0alors 0 < (M) < £,

1.4 Montrer que la suite (x(k) Jnew converge lorsque n tend vers I’infini et donner sa limite.

2.Soit F' : IR"™ — IR une fonction continliment différentiable et strictement convexe (n > 1) et dont la différen-
tielle ne s’annule pas. Soit (9 € IR™ le choix initial (ou itéré 0) dans la méthode de Newton.
Montrer que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement si F'(z(9)) = 0.

Exercice 96 (Méthode de Newton pour un systeme 2 x 2). Corrigé en page 187

1. On considere I’application f : IR — IR définie par f(x) = 2. Ecrire la méthode de Newton pour calculer
la solution de f(z) = 0 et montrer qu’elle converge quel que soit le choix initial o € IR.

2. On considere maintenant I’application F' : IR? — IR? définie par

F(z,y) = Fyg y}

(a) Déterminer I’ensemble des solutions de F'(z,y) = (0, 0).

(b) Ecrire I’algorithme de Newton pour la résolution, et montrer que 1’algorithme est bien défini pour tous
les couples (zg, yo) tels que zg # 0 et yo > 0.

(c) Soit (xg,yo) = (1,1). On note (zx, yx), k € IN les itérés de Newton.
i. Expliciter yy, et en déduire que la suite (yx)reN converge.
ii. Montrer que zj > 2% pour tout k € IN et en déduire que xy41 < xj pour tout & € IN.

iii. En déduire que la méthode de Newton converge vers une solution de F'(z,y) = (0,0).

Exercice 97 (Méthode de Newton pour le calcul de I’inverse). Corrigé en page 188

1
1. Soita > 0. On cherche a calculer — par I’algorithme de Newton.
a

(a) Montrer que I’algorithme de Newton appliqué a une fonction g (dont é est un z€ro) bien choisie s’écrit :

{ 2(© donné,

:E(k+1) = x(k) (2 — ax(k)). (239)
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(b) Montrer que la suite (z(*)),,cv définie par (2.39) vérifie

1 . 2
1i (k) _ E s1 x(O) E]O, E[»
i o =

2
—o0si (¥ €] — 00, 0[U] =, +00]
a

2. On cherche maintenant a calculer I’inverse d’une matrice par la méthode de Newton. Soit donc A une matrice
carrée d’ordre n inversible, dont on cherche a calculer I’inverse.

(a) Montrer que I’ensemble GL,, (IR ) des matrices carrées inversibles d’ordre n (ot » > 1) est un ouvert
de I’ensemble M, (IR) des matrices carrées d’ordre n.

(b) Soit T'I’application définie de GL,,(IR) dans GL,,(IR) par T'(B) = B~'. Montrer que T est dérivable,
etque DT(B)H = —-B~'HB~%.

(c) Ecrire la méthode de Newton pour calculer A~! en cherchant le zéro de la fonction g de M, (IR) dans
M,,(IR) définie parg(B) = B! — A. Soit B Ia suite ainsi définie.

(d) Montrer que la suite B(*) définie dans la question précédente vérifie :
Id — AB*+Y) — (1d — AB"®)2,
En déduire que la suite (B(®)),,cy converge vers A~ si et seulement si p(Id — AB(®)) < 1.

Exercice 98 (Méthode de Newton pour le calcul de la racine). Suggestions en page 182, corrigé en page 189

1. Soit A € IR et f la fonction de IR dans IR définie par f(z) = 22 — \.
1.1 Soit (9 € IR fixé. Donner I’algorithme de Newton pour la résolution de I’équation fy(x) = 0.
1.2 On suppose (9 > 0.
(i) Montrer que la suite (2(F));>; est minorée par v/\.
(ii) Montrer que la suite (z(*) k>0 converge et donner sa limite.

Soitn € IN* et soit A € M, (IR) une matrice diagonalisable dans IR ; on note \;,7 = 1, ..., n les valeurs propres
de A. On suppose que A; > O pourtouti =1,...,n.

2. Montrer qu’il existe au moins une matrice B € M, (IR) telle que B? = A. Calculer une telle matrice B

o (11
danslecasoun-?etA—(O 2).

3. On suppose de plus que A est symétrique définie positive. Montrer qu’il existe une unique matrice symé-
trique définie positive B telle que B? = A. Montrer par un contre exemple que I’ unicité n’est pas vérifiée si
on ne demande pas que B soit symétrique définie positive.

Soit F I’application de M,,(IR) dans M,,(IR) définie par F/(X) = X2 — A.
4. Montrer que F est différentiable en tout X € M,,(IR), et déterminer DF'(X)H pour tout H € M, (IR).
Dans la suite de 1’exercice, on considere la méthode de Newton pour déterminer B.

5. On suppose maintenant n > 1. On note (X(k))kelN la suite (si elle existe) donnée par 1’algorithme de
Newton 2 partir d’un choix initial X(©) = I, ot I est la matrice identité de M, (R).

5.1 Donner le procédé de construction de X *+1) en fonction de X *), pour k& > 0.

5.2 Onnote A; < -+ < A, les valeurs propres de A (dont certaines peuvent étre égales) et P la matrice
orthogonale telle que A = Pdiag(\1, -+, \,) P71,

(i) Montrer que pour tout k& € IN, X (*) est bien définie et est donné par
X® = pdiag(ui”, -, u{) P,
ot 1{") est le k™ terme de la suite de Newton pour la résolution de fy,(z) = (z — A;)? = 0
avec comme choix initial LLEO) =1.
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(ii) En déduire que la suite X *) converge vers B quand k — +o0.

Exercice 99 (Valeurs propres et méthode de Newton).
Suggestions en page 182, corrigé détaillé en page 193

Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique. Soient A une valeur propre simple de A et Z € IR" un vecteur propre
associé t.q. T - T = 1. Pour calculer (A, T) on applique la méthode de Newton au systéme non linéaire (de R"!
dans R™ ") suivant :

Ax — Az =0,
rz-x=1
Montrer que la méthode est localement convergente.
Exercice 100 (Modification de la méthode de Newton). Suggestions en page 182. Corrigé en page 194
Soient f € CY(IR",R") et € R" tq. f(T) = 0. On considere, pour A > 0 donné, la méthode itérative
suivante :
— Initialisation : (%) € R™.

— Tterations : pour k£ > 0,
2D = 2® — [Df@M) Df(z™) + Ad] 7 D f(a®)" fa®).

[Noter que, pour A = 0, on retrouve la méthode de Newton.]

1. Montrer que la suite (2(*)),cy est bien définie.

2. On suppose, dans cette question, que n = 1 et que f/(T) # 0. Montrer que la méthode est localement conver-
gente en 7.

3. On suppose que le rang de D f(T) est égal a n. Montrer que la méthode est localement convergente en T. [Noter
que cette question redonne la question précédente si n = 1.]

Exercice 101 (Méthode de Newton pour un systeme semi-linéaire). Suggestions en page 183. Corrigé en page
200

On suppose que f € C?(IR,IR) et que f est croissante. On s’intéresse au systtme non linéaire suivant de n
équations a n inconnues (notées u1, ..., Uy) :

(Au)i +azf(uz) = bi Vi € {1,...,71},

u=(u1,...,u,)t € R", (2.40)

ol A € M,,(IR) est une matrice symétrique définie positive, a; > 0 pour tout i € {1,...,n} et b; € IR pour tout
ie{l,...,n}.

On admet que (2.40) admet au moins une solution (ceci peut étre démontré mais est difficile).

1. Montrer que (2.40) admet une unique solution.

2. Soit u la solution de (2.40). Montrer qu’il existe ¢ > 0 t.q. la méthode de Newton pour approcher la solution de

(2.40) converge lorsque le point de départ de la méthode, noté u(?), vérifie |u — u(0)| <a.

Exercice 102 (Autre démonstration de la convergence locale de Newton). Suggestions en page 182. Corrigé en
page 192 On se place sous les sous les hypotheses du théoréme 2.19 avec g de classe C? au lieu de C®. Montrer
qu’il existe a, a;, az € R tels que

1. siz € B(z,a) alors Dg(z) est inversible et ||(Dg(z)) | < a1,
2. si@,y € B(@,a) alors |lg(y) - g(x) — Dg(@)(y — )| < azlly — @

et qu’on peut donc appliquer le théoreme 2.20 pour obtenir le résultat de convergence locale du théoreme 2.19.
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Exercice 103 (Convergence de la méthode de Newton si f'(Z) = 0). Suggestions en page 183, corrigé détaillé en
page 195

Soient f € C?(IR,R) et € R t.q. f(T) = 0.
1. Rappel du cours. Si f'(Z) # 0, la méthode de Newton est localement convergente en T et la convergence est au
moins d’ordre 2.

2. On suppose maintenant que f'(Z) = 0 et f”(ZT) # 0. Montrer que la méthode de Newton est localement
convergente (en excluant le cas rop = 7...) et que la convergence est d’ordre 1. Si on suppose f de classe C?,
donner une modification de la méthode de Newton donnant une convergence au moins d’ordre 2.

Exercice 104 (Point fixe et Newton). Corrigé en page 196

Soitg € C3(IR,IR) et T € IR tels que g(T) = O et ¢'(T) # 0 et soit f € C*(IR, R) telle que f(Z) = .
On considere I’algorithme suivant :
o € R,
(241)
ZTpt1 = h(xy),n > 0.

avec h(x) =z — /g&
g'o f(x))

1. Montrer qu’il existe « > 0 tel que si zy € [T — a, T + o] = I,,, alors la suite donnée par Ialgorithme (2.41)
est bien définie ; montrer que x,, — 7 lorsque n — +o00 (on pourra montrer qu’on peut choisir o de maniere
aceque |h(z)] <1siz € I,).

On prend maintenant xy € I, ou « est donné par la question 1.

2. Montrer que la convergence de la suite (z,,),enN définie par I’algorithme (2.41) est au moins quadratique.

1
3. On suppose de plus que f est deux fois dérivable et que f'(T) = 3 Montrer que la convergence de la suite

(Zn)nen définie par (1) est au moins cubique, ¢’est-a-dire qu’il existe ¢ € IR 4 tel que
[Tyt — | < clan, — T3, Vn > 1.

4. Soit f € R tel que ¢'(x) #0 Va € Ig =|T — 3, % + J[; montrer que si on prend f € C*(IR,IR) telle
que :
_ 9@

alors la suite définie par I’algorithme (1) converge de maniére cubique.

siz € Ig,

Exercice 105 (Variante de la méthode de Newton).
Corrigé détaillé en page 198

Soit f € C*(R,IR) et Z € IR tel que f(z) = 0. Soient z9 € IR, ¢ € R%, A € IR’.. On suppose que les
hypotheses suivantes sont vérifiées :

Hzel=[x
(i) |f(zo)| <
(iif) |f'(2) = f'W)] < 55, V(w,y) € 7
(v) |f'(z)] > sVz e 1.

— G, To +C]7

(=)

\
S

On définit la suite (z(*)),, e par :

2 = o,
L) — (k) _ f(™) (2.42)
')’

ou y € I est choisi arbitrairement.
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1. Montrer par récurrence que la suite définie par (2.42) satisfait (*) € I pour tout n € IN.

B)y_
(On pourra remarquer que si x*t1) est donné par (2.42) alors x*+tV) — zo = () — 15 — W -
f(zo)
() )

C

2. Montrer que la suite (z(*)),e définie par (2.42) vérifie [z — 7| < &

maniere au moins linéaire.

et qu’elle converge vers T de

3. On remplace 1’algorithme (2.42) par

2 = g,
L) — (k) f(z®)) (2.43)

fy®)’

ol la suite (y*)), v est une suite donnée d’éléments de 1. Montrer que la suite (2(*)), cv converge vers
Z de maniére au moins linéaire, et que cette convergence devient super-linéaire si f'(y,) — f'(Z) lorsque
n — +400.

4. On suppose maintenant que n > 1 et que f € C*(IR",IR"). La méthode définie par (2.42) ou (2.43)
peut-elle se généraliser, avec d’éventuelles modifications des hypotheses, a la dimension n ?

Exercice 106 (Méthode de Steffensen).
Suggestions en page 183, corrigé détaillé en page 201

Soient f € C?(IR,R) etT € R t.q. f(T) = 0 et f/(T) # 0. On considere la méthode itérative suivante :
— Initialisation : z(®) € R"™.
— Ttérations : pour n. > 0, si f(z®) + f(x(®))) £ f(z*),
(k)12
(k+1) _ (K) _ (f(@'™)) 544
T T )~ @) a4y
etsi f(z®) + f(z®)) = f(z®), z*:+D = g*),

1. Montrer qu’il existe o > 0 tel que si (%) € B(T, a), alors f(z®) + f(z®))) # f(2*) siz*) £ 7. En déduire
que si zo € B(T, o), alors toute la suite (z(F)),,cv vérifie (2.44) pourvu que z*) # Z pour tout n € IN.

2. Montrer par des développements de Taylor avec reste intégral qu’ il existe une fonction a continue sur un
voisinage de T telle que si z9 € B(T, «), alors

2D 7 = q(x®) (2 —F), pourtout n € IN tel que 2% # 7. (2.45)

3. Montrer que la méthode est localement convergente en T et la convergence est au moins d’ordre 2.
Exercice 107 (Méthode de Newton-Tchebycheff). Corrigé en page 2.3.3 page 203
1. Soit f € C3(IR,IR) et soit Z € IR tel que T = f(Z) et f/'(Z) = f"(Z) = 0. Soit (xp)nen la suite définie par :

{ oo D r)

(a) Justifier I’appellation “( PF')” de I’algorithme.
(b) Montrer qu’il existe a > 0 tel que si |y — Z| < a alors | f/(y)| < 3.

(c) Montrer par récurrence sur n que si zo € B(Z, a) alors z,, € B(Z, 57).

(d) En déduire que la suite construite par (PF') converge localement, ¢’est-a—dire qu’il existe un voisinage V'
de z tel que si xp € V alors x,, — T lorsque n — +o00. .

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 1 80 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 29 janvier 2018



2.3. METHODE DE NEWTON DANS R V CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

(e) Montrer que la vitesse de convergence de la suite construite par (PF') est au moins cubique (c’est-a-dire
qu’ il existe 8 € R tel que |z,+1 — Z| < Bz, — Z|?) si la donnée initiale x( est choisie dans un certain
voisinage de . (On pourra utiliser un développement de Taylor-Lagrange.)

2. Soit g € C3*(IR,R), et soit # € IR tel que g(z) = 0 et ¢’(Z) # 0. Pour une fonction h € C3*(IR,IR) a
déterminer, on définit f € C*(IR,IR) par f(z) = x + h(z)g(z). Donner une expression de h(Z) et h'(Z) en
fonction de ¢'(Z) et de g”(Z) telle que la méthode (PF') appliquée a la recherche d’un point fixe de f converge
localement vers T avec une vitesse de convergence au moins cubique.

3.S0it g € C°(R,IR), et soit T € IR tel que g(z) = 0 et ¢’(Z) # 0. On considere la modification suivante (dde a
Tchebychev) de la méthode de Newton :

9(@n)  g"(xn)lg(@n)]? ] (2.46)

Tnt1l = Tn — g/(l'n) - 2[gl(x”)]3

Montrer que la méthode (2.46) converge localement et que la vitesse de convergence est au moins cubique. [On
pourra commencer par le cas oll ¢’ ne s’annule pas].

Exercice 108 (Méthode de la sécante). Corrigé en page 2.3.3 page 204
Soient f € C?(R,IR) etT € IR t.q. f(T) = 0 et f'(T) # 0. Pour calculer T, on consideére la méthode itérative
suivante (appelée “méthode de la sécante”) :

— Initialisation : 2o, z1 € IR.

f1@n)(@n = Znn) sif(x etz =x, 81 f(x,) =
o) — Flama) S S (@n) # Oetings = onsi f(wn) = 0.

Si la suite (z,,)nen est bien définie par cette méthode, on pose e, = |z, — T| pour tout n € IN.

— TItérations : pourn > 1, xp41 = Ty —

1. Montrer qu’il existe ¢ > 0 t.q. pour xg, x1 €]T — &,T + €[, x¢p # x1, la méthode de la sécante définit bien une
suite (zy,)new et’on a e,41 < (1/2)e, pour tout n > 1. [Raisonner par récurrence : on suppose &y, Tpn—1 €
|7 —e,T+ ¢, xy # xp_1 et x, # T. Montrer, grice & un choix convenable de , que f(x,) # f(2,—1) et que
f(x,) # 0. En déduire que x4 est bien défini et x,, # x,,41. Puis, toujours grice a un choix convenable de ¢,
que ep4+1 < (1/2)e,. Conclure.]

Dans les questions suivantes, on suppose que xg, 21 €|T — &, T + €[, g # @1 (¢ trouvé 2 la premiere question)
et que la suite (z,)nen donnée par la méthode de la sécante vérifie z;,, # T pour tout n € IN. On pose d =
(1++/5)/2 et on démontre que la convergence est en général d’ordre d.

2. Pour z # T, on définit (x) comme la moyenne de f’ sur I'intervalle dont les extrémités sont x et .

w(xn)—p(Tn—1) ‘

flan)=flan—1) "

(b) Montrer que la fonction p est dérivable sur IR \ {Z}. Calculer lim,_,z u/(z).

(a) Montrer que €,,41 = enep,—1 M, pour tout n > 1, avec M,, = |

(c) Calculer la limite de la suite (M,,),>1 lorsque n — co. En déduire que la suite (M,,),>1 est bornée.

3. Soit M > 0, M > M, pour toutn > 1 (M,, donné a la question précédente). On pose ag = Meg, a1 = Me;
et Gnt1 = GnGn_1 pourn > 1.

(a) Montrer que Me,, < a,, pour toutn € IN.

(b) Montrer qu’il existe £; €]0, £] t.q. la suite (ay,)n>1 tend en décroissant vers 0 lorsque n — +00, si zg, 1 €
]f* 81,f+€1[.

(c) Dans cette question, on prend xg,x1 €|T — 1, T + €1[. Montrer qu’il existe &« > O et § €]0, 1[ t.q Me, <
an < oz(ﬁ)dn pour tout n € IN (ceci correspond a une convergence d’ordre au moins d). [On pourra utiliser
la relation de récurrence lna,+; = Ina, +Ina,_; pourn > 1].

(d) (Question plus difficile) Si f7(T) # 0, ent+1 = epen—1M,, montrer que M,, — M, quand n — oo, avec
M > 0. En déduire qu’il existe v > 0 t.q. fg‘:)il — v quand n — oo (ceci signifie que la convergence est
exactement d’ordre d). [Considérer, par exemple, 3,, = In e, 11 — d In e,, et montrer que [3,, converge dans IR,
quand n — 00.]
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(e) Comparer I’ordre de convergence de la méthode de la sécante a celui de la méthode de Newton.

Exercice 109 (Algorithme de Newton pour calculer une racine cubique).

Soientn > 1et A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive. On note {es, . . ., e, } une base orthonormée

de IR"™ formée de vecteurs propres de A. On a donc Ae; = A;e;, avec \; > 0,¢;-e; =0 pouri # jete; -e; = 1.

Pour B € M,,(IR), on pose F'(B) = B3 — A.

1. Montrer que la matrice X définie par Xe; = p;e; pouri = 1,...,n, avec ,u? = \;, est une racine cubique de A
(c’est-a-dire une solution de F'(X) = 0). Montrer que X est symétrique.

Dans la suite de 1’exercice, on s’intéresse a I’algorithme de Newton pour calculer X .
2. Soit B € M,,(IR). La différentielle de F' au point B, notée DF'(B), est donc une application linéaire de
M, (IR) dans M,,(IR). Donner, pour tout H € M, (IR), I’expression de DF'(B)H.
3. Montrer que DF'(X) est une application inversible.
[On pourra, par exemple, calculer DF(X)He; - e; et montrer que DF(X)H = 0 implique H = 0.]
4. Donner I’algorithme de Newton pour calculer X et montrer que 1’algorithme de Newton donne une suite
convergente vers X si I’initialisation de I’algorithme est faite avec une matrice suffisamment proche de X.

Suggestions

Exercice 86 page 174 (Newton et logarithme) Etudier les variations de la fonction ¢ définie par : p(z) =
r—zlnz.

Exercice 98 page 177 (Méthode de Newton pour le calcul de la racine) 1.1 (ii) Montrer que la suite (2(F));>1
est décroissante.

4. Ecrire la définition de la différentiel en faisant attention que le produit matriciel n’est pas commutatif.

5. Ecrire I’algorithme de Newton dans la base des vecteurs propres associés aux valeurs propres de A.

Exercice 102 page 178 (Autre démonstration de la convergence locale de Newton)
Soit S = Dg(z)~Y(Dg(z) — Dg(z)). Remarquer que

Dg(z) = Dg(z) — Dg(z) + Dg(x) = Dg(z)(Id + 5)

et démontrer que || S]] < 1.

En déduire que Dg(z) = Dg(z)(Id+ S) est inversible, et montrer alors I’existence de a et de a; = 2||Dg(x)
tels que si € B(z, a) alors Dg(z) est inversible et | Dg(z) | < a.

Pour montrer I’existence de as, introduire la fonction ¢ € C*'(IR,IR") définie par

o(t) =g(x+tly —z)) — g(z) — tDg(z)(y — x).

il

Exercice 99 page 178 (Valeurs propres et méthode de Newton) Ecrire le systeme sous la forme F'(z,\) = 0
ol F est une fonction de IR""" dans IR" ™" et montrer que DF (), Z) est inversible.

Exercice 100 page 178 (Modification de la méthode de Newton) 1. Remarquer que si A € M,,(IR) et A > 0,
alors A A 4 \Id est symétrique définie positive.

2. En introduisant la fonction ¢ définie par o(t) = f(tz,, + (1 — t)T), montrer que f(z,) = (z,, — T)g(xy), ol
g(xz) = fol f'(tx + (1 — t)T)dt. Montrer que g est continue.

Montrer que la suite (2, )pen Vérifie 11 — T = an(z, — T), Ol

f'(@n)g(zn)

fr@n)? + A7

et qu’il existe « tel que si z,, € B(T, ), alors a,, €]0, 1]. Conclure.

3. Reprendre la méme méthode que dans le cas n = 1 pour montrer que la suite (z,,),en Vérifie ,11 — T =
D(zy,)(xy, —T), 00 D € C(IR™, M,,(IR)). Montrer que D(Z) est symétrique et montrer alors que || D(Z)|2 < 1
en calculant son rayon spectral. Conclure par continuité comme dans le cas précédent.

a, =1—
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Exercice 103 page 179 (Convergence de la méthode de Newton si f/(T) = 0) Supposer par exemple que
() > 0 et montrer que si z est “assez proche” de T la suite (,,)nen est croissante majorée ou décroissante
minorée et donc convergente. Pour montrer que 1’ordre de la méthode est 1, montrer que

[#nt1 — 7]

—— — — lorsque n — +o00.
|zn — | 2

Exercice 101 page 178 (Méthode de Newton) 1. Pour montrer I’unicité, utiliser la croissance de f et le caractere
s.d.p. de A.
2. Utiliser le théoreme de convergence du cours.

Exercice 106 page 180 (Méthode de Steffensen)) 1. Utiliser la monotonie de f dans un voisinage de T.
2. Développer le dénominateur dans 1’expression de la suite en utilisant le fait que f(zn + f(zn)) — fla,) =

fo t)dt ou Y(t) = f(zn + tf(xn)), puis que f'(z, + tf :cn fo s)ds ou &(t) = f'(xn + tf(xn)).

Developper ensuite le numérateur en utilisant le fait que — fo o' ( dt ol ¢(t) = f(tT+ (1 — t)zy), et

que f(IT + (1 = t)zn) = f, x(s)ds + x(0), o x(1) = f(x+ (1 —t)n)-
3. La convergence locale et I’ordre 2 se déduisent des résultats de la question 2.

Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 86 page 174 (Newton et logarithme) La méthode de Newton pour résoudre In(xz) = 0
s’écrit :
D) — B = Ry (),

Pour que la suite (x(k) )keN soit bien définie, il faut que () > 0. Montrons maintenant que :

1. siz(® > ¢, alors z() < 0,

2. si 2 €]1, e[, alors (V) €]0, 1],

3. siz(® =1, alors z(*) = 1 pour tout k,

4. siz© €]0, 1] alors la suite (x(k) JkeN est strictement croissante et majorée par 1.

Le plus simple pour montrer ces propriétés est d’étudier la fonction o définie par : p(x) = x — zlnz, dont la

dérivée est : ¢'(x) = — Inx. Le tableau de variation de ¢ est donc :

0 1 e +00

| |
@ |+ 0 - e — |

| |

1 |
e@) [ /1 N N |
o + | + 0 — |

Grice 2 ce tableau de variation, on a immédiatement les propriétés 1. 2 4. La convergence de la suite (2(%)) e
vers 1 peut s’obtenir en passant a la limite dans le schéma.

Corrigé de I’exercice 87 page 174 (Méthode de Newton pour un systéme linéaire) Pour tout z € IR", la
matrice D f(z) est inversible ; donc ’algorithme de Newton est bien défini et s’écrit D f(z)2z") = b. Il converge
donc en une itération, qui demande la résolution du syseéme linéaire Az = b...
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Corrigé de I’exercice 88 page 174 (Condition initiale et Newton) On vérifie que

DF(a.g) = {coz(x) 31:]

et par conséquent
m 0 1
DF (—, 0) -
2 {0 5}

n’est pas inversible. La matrice D F'(x, y) est inversible pour z = 0 y = 1 par exemple.

Corrigé de I’exercice 89 page 174 (Méthode de Newton pour un systeme 2 x 2)

1. On cherche (z,y) tel que x = xo + ay et y = yo + asin(z) = yo + sin(zo + ay). Soit encore f(y) = 0
avec f(y) = y — yo — asin(zg + ay). La réciproque est immédiate.

2. La fonction f est continue et telle que lim_, f = —oo et lim o, f = +00. Par conséquent, comme f est
continue, le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure que f est surjective. De plus, on vérifie que si
la] < 1,alors f’(y) > 0 et donc f est strictement croissante. Elle est donc injective. Ceci assure 1’existence
et I'unicité d’un unique g tel que f(y) = 0. Par suite, il existe un unique couple (Z = xo + ay, §) qui vérifie
F(z,9) = (0,0).

3. Ona

(k) — 4o — asi
k) _ ok JWY) by ®) i) — o — Y Y0 asin(zo + ay)
Yy f’(y(k')) (y ) avec (y) ) 1 — CL2 COS(I’O + ay)
Pour la convergence, on applique le théoréme du cours qui assure si f/(y) # 0 I’existence d’un voisinage de
y sur lequel I’algorithme de Newton converge.

4. Ona
e N O 1 —a] 7' [ 2™ —zy— ay®
y(k"rl) - _y(k)_ —a COS(JU(k) 1 y(k) — Yo — asin(x(k’))
o [a®] 3 1 1 a z® — gz — ay®
T ™| 1—a2cos(@®) |acos(z® 1] |y® —yo — asin(z*))
_ [2(F)] _ 1 z®) — 25 — ayy — a?sin(z®))
o _y(’“)_ 1 — a2 cos(x(*)) acos(z)(z®) — 24 — ay®) + y*) — o — asin(z®))

Pour la convergence, on applique le théoréme du cours qui assure si DF(Z, ) est inversible, ’existence
d’un voisinage de (Z, §) sur lequel I’algorithme de Newton converge.

Corrigé de I’exercice 90 page 174 (Méthode de Newton pour un systeéme 2 x 2) 1. Soit F' I’application de R?
dans IR? définie par F(z,y) = (—b5x + 2sinz + 2 cosy, 2 cosx + 2siny — 5y). Calculons la matrice jacobienne
de F au point (x,y) :

—5+2cosx  —2siny

DF(w,y) = —2sinx 2cosy — b

Det(DF)(x,y) = (=5 + 2cosx)(—5 4+ 2cosy) — 4sinzsiny = 25 4+ 4coszcosy — 10cosz — 10cosy —
4sinxsiny.

e Sicosxcosy > 0, alors Det(DF)(z,y) > 1> 0,

e Sinon, alors cosx > Oet cosy < 0 (oucosy > Oet cosz < 0), et Det(DF)(x,y) > 25 —4 — 10cosz —
4sinzsiny > 0.

On a donc Det(DF)(z,y) > 0 pour tout (z,y) € IR?, ce qui prouve que la Jacobienne DF(x,v) est toujours
inversible. On peut donc toujours écrire 1’alorithme de Newton :

(k+1) _ (k)
DFEY.5™) [ o)

YD ) | = —F (2%, y*))
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2. 11 est facile de voir que la fonction F' est deux fois continiiment différentiable. Il suffit alors d’appliquer le
théoreme de convergence du cours.

3. Soit f la fonction définie par f(z) = —5x + 2 sin z. Elle est strictement décroissante et c’est une bijection de IR
dans IR. On note g sa réciproque. La fonction g est donc continue. L’équation (2.33) donne 2 = g(—2 cosy). On
cherche donc y t.q. h(y) = —5y + 2siny + 2 cos(g(—2 cosy)) = 0. La fonction h est continue et lim ¢ o, = £o0.
Donc par le théoreme des valeurs intérmédiaires, h s’annule.

Corrigé de I’exercice 91 page 174 (Méthode de Newton pour un systeme 2 x 2) En cours de rédaction

Corrigé de ’exercice 92 page 175 (Newton et les échelles...) 1. Notons A et B les deux pieds des murs, P
le point de croisement des échelles et M sa projection sur le plan horizontal, comme indiqué sur la figure. Soient
x=d(A,M)ladistancede Aa M,y =d(B,M),« =d(A,P)et =d(B,P).

Par le théoréme de Pythagore, 2 +1 = a? et y* + 1 = 2. Par le théoréme de Thales, 2 =
éliminant « et 3, on en déduit que x et y sont solutions du systéme non linéaire :

a oy B
4etd—3.En

162> = (z° 4+ 1)(z +y)°
9 = (v + 1)(z +y)*,
qui est bien le systeme (2.37)-(2.38).

2. Le systeme précédent s’écrit sous la forme F'(X) = 0, ou F est la fonction de IR? dans IR? définie par

F(X)=F <m> - {(zzﬂ)(xw)? - 16x2] |

y (¥ +1)( +y)* — 9y
On a donc
423 + 22y? + 622y + 22 + 2y — 32z 222y + 223 + 2y + 2w
DF(X) = 2 3 3 2 2 _
2zy* + 2y° + 22 + 2y 4y° + 2yx* 4 6y“xr + 2y + 2z — 18y

L’algorithme de Newton pour la résolution du systeme (2.37)-(2.38) s’écrit donc, pour X, = Bk] connu,
k

DF(Xy)(Xpt1 — Xi) = —F(Xy).

A 1’étape k, on doit donc résoudre le systeme linéaire

IDF(Xy) H _ {(mi + 1) (2 +yr)? — 16:@] (2.47)

t (y2 + 1) (zx + yi)? — 97
avec
41’2 + 2:cky,% + 6xiyk + 22y + 2y — 322y, 222y, + 2:5‘2 + 2y + 2z
DF(Xy) =
kayi + 2y,§ + 221 + 2y, 4y,‘3 + 2ykxz + Gyix + 2y + 22, — 18yy

et on obtient le nouvel itéré X1 = Thtl) _ Tk +s .
Yk+1 Y+t

3. La premiere itération nécessite donc la résolution du systeme linéaire (2.47) pour k = 0, soit, pour g = 1 et

Yo =1,
16 87 [s] [8
8 =20 1t] |1
dont la solution est s = 3 et ¢ = 5. On en déduit que z1 = 1.75 et y; = 3.5 construits par la méthode de Newton

en partant de z(9) = 1 et (°) = 1. La distance d a la premigre itération est donc d = 5.25.
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Corrigé de ’exercice 93 page 175 (Newton dans M 2 (IR))

1. Notons X = {i ﬂ ,on a alors

22 +yz ylr+1t) 10
F(X) [(xﬂ)z yz+t2| |0 1
[ 4yz—1  ylw+t)
- 2z +t)  yz+tP-1
22 +yz—1
_ | y=+1)
On adonc F(z,y,z,t) = (£ 1)
yz + t2—1
. On voit que soity = z = O et 22 = t? = 1 soitz = —t et yz = 1 — t2. Autrement dit on a une infinité de
solutions.
. Ona
2x z Y 0
|y x4+t 0 Y
DF(z,y,2t) = z 0 x4+t =z
0 z Y 2t
Par conséquent,
8 0 0 0
0 8 0O
DF(4,0,0,4) = 00 8 0
0 0 0 8
On en déduit
) 4] [8 0 0 0] '[15
i _ |0 (0 8 0 O 0
z1 0 0 0 8 0 0
t1 14 0 0 0 8 15
a7 ris 17
4 T T
_ 0] (0] _ |0
-0 o |0
15 17
4] L% 53
On voit que X; = 1§7Id. Par récurrence on vérifie que
1 A +1
A =M —=——(\2—1)="k = ().
k1 = Ak 2)\k( k—1) o D(Ak)

On vérifie que ¢'(A) = 3 (1 — 5%) et donc ¢’ > 0 sur [1, +oo[ avec ¢(1) = 1 donc ¢ : [1, +-00[— [1, +00[
et |¢i [1’00[\ < % On en déduit la convergence de la suite Ag vers 1, qui est 'unique point fixe de ¢ dans cet
intervalle.

. On vérifie que

-2 0 0 0
DF(—1,0,0,—1) = 8 _02 _02 8

o 0 0 =2

est inversible. Le théoreme de Newton Raphson assure la convergence locale de I’algorithme.
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Corrigé de I’exercice 95 page 176 (Nombre d’itérations fini pour Newton) 1.1 Comme [’ est définie sur tout
IR par f/(x) = e® et ne s’annule pas, on en déduit que la suite construite par la méthode de Newton, qui s’écrit :

20
) _ g SEP) gy e —1

( — _
x F1(z®) z oo™

est bien définie.

k
ez( )—1

1.2 Par définition de la suite, on a z(*+t1) — z(k) = _ = 0 ssi (¥ = 0. Donc par récurrence sur n, si

ez(k
20 £ 0, 0naz®*+t1) £ 2" pour tout n € IN. De plus, si f(z(?) = 0 (c.a.d. si (%) = 0), 1a suite est stationnaire.
On en déduit que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement si f(z(*)) = 0.
2@
a0

1.3 Par définition, on a : z(1) = 20 — . Par le théoréme de accroissements finis, on a donc : z(!) =

(@1~ eefm(o)), avec 0 €]z(®, 0[si (9 < 0et €0,z [siz® > 0.Si 2 < 0,0ona 9= > 1 et donc
2 > 0. En revanche, si (® > 0,ona e=*" < /=% < 1etdonc 0 < 21 < 2.

1.4 On a vu a la question 1.2 que si 2(°) = 0 la suite est stationnaire et égale 2 0. On a vu a la question 1.3 que
si 20 < 0 alors (V) > 0. Il suffit donc d’étudier le cas (@ > 0. Orsi z(® > 0,ona 0 < z(V < 2O, Par

récurrence sur n, on en déduit que si (@ > 0, la suite (x(k))ne]N est décroissante et minorée par 0, donc elle
£
e —1

converge. La limite £ de la suite vérifie : £ = £ — <

, soit encore ¢ = 0 (unique solution de I’équation f(z) = 0).
2. Soient z(®) et z(F+1) deux itérés successifs donnés par la méthode de Newton, tels que F(x(k)) # 0.0Onadonc:
DF(z®)(z*+D) — 2y = —p(2(*)), (2.48)

et en particulier, z(**1) = z(*)_ Or, la condition de stricte convexité pour une fonction continiiment différentiable
entraine que :
DF () (z*+D) — 0y < p(p*+D) — p(a®),

et donc, avec (2.48), F(z(*+1)) > 0. On montre ainsi, par récurrence sur n, que si F'(z(?)) # 0, alors F(z(*)) > 0
pour tout n > 0, ce qui montre que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement
si F(x() = 0.

Corrigé de I’exercice 96 page 176 ([Méthode de Newton pour un systéme 2 x 2)

1. Lla méthode de Newton pour calculer la solution de f(xz) = 0 s’écrit : 511 = %xk, et donc x converge
vers O pour tout zg.

2. (a) L’ensemble des solutions de F'(x,y) = (0,0).est {(0,0)}.

2z
0

Thyt| _ | Tk dx 2z, 1} {M] o {xi yk]
|:yk+1:| B [yk} + [53/} avee { 0 2yx| |dy] i

Cet algorithme est bien défini dés que la matrice jacobienne est inversible, c.a.d dés que zxyr # 0.
C’est vrai pour £ = 0 par hypotheése. Montrons que c’est vrai pour tout k& € IN par récurrence sur
k. Supposons qu’on a z, # 0 et y, > 0 pour tout p < k, et montrons que dans ce cas on a encore

ZTr4+1 7 0 et ygy1 > 0. Par définition de I’algorithme de Newton, on a yx11 = %’” > 0etzpy =

(b) La matrice jacobienne s’écrit : DF(x,y) = [ ;yl] , et donc I’algorithme de Newton s’écrit :

Ye . _1 2 Yk 2 Y
: : _ o—k
() i Commey;=1letqueyryr = %, onay, =2
ii. On écrit que Thi1 = gr(zr) avec gip(z) = £ + 277721 L étude de la fonction g, montre que
. +1
ming, =272 .
Comme 25, > 272 > 0 et que y, = 2%, on en déduit que zj, — z = ﬁ(—m% + 4 <0.

iii. La suite (g )gen est décroissante minorée par 0, et donc elle converge. En passant a la limite sur
I’expression de zj1, on en déduit que la suite x; converge vers 0. Par I’expression de yy, on sait
qu’elle converge également vers 0. D’ou la conclusion.
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Corrigé de I’exercice 97 page 176 (Méthode de Newton pour le calcul de I’inverse)

1. (a) Soit g la fonction définie de IR™ dans IR par g(z) = % — a. Cette fonction est continue et dérivable
pourtout x # 0,etona: ¢g'(x) = — ;—2 L’ algorithme de Newton pour la recherche d’un zéro de cette

fonction s’écrit donc bien :

{ z(© donné, (2.49)

D = 2B (2 — qz(#)),

(b) Soit (")), ey définie par (2.39). D’aprés le théoréme du cours, on sait que la suite (z(F)), e
converge de localement (de maniere quadratique) dans un voisinage de % On veut déterminer ici
Iintervalle de convergence précisément. On a (¥t = o (2(¥)) ol1 ¢ est la fonction définie par de IR

dans IR par ¢(z) = (2 — ax). Le tableau de variation de la fonction ¢ est le suivant :

T | 0 % %
¢'(x) | + 0 - (2.50)
) | —oo S L N\, -0

1l est facile de remarquer que I'intervalle ]0, 1] est stable par ¢ et que ¢(]1, 2[) =]0, [ Donc si
2 €]L, 2l alors (V) €]0, L[, et on se rameéne au cas (¥ €]0, L.

On montre alors facilement que si (¥ €]0, 2], alors z**1) > z(® pour tout n, et donc la suite
(a:(k) )nel est croissante. Comme elle est majorée (par %), elle est donc convergente. Soit £ sa limite,
onal=/{(2— al),etcomme ¢ > 2@ >0,0onal = %

Il reste maintenant & montrer que si 2(*) €] — oo, 0[U] %, +-oo] alors lim,, 1 o ) = —00. On montre
d’abord facilement que si (?) €] — oo, 0[, la suite (z,,)nen est décroissante. Elle admet donc une
limite finie ou infinie. Appelons £ cette limite. Celle-ci vérifie : £ = ¢(2 — af). Si £ est finie, alors £ = 0
oul = % ce qui est impossible car ¢ < z(°) < 0. On en déduit que £ = —oo.

Enfin, I’étude des variations de la fonction ¢ montre que si 2(?) €]2, +oc|, alors 2] — 00, 0[, et on
est donc ramené au cas pécédent.

2. (a) L’ensemble GL,(IR) est ouvert car image réciproque de I’ouvert IR* par I’application continue qui a
une matrice associe son déterminant.

(b) Lapplication T est clairement définie de GL,,(IR) dans GL,,(IR ). Montrons qu’elle est dérivable. Soit
H € GL,(IR) telle que B + H soit inversible. Ceci est vrai si || H||||B~!|| < 1, et on a alors, d’aprés

le cours : N
(B+H)™' = (B(Id+B'H))"' =Y (-B'H)*B..
k=0
On a donc : N
T(B+H)-T(B) = Y (B'H)!*B™'-B"!
k=0

—+o0
= (Id+) (-B'H)* - I1d)B™"
k=1

—+o0
= Y (-B'H)*B7".
k=1
On en déduit que
+oo
T(B+H)-T(B)+B 'HB™' =) (-B™'H)"B™".
k=2
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L’ application qui & H associe —B~'H B~ est clairement linéaire, et de plus,

+oo
IT(B + H) = T(B)+ B HB™| < | B~ Y (1B HIIH)"
k=2

Or ||[B7Y||||H|| < 1 par hypothése. On a donc

|T(B+ H)—T(B)— B-'HB~!
IH]|

I <187 IIHIIZ 1B~ H])*
— 0 lorsque ||H|| —> 0.

On en déduit que I’application T est différentiable et que DT(B)(H) = —B~'HB~!.

(c) La méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de la fonction g s’écrit :

{ B° € GL,(R),
Dg(Bn)(Bn—i-l _ Bn) — _g(Bn).

Or, d’apres la question précédente, Dg(B™)(H) = —(B")"*H(B™)~!. On a donc
Dy(B")(B™ - B") = —(B") (B — B)(B")!
La méthode de Newton sécrit donc :

B e GL,(R),
{ —(B™! — B") = (Id — B"A)B

soit encore
B’ e GL,(R),
Brtl =2B™ — B AB",
(d) Par définition, on a :
Id— AB™1! =1d — A(2B" — B"AB")=1d — 2AB"™ + AB"AB".
Comme les matrices Id et AB™ commutent, on a donc :

Id — AB™! = (Id — AB™).

2.51)

(2.52)

Une récurrence immédiate montre alors que Id — AB™ = (Id — AB%)?" . On en déduit que la suite
Id — AB™ converge (vers la matrice nulle) lorsque n — 400 ssi p(Id — AB®) < 1, et ainsi que la

suite B™ converge vers A~ si et seulement si p(Id — AB°) < 1.

Corrigé de I’exercice 75 (Méthode de Newton pour le calcul de la racine)
1.1 Par définition, 1’algorithme de Newton s’écrit :

p HhE®) g @®)2-2A

(k+1) _ S ) =) A
v fla®) ~ 922(%)

:[L‘(

1.2 (i) Par définition,

2y =20 _ &_\/_ Mzo.

270 2x(0)

car (9 > 0. On a donc bien z(!) > v/X. Supposons alors que z(©) > /X pour tout £ < k ; on a alors :

(R)y2 _ F) — /X2
kD) _ Sy =g @ =X a (@ VAR
x Vi=z 52 () VA= 570 > 0.
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On a ainsi montré par récurrence sur k que =¥ > VA pour tout k € IN.
1.2 (ii) Par définition,

Sy o @)=
o 2p(k) 7

Par la question 1, (z(®)2 > X et z(*) > /A > 0. On en déduit que z*TD < z(*)_ La suite (z(®))pc est
minorée et décroissante, elle est donc convergente. Sa limite ¢ vérifie :

2 _
O:—M etEE\/X

(car %) > \/X), ce qui entraine () = /.

2. Comme A est diagonalisable dans IR de valeurs propres strictement positives, il existe une base orthonormée
(ui)i:L,,,’n de vecteurs propres, tels que

Au; = \ju; pourtouti =1,...,n.

Soit j1; = +/A;, pouri = 1,...,n (notons que les 1; sont des réels positifs, puisque, par hypothese, \; € IR). Soit
B la matrice définie par Bu; = p;u; pour tout¢ = 1,...,n, et P dont les colonnes sont les vecteurs u,;, qui est
aussi la matrice de passage de la base canonique a la base (ul)lzln OnaA=P 'DPetB=P! \/EP, ou
D est la matrice diagonale de coefficients \; et v/D la matrice diagonale de coefficients 1;. Et on vérifie que

B?>=pP 'vVDPP~'VDP =P 'DP = A..

Dans le cas particulier de la matrice 2 x 2 de 1’énoncé, qui est triangulaire supérieure, les valeurs propres de A
sont 1 et 2, et la matrice A vérifie donc bien les hypotheses de 1’énoncé. On peut facilement trouver les vecteurs
propres en remarquant que

c1(A) = Aey (A) = H et donc w; — ¢1(A) = H .
On remarque ensuite que
ci(A) +ca(A)=2 [ﬂ etdonc ug = E] .

(On peut aussi procéder par une identification des coefficients, si on a envie de se fatiguer...) On obtient donc

P= Ll) ﬂ etB:[(l) \/5\/%1]

3. Comme A et B sont supposées symétriques définies positives, elles sont diagonalisables dans IR, :

soit (A\;)i=1,...» (pas forcément distinctes, car elles peuvent étre de multiplicité 7 supérieure a 1) et u; les vecteurs
propres associés & A. On a B?u; = Au; = A?u;, et donc (B? — \?Id)u; = 0, pour tout i = 1,...,n. Comme les
matrices B et Id commutent, on a donc

(B+ N1d)(B — M\iId)u; =0pourtouti =1,...,n

Or les valeurs —); sont strictement négatives et ne peuvent don pas &tre valeur propre de B, qui est symétrique
définie positive. On en conclut que B — \;Id)u; = 0, et donc

Bu; = \ju; pourtoutt =1,...,n,

ce qui détermine entierement B (car les u; forment une base). On a ainsi montré que B est déterminée de maniere
unique.

7. Ici la multiplicité algébrique est égale a la multiplicité géométrique vu que la matrice est diagonalisable.
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Les contre exemples & ’unicité sont nombreux si on ne demande pas que B soit symétrique définie positive. Il
suffit de considérer par exemple A = Id et de vérifier que B = Id et B = —Id vérifient toutes deux B? = A.

4. Soit H € M, (IR) ; par définition de F,
F(X+H)-F(X)=(X+H?-X?*=XH+HX + H*

On a donc
F(X+H)-F(X)=DF(X)(H) + H? avec DF(X)(H)=XH + HX.

L’application DF'(X) ainsi définie est bien une application linéaire de M,,(IR) dans M,,(IR), ce qui prouve que
F est différentiable.

Attention, on ne peut pas écrire que DF (X )(H) = 2X H, car les matrices H et X ne commutent pas en général.
On rappelle que deux matrices diagonalisables commutent si et seulement si elles sont diagonalisables dans la
méme base.

5.1 L’ algorithme de Newton s’écrit :

X®) connu ,
X(kJrl) _ X(k) +Y
avec Y solutionde XMy + y X (¥ — *(X(k))Q +A

5.2 (i) Notons d’abord que X(©) = Id et s’écrit donc bien X(© = Pdiag(;\”, -+, i) P~ puisque u{” = 1
pour tout 7. Supposons I’hypothese de récurrence

(HR) X (k) est une matrice symétrique définie positive de valeurs propres (,ul(k))
associées aux vecteurs propres u; (vecteurs colonnes de la matrice P).

Montrons que u; est vecteur propre de la matrice X (*+1) ; par définition,
XD = XPyy + Yu, = ,ugk)ui +Yu,,

et par définitionde Y,on a:
XPYu; + Y X®y; = —(XP) 24, + Au,.

Donc, comme u; est vecteur propre de A associé a \;, on a par hypothése de récurrence :
X®OVu; + 5PV = —(u®)2u; + A, (2.53)

Ecrivons alors la décomposition de Yu,; sur la base (%;)j=1,..n :

n
Yui: E QU .
j=1

En reportant dans (2.53) et en utilisant a nouveau I’hypothese de récurrence, on obtient :
k k k
S uy 4+ p Y ey = = () w4 N (2.54)
Jj=1 j=1

En prenant le produit scalaire de cette équation avec uy, ¢ # i, on obtient que :

k k
(™ + e = 0.

Comme la matrice X (¥ est sdp, on a uék) + ugk) > 0 et donc ay = 0 pour tout £ # i. En prenant ensuite le produit

scalaire de 1’équation (2.54) avec u;, on obtient que :

20 = — (M) + A
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On a donc finalement )

WC)

i

Yu; = (=) + N

ce qui détermine Y de maniere unique, et montre également que Y est symétrique, puisque Y s’écrit sous la forme

/40 lffn

k 1
On peut enfin calculer X *+1) = X(*) 1y = p(D®) 4 A®))P=1 Comme
1

(D®) + AW, = ) 4 B)
24

(=) + 00,

on a donc bien
XO+D = p=1pt+D) payec DEHD = diag(pF ..., utD)

b

de plus X **1) est s.d.p. puisqu’on a montré a la question 1 que u§k+1) >V
(k)

5.2 (ii) On a vu a la question 1 que y;"”’ converge vers y/A; lorsque k — +0c. On en déduit que X (%) converge

vers B quand k — +o0.

Corrigé de I’exercice 102 page 178 (Autre démonstration de la convergence locale de Newton) Remarquons
d’abord que
Dg(x) = Dg(x) — Dg() + Dg(x) = Dg(z)(Id + 5)

ou S = Dg(z)~*(Dg(z) — Dg(z)). Orsi || S| < 1, la matrice (Id + S) est inversible et

1
1—|sI

I(Id+ 8)~"| <

Nous allons donc essayer de majorer ||S||. Par définition de S, on a:
IS < 1Dg(@)~"|| [[Dg(x) — Dg(@).|

Comme g € C*(R",R"), ona Dg € C'(R",M,(IR))); donc par continuité de Dg, pour tout ¢ € IR, il
existe ¢ € R, tel quessi ||« — T|| < a alors || Dg(xz) — Dg(Z)|| < €. En prenant e = W, il existe donc
a > 0tel quesi z € B(z,a) alors

_ 1
[Dg(z) — Dg(z)]| < W

1
et donc si © € B(Z,a), alors ||S| < 3 On en déduit que si © € B(Z,a) alors Id + S est inversible et donc

que Dg(z) = Dg(z)(Id + S) est inversible (on rappelle que Dg(z) est inversible par hypothese). De plus, si
x € B(z,a)ona:

1
ITd+ ) < —gr < 2.
1=
et comme (Id + S)~ = (Dg(z)) 1 Dg(x),ona ||Dg(z) "1 Dg(z)| < 2, et donc
[1Dg(x)~H || < (Dg(@)~*[|(Dg(x))~ Dy (@)|| < 2||(Dg(@))~"I-
En résumé, on a donc prouvé I’existence de a et de a; = 2||Dg(z)~!|| tels que si z € B(z,a) alors Dg(x) est
inversible et || Dg(z) || < a;.

Il reste maintenant a trouver as tel que

z,y € B(Z,a) = ||g(y) — g(z) — Dg(x)(y — z)|| < azlly — z|>.
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Comme g € C?(IR",IR"), on a donc Dg € C*(IR", M,,(IR))) (remarquons que jusqu’a présent on avait utilisé
uniquement le caractére C'* de g). On définit la fonction p € C1(IR,IR") par

o(t) =g(x+tly —z)) —g(z) — tDg(z)(y — x).

On a donc (1) = g(y) — g(x) — Dg(z)(y — ) (c’est le terme dont on veut majorer la norme) et ¢(0) = 0. On
écrit maintenant que ¢ est 'intégrale de sa dérivée :

1 1
ﬂn—wm>:1;¢&Mh3£zmw+¢@—x»@—x»—Dmm@—xMt

On a donc
lo(1) = (0)] = llg(y) — g9(z) — Dg(z)(y — )|

1
< | 109+ tly = 2))(w — 2) = Dy(a)ly — ) 059
1
<ly=al [ IDgla+ tly - 2)) ~ Dyo)]dr
0
Pour majorer || Dg(x + t(y — x)) — Dg(z))]|, on utilise alors le théoréme des accroissements finis (parfois aussi

appelé “théoreme de la moyenne”) appliqué & Dg ; de I’inégalité (2.55), on tire donc que pour =,y € B(Z,a) et
t€]0,1]:

1Dg(x +t(y — x)) = Dg(@)|| < tlly —xl| sup [|D(Dg)(e)llemn . (m)): (2.56)

ceB(z,a)

Comme D(Dg) = D?g est continue par hypothése, et comme B(Z, a) est inclus dans un compact, on a

az = sup [D(Dg)(c)l|lcmn M, (r)) < +00.

ceB(z,a)
De plus, ¢t < 1 et on déduit de (2.56) que :
[1Dg(x +t(y — ) — Dg(z))|| < azlly — |,

et de I’inégalité (2.55) on déduit ensuite que

lg(y) — g(z) — Dg(x)(y — =)|| S/O aslly — [|dt ||y — z|| = as|ly — z|1?,

ce qui termine la preuve. On peut alors appliquer le théoréme 2.20 pour obtenir le résultat de convergence locale
du théoreme 2.19.

Corrigé de I’exercice 99 page 178 (Valeurs propres et méthode de Newton)  On écrit le systeme sous la forme
F(x,\) = 0 ol F est une fonction de IR" ! dans IR"** définie par

Ax — \x
o) =rFen = (),
et on a donc B B
zw@ﬂww(hzfzw),

Supposons que DF(Z,X)(z,v) = 0, on a alors Az — A\z — vz = 0 et 2% - z = 0. En multipliant la premiére
équation par T et en utilisant le fait que A est symétrique, on obtient :

2 AT —Xz-T—vi-T=0, (2.57)

et comme AZ = AT et T - T = 1, ceci entraine que v = 0. En revenant a (2.57) on obtient alors que Ax — Az =0,
cad.quex € Ker(A — S\Id) = IRZ car \ est valeur propre simple. Or on a aussi Z - z = 0, donc z L Z ce qui
n’est possible que si z = 0. On a ainsi montré que D f(Z, \) est injective, et comme on est en dimension finie,
Df(z,\) est bijective. Dnc, d’apres le théoréme du cours, la méthode de Newton est localement convergente.
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Corrigé de ’exercice 100 page 178 (Modification de la méthode de Newton)

1.Si A € M,(R) et A > 0, alors A’A + \d est symétrique définie positive. En prenant A = D f(x(*)), on
obtient que la matrice D f(z(*))!Df(2*)) 4 X\Id est symétrique définie positive donc inversible, ce qui montre
que la suite (z(®)),, v est bien définie.

2. Soit ¢ la fonction ¢ définie par ¢(t) = f(tz*) 4 (1 — t)), alors (0) = f(Z) = 0 et (1) = f(=*). Donc

1
FE®) = (1) — (0) = / Wt = (2™ — 7 / F(ta® 4+ (1= 7).
0
On a donc
Fa®) = (P —z)g(x®), (2.58)
ou g(x fo (tz+ (1—1t)T)dt. La fonction g est continue car f € C'(IR,IR), et g(z) — f'(Z) lorsque z — .

La suite (z(*)),,cv est définie par

(*)
S _ (k) _ %Je(xm)

En utilisant (2.58), on a donc :

2D =

Soit a la fonction définie par :

1r=\2
Onaa(z) =1 - Fi €)0,1]

En posant = min{a(z)/2, (1 — a(Z))/2}, on adonc n €]0,1/2[ et a(Z) €]2n,1 — 27].
Comme g est continue, il existe a € R} t.q.si ¢ €]T — , 7 + af, alors a(z) €]n,1 — n[. Donc si z(*) €

|T — o, T+ af,onaay €n,1—nfet a:(l) — 7 = ao(z(®) — T), et par récurrence sur k, a €]n,1 — 1| et

k—1

z®) —F = =0 a;(z®) — ) — 0 lorsque k — 400, ce qui prouve la convergence locale de la méthode.

3. Par définition de la méthode, on a :
2®) — g =2 g (Df(PYDf(z®) + Ad)T D f (™) f ()
En posant, pour t € R, ¢(t) = f(tz™®) + (1 —)T), ona:
1
fa) - 1@ = [ o
- G ),

ou G € C(R™, M, (IR)) est définie par

1
= / Df(tx + (1 — t)T)dt.
0
On a donc :

pRFD % H(x(k))(x(k) —7), (2.59)
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ou H € C(R", M, (IR)) est définie par :
H(z) =Id— (Df(z)'Df(x) + \d)"'Df(x)'G(x).

On veut montrer que || H (z(®))|| < 1si 2(*) est suffisamment proche de 7. On va pour cela utiliser la continuité de
H autourde 7.On a:
H(z) =1d— (Df(Z)'Df(T) + A[d)""Df(T)'Df ().

La matrice B = D f(%)! D f(T) est évidemment symétrique. On a donc :

HE@)! = (Id— (B+ \d)~'B)
= Id— B(B+\d)™*

Pour montrer que H (T) est symétrique, il reste 2 montrer que B et (B + AId)~! commutent.

Or (B + Md)(B + Md)™* = Id.

Donc B(B+ Md)™' = Id— B+ \d)™*
(B + Md)" (B + Md) — \(B+ \d)™*
(B + \d)"'B.

On en déduit que H(T) est symétrique. On a donc ||H(Z)||2 = p(H(T)). Calculons le rayon spectral de H(T).
Comme D f(Z)'Df(T) est diagonalisable dans IR, il existe A1,...,\, € R et (f1,..., f,) base orthonormée
telle que :

Deplus \; > 0,i=1,...,n.Eneffet \;, = Df(z)f; - Df(Z)f; > 0 car le rang de D f () est supposé étre égal a
n (et son noyau est donc réduit a {0}).
Ona

H@)f; = fi — (Df@)'Df(T) + Ad)"'\ifi

Or (Df(Z)'Df(Z) + Md)f; = (A\; + \) f;, donc
Df(@)'Df(@) + Md)~  fi = )\;—F/\fl On en déduit que

Ai
)\i—l—)\.

H(T)flzlufzfm i=1,...,n, Ol\lﬂizl_

Onadonc 0 < u; < 1etdonc p(H(Z)) < 1. On en déduit que | H (T)||2 < 1, et par continuité il existe v > 0 tel
que si x € B(T, «) alors | H (z)||]2 < 1.
On déduit alors de (2.59) que la méthode est localement convergente.

Corrigé de ’exercice 103 page 179 (Convergence de la méthode de Newton si f'(Z) = 0) Comme f”(T) #
0, on peut supposer par exemple f”(Z) > 0; par continuité de f”, il existe donc n > 0 tel que f/(z) < 0 si
x €] —n,T[et f'(x) > 0six €T, T+ n], et donc f est décroissante sur [T — 7, T| (et croissante sur |Z, T + 7).
Supposons z €|Z, T + 1|, alors f'(zg) > 0et f”(x¢) > 0.

On a par définition de la suite (2, )neN,

f'(@o)(w1 —20) = —f(x0)
f(@) — f(wo)

f'(&0)(T — x0), ot & €]T, 0]

Comme [’ est strictement croissante sur |Z,Z + n[, ona f'(§) < f'(xo) et donc z1 €]T, z¢|.
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On montre ainsi par récurrence que la suite (x,, ) e Vérifie
Top>T1>2T2...> Ty > Tpgl > ... > T
La suite (x,,)nen est donc décroissante et minorée, donc elle converge. Soit x sa limite ; comme
f(x)(xns1 — xn) = —f(,) pour tout n € IN,

on a en passant a la limite : f(x) = 0, donc x = 7.
Le cas f(T) < 0 se traite de la méme maniére.
Montrons maintenant que la méthode est d’ordre 1. Par définition, la méthode est d’ordre 1 si

[#nt1 — T
[ — ||

—BeRY.
Par définition de la suite (2, )neN,oOna:

f,(xn)(xn-&-l - xn) = _f(mn) (2.60)
Comme f € C3(R) et f'(T) = 0, il existe &, €|T, x| et n, €]T, xn] tels que f'(z,) = f"(&n)(wn — T) et
—f(zn) = f% f"(0n)(T — x,,)?. On déduit donc de (2.60) que

FE) s —m) = =5 ) n — ),
S0it /(€ (nss =) = (=38 (o) + " (€))(wn — )

On a donc B "
[Znt1 — 7 —1- lf (1)
2 f”(f’"«)

1
| — 5 lorsque n — +o0.

La méthode est donc d’ordre 1.
On peut obtenir une méthode d’ordre 2 en appliquant la méthode de Newton a f.

Corrigé de ’exercice 104 page 179 (Point fixe et Newton) 1) Pour que la suite (x,, ),cn soit bien définie, il

faut que ¢’ o f(z,) # 0,¥Yn € IN. On remarque tout d’abord que ¢'(f(z)) = ¢'(Z) # 0, par hypothese. Or

g€ C3}*(R,R)et f € CY(IR,IR), donc ¢’ o f est continue ; on en déduit qu’il existe > 0 tel que |g’ o f(z)| >
p

w >0,Vz €]z —n,z + 1.

Pour montrer que la suite est bien définie, il reste & montrer que la suite (x,,),en est incluse dans cet intervalle.

Pour ce faire, on va montrer que h est contractante sur un intervalle |z — «, Z + «[. En effet, on a

w)=1-— L "(x) —g' o f(x) — f'(2)g"(f(x))g(z
h(z) =1 (g,of(x))g(g() g o flz) = f(x)g”(f(x))g(x))
Donc 1
W(z)= 5((9'(2))* = 0.

@)
Comme g € C3(IR,R) et f € C}(IR,IR),onah € C*(IR,IR) et donc i’ est continue. On en déduit qu’il existe
8 >0tq.h(z) < 1,Vz €]z — 6, + G[. Soit &« = min(n, B). Sur I, =|T — o, T + «[, on adonc ¢’ o f(x) # 0
et h'(x) < 1. En particulier, h’ est donc contractante sur I,,. Donc si zg € I,,, on a

|21 — @[ = [h(zo) — h(Z)| < |20 — Z|

et donc x1 € I,,. On en déduit par récurrence que (z,,)neNn C I, et donc que la suite est bien définie.
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Par le théoréme du point fixe, on en déduit également que (x,,)nen converge vers I’unique point fixe de h sur I,,,
c’est a dire z, lorsque n — +-o0.

2) Montrons que M est borné indépendamment de n. En effet, on a :
Ty — X
Tnt1 —Z =h(z,) — T
~_g(an)
=T, —T— ———"—.
g o f(zn)
Comme ¢(z) = 0, on adonc :
v —Fm gy~ G @) I T
Tn — X g’ o f(zn)
Par le théoréme des accroissements finis, il existe &,, € I, tel que
g(‘En) — g(;f)
== =4(&)
Ty — X
On a donc _
tnir = & = e [g (Fln) — g/ ()]
n+1 — — T s/ N n - n
" g’ o f(xn)

Comme g € C3, on peut appliquer & nouveau le théoréme des accroissements finis sur ¢’ : il existe ¢, € I, tel que

9'(f(n)) — 9'(&n) = 9" (Co) (f (@n) — &n)-

On a donc : | |
= TIn — " _ —
Tnt1 — 2| = ———19 (G)f(xn) =2+ &,
| + | |g’0f(xn)|| ( )H ( ) |
|xn _3_3| " =
<20+ |9"(G)I2]xn — T
l9'(2)]
On a donc finalement A

sup |g"[|an — 2

x — 1zl < —
[n1 = 2] < fr

Ce qui montre que la convergence est d’ordre 2.

3)Allons-y pour les développements limités, dans la joie et I’allégresse. .. On pose « = ¢'(Z) , B = ¢"(Z), et
~ = f'(Z). on notera dans la suite a, b, et ¢ des fonctions bornées de IR dans IR, telles que :

9(z) = (x — D)o+ (r — 2)*8 + (z — 7)°a(x)

9'(z) = a+28(x - 2) + (z — 2)°b(x)

fl@) =2 +y(z - 2) + (x — T)*c(2).

On a donc :
g'(f(@) =a+28(f(z) — )+ (f(x) — 2)*b(x)
— a+28(z - 2) + (« — 2)2d(2),
ou d est aussi une fonction bornée de IR dans IR. On en déduit que
(x —Z)a+ (22)?B + (z — 7)3a(z)
a+2By(@— ) + (- 2)’d(a)

h(z) =x-—

=z— |(z—2)+ (z — f)g + (z — x)BFd(x)} {1 - 2%(36 —7) + (v — 2)%d(z).
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On en déduit que h(z) = = + E(ny —1)(z — )% + (# — #)3d(x), ob d est encore une fonction bornée.
!

Cette formule donne :

Tpy1 — T = 2(27 — D) (@ — 2)? + (20 — 2)%d(x2),
. , N . N 1. = 1 . .
ce qui redonne I’ordre 2 trouvé a la question 2; dans le cas ol v = 3’ ie. fi(z) = 2 on obtient bien une

convergence cubique.

1
4) Comme ¢’ ne s’annule pas sur I3, la fonction f est de classe C? sur I3, et f/(z) = 3

Soit v = min(q, 3), ol « est défini a la question 1.
Les hypotheses des questions 1 et 3 sont alors bien vérifiées, et I’algorithme converge de maniére au moins cubique.

Corrigé de I’exercice 105 page 179 (Variante de la méthode de Newton)

1.  Onaévidemment 2(®) = x, € I. Supposons que z(¥) € I et montrons que 2(*+1) € I. Par définition, on
peut écrire :

2D — o (R) f(m(k)) — f(zo)  flzo)

f'(y) f'y)

Donc

k1) _ o k) F1ED@P — 20) — f(fﬂo)’ ot &, € [0, 2],

2 ) = 2

On en déduit que
!/
2D g = (1— f (fn))(x%k) — ) — f(zo)

f'(y) ')
Ceci entraine :
(k+1) _ Loy ) | f (o)
1
S Aﬁc + ﬁ)\ =C
Donc z*+1 e T.
2. Ona:
L) 5 = B g f®) - f@)  f@) _

Donc|x(k+1) —z| < |x(k) =zl f'(y) = f' ()] ou 1y, € [jvx(k)};

1
[F'(y)l

Par hypothese, on a donc

|x(k+1) - j|

IN

1
|z®) — Tl

IN

c _
§|x(k) — x|.

On en déduit par récurrence que
c
lz®) — 7| < — |2 — 7]
2n

Ceci entraine en particulier que
ko sz

n — 4oo.

x(
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Il reste a montrer que la convergence est au moins linéaire. On a :

[ — 3] wy_ L
oA Sl rmy
2D — g f@),
Done o0 —a] 'y 702
n — +oo

La convergence est donc au moins linéaire, elle est linéaire si f'(z) # f'(y) et super-linéaire si f'(z) =
f'(w)-

3. Le fait de remplacer y par %) ne change absolument rien 2 la preuve de la convergence de z(¥) vers Z. Par
contre, on a maintenant :

‘x(k—H) — j' / / 1
o = ) = )l
R TN
f'(yn)
Or f/ (77n)nﬂﬁ+OO f'(z) etdonc si f’ (yn)nﬁj . f'(z) 1a convergence devient superlinéaire.

4. Pour n > 1, I’algorithme se généralise en :

0 = 4,
{ et = 2™ — (DF(y)) " f(a™®).
On a donc
2D — g = 2™ — g — (DF(y)) 7 (f(@™)) = f(20)) = (DF(y) ! f (o). (2.61)
On définit ¢ : R — IR™ par ¢(t) = f(tz®) + (1 —t)2(?)). Ona
¢ (t) = Df(tz™ + (1 — t)z@)(z® — £,

et donc

Df( m(k) + (1 —t)x (0))(x(k) _ 20 ))d
0

L’égalité (2.61) s’écrit donc
1
2+ _ 40) — (Id ~ s [ DrE® - t>x<0>>dt) (@® — 2®) _ (Df(y)~" F(xo)
0

1
= @i ([ (D16) = Drea® + (1= 0a) dt) (@ ) (D7) f(ao)

On en déduit que :

o440 0 < [P1) N [ I1DI) ~ DI + (1 =02t 2 — 2O

+ (D) I (@)l (2.62)
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Si on suppose que z(*) € I, alors tz(*) + (1-— t)x(o) € I. L’hypothese (iii) généralisée a la dimension n

s’écrit : i
IDf(@) = Df@)ll < 55 V(w,y) € 1%,
si on suppose de plus que
c
. < £
(i) [ (20)]| < 5 et
(Av) [|[(Df(z))~ Y| < A Vx € I, alors 2.62 donne que
[2®+D — 2O < |lz® - x(O)H)\i T
- 2\ 2\

< e

ce qui prouve que z(*t1) € T,

1
On montre alors de la méme maniere que oo = 7, (car D) — 2| < 3 2 — Z|)).

Corrigé de I’exercice 101 page 178 (Méthode de Newton)

1. Soient u et v solutions du systeéme non linéaire considéré. On a alors :

(A(u —v))i + ai(f(u;) — f(vi)) = Opourtouti =1,...,n.

Donc Y “(A(u—0))i(u—v)i + > ai(f(ui) = f(v:))(u; — v;) = 0.
=1 i=1

Comme f est croissante, on a f(u;) — f(v;)(u; —v;)) >0Vi=1,...,n.
On en déduit que A(u — v) - (u — v) = 0. Comme A est symétrique définie positive, ceci entraine u = v.
2. Soit F' la fonction de IR" dans IR"™ définie par :

(F(u))l = (Au)l + aif(ui)7 i= ]-7 sy T
Comme f € C?2(IR,IR),ona F € C?(IR",IR"). La méthode de Newton de recherche d’un zéro de F s’écrit
u ) = 4™ — (DF ™))" Fu®).

D’apres un théoréme du cours, la méthode de Newton converge localement (avec convergence d’ordre 2) si
la matrice jacobienne D F'(u) est inversible, ot & est I’'unique solution de F'(u) = 0.

Calculons DF'(u) :
ona
(F(u)); = (Au); + a; f(u;), pouri=1,...,n, etdonc
(DF(u)-v)i = (Av)i + oif'(ui)v;
= ((A+ D)v);.
ou D = diag(ay f'(u1), ..., anf'(uy)). Comme o; > 0et f'(u;) > 0 pour tout i = 1,n, la matrice A + D

est symétrique définie positive donc D F'(u) est inversible.

On en déduit que la méthode de Newton converge localement.
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Corrigé de I’exercice 106 page 180 (Méthode de Steffensen)

1.  Comme f'(T) # 0, il existe & > 0 tel que f soit strictement monotone sur B(Z, @) ; donc si f(z) = O et
x € B(Z,a) alors x = T. De plus, comme x + f(z) — T lorsque z — 7, il existe « tel que si z € B(T, «),
alors f(x + f(z) € B(ZT,a). Orsiz € B(x,a),ona:f(zx) # 0siz # T, donc z + f(x) # x et
comme = + f(x) € B(T,a) ou f est strictement monotone, on a f(z) # f(z + f(z)) si z # Z. On
en déduit que si x, € B(T,«), alors f(z, + f(zn)) # f(xn) (si x, # T) et donc x,41 est défini par

_ (f(@n))?

Tn41 =

2. Montrons maintenant que la suite (2, ),enN Vvérifie :

. Ceci est une forme de stabilité du schéma).

2

Tnt1 — T =a(zp)(zn —T)° siz, #T etxg € B(T, o),

ol a est une fonction continue. Par définition de la suite (z,,)nenN,Ona:

flen + fzr)) — flon)

(2.63)

Tptl —T =Ty — T —
Soit ¢y, : [0,1] — IR la fonction définie par :

Yn(t) = f(zn +tf(zn))
Onay, € 62(]07 1[7IR)’ ’(/}n(()) = f(xn) et wn(l) = f(xn + f(xn))

On peut donc écrire :

-+ @) = Fon) = 1) = 00(0) = [ i (0
Ceci donne :

1
Fln + flan)) — flen) = /0 £+ tf (@) f () dt

¢
On pose maintenant &, (t) = f'(x,, + tf(x,)), et on écrit que &, (t) = /0 €l (s)ds + £,(0).

On obtient alors :

f(@n+ f(xn)) — f2n) = f(zn) {f(xn) /01 /Ot f"(@n + sf(zn))ds + f/(wn)} : (2.64)

Soit b € C(IR, R) la fonction définie par :

bz) = /01 (/Ot Fa+ sf(:c))ds) dt.

1
Comme f € C(IR,IR), onab(x) — §f”(§) lorsque z — T
L’égalité (2.64) s’écrit alors :

f(@n + fzn)) — f2n) = (f(zn))Qb(xn) + f(@n) f'(xn). (2.65)
Comme ¢ € B(T,«),onaz, € B(T,«a) etdonc f(x,) #0six, #T.

Donc pour x,, # T, on a grice a (2.63) et (2.65) :

f(@n)b(zn) + f'(24))

(2.66)

Tpt1 — T =Ty — T —
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1
On a maintenant — f(z,,) = f(T) — f(x,) = / ¢/ (t)dt ot ¢ € C*(IR,IR) est définie par p(t) =
0

f@T+ (1 —t)xzy).
Donc

—flzn) = /0 T+ (1 —t)x,) (T — x,)dt.

Soit y € C(IR, IR) la fonction définie par x(t) = f'(tT + (1 — t)z,,),
ona x(0) = f'(xy) etdonc:

—f(zn) = /01 M)t (f"(sT+ (1 = 8)xn) (T — xn) + f(2)) ds(T — mn)} dt

Soit ¢ € (IR, IR) 1a fonction définie par

c(z) = /01 (/Ot f(sT+(1— s)x)ds) dt,

onac(z) — %f”(f) lorsque z — T et :
—f(@n) = c(@)(T — 2n)? + f'(20)(T — 20)

De cette égalité et de (2.66), on obtient :

(zn) (@0 —T) — ['(zn)
f(@n)b(zn) + f'(20)

c
Tpnt1 — T = (zp, —T) |1+

= e T (el )~ ) bla) = )T b))
felan) i )~ F(e).
On en déduit :
(@n41 = T) = (zn — T)a(wn) 2.67)
" oy — D = T) 4 7l + )

f(@) + f'(x)

La fonction a est continue en tout point x tel que
D(x) = f(x)b(x) + f'(z) # 0.

Elle est donc continue en T puisque D(Z) = f(Z)b(T) + f'(Z) = f/(T) # 0.
De plus, comme f, f’ et b sont continues, il existe un voisinage de T sur lequel D est non nulle et donc a
continue.

3. Par continuité de a, pour tout € > 0, il existe 7. > 0 tel que si « € B(T, 1)) alors
la(z) — a(T)| < e. (2.68)

Calculons

F'(@)b(@) + ¢(7)
f'(@)
L P@
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1 1
m);sim € B(z, ), alors |a(z)] < 8+ 1 grice a (2.68), et |z — Z| < 5

Soit v = min(ny, _—
| CED)
On déduit alors de (2.67) que si x,, € B(T,~), alors

1
|Znt1 —T| < Slzn — 7.
2

Ceci entraine d’une part que z,+1 € B(T,~y) et d’autre part, par récurrence, la convergence de la suite
(Tn)nen vers T.
Il reste a montrer que la convergence est d’ordre 2. Grace a (2.67), on a:

|01 — T

e g )
n

Or on a montré a I’étape 3 que a est continue et que a(z) — 4 € IR. On a donc une convergence d’ordre au
moins 2.

Corrigé de I’exercice 107 page 180 (Méthode de Newton-Tchebychev)
1.

(a) PF comme Point Fixe... parce que c’est effectivement un algorithme de point fixe.

(b) Comme f’(x) = 0 la continuité de f’ donne que pour tout £ > 0, il existe a(e) tel que si |y — Z| < «a(e)
alors | f'(y)| < e. On obtient donc le résultat souhaité en prenante = § et a = a(3).

(c) Itération n = 0 On a bien vy € B(7,a). Itération n + 1 On suppose =, € B(Z, 5). Comme x,, et
Z € B(z,a), on a par le théoreme des acroissements finis :

Tpna1 — T = f(xn) — f(Z) = f'(c)(x, — T) avec ¢ € B(Z, a),

etdonc |2p41 — Z| < 3|zn — Z| < 5% et Tpqq € B(Z, 3%7).
(d) On vient de montrer que si xg € V alors |2, — Z| < z%r — 0 lorsque n — 400, ce qui montre le résultat.
(e) Comme x,, € B(x,a), par Taylor Lagrange, il existe ¢,, € B(Z, a) tel que
_ _ _ 1 _ _ 1 _
f@w=f@%ﬂ%rﬂ%“@+§@n—@vﬁﬂ+g@n—@ﬁmmﬁ

z|3, avec B = % sup | f"(x)|
z€B(Z,a)

Donc |z,+1 — Z| < Bla,

2. Enposant f(z) = x + h(z)g(x),on a

f'(@) =141 (x)g(x) + h(z)g'(x)
f(@) = 1" (z)g(z) + 2h/ (x)g' (x)

+
On en déduit que f/(Z) = 1 + h(Z)g'(Z) et f'(Z) = 21/ (Z)¢'(T) +
remarque que pour avoir la convergence cubique, il suffit que f/(z) =

h(z)g" (x)

h(z)g"(z). En appliquant la question 1, on
£"(z) = 0, c.ad.

et h(7) = -2 )

he) =~ NTDE

1
g'(r)
3. Si ¢’ ne s’annule pas, on peut définir la fonction 4 de IR, dans IR par

1 g"@lg@)?
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On vérifie alors facilement que h € €3(IR, IR), et que :

1 9" (@)
hz) = ———eth(T) = ————.
g9'(z) 2(g'(x))?

Les conditions des questions 1 et 2 sont donc satisfaites et la suite construite par Tchebychev converge localement
avec une vitesse cubique.

Montrons maintenant que la suite converge localement méme si g’ s’annule. Comme ¢'(Z) # 0 et que g’ est
continue, il existe b > 0 tel que ¢'(y) # 0 pour tout y € B(Z,b). On prend xy € B(z,b). On a vu a la question 1
que |z, — 2| < 3|xo — | si zg € B(Z,a). Donc si zy € B(Z, min(a,b)), la suite est bien définie (car elle reste
dans une boule ot ¢’ ne s’annule pas) et converge localement avec une vitesse cubique.

Corrigé de I’exercice 108 page 181 (Méthode de la sécante)

1. Supposons z,,_1 et x,, connus.
Pour que 2,41 soit bien défini, il faut et il suffit que f(z,) # f(xn—1). Or par hypothese, f'(Z) # 0. On en
déduit qu’il existe un voisinage de z sur lequel f’ est monotone, donc bijective. Donc il existe €1 tel que si
XpyTn—1 EJT — €1, T + €1], Tp # Tp_1 et x, # T, alors f(z,) # f(zn—1). De méme, toujours par injectivité
de fsur]Z —e1,T+e1[,ona f(x,) # 0.
En choisissant x et 1 dans I'intervalle |T —e1,Z+¢1[, on a par une récurrence immédiate que la suite (2, )neN
est bien définie.
Par définition, si f(x,) # 0,ona:

_ fn) — f(@)

_ — Tn — Tn—1
Tpg1 — T =2y —T— —F—"—2(x, — T)

Ip —X f(xn)_f(xn—l)

En notant I (a, b) I'intervalle d’extrémités a et b, il existe donc 8,, € I(Z, zy,) et {,, € I(xp—1,y) tels que
f'(0n) f'(0n)
f'(Gn) f'(Gn)

Or f/ est continue, il existe e tel que zp,, p—1 E|T — €2, T+ &2, alors 1 —

Tpt1 — T = (zp —T)(1 — ),,etdonc: e,y =1 — €.

f"(0n)
f'(Cn)
En posant ¢ = min(eq,€2), on a donc par récurrence le fait que si xq et x; appartiennent a I'intervalle |T —
€,T + ¢, la suite (2, ) new est bien définie et la méthode de la sécante est localement convergente.

< 1/2,etdonc epq < 2ep.

2(a) Par définition,

€nt1 = €n — f(CCn) — f(lEnfl) ($n — l‘n_l).
Donc :
(f(xn) = fl@n—1)ent1 = enf(zn) —enf(@n_1) — f(zn)en + flan)en—1 (2.69)
- *enf(l‘nfl) + f(xn)enfl (270)
_ enen,l(f(xn) _fEn) ). 2.71)
€n €n—1

f(ﬁn) — f(afn)_f(f) f(a:nf _ f(In, —f
Or = = = (resp. 6%11 = enil

T, T, (resp. T, Tp—1). On en déduit que (f(x,) — f(@n-1)en+1 = enen_1(ttn — pin—1), d’olt le résultat.

@ )est la valeur moyenne de f’ sur I'intervalle d’extrémités

(b) Si z > 7, la fonction p vérifie :
(o~ Tula) = [ 7't
on en déduit que la fonction p est continue et dérivable et sa dérivée ' vérifie :

(@ =z (2) + p(x) = f'(2), Vo > T.
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soit encore

W (z) = f’(:;)_— G (2.72)

Or
W) = —— ()~ @) @73
= (@) - (f@) + @ D @) + 5@ - @@ - o). )

On en déduit que
1
wlz) = f'@) + 5z =2) f" (@) + (2 — 7)’e().
Et finalement, en reportant dans (2.72) :
1
w(z) = §f”(x) + (x —T)e(x), Vo > 7. (2.75)

On en déduit que 1/ admet une limite lorsque x tend vers T par valeurs positives. Le méme raisonnement pour
z < T donne le méme résultat.

Enfin, comme f € C?(IR,IR), on peut passer  la limite dans (2.75) et on obtient :

1
lim 4/ (z) = = f" (). (2.76)
r—x 2
(c) Par définition, on a

_ |.U(xn) - /L(fcnfl) Tn — Tn—1 ‘ _ ﬂ/(cn)

Tn — Tn—1 f(xn) - f(xn—l) f/(é-n)7
ou ¢, et &, sont compris entre x,,_1 et x,, (par le théoréme des accroissements finis). Comme la suite (z,, ) neN
tend vers T, comme f’ est continue et grice a (2.76), on a :

. _1f"(@)

M,

Notons que cette limite est finie car f'(T) # 0 par hypothese. On en conclut que la suite (M}, ), e est bornée.

3(a) La relation a démontrer est vérifiée pour n = 0 et n = 1. Supposons-la vérifiée jusqu’au rang n. On a par
définition : a1 = anan—1 > Me,Me,_1. Or par la question 2a, e,e,—1 = Mpent+1 < Mey4+1. Onen
déduit que la relation est encore vérifiée au rang n + 1.

(b) Par définition, a; = Me; = M(x; — T), pour i = 0, 1, donc si o, 1 €]T — €1,T + €1[ avec &1 < 1/M,
alors ap < 1eta; < 1. On en déduit alors facilement par récurrence que la suite a,, < 1, et donc que la suite
(an)nen est strictement décroissante. Elle converge donc vers une limite a qui vérifie a = a’eta < 1.0n
en déduit que la limite est nulle.

(c) On pose b,, = In a,, on a donc
bpy1 =bp +bp_1,Vn >1 (2.77)

L’ensemble de suites (b, )nen Vvérifiant (2.77) est un espace vectoriel de dimension 2. Pour trouver une base
de cet espace vectoriel, on cherche des éléments de cet espace sous la forme b,, = r™, n > 0. Une telle suite
vérifie (2.77) si et seulement si r? = r+ 1, c.ad. r = %\/5 Si la suite (b, )nen Vérifie (2.77), il existe donc
CeRetD € IR tels que

1++5 1-5
2

by, = In(ay) = C( )" 4+ D( 5 )"

On en déduit que a, < aB?", avec d = 1+2—‘/5, a = elPlet B = e“. Notons qu'on a bien 0 < § < 1 car
C < 0 puisque In(ay) < 0, pour tout n € IN.
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(d) Par la question 2(c) et ’hypotheése f”(T) # 0, on déduit que M > 0. Comme €,.; = M,ene,_1,0na
Ineyy1 =InM, +1Ine, +1ne,_1;sionpose 5, =Ine,1 —dlne, (pourn > 0, on a donc

Bn = (1—d)lne,+1lne,—1+InM,

= (1-d)(Bp-1+dne,—1)+1lne,—1+InM,
= (1-d)(Bn-1+ (1 —d)dlne,_1)+1Ine,_1 +1InM,.

Or (1 — d)d = —1 car d est racine de 1’équation : d> — d — 1 = 0. On obtient donc finalement
Brn=(1=d)Bpn-1+InM,.

On pose maintenant 3,, = C,,(1 —d)™ (obtenu par “variation de la constante" C pour la solution de 1’équation
homogene 3, = (1 — d)3,—1). On obtient alors

Co(1—d)"=(1—-d)Cp_1(1 —d)" ' +1n M,.
Ceci entraine :

In M,

Cn =Cp-1+ m

Donc

et comme la suite (M, ),eN est bornée, la série de terme général % est convergente. Comme (1 — d)™

tend vers 0 lorsque n tend vers I’infini, on en déduit que 5, — 0. On a donc Ine,, 1 — dlne, — 0, ie.
“etl — 1lorsque n — +oo.

(e) L’ordre de convergence de la méthode de la sécante est d = 1+2‘/3 < 2, donc plus faible que 1’ordre de
convergence de la méthode de Newton.
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Exercice 1 (Déterminant d’une matrice sous forme de blocs, exercice 16). ~
Soient A € M, (R) (n > 1), b,c € R" et A\ € R. On s’intéresse a la matrice A € M,,41(R) définie sous forme de
blocs de la maniére suivante :

- A b

A= [Ct A} (1)

On montre dans cet exercice que les deux assertions suivantes sont, sauf cas particuliers, fausses :

Al det(A) = Adet(A) — det(bct),

A2 det(A) = Xdet(A) — c'b,
1. Dans cette question, on prend n > 2, A = 0, b = c et on suppose que b # 0.
(a) Montrer que rg(A) < 2 et en déduire que A n’est pas inversible.

Corrigé — Les n premiéres colonnes de A sont colinéaires au dernier vecteur de la base canonique de R™ 1.
L’image de A est donc incluse dans I’espace vectoriel engendré par le dernier vecteur de la base canonique de
IR™*! et la derniére colonne de A. On a donc rg(A) = dim(Im(A)) < 2.

Le théoréeme de rang donne alors dim(Ker(A)) = n + 1 — dim(Im(A)) > n — 1 > 0 et donc A n’est pas
inversible.

(b) En déduire que I’assertion A2 est fausse pour cet exemple.

Corrigé — Pour cet exemple, on a det(A) = \det(A) = 0 mais c'b = b-b # 0. L'assertion A2 est donc
fausse pour cet exemple.

2. Dans cette question, on suppose que A est symétrique définie positive, A = 0, b = cet que b # 0.

(a) Montrer que A est inversible et que rg(bbt) = 1.

Corrigé — Soient x € IR" et y € TR tel que [;ﬁ 8} Lﬂ = {8} Ceci donne Ax +yb=0etb-x = 0. En

prenant le produit scalaire de la premiére équation avec x, on obtient, avec la deuxieme équation,

0= (Az+yb) -2 = Az - x.
Comme A est s.d.p., ceci donne x = 0. On a alors aussi yb = 0 et donc y = 0 (car b # 0). On a ainsi prouvé
que A était inversible (et donc det(A) # 0).
Pour tout x € IR™, on a bb'x = (b - z)b. Ceci montre que Im(bb") = {ab, a € IR}, et donc rg(bb") = 1 (car
b#0).

(b) En déduire que I’assertion A1 est fausse pour cet exemple.

Corrigé —  Comme n > 1, le théoréme du rang donne dim(Ker(bb')) = n —}g(bb") =n—1> 0etdonc
det(bb') = 0. Comme \ = 0, on a donc \det(A) — det(bc') = 0. Mais det(A) # 0, L'assertion Al est donc
fausse pour cet exemple.

Exercice 2 (Décompositions LU et de Choleski, exercice 28).

1 2 1
SoitM = 1|2 8 10
1 10 18

1. Calculer les mineurs principaux de M. En déduire que M admet des décompositions LU et de Choleski.



Corrigé — Les mineurs principaux de M valent 1, 4 et 4. Comme ils sont non nuls, la matrice M admet une décom-
position LU sans pivot.

La matrice M est symétrique. Comme tous les coefficients diagonaux de la matrice U (donnée par la décomposition
LU sans pivot de M) sont strictement positifs, la matrice M est s.d.p. (proposition 1.23 du polycopié). Elle admet
donc une décomposition de Choleski.

2. Donner la décomposition LU de M.

1 0 0 1 2 1
Corrigé — La décomposition LU de M est L= |2 1 0| etU= |0 4 8
1 2 1 0 0 1
3. Donner la décomposition de Choleski de M.
1 0 0
Corrigé — La décomposition de Choleskide M est L = |2 2 0.
1 4 1

Exercice 3 (Vitesse de convergence pour la méthode de Jacobi, exercice 72).

Soient A une matrice carrée d’ordre n, inversible, et b € IR™, n > 1. On pose Z = A~1'b. On note D la partie

diagonale de A, —F la partie triangulaire inférieure stricte de A et —F" la partie triangulaire supérieure stricte de A.

On suppose que D est inversible et on note B; la matrice des itérations de la méthode de Jacobi, c’est-a-dire By =

D~Y(E + F). On rappelle que la méthode de Jacobi s’écrit

Initialisation : z(*) € IR",

Itérations : pour tout k > 0, Dzt = (E + F)2(®) 4+ b,

On munit IR"™ d’une norme notée || - ||. On note p le rayon spectral de B;.

1. On suppose que B} est diagonalisable dans IR (c’est-a-dire qu’il existe une base de IR"™ formée de vecteurs propres
de Bj). Montrer qu’il existe C' > 0, dépendant de A, b, 2(*) et de la norme choisie sur IR", mais indépendant de &,
telle que

|z®) — F| < Cp* pour tout k > 0.

Corrigé —  Soit f1,..., fn une base de IR™ formée de vecteurs propres de Bj. On a donc, pour tout i € {1,...,n},
Byfi = Nifi avec \i € R et p=max{|\i|,i € {1,...,n}}.

La suite (x(k))ng donnée par la méthode de Jacobi vérifie, pour tout k > 0, 2D 3 — BJ(:r/(k') — T). En écrivant
z®) — T dans la base fi,...,fnona PACH, 21”:1 «; fi. Par récurrence sur k, on en déduit, pour tout k > 0,

l’(k) — T = Z )\i‘alfl
=1

Comme |\;| < p, on en déduit ||z — T < p* Sor lilll fill, En prenant C =377 o] f:
demandé .

, on obtient le résultat
N.B. Ce résultat reste vrai si By est diagonalisable dans C.

2. On ne suppose plus que B est diagonalisable. Montrer que pour tout € > 0, il existe C. > 0, dépendant de A, b,
29 ¢ et de la norme choisie sur IR"™, mais indépendant de k, telle que

||x(k) — || < C.(p + €)* pour tout k > 0.

Corrigé — Soit e > 0. On sait qu’il existe une norme sur IR™, notée || -||<, telle que la norme induite sur M,,(IR) (encore
notée || - ||) vérifie || Bslle < p+ €. (On rappelle que cette norme dépend de ¢ et B.)

Avec cette norme, on a donc
k — k 0 — 0 — k

le® — 3. < IBs )2 — 7). < 0@ — (o + )",

D’autre part, comme sur R"™ toutes les normes sont équivalentes, il existe D € TR tel que

|z® — . < C(p+e)* avec C. = D||z'? —Z|..

|| < D|| - |ls- On a donc



Dans la suite de cet exercice on prendn =2 et A = [_21 _21] .

3. Dans cette question, on choisit, pour norme dans IR, la norme euclidienne, c’est-a-dire ||z||? = 2? + 23 si

T = [il . Montrer qu’il existe C' (dépendant de b et 2(°), mais non de k) telle que
2

||m(k) —7|| = Cp* pour tout k > 0. )

0

1
2

1

2 oy — 1
0}. On adonc p = 5.
Soit (9 ¢ R2? 2@ 7= are1 + ages. On a alors

(k)

Corrigé— By = D*I(E-Q-F) = [

1.
2® 3= (2)F aie1 + ases) si k est pair,
5 14

(k)

1.
" - (5)}”((1162 + aer) si k est impair.

On en déduit que |z —Z| = p*|2Y — Z| pour tout k > 0.
4. Montrer qu’il existe des normes dans R? pour lesquelles la conclusion de la question 3 est fausse (c’est-a-
dire pour lesquelles la suite (||z(*) — Z||/p*)ren n’est pas une suite constante sauf éventuellement pour des

valeurs particulieres de z(%)).

Corrigé — On prend, par exemple,

x| = v/22% 4+ 22 pour x = |:§1}

2
Avec les notations de la question précédente, on a ||z — Z|| = pF\/202 + o2 si k est pair et ||zF) — Z|| =

p"\/203 + o2 si k est impair:

- ) =k . . 2 2
La suite (|2 — Z||/p*)vew est une suite constante seulement si a3 = o3.



