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Chapitre 1

Motivation et objectifs

Nous commengons par donner ici un apercu des motivations de la théorie de I’intégration, en montrant d’abord les
limitations de I’intégrale des fonctions continues (sur un intervalle compact de R). L’intégrale de Riemann possede
essentiellement les mémes limitations.

1.1 Intégrale des fonctions continues

Nous présentons ici quelques rappels sur I’intégrale des fonctions continues sur un intervalle compact de R. Nous
montrons pourquoi cette théorie de 1’intégrale des fonctions continues semble insuffisante.

Nous nous limitons dans ce paragraphe a 1’étude des fonctions définies sur 'intervalle [0, 1] & valeurs dans R,
par souci de simplicité des notations. Il va de soi que les notions introduites se généralisent a une intervalle [4, b],
a,b € R. Nous allons en fait définir I’intégrale des fonctions réglées (on appelle fonction réglée une fonction qui
est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier). Ceci nous donnera 1’intégrale des fonctions continues car
toute fonction continue est réglée. La définition de I’intégrale des fonctions réglées (comme celle de I’intégrale de
Riemann, qui est rappelée dans 1’exercice 5.2, et celle de I’intégrale de Lebesgue, qui fait I’objet du chapitre 4) peut
étre vue en 3 étapes, que nous esquissons ici et qui sont étudiées en détail dans I’exercice 1.2 :

1. Mesurer les intervalles de [0,1]. Pour 0 < a < B < 1, on pose m(]a, B[) = — a.
2. Intégrer les fonctions en escalier.
Définition 1.1 (Fonction en escalier) Soit g une fonction de I’intervalle [0,1] C R dans R ; on dit que g est une

fonction en escalier si il existe p € N, une famille (x;);e(o,...p), avec : Xo = 0, x; < X;,1, pour tout i € {0,...,p—1},
xp =1, et une famille (a;);co,..,p-1) C R tels que

g(x)=a;, Yx€lx;,xiq[, Vie{0,...,p—1}.

Avec les notations de cette définition, 1’intégrale d’une fonction en escalier est alors

1 p-1
dx = i i Xiv1l) 1.1
| st = " aimti i (L.

i=0

On montre que la définition précédente est bien cohérente, au sens ot I'intégrale de g ne dépend que du choix de
g et non du choix des x;.
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FIGURE 1.1 — Fonction en escalier

3. Passer a la limite. Soit f : [0,1] — R, une fonction réglée, il existe une suite (f,),cn de fonctions en escalier

1
convergeant uniformément vers f. On pose I,, = J fn(x)dx. On peut montrer que la suite (I,,),en est de Cauchy.

On pose alors

0
1
j f(x)dx = lim I,.
0

n—+oo

On montre que cette définition est cohérente car lim,,_,, ., I,, ne dépend que de f et non du choix de la suite

(fn )neN .

Remarque 1.2 (Intégrale sur un espace de Banach) Un des intéréts de la méthode présentée ci-dessus est qu’elle
permet aussi de définir (sans travail supplémentaire) 1’intégrale de fonctions continues de [0, 1] (ou d’un intervalle
compact de R) dans E, oi E est un espace de Banach ! sur R ou C (la méthode de construction utilise la structure
d’espace de Banach de E, et il peut ne pas y avoir de relation d’ordre sur E). On remplace donc I’espace d’arrivée R
des fonctions qu’on intégre par un espace de Banach E.

Les méthodes de Riemann (voir I’exercice 5.2) et de Lebesgue (présentée dans ce cours) sont limitées a des fonctions
prenant leurs valeurs dans R car elles utilisent fortement la relation d’ordre dans R (elles redonnent, dans le cas de
fonctions continues de [0, 1] dans R, la méme intégrale que ci-dessus). Pour I’intégrale de Lebesgue, il faut alors un
travail supplémentaire pour développer une théorie de I’intégration pour des fonctions prenant leurs valeurs dans
un espace de Banach (on I’appelle souvent intégrale de Bochner). Plus précisément, ce travail supplémentaire est
nécessaire lorsque cet espace est de dimension infinie. Le cas ol I’espace est de dimension finie reste simple car on
est alors amené a considérer un nombre fini d’intégrales a valeurs dans R, [3, 4].

Remarque 1.3 (Remarque de terminologie) Dans tout ce document, on utilisera indifférement le terme “fonction”
et le terme “application”. Une application (ou une fonction) f de D dans E est la donnée pour tout x € D de son
image par f, notée f(x). (Le domaine de définition de f est donc ici I’ensemble D.) lorsque nous parlons d’une
fonction de R de R, le domaine de définition de f est donc R tout entier.

1. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.



1.2 Insuffisance de I’intégrale des fonctions continues

Dans ce paragraphe, on note E I’ensemble C([0, 1],R) des fonctions continues de [0, 1] dans R. On a défini dans le

c 1 , . .
paragraphe précédent I’intégrale JO f(x)dx pour tout f € E (car I’ensemble des fonctions continues est contenu
dans I’ensemble des fonctions réglées).

Théoreémes de convergence.

Un inconvénient important de la théorie de I’intégration exposée ci-dessus est que les théoremes “naturels” de
convergence pour cette théorie sont peu efficaces. A vrai dire, le seul théoréme simple est un résultat de convergence
de I’intégrale sous hypothese de convergence uniforme d’une suite de fonctions. Rappelons tout d’abord les notions
de convergence simple et uniforme des suites de fonctions.

Définition 1.4 (Convergence simple et uniforme) Soit (f,,),cn une suite de fonctions de E,
* (fu)uen converge simplement vers f lorsque n — +co si :
Ve>0,Yxe[0,1],AN(g,x);n > N(g,x) = [f.(x) - f(x)| < &

* (fu)nen converge uniformément vers f si :
VYe>0,AN(e);n > N(e),x €[0,1] = |f,(x) - f(x)| < e.

Pour la convergence simple, I’entier N peut dépendre de x, alors que pour la convergence uniforme, il ne dépend

X

que de ¢, et pas de x. La suite (f,),en d’éléments de E définie par f,(x) = & tend simplement et uniformément (sur

[0,1]) vers 0. On donne a I’exercice 1.1 un exemple de suite qui converge simplement mais pas uniformément.
On rappelle maintenant le théoréme classique de convergence de I’intégrale des fonctions continues :

Théoreme 1.5 (Convergence de I’intégrale des fonctions continues)
Soient (f,)nen CE et f € E. On a alors :

[f, — f uniformément lorsque n — +o00] =

1 1
[J fu(x)dx — J f(x)dx lorsque n — +o0]|.
0 0

Ce théoreme est assez faible, au sens ou I’hypothese de convergence uniforme est une hypothese forte. Une
conséquence de la théorie de I'intégrale de Lebesgue est le théoreme suivant (beaucoup plus fort que le précédent,
car il ne demande pas d’hypothese de convergence uniforme) :

Théoreme 1.6 (Convergence dominée de I’intégrale des fonctions continues)
Soient (f,)nen CE, et f € E. On suppose que
|f(x)|<C, Vx€[0,1], VneN,

ou C e R, est fixé, et que f, tend simplement vers f quand n tend vers +co. On a alors :

1 1
J fu(x)dx — J f(x)dx quand n — +oo. (1.2)
0 0



Par exemple, la suite de fonctions (f;,),>o définie par

nx pour x € [O,%],
fulx) = n(%—x) pourxe]%,%], (1.3)
0 pourxe]%,l].

(voir figure 1.2) converge simplement mais non uniformément. Elle est dominée par 1, et d’apres le théoreme 1.6,
elle converge. On peut le vérifier directement, car I’intégrale de f, est facile a calculer et vaut % On considere
maintenant la suite de fonctions (g,,),>o définie par g, (x) = nf, (x). Cette suite converge toujours simplement vers
0, mais non uniformément, et elle n’est plus “dominée”. Et de fait, g, tend simplement vers 0 mais son intégrale
vaut 1 et ne tend donc pas vers 0.

Le théoréeme 1.6 est une conséquence immédiate du
théoreme de convergence dominée de Lebesgue, que
nous verrons au chapitre 4, il peut étre démontré directe-

Jal) T ment, sans utiliser la théorie de 1’intégrale de Lebesgue,

n o 8n(x) - - mais cela est difficile : nous donnons une technique pos-
I sible a I’exercice 1.10 ; I’idée essentielle est un passage

,’ N a la limite sur des suites croissantes de fonctions, qui

i \\ se retrouve également dans la construction de 1’inté-

D grale de Lebesgue. Dans I’exercice 1.10, on introduit

% des suites croissantes de fonctions continues, et on uti-

: lise I’intégrale des fonctions continues. En revanche,

12 1 Lebesgue utilise des suites croissantes de fonctions éta-

gées (voir définition 3.5), ce qui permet également d’uti-

liser la définition de la mesure et donc de s’ affranchir de

FIGURE 1.2 - Les fonctions f, et g, la notion de topologie (voir définition 2.8) sur 1’espace
de départ pour construire 1’intégrale.

Espaces non complets.

Pour f € E on pose (en remarquant que |[f| € Eet f2 € E) :

1
Ni(f) = [ IFtold et Nt = |

1

(F(x)dx)".

Les applications N; et N, sont des normes sur E (voir I’exercice 1.6). Malheureusement I’espace E muni de la
norme N; (ou de la norme N,) n’est pas vraiment intéressant en pratique, en particulier parce que cet espace n’est
pas complet (c’est-a-dire qu'une suite de Cauchy n’est pas nécessairement convergente). Ce n’est pas un espace de
Banach. La norme N, sur E est induite par un produit scalaire mais, muni de cette norme, E n’est pas un espace
de Hilbert !, voir ’exercice 1.6. En fait 1’espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R est intéressant
lorsqu’il est muni de la norme de la convergence uniforme, c’est-a-dire || f||,, = SUP e(0,1] |f (x)], avec laquelle il est
complet : ¢’est donc alors un espace de Banach.

Si I’on travaille avec I’ensemble des fonctions réglées plutdt que 1’ensemble des fonctions continues, on n’échappe
pas vraiment aux inconvénients cités précédemment (N; et N, sont d’ailleurs alors des semi—normes). On peut
aussi généraliser la définition de I’intégrale ci-dessus en améliorant un peu I’étape 3 (passage a la limite), cette
généralisation se fait en introduisant les sommes de Darboux , alors que 1’intégrale des fonctions continues peut étre
définie en utilisant seulement les sommes de Riemann). On obtient ainsi la définition de I’intégrale des fonctions dites

1. Un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est induite par un produit scalaire.



Riemann-intégrables (voir I’exercice 5.2). En fait cette généralisation est assez peu intéressante, et les inconvénients
sont les mémes que pour I’intégrale des fonctions continues (ou des fonctions réglées).

L’intégrale de Lebesgue va nous permettre de construire des espaces de Banach avec les normes N et N, (et méme
de Hilbert avec N5). Dans le cas des fonctions de [0, 1] dans R, ceci pourrait étre fait par un procédé de complétion
de I’espace E muni de la norme N; ou N, a partir des suites de Cauchy pour N; ou N, (procédé semblable a
celui qui est utilisé pour construire R a partir des suites de Cauchy de Q). L’intégrale de Lebesgue va permettre de
construire des espaces de Banach en utilisant seulement sur 1’espace de départ une structure d’espace mesuré. Cette
méthode est en particulier tres intéressante pour la théorie des probabilités.

1.3 Les probabilités

La théorie des probabilités s’est développée dans le but de modéliser les phénomenes aléatoires, c’est-a-dire de
développer un formalisme mathématique pour exprimer les problemes posés par ces phénomenes. Le terme aléatoire
vient du latin alea qui signifie en latin jeu de dé ou jeu de hasard ; il est employé pour désigner tous les phénomenes
qui semblent étre dus au hasard. Il s’oppose au terme déterministe, qui s’ applique aux phénomenes dont on connait
I’issue. Le mot hasard vient lui méme du mot arabe al-zhar qui veut dire dés, puis par extension chance. On utilisera
également le mot stochastique (du grec stokhastikos, qui vise bien) qui est un synonyme d’aléatoire. En anglais,
les termes utilisés en théorie des probabilités sont random (hasard, qui vient du frangais randonnée !) stochastic et
aleatory.

Par exemple, la chute d’un corps est un phénomene déterministe : pour une position et une vitesse initiale données, on
sait parfaitement quelle sera la trajectoire et la vitesse du corps soumis a son poids. Le lancer d’un dé est assimilable
a la chute d’un corps, et pourtant, le résultat du lancement du dé est généralement per¢cu comme aléatoire : on ne
sait pas avant I’expérience quel est le nombre entre 1 et 6 que 1’on va obtenir, parce qu’on ne connait pas vraiment
les conditions initiales du lancement du dé (position, vitesse) et que, méme si on les connaissait, on aurait du mal
a calculer rapidement le résultat de ce lancement. Ainsi, de nombreux phénomenes physiques qui ont des causes
déterministes sont modélisés a I’aide de modeles au moins en partie aléatoires (en météorologie par exemple).
Il existe cependant des phénomenes physiques véritablement aléatoires comme I’interférence d’atomes dans un
dispositif a deux fentes d’ Young, et de maniere plus générale, les phénomenes quantiques (voir a ce sujet le livre
grand public [7]).

Une partie importante des phénomenes aléatoires est de nature discrete, ¢’est-a-dire qu’il existe une injection de
I’ensemble des “cas possibles” dans N. Lorsque de plus I’ensemble des “cas possibles” ou des “éventualités” est
fini, le calcul des probabilités se ramene a des problemes de dénombrement. Lorsque 1’ensemble des “éventualités”
est de nature infinie non-dénombrable, on aura besoin, pour définir une probabilité, de la théorie de la mesure. Les
liens qui existent entre la théorie des probabilités et la théorie de la mesure et de I’intégration sont nombreux, mais
malheureusement, le vocabulaire est souvent différent. Nous essaierons ici de montrer clairement les liens entre les
deux théories et de donner systématiquement les termes probabilistes et analystes employés pour les mémes notions.

1.4 Objectifs

Du point de vue de I’intégration, 1’objectif est de construire une théorie de 1’intégration donnant des théorémes de
convergence efficaces et de bons espaces fonctionnels, ¢’est-a-dire des espaces vectoriels normés complets et des
espaces hilbertiens. La démarche pour construire cette théorie est décrite au chapitre 4 ; elle est voisine de celle que
I’on a utilisée pour I’intégrale des fonctions réglées (ou pour I’intégrale de Riemann, cf. Exercice 5.2).

La théorie de I’intégration que nous allons ainsi obtenir contient, pour les fonctions d’un intervalle compact de R
dans R, la théorie de I'intégrale de Riemann (cf. Exercice 5.2) qui contient elle-méme la théorie de I’intégrale des
fonctions réglées (et donc la théorie de I’intégrale des fonctions continues).



Du point de vue probabiliste, I’objectif est d’introduire les notions de base et de mettre en évidence les liens entre
les outils d’analyse et les outils probabilistes.

1.5 Structure du cours

Ce cours est formé de 11 chapitres (y compris ce chapitre introductif), selon le découpage suivant :

— Le chapitre 2 est une introduction a la théorie de la mesure; on y définit en particulier I’application A
nécessaire pour mesurer les parties de R. On y introduit aussi les premieéres notions de probabilités.

— Dans le chapitre 3, on introduit le concept de fonction mesurable, et son synonyme probabiliste, i.e. le concept
de variable aléatoire, qui est une notion fondamentale pour le calcul des probabilités. On y définit les notions
de convergence presque partout et son synonyme probabiliste presque siire, et de convergence en mesure et
son synonyme probabiliste convergence en probabilité.

— On définit au chapitre 4 I’intégrale sur un espace mesuré (suivant les étapes 1 a 3 définies plus haut), et
I’espérance des variables aléatoires réelles en théorie des probabilités. On définit également dans ce chapitre
la notion de convergence en moyenne.

— On s’intéresse au chapitre 5 aux mesures définies sur les boréliens de R (c’est-a-dire les parties mesurables au
sens de Borel, que I’on aura définie au chapitre 2) et aux propriétés particulieres de 1’intégrale définies sur R.
On y étudie les lois de probabilités de densité.

— On étudie au chapitre 6 les espaces LP, ensembles des (classes de) fonctions mesurables de puissance p—ieme
intégrable, et plus particulierement I’espace L2, qui est un espace de Hilbert. On donne des résultats de dualité
et on introduit les notions de convergence faible et de convergence étroite (pour les probabilités).

— Le chapitre 7 est consacré au produits d’espaces mesurés, a I’intégration de fonctions de plusieurs variables,
au produit de convolution.

— Dans le chapitre 8, on revient sur I’étude des espaces L? dans le cas particulier de la mesure de Lebesgue sur
les boréliens d’un ouvert de RN. On donne des résultats de densité, de séparabilité et de compacité.

— Le chapitre 9 est consacré aux vecteurs aléatoires. On y généralise des notions vues pour les variables
aléatoires réelles.

— Le chapitre 10 est consacré a I’étude de la transformée de Fourier des fonctions de L! (classes de fonctions
mesurables intégrables au sens de Lebesgue sur RN) et de L? (classes de fonctions mesurables de carré
intégrable au sens de Lebesgue sur RN) et des mesures. On introduit la fonction caractéristique de la théorie
des probabilités.

— Le chapitre 11 est consacré a I’espérance conditionnelle et aux martingales.

1.6 Exercices

Exercice 1.1 (Convergences simple et uniforme) Construire une suite (f,,),eny C C([0,1],R) et f € C([0,1],R)
telles que f, — f simplement, quand n — +oo0, et f, /> f uniformément, quand n — +co.

Corrigé — On prend la fonction définie par (1.3), voir figure 1.2, qu’on rappelle :

nx pour x € [0, %],
falx)=n(f ~x)  pourx €y, 3],
0 pourxexe]%,l].

On a (fy)nen C C([0,1],R). Pour tout x € [0,1], on a bien f,,(x) —» 0 quand n — +oo. Enfin (f,)neN ne tend pas
uniformément vers 0 car || f, ||, = max{|f,(x)|; x€[0,1]} =1 4 0, quand n — +oo.

10



Exercice 1.2 (Intégrale d’une fonction continue) Une fonction ¢ : [0,1] — R est dite “en escalier” s’il existe
n>1etxg,...,x, tels que 0 = xg < x; <.. <x,_1 <x, =1 et g constante sur chaque intervalle |x;,x; 1],
0<i<n-1.

Pour g en escalier et xy,...,x, comme dans la définition ci-dessus, on pose

—_

1 n-
fo gdx =Y ai(xi - x),

i

I
o

ol a; est la valeur prise par g sur ]x;, x;,1[.

1. Montrer que la définition précédente est bien cohérente, c’est-a-dire que I’intégrale de g ne dépend que du choix
de g et non du choix des x;. Montrer que 1’application qui a g associe I’intégrale de g est linéaire de I’ensemble
des fonctions en escalier dans R.

Corrigé — Soit n>1 et xq,...,x, tels que 0 = xg <x1 <...<xy_1 <X, =1 et g constante sur chaque intervalle
xi,xi+1[, 0 <i <n—1. On note a; est la valeur prise par g sur |x;,xj1][.
Soit également m > 1 et yg,..., )y tels que 0 = yg <y1 <... <Y1 <V =1 et g constante sur chaque intervalle
1vi,vi+1[, 0<i <m—1. On note b; est la valeur prise par g sur |;,vi41[-

On doit montrer que
n—

1 m—1
ai(xjs1 —xj) = Z bi(vis1 = i)-
i=0 i=0
On considere I'union des points x; et des points y;, c’est-a-dire que zy, ..., zp sont tels que 0 = zg <21 <...<2p_1 <
zp=1let{z; i €{0,...,p}} = {x;, i €{0,...,n}} U{y;, i €{0,...,m}} (on a donc, en particulier, p > max{m, n}). On
note c; est la valeur prise par g sur 1z;,zj,1|.

Pour tout i €{0,...,n}, il existe k; €{0,...,p} tel que x; = z, (en particulier, kg = 0 et k;, = p) et on a donc

kis1—1
Xip] —Xj = Z (zj+1 —2j)-
j=ki
Comme a; = cj sikj <j<kiy1—1(car]zj,zji1[Clxj, xit1[) on en déduit
n-1 n—1ki1-1 p-1
Zﬂi(xi+1 —-Xxj)= Z cj(zj+1—2j) = ZCi(Zm -zj).
i=0 i=0 j=ki i=0

De la méme maniére, on a

p-1
bi(is1-vi) =) ci(zit1—zi)

3
N

i=0 i=0
d’out I’on conclut
n—1 m—1
ai(xir1 —Xi) = Z bi(Yir1 = 9i)-
i=0 i=0

On a bien montré que 'intégrale de g ne dépend que du choix de g et non du choix des x;.

On montre maintenant que I’application qui a g associe l’intégrale de g est linéaire de I’ensemble des fonctions en
escalier dans R (cet ensemble est bien un espace vectoriel sur R).

Soit g et h deux fonctions en escalier et o, p € R. Soit n > 1 et xg,..., %, tels que 0 = xg <x1 <..<xp_1 <xy=1et
g constante sur chaque intervalle |x;,x;j;1[, 0 <i <n—1. Soit également m > 1 et v, ...,y tels que 0 = yg <y <
e <Ym—1 < Ym = 1 et h constante sur chaque intervalle 1y;,y;+1[, 0 <i < m—1. On consideére ici encore I’'union des
points x; et des points ;, ¢’est-a-dire que zg,...,zp sont tels que 0 = zg <z1 <...<zp 1 <zp = let{zj, 1 €{0,...,p}}

11



={x;,i€{0,...,n}} U{y;, i € {0,...,m}}. Les fonctions g, h et ag + ph sont donc constantes sur chaque intervalle
1zi,zi+1[ (ceci montre d’ailleurs que ag + Ph est bien une fonction en escalier et donc que I’ensemble des fonctions en
escalier est bien un espace vectoriel sur R). En notant a; la valeur de g sur 1z;,z; 1| et b; la valeur de h sur |z;,z; 1],

on obtient :
1 p-1 1 1
[ etn =Y ateie =z, | hioidr=) btz -z
0 i=0 0 i=0

p-

On en déduit que
p-1 1
(aa; + Bbi) i1 —2) = L (ag(x) + Bh(x))dx

(xJ: g(x)dx + [SJOI h(x) 2

car aa;j + Bb; est la valeur de og + Bh sur |zj,z;1[.

Ceci prouve bien que I’application qui a g associe I'intégrale de g est linéaire de I’ensemble des fonctions en escalier
dans R.

2. Soit f € C([0, 1], R).

(a) Construire une suite de fonctions en escalier (f,),en telle que f soit limite uniforme de (f;),en lorsque
n — +oo.

Corrigé — Pour n > 1, on choisit (par exemple) f,, ainsi : f,(x) = f(%) six€ [n, 1;1 [[i€{0,...,n—1}. Pour
bien définir f, sur tout [0,1], on prend aussi f;(1) = f(1).

La fonction f,, est bien en escalier (elle est constante sur chaque intervalle ]r’l, ’;’11 [ pouri € {0, ..., n—1}).
Elle converge uniformément vers f, quand n — +oo, car f est uniformément continue. Plus précisément, on a
1fo = £l = max{lfy(x) - F(0) x € [0,1]) < max{[f (x) = F@)} %,y € [0,1]; je—p] < 1} = 0, quand n — +co.
Noter que, pour ce choix de f,, on a

1 (SN
y enn= 3G

Cette somme est une somme de Riemann associée a f et on va voir ci-apres qu’elle converge vers IO x)dx quand
n— +oo.

(b) Soit (f,).en une suite de fonctions en escalier telle que f soit limite uniforme de (f,,),cn lorsque n — +co.
Montrer que la suite (I,,),,eny C R, ot I, est I’intégrale de la fonction en escalier f,,, converge. Enfin, montrer
que la limite I = lim,,_,, ., I, ne dépend que de f, et non de la suite ( f,),,en. On pose alors

Jol F()dx =

Corrigé —  Si g est une fonction en escalier, il est clair que la fonction |g| (définie par |g|(x)) = |g(x)|) est aussi en

escalier et que I’on a
|f X)dx| < f g0l < gl

Vi m € N |1~ I = |j ~ Fo)dx <IUfo— Fnll

Comme la suite (f,;),eN converge (vers f) pour la norme |||, ¢’est une suite de Cauchy pour cette norme. La suite
(I)neN est donc de Cauchy dans R. La suite (1,;),cN est donc convergente dans R.

On en déduit que



Soit maintenant une autre suite (g,)neN de fonctions en escalier telle que f soit aussi limite uniforme de (g,)neN-
Soit J,, Iintégrale de la fonction en escalier g,. On remarque que |1, —J,,| < ||fy; — gully, d’oi I’on déduit que
limyio0 Iy =limyy00 Ty car fn — gully < fiu— fllu + 1180 — fllu = 0, quand n — +oo. La limite de la suite
(I))neN ne dépend donc que de f, et non du choix de la suite (f;;)eN-

3. Montrer que 1’application qui a f associe ’intégrale de f est linéaire de C([0,1],R) dans R et que, pour tout
feC(0,1,R),ona

ILI f(x)dx| < J: |f (x)ldx < max [f (x)|.

x€[0,1]

Corrigé — Soit f,g € C([0,1],R) et soit o, p € R. On choisit deux suites de fonctions en escalier; (f;)neN et (£1)neN
convergeant uniformément vers f et g. La suite (otfy, + Pgn)neN est donc une suite de fonction en escalier convergeant
uniformément vers of + pg (qui a[l)partient bien a C([0, l],I%)). En passant alla limite, quand n — +oo dans 1’égalité

J- (afy +Bgn)(x)dx = fn(x)dx+ﬁf gn(x)dx
0 0 0

(qui est vraie grdce a la linéarité de l'intégrale sur I’ensemble des fonctions en escalier, démontrée a la question 1.), on

obtient 1 1 1
J- (af +pg)(x)dx = ocj f(x)dx+ [3J- g(x)dx.
0 0 0

Enfin, si f € C([0,1],R), on choisit (f,;),eN suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f. On a déja
v que

1 1
|f0 fu(x)dx] < jo (Ol < [l

On obtient les inégalités désirées en passant a la limite sur n, car (|f,|)neN est une suite de fonctions en escalier
convergeant uniformément vers |f| et ||fully — |If |l quand n — +oo.

Exercice 1.3 (Sur I’intégrale des fonctions continues) Soit (¢,),eny C C([0,1],R) et @ € C([0,1],IR). On suppose
que @, — ¢ simplement quand 1 — +oco.

1
1. Montrer que si liIP j |, (x) — @(x)|dx — 0, on a alors
n—+oo 0

1 1
lim @ (x)dx = J @(x)dx.
0 0

n—+oo

Corrigé — Ceci est une conséquence d’une inégalité vue dans l'exercice définissant 1’intégrale d’une fonction
continue :

1 1
|f0 ()~ @(x))dx] sfo () — (x)ldx.

2. Montrer que si (@,,),en converge uniformément vers ¢, alors

1 1
lim j (pn(x)dx:f @(x)dx.
n—+oo 0 0

Corrigé — Ceci est aussi une conséquence d’une inégalité vue dans ’exercice définissant l'intégrale d’une fonction
continue :

1
|j0 (o)~ (x| < llpn — Pl
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3. Donner un exemple de suite (@,,),cn qui converge vers ¢ simplement, mais non uniformément, telle que
1 1
lim =
Jim [ = [ gdx
Corrigé — On prend, pour n>2:

@n(x) = nx, pour x € [0, 1], @u(x) = n(Z - x), pour x €], 2], @y (x) = 0, pour x €]2,1],
On a (@)neN C C([0,1],R). Pour tout x € [0,1], on a @,(x) = 0 quand n — +oco. La suite (@) yeN converge donc

simplement vers 0. Elle ne converge pas uniformément vers 0, car ||@yll, =1 4> 0. On a bien fol Qn(x)dx = % -0
quand n — +oo.

4. Donner un exemple de suite (¢,,),cn qui converge simplement vers @ telle que
1 1
lim f @u(x)dx = f @(x)dx
n—+oo 0 0
Corrigé — On prend, pour n>2:

@n(x) = n%x, pour x € [0, 3], @u(x) = (3 ~x), pour x €], 1), @u(x) = 0, pour x €]3,1].
On a (@)neN C C([0,1],R). Pour tout x € [0,1], on a @,(x) = 0 quand n — +oo. La suite (@) yeN converge donc

simplement vers 0. Pourtant fol @n(x)dx =1+ 0 quand n — +oo.

5. Montrer que si la suite (@), satisfait les deux conditions :
(a) Pour tout €, 0 < € < 1, () ey converge uniformément vers ¢ sur [g, 1],
(b) Les ¢, sont a valeurs dans [—1,+1],

alors on a+ .

1
lim @, (x)dx = J @(x)dx.
0 0

n—+oo

Corrigé —  Par la condition (a), la suite (¢,;)neN converge simplement vers @ sur 10,1]. La condition (b) donne alors
@(x) € [-1,1] pour tout x €0, 1] (et donc aussi pour tout x € [0,1] car ¢ est continue sur [0,1]).

Soit € > 0. On utilise maintenant le fait que JO x)dx = IO x)dx +I f(x)dx, pour tout f € C([0,1],R), pour
obtenir :

|j () — @(x))dx] < 26 + max {gu(x) — P

x€[g 1]

D’aprés (a), il existe ng tel que maxxe[t’l]{kpn( x) — @(x)|} < € pour n > ny. On a donc |j01 (n(x)—@(x))dx| < 3¢

. 1
pour n > ngy, ce qui prouve que IO @u(x) — fo x)dx quand n — +oo.

. . . PP Xxvn P .. . PN .
6. Vérifier que la suite de fonctions définies par ¢,,(x) = 1 i 5 satisfait les conditions énoncées a la question 5.
+ nx
Donner I’allure générale du graphe de ces fonctions pour des petites valeurs de n ; que devient le graphe lorsque

n— +oo?



Corrigé — Onabien @, € C([0,1],R) pour tout n € N. Soit € > 0. Pour tout x € [¢,1] et tout n € N, ona 0 < @, (x) <

N

ne?
remarquant que 2x~\/n < 1 + nx? pour tout x > 0 et n € N (on a donc ¢, (x) € [0, %] pour tout x € [0,1] et tout n € N).

— 0 quand n — +oo. La condition (a) de la question 5 est donc vérifiée. La condition (b) est également vérifiée en

La question 5 donne donc que Jol @n(x)dx — 0 quand n — +oo.

La fonction @y, est croissante pour x € [0, %] elle atteint son maximum en x = \% ce maximum vaut » ((pn ne
converge donc pas uniformément vers 0 quand n — +o0). La fonction @, est ensuite décroissante pour x € [W' 1] et

tend vers O pour tout x.

7. On suppose maintenant que la suite (@), Vérifie I’hypothése suivante :

nlirpwj |9 (%) — @(x)*dx = (1.4)
A-t-on lim j |, (x) — @(x)|dx = 0? [On pourra par exemple utiliser (aprés I’avoir démontrée) 1’inégalité
n—+oco

suivante : pour tout ¢ > 0, il existe ¢, > 0, ne dépendant que de ¢, t. q. a < € + c,a°.]

2 2
Corrigé — Soit € > 0. On remarque que (pour a>0)a<e+ ”— (en fait, on améme 2a < e+ ’%). Le plus facile, pour

s’en convaincre, est de remarquer que a < % si a > ¢ (donc a < max{s })) On a donc

J ()~ @(x)ldx < e+ fo (n() - p(x))2dx.

Par I’hypothese (1.4), 1l existe ng te que le dernier terme de I’inégalité précédente soit inférieur a € si n > ngy. On a

donc jol | (x) — @(x)|dx < 2e si n > ngy. On a bien montré que lim,,_, , o, J.Ol [@n(x) —@(x)|dxdx =0
8. Méme question que ci-dessus en remplagant 1’hypothese (1.4) par :
dp>1; lim J [, (x) — @(x)Pdx = 0.
n—+oo

Corrigé — la démonstration est identique a la précédente en remarquant que a < € + pour tout € > 0 et tout

a>0.

pl’

9. On suppose qu’il existe C > 0 tel que

1
j o, (x)Pdx <C,VneN, (1.5)
0

et que la suite (¢,),eny converge uniformément sur [g, 1], pour tout € > 0. Montrer que lim J- |y, (x) —

n—+oo
@(x)|dx = 0.

Corrigé — On utilise la méme inégalité qu’a la question 7 avec € = % c’est-a-dire a < % +8a2. On a donc, pour tout

x€[0,1],
e (x)] < *+6|(Pn( )| .

On en déduit, pour 1| €]0,1), en intégrant sur I'intervalle [O nl:

j ey (x)ldx < < < + BJ leps(x |2dx,
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et donc, avec (1.5),

' 1
J l@n(x)ldx < = +6C
0 o

fl(p Ndx < g cpz(x)dx.

Soit € > 0, on choisit & > 0 pour avoir dC < € et 6[0 o) 2(x)dx < &, puis, on choisit 1> 0 pour avoir YI <& Onaalors,

pour tout n € N,
1
JO |y (x) — @(x)|dx < J [y (x x)|dx + 4e.

Comme (@y,)eN converge uniformément vers @ sur (1), 1], il existe n tel que |@;,(x) — @(x)| < € pour tout x € [1,1] et

tout n > ng. On en déduit fol |1 (x)—@(x)|dx < 5€ pour tout n > ng. Ceci prouve que lim,,_, , o, fol [ (x)—@(x)|dx =
0.

De méme, on a

10. Construire un exemple de suite (@, ),cn qui satisfait aux hypothéses de la question précédente et qui n’est pas
bornée (donc qui ne satisfait pas aux hypotheses de la question 5).

Corrigé — On prend, pourn>2 :

ny/nx six €0, n]
Qn(x)=Inyn(2-x) sixe]l, 2],
0 sixe]% 1].

On a (9)nen C C([0,1],R). De plus, pour tout € > 0, @,, — 0 uniformément sur [g,1] quand n — +oo. Enfin,

1
fo ()P dx < 2 (car lgn(x)) < Vi pour x € [0, 2]).

11. Peut-on remplacer I’hypothese (1.5) par :

1
Il existe p > 1 et C > 0 tels que f |, (x)[Pdx < C, pour tout n e N?
0

Corrigé — Oui, le raisonnement fait pour p = 2 s’adapte ici en remarquant que a < % +86P1gP (pour d>0eta>0).

1
12. Peut-on remplacer I’hypothése (1.5) par : il existe C > 0 tel que J |, (x)|dx < C, pour tout n € N ?
0
Corrigé — Non, il suffit de reprendre comme contre—exemple les fonctions @, construites a la question 4.

Exercice 1.4 (Discontinuités d’une fonction croissante) Soit f une fonction croissante de R dans R.

1. Montrer que f a une limite & droite et une limite a gauche en tout point. On note f(x,) et f(x_) ces limites au
point x.
Corrigé — Soit x € R. L’ensemble {f (v), v < x} est majoré par f(x) (car f est croissante) Cet ensemble admet donc
une borne supérieure (dans R) que Ponnote f(x_) (etona f(x_) < f(x)). Comme f(x_) est un majorant de I ensemble
{f(v), vy <x}, ona f(y) < f(x_) pour tout y < x. Puis, pour t()ut e>0, il existey <xtq f(x_)—e<f(y) < f(x_)car
f(x_) est le plus petit majorant de I’ensemble {f (v), v < x}. On a donc, comme f est crotssante
y <z<x= flx)-e<f(2) < flxo).
Ceci prouve que f(x_) = lim},_)x f (). (On rappelle que y — x_ signifie y — x avec y < x.) On a ainsi montré que
f admet une limite a gauche en x et cette limite notée f(x_) vérifie f(x_) < f(x)

De maniére analogue on montre que f admet une limite a droite en x et cette limite notée f(x, ) vérifie f (x) < f(xy).
Le nombre réel f(x) est la borne inférieure de I’ensemble {f (v), v > x} (cet ensemble est minoré par f(x)).
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2. Montrer que I’ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable. [On pourra considérer, pour
n e N*, les ensembles A, = {x € [0,1], f(x,) — f(x_) = (f(1,)— f(0_))/n}.]

Corrigé — SoitxeR. Ona f(x_) < f(x) < f(x3). On remarque donc que le point x est un point de discontinuité de
f si et seulement si f (xy)— f(x_) > 0. On note D I’ensemble des points de discontinuité de f, on a donc
D=(xeR, flx)~flx)>0).
Pour montrer que D est au plus dénombrable (c’est-a-dire fini ou dénombrable, ce qui est équivalent a dire qu’il existe
une injection de D dans N), on va utiliser le fait qu’une union dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au
plus dénombrable. (Une démonstration de ce résultat est donnée a la fin de la preuve de cette question.)
On note Dy 11 ’ensemble des points de discontinuité de f inclus dans [0,1] et on va montrer que Dyo,1] est au
plus dénombrable. Si f (1) = f(0_), la fonction f est constante sur [0,1] et Dyo,1] = 0. On s’intéresse donc au cas
F(14)> £(0-). Soit n € N et A, = {x € [0,1], f (x4) = f(x_) = (f(14) = £(0_))/n}.
On suppose Ay # 0. Soit p € N* et x1,..., x5 € Ay avec xj <xjy1 sii €{l,...,p—1}. Comme f est croissante, on a
f(xi)) < f((xig1)-) et
p
FO=F00) =) (F((xi)0) - F((xi)-) =
i=1

On a donc p < n ce qui prouve que Ay, est de cardinal fini.

pUf(L4) = £(0-))

n

On remarque maintenant que D[O,l] = Upen+Ay. Comme, pour tout n € N*, A, est fini, on en déduit que D[O,l] est au
plus dénombrable.

La raisonnement que nous venons de faire peut se faire aussi en remplacant [0,1] par [—k, k] avec k € N*. En notant
D_k k] I'ensemble des points de discontinuité de f inclus dans [k, k] on montre ainsi que Dy_g,k] est au plus
dénombrable. Finalement, comme D = Ugen+D[_ k|, on obtient bien que D est au plus dénombrable.

Pour conclure on donne maintenant une démonstration du fait qu’une union dénombrable d’ensembles au plus
dénombrables est au plus dénombrable.

Soit E un ensemble et (B,,) N une suite de parties de E. Pour tout n € N, on suppose que 1’ensemble By, est au plus
dénombrable. On pose B = U, eNBy,. Comme By, est au plus dénombrable, il existe une application injective @, de B,
dans N. Pour x € B, on définit ¢(x) € N en posant

ny = min{n, x € B} et ¢(x) = 2" 3P (),
1l est facile de voir de @ est injective (car 2 et 3 sont des nombres premiers et donc @(x) = @(y) implique ny = ny, on

en déduit que x =y car @y est injective). L’application ¢ est donc injective de B dans N, ce qui prouve que B est au
plus dénombrable.

Exercice 1.5 (Fonctions réglées) Une fonction réelle définie sur [a,b] (—oco < a < b < +o0) est dite réglée si elle
est la limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier sur [a, b].

1. Montrer que I’ensemble des points de discontinuité d’une fonction réglée est au plus dénombrable.
2. Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R est réglée sur [a, b] si et seulement si elle admet des limites a droite et &
gauche en tout point de ]a, b[, a droite en a, & gauche en b.

Exercice 1.6 (Normes définies par ’intégrale)
Soit E = C([-1,1],R) I’espace des fonctions continues de [-1,+1] dans R. Pour ¢ € E, on pose

+1 +1 %
||<p||1=j1 |<P(t)|dtet||<P||2=(J |<p<t>|2dt) .

1. Montrer que (E, || -||;) est un espace normé.



Corrigé — 1l est clair que ||f|l] € Ry pour tout f € E et que |lof ||; = |lllf |1, IIf +glli < Ifll1 +lglly pour tout
aeR f,geE.

1l reste a vérifier que ||f1|1 = 0 implique f = 0. Pour le montrer, il suffit de remarquer que si f =0, il existe t € [—-1,1]
tel que a = f(t) = 0 et donc, par continuité de f, il existe o, p € [-1,1], a <P et f > % sur [, B]. D’oit I’on déduit
Ifllh > 5(B—a)>0.

2. Pour n € N, on définit ¢, € E par
0 si-1<x<0
1

Qu(x)=qnx si0<x<

1 sil<x<l.

(a) Montrer que si (¢,),en converge vers ¢ dans (E,||-||;), alors ¢(x) =0si x < 0et ¢(x)=1six>0.

Corrigé - Ona JO |@(x)ldx < ||, —@ll1 pour tout n € N. En faisant tendre n vers +oo on en déduit I_Ol lp(x)|dx
= 0 et donc (par cor:tlinuité de @) que @ = 0 sur [-1,0].

Soit € > 0. On a aussi Ll lp(x) = 1|dx < ||@y — @ll1 pour tout n tel que L <& On en déduit, en faisant tendre n vers
+00 que LO |(x) —1|dx = 0 et donc @ = 1 sur [¢,1]. Comme ¢ est arbitraire, on a finalement @ = 1 sur ]0,1]. Noter

que ceci est en contradiction avec @ = 0 sur [—1,0] et la continuité de @ en 0. La suite (@,),eN ne converge donc
pas dans (E, ||-|l1)-

(b) En déduire que (E,||-||;) n’est pas complet.

Corrigé — La suite (@y)neN est de Cauchy dans (E,| - ||1) (il suffit pour s’en convaincre de remarquer que
lpn — Pmlly < % si m > n) et ne converge pas dans (E,||-111) . L’espace (E,||-||1) n’est donc pas complet.

3. Montrer que (E, || -||,) est un espace préhilbertien (c’est-a-dire que sa norme est induite par un produit scalaire)
mais n’est pas complet (ce n’est donc pas un espace de Hilbert).

Corrigé — Pour f,g € E, onpose (f|g)2 = f_ll f(x)g(x)dx.

Lapplication (f,g) v (f | £)2 est un produit scalaire sur E, ¢’est-a-dire que c’est une application bilinéaire de E x E
dans R, symétrique et telle que (f | f)o = 0 implique f = 0.

Elle induit donc une norme sur E qui est justement le la norme || - |2, c’est-a-dire ||f|l2 = A/(f | f)2. L’espace (E, || -||2)
est donc un espace préhilbertien (voir le paragraphe 6.2).

L’espace (E, || - ||2) n’est pas complet car la méme suite qu’a la question précédente, (@,)neN, est de Cauchy dans
(E 1| 1l2) (on a aussi ||y — @mll2 < % si m > n) et ne converge pas dans (E, || - ||2) (un raisonnement analogue a celui
de la question précédente montre que si (Qy)yeN converge vers @ dans (E,||-|2), alors @(x)=0si x <0 et @(x) =1
si x > 0, ce qui est en contradiction avec la continuité de @ en 0).

Exercice 1.7 (Rappels sur la convergence des suites réelles) On rappelle que si 1 = (1,,),en une suite a valeurs

dans R,
limsupu, = nl_l)rpoo sup up.
n—+00 p=n

1. Soit u = (1) ey une suite a valeurs dans R. Montrer que lim SUP,,_, .00 Uy €t la plus grande valeur d’adhérence
de u.

Corrigé — On note a, = SUp >, Up € R. La suite (ay)yeN est décroissante donc convergente dans R, ceci montre
que limsup,,_,, . u, est bien définie. On pose a =lim,_, o a, = limsup,,_,, . .

On montre tout d’abord que a est une valeur d’adhérence de la suite (i;,),,eN. On distingue trois cas :
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Cas 1 1l existe n € N tel que a, = —oo.

On a alors up = —co pour tout p 2 1 et donc 1y — —oo et a = —oco est bien une valeur d’adhérence de la suite

(Un)neN-

Cas 2a,, = +oo pour tout n € N. Pour tout n€N, on a SUPp>, Up = 00, il existe donc @(n) > n telle que

Ug(n) = 1. La suite (u(p(n))neN est donc une sous-suite de la suite (Uy;),eN, elle converge vers a = +oo, donc a

est bien une valeur d’adhérence de la suite (1;,)eN-

Cas 3 a, > —oo pour tout n € N et il existe q € N tel que ag < +oo. Dans ce cas, on a a, € R pour tout n > q.
. . 1 e s .

Pour tout n > q, il exzfte @(n) = n telle que ay — 3 < ug(y) < ap (par 4eﬁnztz()n d’un sup). La su‘zte (”(p(n))an

est donc une sous-suite de la suite (1) eN, elle converge vers a = lim,,_,, o, a,, donc a est bien une valeur

d’adhérence de la suite (1)) eN-

1l reste a montrer que a est supérieur ou égal a toutes les valeurs d’adhérence de la suite (1y,),eN. Soit b une valeur
d’adhérence de la suite (uy,)neN. 1l existe donc @ : N —> N t.ell.e que @(n) — +oo et Up(n) = b, quand n — +co.
Comme Aq(n) 2 Uq(n) POUT tOUL 11 € N, on a donc, en passant a limite quand n — +oo, a > b. a est donc la plus grande
valeur d’adhérence de la suite (14;,)eN.

2. Si u = (u4,),ey est une suite a valeurs dans R, on sait par la question précédente qu’il existe une suite extraite de
u qui converge vers limsup,,_,,  #, . Donner un exemple d’une suite de fonctions (f;),cy de R dans R telle
que aucune sous-suite ne converge simplement vers limsup,_,,  f, (on rappelle que (limsup,,_,, . f,)(x) =
limsup,,_,, . (f;(x)) pour tout x € R).

Corrigé — Comme card(P(N)) = card(R), il existe p : R — P(N) bijective. On définit maintenant f,, pour tout
neN.

Soit x € R,

— Si le cardinal de \p(x) est fini, on prend f,(x) = 1 pour tout n € N.

— Sile cardinal de \p(x) est infini, on peut écrire P(x) = {@x(p), p € N} ot @y est une fonction strictement croissante
de N dans N. on prend alors f(x) =1 si n € P(x), fu(x) =1 si n = @y(2q) avec q € N et f,(x) = 0 si
n=@y(2q+1) avec g € N.

Avec ce choix de (fy)yeN, limsup,,_, | fu est la fonction constante et égale a 1. On montre maintenant que aucune
sous-suite de (f,),eN ne converge simplement vers limsup,,_,, . fu. En effet, soit ¢ : N — N telle que @(n) — oo
quand n — +oo. Il existe x € R tel que P(x) = Im() (car ) est surjective). Pour tout p € N, on peut trouver n > p tel
que @(n) = ©x(2g + 1) pour un certain q € N (car {¢(0),...,@(p — 1)} ne peut pas contenir {@5(2q+1), g€ N}), ona
donc f(p(n)(x) = 0, ce qui montre que f(p(n)(x) + 1 quand n — +co. La sous-suite (f(p(n))nEN ne converge donc pas
simplement vers limsup,,_,, . fu.

3. Trouver I’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite (u,,),¢n telle que :
liminf, , ., u, =0, limsup,_,,  u, =1etlim, |14 —u,l=0.
Donner un exemple d’une telle suite.

Corrigé — On note A I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (1) ,eN. D apres la question 1 (et son analogue
avec liminf) on a 0,1 € A et A C [0,1]. On montre maintenant que A = [0,1].

Soit a €]0, 1[. Pour n € N, il existe p > n tel que u, > a (car SUp >y Up 2 1). De méme, il existe q > p tel que ug <a
(carinfg>pug < 0). On pose o(n) =min{q > p; ug <a}. On a donc ugy(y) < a < gp(y)-1 (noter que ceci est aussi
vrai si q = p + 1, grdce au choix de p). Comme |uq,(n) - ”(p(n)fl| — 0 quand n — +oo (noter que @(n) — co quand
n — +oo car @(n) > n), on a g,y — a quand n — +oo et donc a € A. Ceci prouve que A = [0,1].

On obtient un exemple d’une telle suite de la maniére suivante :

Pour n € N il existe un unique (p,q) avec p €N, 0 < q < p tel que n = (pTH) +q, on pose alors u,, = p% sip=2k

avec k € N, etun:%sip:2k+laveckeN.



Exercice 1.8 (Fonctions caractéristiques d’ensembles)
Soit E un ensemble. Lorsque A est une partie de E, on définit 1, : E — R par:

1a(x)=1,six €A,

1o(x)=0, sixeA. (1.6)

La fonction 1, est appelée “fonction caractéristique de A” (elle est souvent aussi notée x ).

1. Montrer que si A et B sont deux sous-ensembles disjoints de E, alors
1AUB = 1A + lB'
En déduire que si (A,,),ey est une suite de sous-ensembles de E deux a deux disjoints, on a

ZlAn =10, An

neN

(On précisera aussi le sens donné a ), .14, 7).

Corrigé — Si A et B sont 2 parties de E, il est facile de voir que 1 B (x) est différent de 1 5(x) + 15(x) seulement si
x € ANB. Si A et B sont deux parties disjointes de E, on a bien 15 g =14 + 1p.

Si (A;,)neN est une suite de parties de E, on définit, pour x € E :

n
Y 1,00 im0,
p=0

neN
cette limite existe toujours dans R... Si les (A,,) sont disjoints deux & deux, cette limite est égale a0 si x @ Unen Ay et
est égale a 1 si x € |, ey Ay, (car x appartient alors a un seul A,)).
2. Montrer que si BC ACE,onalpg=14—13.
Corrigé — Six € B, ona 1p\p(x) =1a(x)—1p(x) = 0.
Six € A\B, onalp\p(x)=14a(x)-1p(x)=1.
SixeAS, onalp\p(x)=14(x)-1p(x) = 0.
Ceci donne bien 1po\p = 15 — 1p.

3. Montrer que, pour A et B sous-ensembles de E,ona 15~ =115
Corrigé— Sixe ANB, onalpng(x)=1a(x)1g(x)=1.
Sixe(ANB) = A°UB onalanp(x) =1a(x)1p(x) =0.
Ceci donne bien 1 ong = 1513p.
4. Soit f : E — R une fonction ne prenant qu’un nombre fini de valeurs. Montrer que f s’écrit comme combinaison
linéaire de fonctions caractéristiques.

Corrigé —  Soit ay,...,ay les valeurs prises par f (noter que aj = aj si i # j). On pose alors Aj = {x € E; f(x) = a;}.

n
On voit alors que f = Z“ilAi'
i=1

Exercice 1.9 (Limite uniforme dans R) Soit (f,),en € C(R,, R, ). On suppose que (f;),cn converge uniformé-
ment vers f (de sorte que f € C(R,,R,)).
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—+00

a
1. On suppose que, pour n € N, lim j fn(x)dx existe dans R.
a 0

+00
On note j fu(x)dx cette limite.
0

a
Montrer, en donnant un exemple, que lim f f (x)dx peut ne pas exister dans R.
a—>+oo
0
Corrigé — Pour n > 1, on définit f, par :

si0<x<1,

sil<x<n,

1
nl
1

1
1
X
n+%—x sin<x<n+
0 E.

six>n+

fulx)

n n+1l/n
La suite (f;;)neN converge uniformément vers f définie par :
1si0<x<1,
flx)= 1<
x S <X
Plus précisément, on a ||f,, — fll,, < % — 0 quand n — +oo.

D’autre part, pour a > 1, Jgf(x)dx =1+log(a) — oo quand a — .

a—+0co

+o00 a
2. On suppose de plus que lim j fa(x)dx et lim j f(x)dx existent dans R.
n—o0 0 0

+00
On note alors J f(x)dx cette derniére limite. L’égalité suivante
0

li oond:+oo dx.
im . fu(x)dx L f(x)dx

n—00
est-elle satisfaite ?

Corrigé — Pour n > 1, on définit f,, par :

1 .

% si0<x<mn,
fax)={n+Ll-x sin<x<n+i,

0 six>n+l

e
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Jn

I =

\ x

n n+1l/n

La suite (f,;)neN converge uniformément vers 0 car ||fyll, = %

quand n — +oo.

— 0 quand n — +oo, mais 1 < fg—oofn(x)dx A0

Exercice 1.10 (Convergence dominée et intégrale des fonctions continues)

Cet exercice est difficile.

On note E = C([0,1],R) I’ensemble des fonctions continues sur [0,1] a valeurs réelles. Pour f € E, on pose
lflleo = SUPe[0,1] |f (x)]. Noter que I’application f + ||f|| est bien une norme.

Pour f : [0,1] — R, on définit f* par f*(x) = max(f(x),0) (pour tout x € [0,1]), et f~ = (—f)* (de sorte que
flx)=f(x)—f(x)et|f(x) = f*(x)+ f~(x)). Soient f et g deux applications de R dans R (ou dans R U {+o0}),
On dit que f > g si f(x) > g(x) pour tout x € [0,1]. On désigne par 0 la fonction (définie sur R) identiquement
nulle. Soit T : E — R une application linéaire. On dit que T est positive si :

fEE f>0=T(f)>0.

Soit T : E — R une application linéaire positive.

1. Montrer que T est continue de (E,||.||,) dans R. [Indication : On pourra remarquer que, pour tout f € E,
T(f) < T(1)|lf |leo> ot 1 désigne la fonction constante et égale a 1 sur [0,1].]

2. Soient (f,;),eny C E et f € E telles que f,,.1 > f,, pour tout nn € N et, pour tout x € [0,1], lim,,_,, o, f,(x) = f(x).
Montrer que f, tend vers f uniformément sur R.
[Indication : Soit € > 0, on pourra introduire, pour 1 € N, O,, = {x € [0,1]; f(x)—f,(x) < €} et utiliser la compacité
de [0,1].]
En déduire que T(f,) — T(f), quand n — +oo0.

3. Soient (f,),en C E et g € E telles que f,,11 > f,,, pourtout n € N, et g(x) < lim f,(x) (€ RU {+o0}), pour tout

n—+oo

x€[0,1].
Montrer que T(g) < lim T(f,).

n—+00

Soit f :[0,1] = RU {+oco}, on dit que f € A* s’il existe une suite (f,,),ey C E telle que f,,1 > f,,, pour tout n € N,
lim,,_, o fu(x) = f(x), pour tout x € [0,1] et lim,,_,, o, T(f,) < +o0.
4. Soit f € A", montrer que sup (T(g)) < +oo.
g€E, g<f
On définit T sur A* par T(f) = sup (T(g)).
geE g<f
Noter que ceci est compatible avec la définition de T sur E et que si f,g € A* onaalors : f > ¢ = T(f) > T(g).
5. (“Convergence croissante”) Soient (f,,),ey C AT et f : R > R U {+oo} telles que f,,1 > f,,, pour tout
neN, lim,_,, f,(x) = f(x), pour tout x € [0,1] et lim,,_, o, T(f,,) < +oo. Montrer que f € A* et T(f) =
i T
[Indication : Considérer g, = sup (fp,,), avec, pour tout n € N, (f, )pen C E tels que f,11,, > fp, 4, pour
0<n<p
toutpeN, lim f,,(x) = f,(x), pour tout x € [0, 1].]
p—+oo
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6. (“Convergence décroissante”) Soient (f,),eny C A et f € E telles que f,,1 < f,, pour tout n € N, et
lim f,(x) = f(x), pour tout x € [0,1]. Montrer que T(f) = lim T(f,).
n—+oo n—+oo

[Indication : On pourra montrer que, pour tout & > 0 et pour tout n € N, il existe h,, € A* tel que h, > f,,— f,41
et T(h,) < T(f,) = T(fy+1) + 7. Puis, en remarquant que ), b, (x) > fo(x) — f(x), pour tout x € [0, 1], et
en utilisant la question 5, montrer que T(f) > lim T(f,).]

n—+oo

7. (“Convergence dominée”) Soient (g,,),en C E et g € E telles que :
1. g,(x) — g(x), quand n — +o0, pour tout x € [0, 1].
2. |g,(x)| < 1, pour tout x € [0,1] et pour tout n € N.
Montrer que T(g) = nlirfm T(g,)

[Indication : On pourra utiliser la question 6 avec f, = supg, — ir>1f gp et remarquer que ¢ — g, < f, et
p=n pzn

&n =8 < ful
8. (Exemple.) En choisissant convenablement T, montrer le résultat suivant :
Soient (f,,),eny C E et f € E telles que :
1. fu(x) = f(x), quand #n — 400, pour tout x € [0, 1].
2. |fu(x)] < 1, pour tout x € [0, 1] et pour tout n € N.

1 1
alors f fu(x)dx — J- f(x)dx, quand n — +oco.
0 0

Donner un contre—exemple a ce résultat si la deuxieme hypothese n’est pas vérifiée.

Exercice 1.11 (Théoreme de Bernstein) On veut démontrer ici le théoréme suivant :

Théoreme 1.7 (Bernstein) Soient E et F deux ensembles quelconques ; il existe une bijection de E dans F si et
seulement s’il existe une injection de E dans F et une injection de F dans E.

Bien siir, I’existence d’une bijection de E dans F donne I’existence d’une injection de E dans F et d’une injection de
F dans E. Il s’agit maintenant de montrer la réciproque. On suppose donc qu’il existe une injection E dans F, notée
f, et une injection de F dans E, notée g. A partir de f et g, on va construire une bijection h de E dans F.

Soit x € E donné. Pour déterminer /(x), on commence par considérer la suite des images de x (alternativement par
f et g) et la suite des antécédents de x (alternativement par g et f). Bien siir, la suite des images de x est infinie.
Mais, lorsque f ou g n’est pas surjective, la suite des antécédents de x peut ne pas étre infinie (si x € Im(g) elle
s’arréte tout de suite !). Le choix de h(x) va étre fait en fonction de cette suite des antécédents. Voici tout d’abord la
construction de cette suite.

On pose x = x.
Construction de x;, pour k > 0. Soit k > 0. On suppose x;_; connu (ce qui est vrai pour k = 1).
— Si k est impair, on prend x; = f(x;_1) (de sorte que x; € F).
— Si k est pair, on prend x; = g(xx_1) (de sorte que x; € E).
Construction de x; pour k < 0. Soit k < 0, On suppose que xj, existe (ce qui est vrai pour k = —1).
— Si |k| est impair et si x;, 1 € Im(g), la suite des antécédents s’arréte.
On pose alors N = k (et x)y n’existe pas).

— Si |k| est impair et si x;, 1 € Im(g), on prend x; tel que g(xy) = xx,1 (X est unique car g est injective).
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— Si |k| est pair et si x;,1 € Im(f), la suite des antécédents s’ arréte.
On pose alors N = k (et xy n’existe pas).
— Si |k| est pair et si x1 € Im(f), on prend x tel que f(xx) = xx,1 (xx est unique car f est injective).
Enfin, si la suite des antécédents ne s’arréte jamais, on pose N = —oco. On a ainsi construit une suite (X )rsN
On définit maintenant h(x) dans F. On distingue trois cas.
Si —N est impair, on prend h(x) = f(x), c’est-a-dire h(x) = xq,
Si —N est pair, on prend h(x) =y, avec g(y) = x, c’est-a-dire h(x) = x_q,
Si N = —o0, on prend h(x) = f(x).

Montrer que I’application / ainsi définie est une bijection de E dans F.

Corrigé — L’application g est une bijection de F sur son image, notée Im(g) (qui est une partie de E). On note g
I’application réciproque (qui est donc une bijection de Im(g) dans F). La construction de h montre que pour tout x € E
on a h(x) = f(x) ou h(x) =g(x).

On montre tout d’abord que h est injective. Soit x,z € E tels que h(x) = h(z). On veut montrer que x = z. On distingue 3
cas.

Cas 1: h(x) = f(x),h(z) = f(z). Dans ce cas, comme f est bijective, on a x = z.

Cas 2 : h(x) = g(x), h(z) = g(z). Dans ce cas, comme g est bijective, on a x = z.

Cas 3 : h(x) = f(x), h(z) = ¢(2). On note (xi)k>N, et (2k)k>N, les suites associées a x et z. Par définition de h, on a
)

2
donc h(x) =x1 et h(z
De I’égalité x| = z_1, on déduit que les antécédents de x| sont les mémes que ceux de z_1 et donc que N, = Ny -2,
ce qui est impossible car —N, pair et Ny = —co ou —N, impair. Ce cas est donc impossible.

=2z_1. De plus, on a N, > —co, =N, pair et N = —co ou —N, impair.

Bien siir; le cas h(x) =g(x) et h(z) = f(z) est identique au cas 3. On a donc bien montré que h est injective.

On montre maintenant que h est surjective. Soit y € F. On pose x = g(v) et on considere la suite associée a x, notée
(xk)k>N, de sorte que vy = x_1. Ici aussi, on peut distinguer 3 cas.

Cas 1: N = —co. Dans ce cas, la suite des antécédents de x_j est aussi infinie et on a donc h(x_p) = x_1 =y. On a donc
y € Im(h).

Cas 2 : N > —co et —N impair. Comme x_1 existe (puisque x_1 = y), on a N < =3 et donc x_y existe. La suite
des antécédents de x_y est alors la méme que la suite des antécédents de x avec un décalage de 2, on a alors aussi
h(x_p) = f(x_2) =x_1 =y. Onadonc y € Im(h).

Cas 3: N > —oco et —N pair. On a alors h(x) = x_1 =v. On a donc y € Im(h).

Ceci termine la démonstration de la bijectivité de h.

Exercice 1.12 (Dénombrabilité de Q)
En utilisant le théoréme de Bernstein (théoréme 1.7), montrer que QQ est dénombrable.

Corrigé — 1l s’agit donc de construire une injection, notée f, de N dans Q et une injection, notée g, de Q dans N.
Pour f, on prend f(n) = n pour tout n € N. C’est bien une injection de N dans Q.

On construit maintenant une application g injective de Q dans N.

Soit r € Q. On distingue 3 cas,

1. Sir =0, on pose h(r) = 0.

2. Sir>0. On note 1, = {q € N* tels que rq € N*}, q, = minl, et p, = rq, de sorte que p, € N* et r = p,/q,. On pose
alors g(r) = 2Pr39 (on a bien g(r) € N).

3. Sir<0. Onnote 1, = {q € N* tels que —rq € N*}, q, = minl, et p, = —rq, de sorte que p, € N* et r = —p,/q;. On
pose alors g(r) = 5P349r (on a bien g(r) € N).
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On montre mainenant que g est injective. Soit r,s € Q tels que g(r) = g(s), il s’agit de montrer que r = s. On distingue ici
4 cas.
1.Sir=00us=0onag(r)=g(s)=0etdoncr=s=0.

2. Sir et s sont de signes contraires. On peut supposer >0 et s> 0 (le cas r <0 et s > 0 est semblable). Dans ce cas, on
ne peut pas avoir g(r) = g(s) car g(r) est un multiple de 2 mais g(s) n’est pas un multiple de 2.

3.8ir>0ets>0, onag(r)=2Pr39 =2Ps39s = g(s). Mais, comme 2 et 3 sont des nombres premiers, ceci impose
Pr = Ps et g = g, ce qui donne bien r =s.

4.8Sir<0ets<0, onag(r)=>5P39 =5Ps39s = g(s). Mais, comme 5 et 3 sont des nombres premiers, ceci impose
pr = Ps et g; = qs, ce qui donne encore r = .

On a bien montré que r = s et donc que g est injective.

Exercice 1.13 (Limites sup et inf d’ensembles) Soit (A,,),cn une suite de parties d’un ensemble E. On note

lyizrlling”:UﬂA” et limsupAn:ﬂUAp.

neNp=n n—teo neNp=n
1. On suppose la suite (A,,),,ey monotone, c’est-a-dire que A,, C A,,,1, pour tout n € N, ou que A, C A,,, pour
tout n € N. Exprimer liminf,_, A, etlimsup,_,, A, enfonction de |,y Ay €t (,eny An-

Corrigé — Si A, C Ayy1, pourtout n €N, on a alors
liminf A, = limsup A, = U A,

n—+oo
n—+oo neN
Si Ay1 C Ay, pourtout n €N, on a alors
liminf A, =limsup A, = ﬂ A,

n—+oo H—>400
+ neN

2. Méme question que précédemment si la suite est définie par : Ay, = A et Ayp,1 = B, p €N, A et B étant deux
parties données de E.

Corrigé — Dans ce cas, on aliminf, Ay, =ANBetlimsup,_,, A, =AUB.
3. Montrer que :
Ltim SUP,_ie0An — lim sup 1A,,

n—+oo

liminfA, ClimsupA,

fi—>too n—+00

n—+oo

+00
liminfA, = {x € E; Z1A;l(x) < oo}
n=0

n—+o0

+00
limsupA, ={x€E; ZlAn(x) = oo}
n=0

Corrigé — On remarque d’abord que, si (B;;),en CE, IN,enBy = infyen 1, ef 1, By = SUPneN 1B,

— Soitx €E,
Himsup,, o0 A0 () = 10,00 Upsu A, () = ég&lupzn A, ()= ég&(;glz 1a, (%)
= lim (suplp (x)) =limsuplp (x).
n_)+m(p215 a,(x)) =limsupla, (x)
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Donc liimsup, A, = limsup,, 1A,
De méme, soit x € E,

Diminf, oo Ay () = 1, e Npon A, (X) =SUPLA A (x )—Sup(mflA (x))
- neN

p>n
=nng(;g£1A (x ))—hmigoflA (x).

Donc 1iminf =liminf, ;. 14, -

A
n—+oo £in
Si x € liminf, ., Ay, il existe n€N tel que x € ﬂpZnAp’ on a donc x € UpZm Ap pour tout m € N (on
a, par exemple, x € Ap avec p = max{m,n}). On en déduit x € (\eN UpZm Ap = limsup,,_,, ., Ay. Donc
liminf,_, o Ay Climsup, . Ay

Soit x € E. On voit que x € liminf, _,, ., A, si et seulement s’il existe n € N tel que x € Ap pour tout p > n, ce

qui est équivalent & dire que x n’appartient a AS, que pour un nombre fini de n ou encore que Z o LA (x) < c0.
On a donc bien

hmmfAn ={xeE; ZlAc

Soit x € E. On voit que x € limsup,,_,, o, Ay, si et seulement si, pour tout n € N, il existe p > n tel que x € Ap, ce

qui est équivalent a dire que x n’appartient a A,, que pour un nombre infini de n ou encore que Z 014, (x) =00
On a donc bien

+00
limsupA, ={x€E; ZlA = oo}.
n—-+oo n=0
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Chapitre 2

Tribus et mesures

2.1 Introduction

2.1.1 Cas d’un probleme “discret”

Pour introduire la série de définitions qui suivent, commencons par quelques exemples, tirés du calcul des probabilités.
Le calcul des probabilités s’intéresse a mesurer la “chance” qu’un certain événement, résultat d’une expérience, a
de se produire. Considérons par exemple 1’expérience qui consiste a lancer un dé. On appelle éventualité associée
a cette expérience un des résultats possibles de cette expérience, et univers des possibles I’ensemble E de ces
éventualités. Dans notre exemple, les éventualités peuvent étre 1,2,3,4,5 ou 6 ; on pourrait choisir aussi comme
éventualités les résultats correspondant au dé cassé. On peut donc tout de suite remarquer que I’ensemble E des
univers du possible dépend de la modélisation, c’est-a-dire de la formalisation mathématique que 1’on fait du
probléme. Notons qu’il est parfois difficile de définir ’ensemble E.

A partir des éventualités, qui sont donc les éléments de 1’univers des possibles E, on définit les événements, qui
forment un ensemble de parties de E. Dans notre exemple du lancer de dé, I’ensemble des événements est I’ensemble
des parties de E, noté P(E). Dans I’exemple du dé, la partie {2,4, 6} de E est I’événement : “le résultat du lancer
est pair”. On appelle événement élémentaire un singleton, par exemple {6} dans notre exemple du lancer de dé,
événement certain ’ensemble E tout entier, et I’événement vide 1’ensemble vide @ (qui a donc une chance nulle de
se réaliser). Pour mesurer la chance qu’a un événement de se réaliser, on va définir une application p de I’ensemble
des événements (donc de P(E) dans notre exemple du lancer de dé) dans [0, 1] avec certaines propriétés (qui
semblent naturelles. .. ). La chance (ou probabilité) pour un événement A C E de se réaliser sera donc le nombre
p(A), appartenant a [0,1].

L’exemple du lancer de dé, que nous venons de considérer, est un probléme discret fini, au sens ou I’ensemble E est
fini. On peut aussi envisager des problémes discrets infinis, I’ensemble E est alors infini dénombrable (on rappelle
qu’un ensemble I est dénombrable s’il existe une bijection de I dans N, il est au plus dénombrable s’il existe une
injection de I dans N), ou des problemes (parfois appelés continus) ou E est infini non dénombrable.

2.1.2 Exemple continu

Considérons maintenant I’expérience qui consiste a lancer une balle de ping-pong sur une table de ping-pong. Soit
E I’ensemble des points de la table de ping-pong, on peut voir E comme un sous-ensemble de R?, un événement
élémentaire est alors un point (x,y) € E (le point d’impact de la balle), et un événement semble étre une partie
quelconque A de P(E). On suppose qu’on a effectué le lancer sans viser, ¢’est-a-dire en supposant que n’importe



quel point de la table a une chance égale d’étre atteint (les événements élémentaires sont dit équiprobables), et que
la balle tombe forcément sur la table (on est trés optimiste. .. ). On se rend compte facilement que la probabilité
pour chacun des points de E d’étre atteint doit étre nulle, puisque le nombre des points est infini. On peut aussi
facilement deviner que la probabilité pour une partie A d’étre atteinte (dans le modele équiprobable) est le rapport
entre la surface de A et la surface de E. La notion intuitive de surface correspond en fait a la notion mathématique
de mesure que nous allons définir dans le prochain paragraphe. Malheureusement, comme on 1’a dit dans le chapitre
introductif;, il ne nous sera pas mathématiquement possible de définir une application convenable, i.e. qui vérifie les
propriétés (4.1)-(4.2), et qui mesure toutes les parties de R (au sens intuitif de longueur) ou R? (au sens intuitif de
surface), ou méme du sous-ensemble E de R? (voir a ce sujet I’exercice 2.28). On va donc définir un sous-ensemble
de P(E) (qu’on appelle tribu) sur lequel on pourra définir une telle application. Dans le cas d’un ensemble fini,
la tribu sera, en général, P(E) tout entier. Mais, dans le cas de la balle de ping-pong que vous venons de décrire,
I’ensemble des événements sera une tribu strictement incluse dans P(E).

2.2 Tribu ou c—algebre

Définition 2.1 (Tribu ou c—algebre) Soient E un ensemble, T une famille de parties de E (i.e. T C P(E)). La
Sfamille T est une tribu (on dit aussi une c—algébre) sur E si T vérifie :

1.0eT,EeT,

2. T est stable par union dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable (A,)),cy d’éléments de T,
onal),cnA, €T.

3. T est stable par intersection dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable (A,,),cN d’éléments
deT,ona(),enA,€T.

4. T est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € T, on a A€ € T (On rappelle que
A°=E\A)

11 est clair que, pour montrer qu’une partie T de P(E) est une tribu, il est inutile de vérifier les propriétés 1-4 de la
définition précédente. 1l suffit de vérifier par exemple € T (ou E € T), 2 (ou 3) et 4.

Exemples de tribus sur E : {0, E} et P(E) sont des tribus sur E.

Définition 2.2 (Langage probabiliste) Soient E un ensemble quelconque (parfois appelé I’univers des possibles)
et T une tribu; on appelle éventualités les éléments de E et événements les éléments de T. On appelle événement
élémentaire un singleton appartenant a T. On dit que deux événements A, B € T sont incompatibles si ANB = (.

Proposition 2.3 (Stabilité par intersection des tribus) Soient E et I deux ensembles. Pour tout i € 1, on se donne
une tribu 'T; sur E. Alors, la famille (de parties de E)

ﬂT,:{AcE; AeT, Viel)
iel

est encore une tribu sur E.

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition fait 1’objet de la premiere question de 1’exercice 2.2.
(]
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Cette proposition nous permet de définir ci-apres la notion de tribu engendrée.

Définition 2.4 (Tribu engendrée) Soient E un ensemble et C C P(E). On appelle tribu engendrée par C la
plus petite tribu contenant C, ¢’est-a-dire la tribu T(C) intersection de toutes les tribus sur E contenant C (cette
intersection est non vide car P(E) est une tribu contenant C).

1l est parfois utile d’utiliser la notion d’algebre, qui est identique a celle de tribu en remplagant “dénombrable” par
“finie”.

Définition 2.5 (Algebre) Soient E un ensemble, A une famille de parties de E (i.e. A C P(E)). La famille A est
une algebre sur E si A vérifie :

1.0e AAEc A

2. A est stable par union finie, ¢’est-a-dire que pour tout A,B€ Aona AUB € A.

3. A est stable par intersection finie, c’est-a-dire que pour tout A,Be Aona ANBe A

4. A est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € A, on a A € A.

Remarque 2.6 (Algebre engendrée) Soit E un ensemble et C C P(E). Comme pour les tribus, on peut définir
Palgébre engendrée par C. C’est la plus petite algébre contenant C, c’est-a-dire Iintersection de toutes les algébres
contenant C (voir I’exercice 2.9).

Soit E un ensemble, C C P(E) et T(C) la tribu engendrée par C (voir la définition 2.4 et I’exercice 2.2). Il est
important de remarquer que, contrairement a ce que 1’on pourrait €tre tenté de croire, les éléments de la tribu
engendrée par C ne sont pas tous obtenus, a partir des éléments de C, en utilisant les opérations : intersection
dénombrable, union dénombrable et passage au complémentaire. Plus précisément, on pose :

RYC)={ACEtel que A = U A, avec, pour tout 11, A, € C ou AY, € C},
neN
R?*(C)={ACEtelque A = ﬂ A avec, pour tout 1, A,, € C ou A, € C},
neN
R(C) =R (C)UR*(C).
Prenons E = R et C I’ensemble des ouverts de R (donc T(C) est la tribu borélienne de R, voir définition ci-apres). Il
est facile de voir que R(C) C T(C). Cependant, R(C) n’est pas une tribu (cela est moins facile a voir). En posant :
So=C,etS, =R(S,_1), pour n > 1, on peut aussi montrer que S = U,,enS,; n’est pas une tribu (et que S € T(C)).

Remarque 2.7 Soit E un ensemble et C; C C, C P(E). Il est alors facile de voir que T(C1) C T(C,) (c¢f. Exercice 2.2).

La construction de la tribu de Borel s’appuie sur la topologie des ouverts de R. Rappelons a toutes fins utiles qu’une
topologie est précisément la donnée des ouverts :

Définition 2.8 (Topologie) Soit E un ensemble. Une topologie sur E est donnée par une famille de parties de E,
appelées ouverts de E, contenant () et E, stable par union (quelconque) et stable par intersection finie. L’ensemble
E, muni de cette famille de parties, est alors un espace topologique.
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Définition 2.9 (Tribu borélienne) Soit E un ensemble muni d’une topologie (un espace métrique, par exemple).
On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la tribu engendrée par I’ensemble des ouverts de E, cette tribu sera
notée B(E). Dans le cas E =R, cette tribu est donc notée B(R). On appelle borélien de R un élément de la tribu
borélienne.

Un des objectifs principaux de ce chapitre est de construire une application A de la tribu B(R) dans R, telle que :
1. A(]a, B[) = p— @, pour tout o, f e R e < B,

2. MUyenAy) = Y en MA,,), pour toute suite (A,),ey C B(R) telle que A, NA,, =0 si n # m. (Noter que
UnenA,, € B(R) grice a la stabilité d’une tribu par union dénombrable.)

C’est ’objet du paragraphe 2.5. Une question naturelle est de savoir si I’on peut prendre 5(R) = P(R). La
réponse est non (voir les exercices 2.28 et 2.29). On peut méme démontrer que card(B(R)) = card(R) (alors que
card(P(R)) > card(R)).

On donne maintenant un rappel rapide sur les cardinaux (sans entrer dans les aspects difficiles de la théorie des
ensembles, et donc de manieére peut-étre un peu imprécise).

Soient A et B deux ensembles.

1. On dit que card(A) = card(B) s’il existe une application bijective de A dans B. Pour montrer que deux ensembles
ont méme cardinaux, il est souvent trés utile d’utiliser le théoréme de Bernstein (voir I’exercice 1.11). Ce théoréme
dit que s’il existe une injection de A dans B et une injection de B dans A, alors il existe une bijection de A dans B
(et donc card(A) = card(B)). Le théoreme de Bernstein motive également la définition suivante.

2. On dit que card(A) < card(B) s’il existe une application injective de A dans B.

3. Un autre théoreéme intéressant, dii & Cantor, donne que, pour tout ensemble X, on a card(X) < card(P(X))
(c’est-a-dire card(X) < card(P(X)) et card(X) = card(P(X))). On a donc, en particulier, card(P(R)) > card(R).
La démonstration du théoreme de Cantor est trés simple. Soit @ : X — P(X). On va montrer que ¢ ne peut pas
étre surjective. On pose A = {x € X; x  @(x)} (A peut étre I’ensemble vide). Supposons que A € Im(¢). Soit
alors a € X tel que A = @(a). Sia € A = @(a), alors a ¢ A par définition de A. Sia ¢ A = ¢@(a), alors a € A par
définition de A. On a donc montré que A ne peut pas avoir d’antécédent (par ¢) et donc ¢ n’est pas surjective.

Proposition 2.10 On note C; I’ensemble des ouverts de R, C, = {]a,b[, a,b € R, a < b} et C3 = {]a, o0[, a € R}.
Alors T(Cq) = T(Cy) = T(C3) = B(R). (Noter que d’autres caractérisations de B(R), semblables, sont possibles.)

DEMONSTRATION —  On a, par définition de B(R), T(C1) = B(R). On va démontrer ci-apres que T(Cy) = T(C3) (le
fait que T(Cy) = T(C3) est laissé au lecteur).

Comme Cy C Cq, ona T(Cy) C T(Cq). Il suffit donc de démontrer I’inclusion inverse. On va montrer que C; C T(C»),
on aura alors que T(Cy) C T(Cp).

Soit O un ouvert de R. On suppose O = 0 (on sait déja que @ € T(C)). Le lemme 2.11 ci-aprés nous donne I’existence
d’une famille (I,),,c4 d’intervalles ouverts telle que A C Net O = [ J,,ca I;;. Noter qu’on a aussi O = | J,,¢n I;; en posant
I,,=0sineN\A.CommeI, € C, C T(Cy) pour tout n € A et @ € T(C;), on en déduit, par stabilité dénombrable d’une
tribu, que O € T(C;). Donc, C1 € T(Cy) et donc T(C1) C T(C;). On a bien montré que T(C1) = T(Cy). ]

Lemme 2.11 Tout ouvert non vide de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts bornés.
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DEMONSTRATION —  Soit O un ouvert de R, O = 0. On pose A = {(B,y) € Q%; p < 7, |, y[C O}. On a donc
U(p,y)ealp, v[€ O. On va montrer que O C U (g y)ealB, V[ (et donc que O = Ug y)ealp, vD-

Soit x € O, il existe ay > 0 tel que Jx — vy, x + a[C O. En prenant f,, € QN]x — oy, x[ et v, € QN]x, x + oy [ (de tels
By et yx existent) on a donc x €]By, yx[C O et donc (By, yx) € A. D’ol x €]By, yx[€ U(p,y)ealps y[. On a bien montré

que O € Up,y)ealB, v et donc que O =g y)ealp, Y[. Comme Q? est dénombrable, A est au plus dénombrable et le
lemme est démontré. [

On peut aussi montrer que tout ouvert non vide est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux
a deux (cf. le lemme 2.44 page 47).

Définition 2.12 (Espace et partie mesurable ou probabilisable)  Soient E un ensemble et T une tribu sur E. Le
couple (E, T) est appelé espace mesurable ou (en langage probabiliste !) espace probabilisable. Les parties de E qui
sont (resp. ne sont pas) des éléments de T sont dites mesurables ou probabilisables (resp. non mesurables, non
probabilisables).

2.3 Mesure, probabilité

Définition 2.13 (Mesure) Soit (E, T) un espace mesurable. On appelle mesure une application m : T — R, (avec

R, =R, U (+0)) vérifiant :
1. m(0) =0,

2. m est 6-additive, c’est-a-dire que pour toute famille (A,,),en d’éléments de T disjoints deux a deux (i.e. tels que

A,NA,=0sinz m)ona:
m( JAn =) mia,) @1
neN neN

Remarque 2.14

1. Dans la définition précédente on a étendu a R, I’addition dans R, . On a simplement posé x + (+c0) = +00, pour
tout x € R ... Noter également que la somme de la série dans la définition précédente est a prendre dans R, et que,
bien slir, 2 = ),y 4, signifie simplement que ZZ:O a, — a (dans R,) quand n — +oo.

2. Soient x, 7,z € R,. Remarquer que x + v = x+z implique y = z si x # +o0.

3. Dans la définition précédente, la condition 1. peut étre remplacée par la condition : 3 A € T,m(A) < co. La
vérification de cette affirmation est laissée au lecteur attentif.

4. Il est intéressant de remarquer que, pour une série a termes positifs, I’ordre de sommation est sans importance.
Plus précisément, si (a,,),en C R, et si @ est une bijection de N dans N, ona ) ,,cna, = ) en dg(n)- CestI'objet
du lemme 2.15.

5. Une conséquence immédiate de la o-additivité est I’additivité, c’est-a-dire que
n n
m((_JAap) =) m(ap)
p=0 p=0
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pour toute famille finie (Ap),-o,.,, d’éléments de T, disjoints deux a deux. L’additivité se démontre avec la
c-additivité en prenant A, = () pour p > n dans (2.1).
6. Dans le cas E = R et T = P(R), il est facile de construire des mesures sur T, mais il n’existe pas de mesure sur T,

notée m, telle que m(]a,b[) = b—a pour tout g, b € R, a < b (voir les exercices 2.29 et 2.28). Une telle mesure
existe si on prend pour T la tribu borélienne de R, c’est 1’objet de la section 2.5.

Lemme 2.15 Soit (a,,),cn C R, et soit ¢ : N — N bijective ; alors

Z“n = Z“(p(n)

neN neN

DEMONSTRATION —  On pose
n

S CD WARLE WO

neN p=0 neN
Noter que A, B € R,. On veut montrer que A = B.

On montre d’abord que B < A. Soit # € N. On pose N = max{¢(0),...,¢(n)}. Comme ag = 0 pour toutg € N, on a
ZP 09(p) < Zp 04p < A. On en déduit, faisant tendre n vers co que B < A.

En raisonnant avec ’inverse de ¢ on a aussi A < B et finalement A = B. u

Définition 2.16 (Mesure finie et probabilité) Soir (E, T) un espace mesurable.
1. On appelle mesure finie une mesure m sur T telle que m(E) < oo.

2. On appelle probabilité une mesure p sur T telle que p(E) = 1.

Définition 2.17 (Espace mesuré, espace probabilis€) Soient (E, T) un espace mesurable, et m une mesure (resp.
une probabilité) sur T. Le triplet (E, T, m) est appelé espace mesuré (resp. espace probabilisé).

Définition 2.18 (Mesure o-finie) Soit (E, T, m) un espace mesuré, on dit que m est o-finie (ou que (E, T, m) est
o-fini) si il existe une suite (A,,),eN telle que

A, €T, m(A,)<+oo, pourtoutneN, et E= U A,.
neN

Remarque 2.19 Soit (E, T,m) un espace mesuré o-fini. Une conséquence de la définition 2.18 est qu’il existe alors
une suite (E,;),en d’élément de T telle que m(E,;) < +oo pour tout 1, E = U,,eNE, et E,NE,, = 0 si n = m. En effet,
a partir de la suite (A,,),cn donnée par la définition 2.18, on construit une suite (E,;),.cny en posant

Eg=Aqget,pourn>0,E, =A,\ UEP'
La suite (E,,), ey Vérifie bien les propriétés désirées.
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Exemple 2.20 (Mesure de Dirac) Soient (E, T) un espace mesurable et a € E. On définit sur T la mesure o, par
(pour A€T):

6a(A):{0 siagA, 2.2)

1 sia€eA.

On peut remarquer que la mesure de Dirac est une probabilité.

Remarque 2.21 (Comment choisir la probabilité) Soit (E, T) un espace probabilisable, on peut évidemment
définir plusieurs probabilités sur T. C’est tout 1’art de la modélisation que de choisir une probabilité qui rende
compte du phénomene aléatoire que 1’on veut observer. On se base pour cela souvent sur la notion de fréquence, qui
est une notion expérimentale a 1’origine. Soit A € T un événement, dont on cherche a évaluer la probabilité p(A).
On effectue pour cela N fois I’expérience dont ’'univers des possibles est E, et on note N le nombre de fois ol
I’événement A est réalisé. A N fixé, on définit alors la fréquence fy(A) de I’événement A par :

f(A) = 22,

Expérimentalement, il s’avére que f(A) admet une limite lorsque N — +oo. C’est ce qu’on appelle la loi empirique
des grands nombres. On peut donc définir expérimentalement p(A) = limy_, ;o fn(A). Cependant, on n’a pas ainsi
démontré que p est une probabilité : il ne s’agit pour I’instant que d’une approche intuitive. On donnera plus loin la
loi forte des grands nombres (proposition 6.99), qui permettra de justifier mathématiquement la loi empirique. On
peut remarquer que fy(E) = % =1.

Exemple 2.22 (Le cas équiprobable) Soit (E, T, p) un espace probabilisé. On suppose que tous les singletons
appartiennent 2 la tribu et que les événements élémentaires sont équiprobables. On a alors : p({x}) = ﬁ pour tout
x €E.

Définition 2.23 (Mesure atomique) Soit (E, T, m) un espace mesuré tel que : {x} € T pour tout x de E. On dit que
m est portée par S € T si m(S¢) = 0. Soit x € E, on dit que x est un atome ponctuel de m si m({x}) = 0. On dit que
m est purement atomique si elle est portée par la partie de E formée par I’ensemble de ses atomes ponctuels.

Définition 2.24 (Mesure diffuse) Soient (E, T) un espace mesurable et m une mesure sur T . On dit que m est
diffuse si {x} € T et m({x}) = 0 pour tout x € E. (Cette définition est aussi valable pour une mesure signée sur T,
définie dans la section 2.4.)

Définition 2.25 (Partie négligeable) Soient (E, T, m) un espace mesuré et A C E. On dit que A est négligeable s’il
existe un ensemble B € T tel que A C B et m(B) = 0.

Définition 2.26 (Mesure complete) Soit (E, T, m) un espace mesuré, on dit que m est compléte (ou que I’espace
(E, T, m) est complet) si toutes les parties négligeables sont mesurables, ¢’est-a-dire appartiennent a T.

La proposition suivante donne les principales propriétés d’une mesure.
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Proposition 2.27 (Propriétés des mesures) Soit (E, T,m) un espace mesuré. La mesure m vérifie les quatre

propriétés suivantes :

1. Monotonie : Soit A, Be T, A C B, alors
m(A) < m(B).

2. o-sous-additivité : Soit (A,)),eny C T, alors
m(| JA) <) m(A,).
neN neN

3. Continuité croissante : Soit (A,),en C T, telle que A,, C A1, pour tout n € N, alors

m(|_JAn) = lim (m(A,)) = sup(m(A,)).

n—oo

neN neN

(2.3)

(2.4)

(2.5)

4. Continuité décroissante : Soit (A,),en C T, telle que A, .1 C A, pour tout n € N, et telle que il existe ng € N,

m(A,,) < oo, alors

ﬂA_Jm m(A,)) = inf(m(A,)).

n—oo neN
neN

(2.6)

DEMONSTRATION — La démonstration de ces propriétés est facile : elles découlent toutes du caractere positif et du
caractere o-additif de la mesure. Attention : ces propriétés ne sont pas vérifiées par les mesures signées que nous verrons

a la section 2.4.

1. Monotonie. Soit A,Be T, ACB.OnaB=AU(B\A)et AN(B\A)=0. Comme A€ Tet B\A=BNAS €T,
I’additivité de m (voir la remarque 2.14) donne m(B) = m(A) + m(B \ A) > m(A), car m prend ses valeurs dans R, .

Noter aussi que m(B\ A) = m(B) —m(A) si 0 < m(A) < m(B) < co (mais cette relation n’a pas de sens si m(A) =

m(B) = o).

2. o—sous additivité. Soit (Aj)eny C T. On veut montrer que

m(UAn) < Zm(A

neN neN

On pose By = Ag et, par récurrence sur n, B, = A, \ (U” 1B, i) pour n > 1. Par récurrence sur n on montre que

B;, € T pour tout n en remarquant que, pour n > 1, B, = A, N (ﬂ” 1 Bc) La construction des B,, assure que

B,NB,, =0sin=met UA”: UB”'
neN neN
Pour vérifier cette derniere propriété, on remarque que

B,, C A, etdonc U B, C U Ay

neN neN

Puis, six € A, etx & U:’:_& B;, on a alors

n-1
xeAnm(ﬂBf.):
i=0
UA,,C UB,1

Ceci prouve que

neN neN

et donc, finalement,
U A, = U B,,.
neN neN
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On utilise maintenant la c—additivité de m et la monotonie de m (car B,, C A,;,) pour écrire que
m(( A =m(| B =) mBy)<) mA,).
neN neN neN neN
. Continuité croissante. Soit (A,),eny C T, telle que A, C Ay, 1, pour tout n € N. Par monotonie de m, on a
m(A;41) = m(A,), pour tout n € N,

et donc

lim m(A,)=supm(A,) e R,.

n—+oo neN

On pose A = | J,,ey Ay, et on définit la suite (By;),en par
Byg=AgpetB, =A,;\A,_1 pourtout n > 1
(noter que A;,_1 C A;).Ona
A= UA,, = UBn,BneTpourtoutneNetBnﬂBm:(Z)sin¢m.

neN neN
La o—additivité de m nous donne

m(A)=m(| By =) m(B,)= ngrpmimwp).
p=0

neN neN

Puis, comme A, = UZ:O By, additivité de m (qui se déduit de la 0—additivité) nous donne

n—+oo

Zm(Bp) =m(A,)etdonc m(A)= lim m(A,).
p=0

. Continuité décroissante. Soit (A;)eny C T, telle que A, C Ay, pour tout n € N, et telle qu’il existe ng € N,
m(Ay,) <oo.
Par monotonie, on a (A1) < m(A,) pour tout # € N et donc

lim m(A,) = inf m(A,) € R,.
neN

n—-+o0o
On a aussi, par monotonie,
m(A) < m(A,), pour tout n € N, avec A = m A,
neN
Comme m(A;;,) < o, on a aussi
m(A;;) < oo pour tout 1 > ng et m(A) < oco.
On pose B, = Ay \ Ay = Ay, NAS§, € T, pour tout n > ng. La suite (Bi)nzn, est croissante (B;, C B;,41 pour tout n

> ngp) et
B={JBu= ) A\ A =Au\ [) An=Ay \A
n>0 nxng nxmng
La continuité croissante donne
m(Au \A) = m(B)= Lim m(B,)= lim m(Au\Ay) )

Comme A C Ay, onam(Ay \ A) = m(Ay,) —m(A) (car m(A) < m(A,,) < co, on utilise ici la remarque  la fin
de la preuve de la monotonie). De méme, comme Ay C Ay (pour 11 > ng), on a m(Ay, \ Ay) = m(Ay,) —m(Ay)
(car m(A,;) < m(Ay,) < co). En utilisant une nouvelle fois que m(A;,) < co, on déduit de (2.7) que m(A) =

limy 1 0o m(Ap). =
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Théoréme 2.28 (Mesure complétée) Soit (E, T, m) un espace mesuré, on note N,, ’ensemble des parties négli-
geables. On pose T= {AUN, AeT, NeN,} Alors T est une tribu, et il existe une et une seule mesure, notée i,
sur T, égale a m sur T. De plus, une partie de E est négligeable pour (E, T, 1) si et seulement si elle est négligeable
pour (E, T, m). la mesure 1 est compléte et 'espace mesuré (E, T, 1) s appelle le complété de (E, T, m). La mesure
m s’appelle la mesure complétée de la mesure m.

La démonstration de ce théoreme fait I’objet de 1’exercice 2.33.

On introduit maintenant la notion de mesure absolument continue, cette notion est intéressante en liaison avec les
mesures de densité (définition 4.21). On montrera au chapitre 6 que, si (E, T, m) un espace mesuré o-fini et p une
mesure finie sur T, alors y est absolument continue par rapport a m si et seulement si p est une mesure de densité
par rapport a m (théoreme 6.78). Cette notion de mesure absolument continue peut étre sautée en premiére lecture.

Définition 2.29 (Mesure absolument continue, mesure étrangere)
Soient (E, T) un espace mesurable, et m et | des mesures (positives) sur T.

1. On dit que la mesure y est absolument continue par rapport a la mesure m (et on note u << m) si pour tout
A €T tel que m(A) =0, alors p(A) = 0.

2. On dit que la mesure y est étrangére a la mesure m (et note pLm) s’il existe A € T tel que m(A) = 0 et u(A€) = 0.

Proposition 2.30 Soient (E, T) un espace mesurable, et m et yp des mesures (positives) sur T ; on suppose de plus
que la mesure y est o-finie. Alors il existe une mesure y, absolument continue par rapport a m et une mesure |,
étrangere a m (et a y,) telle que p = pg + Y.

DEMONSTRATION —  On suppose tout d’abord que p est une mesure finie. On pose o = sup{p(A); A € T, m(A) = 0}.
11 existe donc une suite (A,),en C T telle que m(A,;) = 0, pour tout nn € N, et p(A,) — «a, quand n — +oco. On pose
alors C = J,,en Ay

OnaCeT,0<m(C)<) ,enm(Ay) = 0 (par o-sous additivité de m), p(C) > u(A,,) pour tout n € N (par monotonie
de p) et donc, en passant a la limite quand # — +oo, p(C) > «. Enfin, la définition de o donne alors p(C) = a. On a
donc trouvé C € T tel que m(C) =0 et p(C) = a.

Pour A € T, on pose pe(A) = p(ANC) et py(A) = p(ANCE).

Il est clair que p, et p, sont des mesures sur T et que p = pe + pp. Comme po(C€) = 0 et p,y(C) = 0, les mesures i, et
Me sont étrangeres. Comme m(C) = 0 et po(C) = 0, les mesures i, et m sont aussi étrangeres. Il reste 2 montrer que p,
est absolument continue par rapport a 1.
Soit B € T tel que m(B) = 0. On veut montrer que p,(B) = 0, c’est-a-dire que (BN C) = 0. On pose D =B N C et
F=CuUD.CommeDNC=0,0na

m(F) = m(C) + m(D) < m(C) + m(B) = 0 et mu(F) = u(C) + u(D) = a + p(D).
Comme m(F) = 0, la définition de a donne que p(F) < a. On a donc o + p(D) < «, d’oui I’on déduit, comme o € R (et
c’est ici que I’on utilise le fait que p est une mesure finie), que u(D) = 0, c’est-a-dire p,(B) = 0. On a bien ainsi montré
que i, est absolument continue par rapport a 1.

On considere maintenant le cas général ol p est o-finie. Il existe une suite (E,),eny C T telle que E = (J,,en Eys
WE;) < oo pour tout n € N et E,, N E,;; =0 si n = m (voir la remarque 2.19).

PourneNet A €T, on pose
n(A) = WANE,).
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(n)

La mesure p(”) est donc finie sur T. Le raisonnement précédent donne donc I’existence de i, ~ absolument continue par

i”) étrangere a m (et a p&”)) telle que pl(”) = ug") + }/l(en). On pose alors, pour Ae T :

pe(8) = Y p () pa(a) = Y pla).
neN neN

e €t Py sont bien des mesures sur T (voir I’exercice 4.2) et il est clair que p = p, + ;. Bz absolument continue par
rapport a m et p, étrangere a m (et a p,). [

rapport a m et de p

11 est parfois utile (surtout en théorie des probabilités, mais une telle question apparait aussi dans le section 2.5 et
dans le chapitre 7) de montrer I’unicité d’une mesure ayant des propriétés données. La proposition suivante donne
une méthode pour montrer une telle unicité (d’autres méthodes sont possibles, voir, par exemple, la proposition 5.8
dans le chapitre 5).

Proposition 2.31 (Condition suffisante pour I’égalité de deux mesures) Soit (E, T) un espace mesurable et m,
n deux mesures sur T. On suppose qu’il existe C C T tel que

1. C engendre T,

2. C est stable par intersection finie (¢’est-a-dire A,BeC = ANBeC(),

3. Il existe une suite (E,),cn C C telle que E, NE,; =0 si n = m, m(E,)) < oo, pour tout n € N, et E=J,,cnEs1,

4. m(A) = w(A) pour tout A e C.

On a alors m = |y (c’est-a-dire m(A) = w(A) pour tout A € T).

La démonstration de cette proposition fait 1’objet de 1’exercice 2.22 qui découle de 1’exercice 2.14 (consacré au
théoréeme 1t — A de E. Dynkin).

2.4 Mesure signée

Définition 2.32 (Mesure signée) Soit (E, T) un espace mesurable. On appelle mesure signée (sur T) une application
m: T — R vérifiant la propriété de 6-additivité, c’est-a-dire telle que pour toute famille (A,,),en C T, telle que A,

NA, =0 sin=m,
m(U A,) = Zm(An). 2.8)

neN neN

Noter qu’une mesure signée prend ses valeurs dans R. En prenant A, = () pour tout n € N dans (2.8), on en déduit
que m(0) = 0.

On peut aussi considérer des mesures a valeurs complexes (c’est-a-dire dans C). Dans ce cas, les parties réelles et
imaginaires de ces mesures a valeurs complexes sont des mesures signées.

Dans toute la suite du cours, les mesures considérées seront en général positives, c’est-a-dire (cf. définition 2.13) a
valeurs dans R, . Lorsque 1’on s’intéressera  des mesures prenant leurs valeurs dans R, on précisera qu’il s’agit de
mesures signées. Noter que les mesures signées ne vérifient pas, en général, les propriétés (2.3) et (2.4). Pour avoir
un contre—exemple, il suffit de considérer une mesure signée m (non nulle) telle que —m soit une mesure (positive).

Proposition 2.33 (Décomposition de Hahn d’une mesure signée) Soient (E, T) un espace mesurable et m une
mesure signée sur T. Alors, il existe deux mesures (positives) finies, notées m* et m~, telles que :
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1. m(A) = m*(A)—m~(A), pour tout A € T.
2. Les mesures m* et m~ sont étrangéres, ¢’est-a-dire qu’il existe C € T tel que m*(C) =0, et m~(E\ C) = 0.
Une conséquence des propriétés ci-dessus est que m™(A) = —m(A N C) et m*(A) = m(ANC°) pour tout A € T.

De plus, la décomposition de m en différence de deux mesures (positives) finies étrangeres est unique. Elle s’appelle
décomposition de Hahn de m.

DEMONSTRATION — La démonstration d’existence de m* et m™ est décomposée en trois étapes. Dans la premiére
étape, on va montrer que, si A € T, il existe A € T tel que A C A, m(A) > m(A) et :

BeT, BCA = m(B)>0.
Cette premiere étape nous permettra, dans 1’étape 2, de montrer I’existence de C € T tel que m(C) = sup{m(A), A € T}
(ceci montre, en particulier que sup{m(A), A € T} < c0).
Enfin, dans 1’étape 3, on pose m*(A) = m(ANC) et m™(A) = —m(A N CC) (pour tout A € T) et on remarque que m* et
m~ sont des mesures finies, étrangeres et telles que m = m*™ —m™.
Etape 1. Soit A € T, on montre, dans cette étape, qu’il existe A € T tel que A C A, m(A) > m(A) et :

BeT, BCA = m(B)>0. (2.9)
On commence par montrer, par récurrence sur n, I’existence d’une suite (B,;),,cn d’éléments de T tels que :
1. Bg = A,
2. B;;4+1 C By, pour tout n € N,
3. m(By \ Byy1) < Bn = max{ 3, —1} ot a, = inf{m(C),C e T,C C B,,}.
On prend By = A. Soit maintenant n € N, on suppose By connu pour p <n.Ona

ay, =inf{m(C),CCB,} <0
(car @ C By). Si oy, = —o0, il existe C;, € T tel que

C, CByetm(Cy) <p;, =-1.
Si—co <y, <0,0nap, > ay,ilexiste donc C,, € T tel que
C, C B, etm(Cy) < By

Si ay; = 0, on prend C,, = 0. Enfin, on prend B,,,; = B, \ C,, et on obtient bien les propriétés désirées en remarquant
que Cyy =By \ Byy1.

La suite (B,;);,ery est décroissante (c’est-a-dire B, .1 C B,;, pour tout n € N). Pour m > n, on a donc C,;; C B, C B4
et donc C,,;, NC,; =0 (car B,,.1 = B, \ C;)). Par o—additivité de m, on en déduit

m((JCu)=)_m(Cu)

neN neN
Comme m(|J,en Cyy) € R, la série de terme général m(C,,) est convergente. On a donc

m(C,,) — 0 quand #n — +oo et donc B, — 0 quand 1 — +o0

(car m(C,;) < B, < 0) et, finalement,
a, — 0 quand n — +oo.

A:A\UcnzﬂBn.

neN neN

On pose maintenant

On a, bien siir, A € T et A C A. On montre maintenant que A vérifie (2.9). Soit C e T, C C A. On a, pour tout 1 € N,
C c By, et donc m(C) > «,. Quand n — +o0, on en déduit que m(C) > 0. ce qui donne bien (2.9).

Tl reste & montrer que m(A) > m(A). Comme A = AU (|J,,eny Cy;) (et que cette union est “disjointe”), la o—additivité de
m donne que m(A) = m(A)+ ) ey m(Cpy) < m(A). Ce qui termine la premiere étape.
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Etape 2. On pose o = sup{m(A), A € T} et on montre, dans cette étape, qu’il existe C € T tel que m(C) = a.

Par définition d’une borne supérieure, il existe une suite (A;,),cn d’éléments de T telle que m(A;,) — « quand n — +oo.
Grice a I’étape 1, on peut supposer (quitte & remplacer A,, par A,, construit comme dans I’étape 1) que A,, vérifie (2.9),
c’est-a-dire que pour tout n € N :

BeT, BCcA,, = m(B)>0. (2.10)

On pose C = |J,,eny Ay- On commence par montrer que n1(C) > m(A,,), pour tout m € N.

Soit m € N. On peut écrire C comme une union “disjointe” :
C=ApU( U Cn,m)'

n#m
avec C;, ,, € T et C;y ; C Ay, pour tout m # n. En effet, il suffit pour cela de construire par récurrence (sur ) la suite
des C,;; ;; en prenant pour C,, ,, 'intersection de C avec A, a laquelle on retranche A, et les C;, ;,, précédemment
construits.

Par o—additivité de m, on a

m(C)=m(Am)+ ) m(Cm)

n#m

puis, comme C,, ,,, C Ay, on a, par (2.10), m(C,, ;) > 0. On en déduit m(C) > m(A,;,).
En faisant tendre m vers oo, on a alors m(C) > a et donc, finalement m(C) = a.
Etape 3. Construction de m™* et m™.

Pour construire m* et m~, on utilise un élément C de T tel que m(C) = a = sup{m(A), A € T} (I'existence de C a été
montré a 1’étape 2). Pour A € T, on pose :

mt(A)=m(ANC), m(A) = -m(ANCE).
On am*(0) = m~(0) = 0 (car m(P) = 0) et les applications m™ et m~ sont des applications c—additives de T dans R

(car m est c—additive). Pour montrer que m* et m~ sont des mesures finies, il suffit de montrer qu’elles prennent leurs
valeurs dans R, , ce que I’on montre maintenant.

Soit A € T, on a, par additivité de m et grace a la définition de «,
a=m(C)=m(ANC)+m(A°NC)<m(ANC)+a.
On en déduit m(A N C) > 0, ce qui prouve bien que m*(A) € R,. On a aussi, encore une fois par additivité de m et
grace a la définition de a,
a>m(C)+m(ANCE) =a+m(ANCE).
On en déduit m(ANC°) <0 etdonc m™(A) e R,.
Les applications m* et m~ sont des mesures finies (noter que m* (E) = m(EN C) < oo et m™(E) = m(E N C°) < o).
Elles sont étrangeres car
m*(C) =m(C°NC)=m(@)=0etm (C)=-m(CNC)=0.
Enfin, pour tout A € T, on a, par c—additivité de m :
m(A) = m(ANC)+m(ANC) =mb(A)—m~(A).

Ceci termine la démonstration de 1’existence de m™ et m™.

Pour montrer I’unicité de cette décomposition de 1, on suppose que p et v sont deux mesures finies étrangeres telles
que m = p—v. Comme elle sont étrangeres, il existe D € T tel que p(D®) = v(D) = 0. On montre alors que, pour tout
A €T, on a nécessairement :

u(A) =sup{m(B); Be T, BC A}. (2.11)
Eneffet,siAeTetBeT, BC A, onam(B)=pu(B)—-v(B) < u(B) < p(A) (par positivité de v et monotonie de p). Puis,
enprenant B=AND,ona

m(B) = m(AND) = u(AND)-v(AND) = u(AND) = p(A) - p(A N D) = p(A).
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Ceci prouve bien que (2.11) est vraie (et prouve que le sup est atteint pour B = AN D). L’égalité (2.11) donne donc de
maniére unique p en fonction de m. L'unicité de v découle alors du fait que v = p —m. L

Remarque 2.34 Une conséquence de la proposition 2.33 est que la série ), . (A,,) apparaissant dans (2.8) est
absolument convergente car (pour toute famille (A,,),ey C T telle que A, N A,, =0, sin # m)ona

Z|m(AP)| < ZW(A,,) + Zm‘(Ap) < m*(E)+m(E) < co.
p=0 p=0 p=0

En fait, la définition 2.32 donne directement que la série } , . m(A,,) apparaissant dans (2.8) est commutativement
convergente (c’est-a-dire qu’elle est convergente, dans R, quel que soit I’ordre dans lequel on prend les termes de la
série et la somme de la série ne dépend pas de 1’ordre dans lequel les termes ont été pris). Elle est donc absolument
convergente (voir 1’exercice 2.34). Nous verrons plus loin que cette équivalence entre les séries absolument
convergentes et les séries commutativement convergentes est fausse pour des séries a valeurs dans un espace de
Banach de dimension infinie.

2.5 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Il serait bien agréable, pour la suite du cours, de montrer 1’existence d’une application A, définie sur tout P(R) et
a valeurs dans R, telle que I’image par A d’un intervalle de R soit la longueur de cet intervalle, et qui vérifie les
propriétés (4.1) et (4.2). Malheureusement, on peut montrer qu’une telle application n’existe pas (voir les exercices
2.29 et 2.28). Le théoréme suivant donne 1’existence d’une telle application définie seulement sur la tribu des
boréliens de R, notée B(R) (I’exercice 2.29 donne alors que B(R) = P(R)). Cette application s’appelle la mesure de
Lebesgue.

Théoreme 2.35 (Carathéodory) Il existe une et une seule mesure sur B(R), notée \ et appelée mesure de Lebesgue
sur les boréliens, telle que Mo, B[) = p— o, pour tout (e, p) € R? telle que —co < a < p < +oo.

Il y a plusieurs démonstrations possibles de ce théoreme. Pour la partie “existence” de ce théoréme, nous donnons
dans cette section une démonstration due a Carathéodory. Soit A C R. On définit A*(A) par :

n
A(A)=  inf U(A;),
(Ai)ien€EA ; '
ol E4 est ’ensemble des familles dénombrables d’intervalles ouverts dont I’union contient A, et £(A;) représente la
longueur de I’intervalle A;. On peut montrer (voir ’exercice 2.28) que I’application A" ainsi définie de P(R) dans
R, n’est pas o- additive (ce n’est donc pas une mesure).

On montre toutefois dans cette section que la restriction de A* a 5(IR) est une mesure, qu’on note A, mesure de
Lebesgue. L’existence de la mesure de Lebesgue peut aussi étre démontrée en utilisant un théoréme plus général (de
F. Riesz) que nous verrons dans un chapitre ultérieur (théoréme 5.6 page 195).

Apres la définition de A* et la démonstration de propriétés de A*, on donne la démonstration de la partie existence
du théoreme de Carathéodory (voir page 45). La partie unicité du théoreme de Carathéodory (voir page 47) peut
étre démontrée en utilisant la régularité des mesures sur B(R) (Théoréme 2.43, trés utile dans la suite du cours)
et d’un lemme classique sur les ouverts de R (lemme 2.44). Cette partie “unicité” peut aussi étre démontrée, plus
directement, en utilisant la proposition 2.31.
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Définition 2.36 (Définition de \*) Soit A € P(R). On pose

N'(A) =inf() 6(1); (Ly)nen € Eal,
neN

avec Ex = {(I)nerys Iy =lay, by, —00 < a, < b, < 400, Vn € N, A C UpenIn} et €(I) = b—a si I =]a, b,
—00<a<b<+oo.

Proposition 2.37 (Propriétés de \*) L’application \* : P(R) — R, (définie dans la définition 2.36) vérifie les
propriétés suivantes :

1. X(0) =0,

2. (Monotonie) X*(A) < X*(B), pour tout A, B € P(R) tel que A C B,

3. (o—sous additivité) Soit (Ay),en C P(R) et A =, ey Ay, alors

N(A) <) X (A),

neN

4. X*(Ja, b[) = b — a pour tout (a,b) € R? tel que —co < a < b < +co.

DEMONSTRATION —  On remarque tout d’abord que A*(A) € R, pour tout A € P(R) (car \*(A) est la borne inférieure
d’une partie de R ).

Propriété 1. Pour montrer que A*(0) = 0, il suffit de remarquer que (I,,),eN € Eg avec I,, = @ pour tout n € N, et donc
0< )‘*((D) < ZneN £(1,) = 0.

Propriété 2. Soit A, B € P(R) tels que A C B. On a Eg C Ep et donc A*(A) < X*(B).
Propriété 3. Soit (A;),eny C P(R) et A = (J,;,en Ay- 11 suffit de considérer le cas ol A*(A,;) < +oo pour tout 1 € N
(sinon, I’inégalité est immédiate).
Soit € > 0. Pour tout n € N, il existe (I, ;) meN € Ea,, telle que
. €
Z ) <X () + 257
meN
On remarque alors que (In,m)(n,m)eNZ est un recouvrement de A par des intervalles ouverts et donc que :
NAYS ) ULy
(n,m)eN2

Noter que ), yyen2 €(In,m) = Lnen {(1g(n)): ol @ est une bijection de N dans N? (cette somme ne dépend pas de la
bijection choisie, voir le lemme 2.15 page 32). Avec le lemme 2.38 ci-dessous, on en déduit :

NAY Y () lym) <) N (An)+ 26,

neN meN neN
ce qui donne bien, en faisant tendre € vers 0 :

N(A) ) A(A).

neN

Propriété 4. Pour montrer la quatri¢me propriété, on commence par montrer que

AN([a,b])=b-a, Ya,beR,a<b. (2.12)
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Soitdonca, beR, a<b.

Comme [a,b] Cla—¢,b+ €[, pour tout € > 0, on a A\*([a,b]) < b—a+ 2e. On en déduit A*([a,b]) < b —a.

Pour démontrer I'inégalité inverse, soit (I;) e € E[4 p]- Par compacité de [a, b], il existe n € N tel que [a,b] C U”

On peut alors construire (par récurrence) ig, i1, ..., ig € {0,...,n} tels que a;; <a, 2iy, < b; , pour tout p € {0,...,q9— 1},
b< biq- On en déduit que

b- a<Zb1 -4, <Z€ ) etdonc b—a < X*([a, b]).
neN
Ceci donne bien (2.12).
En remarquant que [a+¢,b —¢] Cla, b[C [a,b] pour tout a,b € R, a < b, et 0 < & < (b —a)/2, la monotonie de A* donne
(avec (2.12)) que A*(]a, b[) = b —a pour tout a, b € R, a < b. La monotonie de A* donne alors aussi que
M([a,b[) = A*(Ja, b]) = A*(Ja,b]) = b —a pour tout g, b e R,a< b

, et enfin que
I*(] = 00,a]) = X*(] — o0, a[) = A*(Ja, +o0]) = A*([a, +00]) = +00 pour tout a € R.
(]
Lemme 2.38 (Double série a termes positifs) Soit (a,, ) (,men2 C Ry. Alorsona:
Z Apm = Z(Z“n,m)-

(H,WZ)ENZ neN meN

DEMONSTRATION —  On pose
A= T amen= Y

(H,Wl)GNZ neN meN
Soit ¢ une bijection de N dans N2.On rappelle que Z(n,m)eNZ Apm = ZpeN agp(p)-
Pour tout i, j € N, il existe n € N tel que {0,...,i} x{0,... j} C {@(0),...,@(n)}. Comme a,, ;, > 0 pour tout (1, ), on en
déduit que

SR ¥

n=0 m=

et donc, en faisant tendre j puis i vers +oco, que A > B. Un raisonnement similaire donne que B > A et donc A = B.
n

On introduit maintenant la tribu de Lebesgue, sur laquelle on montrera que A* est une mesure.

Définition 2.39 (Tribu de Lebesgue) On pose L = {E € P(R) tel que \*(A) = A*(ANE) + X*(A N E°) pour tout
A € P(R)}. On rappelle que \* est définie dans la définition 2.36 (et que E° = R\ E). Cet ensemble de parties de R
noté L s’appelle tribu de Lebesgue (on montre dans la proposition 2.42 que L est bien une tribu).

Remarque 2.40 On peut avoir une premiere idée de 1’intérét de la définition 2.39 en remarquant qu’elle donne
immédiatement 1’additivité de A* sur £. En effet, soit E;,E, C R tels que E; NE, = 0 et soit A C R. On suppose
que E; € L et on utilise la définition de £ avec A N (E; UE,), on obtient (car E; NE, =0) :

NM(AN(E; UEp)) =X (AN(E; UE;))NE )+ A (AN (Ey UEy)NE])
= )\*(Aﬂ El) + XF(AO Ez)
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Par récurrence sur 7, on a donc aussi

n n
NAan( e =) MANE),
i=1 i=1
desque Ey,...,E, 1 € L,AE, CRetE;NE;=0sii=j,i,je(l,... n}.
En particulier, en prenant A = IR, on obtient 1’additivité de A* sur L, c’est-a-dire

n 7
N JE) =) N(E),
i=1 i=1
siEq,...,E,_1 € LetE; NE; = Osii=j,i,je{l,...,n}.
Remarque 2.41 Pour tout E, A € P(R), on a, par c—sous additivité de A",
A (A) < A (ANE)+ A" (ANES).
Pour montrer que E € £ (définie dans la définition 2.39), il suffit donc de montrer que

A(A) = A (ANE)+ A" (ANES), pour tout A € P(R).

Proposition 2.42 (Propriétés de £) L est une tribu sur R et AI*—C est une mesure. L et \* sont définies dans les
définitions 2.36 et 2.39.

DEMONSTRATION — Il est immédiat que @ € £ et que L est stable par “passage au complémentaire”. On sait aussi

que A*(0) = 0. Il reste donc & démontrer que £ est stable par union dénombrable et que la restriction de A* a £ est une
mesure. Ceci se fait en deux étapes décrites ci-apres.

Etape 1. On montre, dans cette étape, que £ est stable par union finie et que, si n > 2 et (E)i=1,.,n C Lest telle que
E;iNEj=0sii#j,alorsona:

M(ANE;), YA € P(R). 2.13)

n n
an( e =
i=1 i=1
(Cette derniére propriété donne 1’additivité de A* sur £ en prenant A = R, cette propriété d’additivité a déja été signalée
dans la remarque 2.40.)

Par une récurrence facile, il suffit de montrer que E{ UE; € L si Eq, E, € £ et de montrer la propriété (2.13) pour n = 2.
Soit donc E1, Ep € £. On pose E = E| UE;. Pour montrer que E € £, il suffit de montrer (voir la remarque 2.41) que

A(A) > A" (ANE)+ A" (ANES), pour tout A € P(R).
Soit A € P(R). Par o—sous additivité de A* on a
N(AN(E; UE) =X ((ANE]) U(ANES NEy)) <A (ANE;)+ A (ANE] NEy),
et donc
M(AN(BLUE)+ A (AN (E; UE))S) <A (ANEq)
+ A (ANE{ NEy) + A" (ANES NEY).

Comme E; € £,ona
A(ANE]) =X (ANE] NEy) + X" (ANE] NE)).
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Puis, comme Eq € £L,on a
A(A) = A"(ANE) + A" (ANEY).
On en déduit
M(AN(E]UE))+ A (AN (E; UE)S) < A*(A).
Ce qui prouve que E € L.
Pour montrer (2.13) avec n =2 si Ey, E» € £ avec E{ N Ey = 0, il suffit de remarquer que (pour tout A € P(R))
A (AN(E; UE) =X ((ANE;)U(ANEy))
=M ([(ANE1)U(ANE)]NE1) + A ([(ANE;) U(ANER)]NE])
=A(ANE)+ X (ANEy).
(On a utilisé le fait que Eq € £.) Ceci termine 1’étape 1.
Une conséquence de cette étape (et du fait que L est stable par passage au complémentaire) est que L est stable par

intersection finie.

Etape 2. On montre, dans cette étape, que L est stable par union dénombrable et la restriction de A* a £ est une mesure
(ce qui termine la démonstration de la proposition 2.42).

Soit (E)ueny € £ et E = ;e Ey- On veut montrer que E € £. On commence par remarquer que E = | J,,en Fy
avec Fy = Eg et, par récurrence, pour n > 1, F, = E;; \ U;’;a F,. Létape 1 nous donne que (F;),en C £ et, comme
F, NE,, =0 si n=m, on peut utiliser (2.13). Pour tout A € P(R), on a donc :

A*(A):A*(AO(U Fp))+)\*(Aﬂ(U E,)°) (2.14)
p=0 p=0
:ZA*(AHFPHA*(AO(U Ey)°). (2.15)
p=0 p=0

En utilisant le fait que E€ C (UZZO F,)¢ et la monotonie de A*, on a
n
AN B9z A AnE).
p=0

En faisant tendre n vers +oo dans (2.15) et en utilisant la —sous additivité de A*, on en déduit alors que
A(A) > A (ANE)+ A (ANE°).
Ceci prouve que E € £ (voir remarque 2.41) et donc que L est une tribu.

Il reste a montrer que A* est une mesure sur £. Soit (Ey),eny C £ telle que E;NE; =0sii# jet E = J,enyEy. Par
monotonie de A* on a, pour tout 1 € N,

n
X‘(U E,) < \(E) pour tout n € N,
p=0

et donc, en utilisant I’additivité de A* sur £ (démontrée a 1’étape 1, voir (2.13) avec A = E), ):2:0 N(Ep) < A(E). En
passant a la limite quand n — +co, on obtient que

ZA*(EP) < \(B).
p=0

D’autre part, A*(E) < Z;i% A*(Ep), par o—sous additivité de A*. On a donc

\(E) = ZX‘(EP).
p=0

Ceci prouve que }\rﬁ est une mesure. ]
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DEMONSTRATION DE LA PARTIE “EXISTENCE” DU THEOREME 2.35 Pour montrer la partie “existence” du théoréme
2.35, il suffit, grice aux propositions 2.37 et 2.42, de montrer que £ (définie dans la définition 2.39) contient B(R).
Pour cela, il suffit de montrer que ]a, +oo[€ £ pour tout a € R (car {]a, +oo[, a € R} engendre B(R)). Soit donc a € R et
E =]a,+oo[ et A € P(R), on veut montrer que
A(A) = A (ANE)+ A" (ANES).
On peut supposer que A*(A) < +oo (sinon I’inégalité est immédiate).
Soit € > 0. Par la définition de A*(A), il existe (I,;),en € Ea telle que A*(A) > ) ,cn0(I;) — . Comme ANE C
(UnenI;; NE)) et ANEC C (Uen(In NE)), la 6—sous additivité de A* donne
M(ANE) < ZA (I,NE) et \*(ANES) < ZA (I, N E°).
neN neN
Comme I,,NE et I,,NE® sont des intervalles, la fin de la démonstration de la proposition 2.37 donne A*(1,NE) = £(I,,NE)
et A*(I,, N E€) = €(I,, N E°). On en déduit
M(ANE)+ M (ANES) < Z(€(In NE)+¢(1, NES)) Z(
neN neN
(car €(I, NE) + £(I, N E°) = €(1,,)) et donc A*(ANE)+ A*(ANE®) < A*(A) + &. Quand € — 0 on trouve I’inégalité
recherchée. On a bien montré que E € L. L]

On va maintenant démontrer un théoréme important dont on peut déduire, en particulier, la partie “unicité” du
théoreme 2.35.

Théoreme 2.43 (Régularité d’une mesure sur 5(R), finie sur les compacts) Soir m une mesure sur B(R). On
suppose que m est finie sur les compacts, c’est-a-dire que m(K) < +oo pour tout compact K de R (noter qu’un
compact est nécessairement dans B(R)). Alors, pour tout A € B(R) et tout € > 0, il existe un ouvert O et un fermé
F tel que F C A C O et m(O\ F) < . En particulier, on a donc, pour tout A € B(R), m(A) = inf{m(O), O ouvert
contenant A} et m(A) = sup{m(K), K compact inclus dans A}.

DEMONSTRATION — On appelle T I’ensemble des A € B(R) tel que pour tout € > 0, il existe O ouvert et F fermé
vérifiant F C A € O et m(O \ F) < &. On va montrer que T est une tribu contenant C = {]a, b[, —co < a < b < +o0}.
Comme C engendre B(R), ceci donnera T = B(R).

On montre tout d’abord que C C T. Soit —co <a < b < +oco et A =]a,b|.

Pour tout n > ng avec ng tel que (2/ng) <b—aona:
1 1
+—,b—-—-]CcAcC]ab|.
[+ = b=~ Ac]ab]

Pour 1 > ng, on pose By, =]a,a + (1/n)[U]b - (1/n), b[). La suite (B;) >4, est une suite décroissante et ngno B, =0.
Comme m est finie sur les compacts, on a m(B;;) < m([a,b]) < +oo. En utilisant la continuité décroissante de m
(proposition 2.27), on a donc :

m(]a, b[\[a + (%),b - %]) =m(la,a+ %)[U]b - %,b[) =m(B,,) = 0, lorsque n — +o0.

Soit maintenant € > 0 en prenant n assez grand on a m(B,;;) < e. En prenant O = A et F =[a+ (1/n),b—(1/n)],on a
bien O ouvert, F fermé, F C A c O et m(O \ F) <, ce qui prouve que ]a,b[e T.

On montre maintenant que T est une tribu. On remarque tout d’abord que @ € T (il suffit de prendre F = O =) et que T
est stable par passage au complémentaire (car, si FC A € O, ona O° € A° C F€ et F¢\ O¢ = O\ F). Il reste & montrer
que T est stable par union dénombrable.

Soit (Ap)ueny C T et A = |J,enyAy. On veut montrer que A € T. On va commencer par traiter le cas (simple) ol
m(A) < +oo puis le cas (plus difficile) oit m(A) = +o0.
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Premier cas. On suppose que #(A) < +oo.

Soit € > 0. Pour tout n € N, il existe O, ouvert et F,, fermé tel que F,, C A, € O, et m(O,, \ E;) < (¢/2™). On pose
0= UOnetF: UF,,.
neN neN
OnaFcAcO, mO\F)<2¢car (O\F) C Up,en(0y \ Ey), et O ouvert mais F n’est pas nécessairement fermé. ..

Cependant, puisque m(A) < +oco, on a aussi m(F) < +co. Par continuité croissante de m (appliquée a la suite
(U;l:0 E))nen), on a m(UZ:O E,) — m(F), quand 1 — +co, d’ou (puisque m(F) < +oco) m(F) - m(Ug:0 E,) — 0.
On prend alors F = U,I;I:o E, avec I\~I asseNZ grand pour que m(F\ F) = m~(15) - mEF) <& Onabien FC A CO, O ouvert,
F fermé et, comme (O \ F) = (O\ F)U(F\F), ona m(O\ F) = m(O \ F) + m(F \ F) < 3¢, ce qui prouve que A € T.

Deuxieéme cas. On suppose maintenant que m(A) = +oo (et le raisonnement précédent n’est plus correct si #(F) = +o0).
On raisonne en trois étapes :

1. Soit p € Z. On remarque d’abord que A, N [p,p + 1[€ T pour tout n € N. En effet, soit n € N et & > 0. Il existe O
ouvert et F fermé tel que FC A;; € O et m(O \ F) < . Pour k € N*, on a donc :

1 1
Fk:Fﬂ[p,p+1—%]CAnm[p,p+1[cOk:Oﬂ]p—ﬁ,p+1[.

On a F fermé, Oy ouvert et (Ox \ F) c (O \ F)U]p - %,p[u]p +1- %,p + 1[. On en déduit :
1
k

Or la continuité décroissante de m donne que m((]p — %,p[u]p +1- %,p +1[) — 0 quand k — +oo (on utilise ici le
fait que m([p — 1,p + 1]) < +oco car m est finie sur les compacts). Il existe donc k € N* tel que m(Oy \ Fy) < 2¢, ce
qui donne bien que A, N [p,p+1[e T.

MO\ B <+ m(lp =1, plUlp+1-.p+ 1))

2. Comme m(AN[p,p+1[) < +oco, on peut maintenant utiliser le premier cas avec AN[p,p+1[= U en(AnN[p, p+1[).
11 donne que AN |[p,p + 1[€ T pour tout p € Z.

3. On montre enfin que A € T. Soit &€ > 0. Pour tout p € Z, il existe un ouvert Oy et un fermé G, tel que G, C
ANn[p,p+1[c Oy et m(Op \ Gy) < ¢/(2/P). On prend O = Upez Op et F = Upez Gp. On obtient F C A C O,
m(O\ F) < 3e et O est ouvert. Il reste a montrer que F est fermé.

Soit (x;)yen C F tel que x;;, — x (dans R) quand n — +co. On veut montrer que x € F. Il existe p € Z tel que
x €]p-1,p+ 1[. Il existe donc ng € N tel que x,, €]p — 1, p + 1{ pour tout n > ng. Comme x,, € Ugez Gq et que
Gy C [9,q + 1[ pour tout g, on a donc x,, € Gp UGy pour tout n > ng. Comme Gp U Gp—1 est fermé, on en déduit
que x € Gp UGp_1 C F et donc que F est fermé.

Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que T est une tribu. Comme cela a déja été dit, on en
déduit que T = B(R).

On a donc bien montré que pour tout A € B(R) et pour tout & > 0, il existe O ouvert et F fermé vérifiant FC A C O et

m(O\F)<e.

On montre maintenant que m(A) = inf{m(O), O ouvert contenant A} pour tout A € B(R). Soit A € B(R). On remarque

d’abord que la monotonie d’une mesure donne

m(A) < inf{m(O), O ouvert contenant A}.
Puis, I’inégalité inverse est immédiate si m(A) = +oo. Enfin, si m(A) < +oo, pour tout € > 0 il existe O ouvert et F fermé
vérifiant FC A Cc O et m(O\F) <e.Onadonc O\ AcCO\F et donc (par monotonie de )
m(O\ A) <eet m(O)=m(A)+m(O\A) <m(A)+e

On a donc trouvé un ouvert O contenant A tel que m(O) — e < m(A). On en déduit que inf{m(O), O ouvert contenant

A} < m(A) et finalement que m(A) = inf{m(O), O ouvert contenant A}.

De maniére semblable, on montre aussi que m(A) = sup{m(K), K compact, K C A} pour tout A € B(R). En effet, soit

A € B(R). Ici aussi, on commence par remarquer que la monotonie d’une mesure donne

m(A) > sup{m(K), K compact, K C A}.
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On montre maintenant I’inégalité inverse. Soit € > 0. Il existe F fermé tel que F C A et m(A\F) < e. Si m(A) = +c0, onen
déduit que m(F) = +oo et donc que m(K;;) T +oo quand 1 — +oo (par continuité croissante de m) avec K,, = FN[-n,n].
Comme K, est compact pour tout n € N, on a donc
sup{m(K), K compact inclus dans A} = +co = m(A).
Si m(A) < +oo, on a m(A) > m(F) > m(A) — e et donc, pour n assez grand (toujours par continuité croissante de m),
m(K,;,) > m(F)—e > m(A) — 2e avec K,, = FN[-n,n].
Comme K, est compact pour tout n € N et que € est arbitraire, on en déduit que sup{m(K), K compact inclus dans

A} > m(A) et donc, finalement,
m(A) = sup{m(K),K compact, K C A}.

Pour démontrer la partie “unicité” du théoréme 2.35 avec le théoréme 2.43 on a aussi besoin du petit lemme suivant
(différent du lemme 2.11 car dans le lemme 2.44 on demande que les intervalles ouverts soient disjoints et on ne
demande plus qu’ils soient bornés).

Lemme 2.44 (Ouverts de R) Soir O un ouvert de R, alors O est une union au plus dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints deux a deux, c’est-a-dire qu’il existe (1,,) ¢y tel que ] CN, 1,, est un intervalle ouvert de R pour
toutn, 1, NI, =0sinzmet O=,el,

DEMONSTRATION —  Pour x € O on pose
Oy ={y € O;I(x,y) C O}, avec I(x,y) = {tx+ (1 - t)y,t € [0,1]}
(on a donc I(x,p) = [x,y] ou [y, x]). On remarque que O = [Jyeo Ox et que Oy est, pour tout x € O, un intervalle
ouvert (c’est I'intervalle ]inf Oy, sup Oy, avec inf Oy, sup Oy € R). Il est aussi facile de voir que, pour tous x, y € O,
Ox N Oy # 0 implique que Oy = O,. On peut trouver A C O tel que O = Jyep Ox et Ox N Oy =0six, y €A, x# .
Comme O, = () pour tout x € A, on peut donc construire une application de A dans Q en choisissant pour chaque x € A
un rationnel de O, (ce qui est possible car tout ouvert non vide de R contient un rationnel). Cette application est injective
car
OxNOy =0six,y €A x#y.

L’ensemble A est donc au plus dénombrable, ce qui termine la démonstration du lemme. [

Remarque 2.45 Dans la démonstration du lemme 2.44, O, est la composante connexe de x. Le lemme 2.44 consiste
donc a remarquer qu’un ouvert est réunion de ses composantes connexes, que celles ci sont disjointes deux a deux et
sont des ouverts connexes et donc des intervalles ouverts (car un connexe dans R est nécessairement un intervalle).

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “UNICITE” DU THEOREME 2.35

On a construit une mesure, notée A, sur 5(R) telle que A(]a, b[) = b —a pour tout a, b € R, a < b. Supposons que m soit
aussi une mesure sur B(R) telle que m(]a, b[) = b —a pour tout 4, b € R, a < b. On veut montrer que A = m (sur tout
B(R)). Nous le montrons ici avec deux méthodes différentes, utilisant le théoréme 2.43 ou la proposition 2.31.

Premiere méthode, avec le théoreme 2.43 sur la régularité d’une mesure finie sur les compacts. En utilisant le fait
que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux (lemme 2.44) et les propriétés
de o—additivité de X et de m, on montre que A(O) = m(O) pour tout ouvert O de R. Puis, en utilisant la derniére
assertion du théoreme de régularité (qui s’applique pour m et pour A, car m et A sont des mesures sur 3(R), finies sur
les compacts), on obtient A(A) = m(A) pour tout A € B(R), i.e. m = A.

Deuxiéme méthode, avec la proposition 2.31. On utilise la proposition 2.31 avec (E, T) = (R, B(R)) et C = {]a, ],
a,b € R, a < b}. On sait que C engendre B(R), et il est clair que C est stable par intersection finie. On prend maintenant
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F, = |n,n+1] pour n € Z. La famille (F,;),c7 est donc une famille dénombrable d’éléments de C, disjoints deux a deux
ettelle que R = J,,cz F,. Pour g, b € R, a < b, on a, par continuité décroissante de 1,

milab)= lim m(lab+ %[)

= lim (b—a+ l)
p—+oo p

=b-a

= M]a, b)).
On a donc m = A sur C (et m(F,;) < +oo pour tout n € Z). On peut donc appliquer la proposition 2.31. Elle donne A = m
sur B(R). u

Remarque 2.46 Nous avons vu que la mesure de Lebesgue, notée A, est réguliere. Ceci ne donne pas, pour
A € B(R), I’égalité de la mesure de A avec la mesure de son intérieur ou de son adhérence. Il suffit, pour s’en
convaincre, de prendre, par exemple, A = Q. On a alors A(A) = 0 (voir la remarque 2.49) et A(A) = +co.

Remarque 2.47 Nous avons donc, dans cette section, construit une application, notée \*, de P(R) dans R, . Cette
application n’est pas une mesure mais nous avons montré que la restriction de A* a la tribu de Lebesgue, notée L,
est une mesure. Puis, nous avons démontré que B(R) C £ et obtenu ainsi, en prenant la restriction de A* a B(R)
la mesure que nous cherchions. On peut se demander toutefois quelle est la différence entre £ et B(R). Du point
de vue des cardinaux, cette différence est considérable car card(L) = card(P(R)) alors que card(B(R)) = card(R)
mais du point de vue de I’intégration, la différence est dérisoire, comme nous pourrons le voir avec I’exercice 4.19
(plus complet que ’exercice 2.33) car I’espace mesuré (R, £, Al*z) est simplement le complété de (R, B(R), TB(R))'

On donne maintenant une propriété, spécifique a la mesure de Lebesgue, qui est a la base de toutes les formules de
changement de variable pour I’intégrale de Lebesgue.

Proposition 2.48 (Invariance par translation “généralisée”) Soit o« € R* et p € R. Pour A € P(R), on note
aA+p={ax+p, x € A}. Onaalors :

1. A € B(R) implique aA + f € B(R),

2. MaA +B) = |o|A(A) pour tout A € B(R).

Pour oo =1, cette propriété s appelle “invariance par translation de A”.

DEMONSTRATION —  Pour la premiére partie de la proposition, on pose T = {A € B(R); «A + p € B(R)}. On montre
facilement que T est une tribu contenant les intervalles ouverts, on en déduit que T = B(R).

Pour la deuxiéme partie, on pose, pour tout A € B(R), m1(A) = MaA + ) et mp(A) = |a|A(A). Il est facile de voir que
my et my sont des mesures sur B(R), finies sur les bornés, et qu’elles sont égales sur I’ensemble des intervalles ouverts.
On raisonne alors comme dans la démonstration de la partie “unicité” du théoreme 2.35, en utilisant le théoréme 2.43 ou
la proposition 2.31. Par exemple, en utilisant le lemme 2.44 et les propriétés de o—additivité de 1y et de my, on montre
que m1(O) = my(O) pour tout ouvert O de R. Puis, en utilisant la derniére assertion du théoréme de régularité (qui
s’applique pour m11 et pour #17), on obtient n11 (A) = my(A) pour tout A € B(RR). On a donc A(aA + B) = |a|A(A) pour
tout A € B(R). [

Remarque 2.49 La mesure de Lebesgue est diffuse (c’est-a-dire que A({x}) = 0 pour tout x € R). Donc, si D est
une partie dénombrable de R, on a A(D) = 0. Ainsi,

AN) =XMZ) = MQ) =0.

La réciproque est fausse. On construit par exemple un ensemble (dit “ensemble de Cantor”, K, qui est une partie
compacte non dénombrable de [0,1], vérifiant A(K) = 0, voir exercice 2.32).
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Définition 2.50 (Mesure de Lebesgue sur un borélien de R) Soir I un intervalle de R (ou, plus généralement,
Ie B(R)) et T ={B e B(R); B I} (on peut montrer que T = B(1), out I est muni de la topologie induite par celle
de R, voir ’exercice 2.3 page 54). 1l est facile de voir que T est une tribu sur 1 et que la restriction de A (définie
dans le théoreme 2.35) a T est une mesure sur T, donc sur les boréliens de 1 (voir ’exercice 2.17 page 66). On note
toujours par A cette mesure.

2.6 Indépendance et probabilité conditionnelle

2.6.1 Probabilité conditionnelle

Commencons par expliquer la notion de probabilité conditionnelle sur I’exemple du lancer de dé. On se place dans
le modele équiprobable : soient E ={1,2,3,4,5,6}, T = P(E) et p la probabilité définie par p({x}) = %, Vx€eE. La
probabilité de I’événement A “obtenir 6 est %. Supposons maintenant que 1I’on veuille évaluer la chance d’obtenir
un 6, alors que 1’on sait déja que le résultat est pair (événement B = {2, 4, 6}). Intuitivement, on a envie de dire que

la “chance” d’obtenir un 6 est alors —— = 1.
cardB 3

Définition 2.51 (Probabilité conditionnelle) Soient (E, T, p) un espace probabilisé et A,B € T.

Si p(B) # 0 la probabilité conditionnelle de A par rapport a B (on dit aussi probabilité de A par rapport a B),
notée p(A|B), est définie par p(A|B) = %.
Si p(B) = 0 la probabilité conditionnelle de A par rapport a B, notée p(A|B), n’est pas définie. C’est un nombre

arbitraire entre 0 et 1.

De cette définition on déduit la formule de Bayes : soient (E, T, p) un espace probabilisé et A,B € T, alors :
p(B)p(A|B) = p(ANB) (2.16)

Remarque 2.52 Soient (E, T, p) un espace probabilisé et A un événement tel que p(A) = 0. Alors 1’application

pa: T —[0,1] définie par :

p(ANB)
p(A)

est une probabilité sur T. On dit que “la masse de p, est concentrée en A” : on a en effet : p,(B) = 0, pour tout
BeTtelque ANB=0.0naaussi pp(A)=1.

pa(B) = p(BlA) = ,YBeT

Remarque 2.53 Voici un corollaire immédiat de la relation 2.16. Soit (E, T, p) est un espace probabilisé et
(C)nen C T une partition de E telle que p(C,,) # 0. On a alors, pour tout A€ T,

p(A) =) p(CyIp(AIC,).

neN

2.6.2 Evénements indépendants, tribus indépendantes
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Définition 2.54 (Indépendance de deux événements) Soient (E, T, p) un espace probabilisé. On dit que deux
événements A et B sont indépendants si p(A)p(B) = p(A N B).

Remarque 2.55 Lors de la modélisation d’un phénomene aléatoire, il y a des événements qui semblent a priori
indépendants, c’est-a-dire que la réalisation de 1’un semble n’avoir aucune influence sur la réalisation de I’autre. On
choisira alors, pour le modele probabiliste, une probabilité qui respecte cette indépendance. Attention toutefois, pour
une probabilité p donnée, deux événements peuvent étre indépendants alors qu’ils ne paraissent pas intuitivement
indépendants, voir a ce sujet I’exercice 9.14 page 409 sur les variables aléatoires indépendantes.

Exemple 2.56 Prenons comme exemple le lancer simultané de deux dés : a priori, il parait raisonnable de supposer
que les résultats obtenus pour chacun des deux dés n’influent pas I’un sur I’autre, et on va donc chercher une
probabilité qui respecte cette indépendance. L'univers des possibles est ici

E={(i,j)1<i<61<j<6)

Les résultats de chaque lancer simultané des deux dés étant équiprobables, on a donc envie de définir, pour A € P(E),
p(A) = caggA. Voyons maintenant si deux événements a priori indépendants sont indépendants pour cette probabilité.
Considérons par exemple I’événement A : “obtenir un double 6” ; on peut écrire : A = BN C, ou B est I’événement
“obtenir un 6 sur le premier dé” et C I’événement “obtenir un 6 sur le deuxieme dé”. On doit donc vérifier que :
p(A) = p(B)p(C). Or B = {(6,j),1 <j < 6}et C={(i,6),1 <i<6}.Onadonc p(B) = p(C) = i, et on a bien

67
p(A) = p(B)p(C)(= 35)-

On généralise la notion d’indépendance de deux événements en introduisant la notion d’indépendance de tribus.

Définition 2.57 (Indépendance des tribus) Soit (E, T, p) un espace probabilisé et (Ty)ren+ une suite de tribus
incluses dans T.

1. Soit N > 1. On dit que les N tribus Ty, k = 1, ..., N, sont indépendantes (on dit aussi que la suite Ty, ..., Ty
est indépendante) si pour toute famille (A, ..., AN) d’événements tels que Ay € Ty pourk=1,...,Nona:
PN Ak) = P(ADP(AS) ... p(AN).

2. On dit que la suite (Ty)ren est indépendante (ou que les tribus Ty,...,T,,... sont indépendantes) si pour tout
N > 1, les N tribus Ty, k = 1,...,N, sont indépendantes.

On peut facilement remarquer que si A et B sont deux événements d’un espace probabilisé (E, T, p), ils sont
indépendants (au sens de la définition 2.54) si et seulement si les tribus Ty = {0, E, A, A} et T = {0, E, B, B¢} sont
indépendantes (voir 1’exercice 3.19). On en déduit la généralisation de la définition d’indépendance a plusieurs
événements :

Définition 2.58 (Evénements indépendants) Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (Ay)r=1,. N des événements,
on dit que les N événements (Ag)k=1,. N sont indépendants si les N tribus engendrées par les événements Ay,
k=1...,N (c’est-a-dire les N tribus définies par T = {Ak,A]C{,E,(Z)} pour k =1...,N) sont indépendantes.

Sous les hypotheses de la définition précédente, on peut remarquer que les événements Ay, ..., Ay sont indépendants,
c’est-a-dire que les tribus engendrées par Ay, ..., Ay sont indépendantes) si et seulement si

P(ﬂA,-) = ]_IP(Ai) pour tout I c {1,...,N},

i€l i€l
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voir I’exercice 3.19. Nous terminons ce paragraphe par une proposition sur les tribus indépendantes :

Proposition 2.59 Soit (E, T, p) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et (Ty)ke(o,...N) une suite indépendante de tribus incluses dans T. La tribu Ty est alors indépendante
de la tribu engendrée par les tribus Ty,..., TN.

2. (Généralisation) Soit N > 1, q > 1, ng,..., Mg tel que ny = 0, n; < njyq (pouri =0,...,q-1), ng = N et
(Ti)kefo,...Ny une suite indépendante de tribus incluses dans T. Pour i = 1,...,q, on note t; la tribu engendrée
par les tribus Ty, pour n = n;_y,...,n;. Alors, les tribus Ty, ..., 7, sont indépendantes.

DEMONSTRATION —  On montre tout d’abord le premier item de la proposition. On note S la tribu engendrée par les
tribus Tp,..., Ty. Comme S est la plus petite tribu contenant les tribus Ty (k = 1,...,N), elle est incluse dans T. On veut
montrer que Ty et S sont indépendantes, c’est-a-dire que p(A N B) = p(A)p(B) pour tout A € Ty et tout B € S. Pour le
montrer, on va utiliser la proposition 2.31 (donnant I’unicité d’'une mesure). Soit A € Ty, on définit les mesures m et p
sur T en posant :
m(B) = p(ANB), u(B) = p(A)p(B), pour BE T,
et on pose :
N
C={()Ax Ax € Ty pourk =1,...,N}.

k=1
Pour BeC,onaB = ﬂlk\il Ay avec Ay € Ty avec k =1, ..., N. On a donc, en utilisant I’indépendance des tribus Ty,
Ty, ..., IN

m(B) = p(ANB) = p(A)p(A1)p(A2)... p(AN) = p(A)p(B) = p(B).

On a donc m = p sur C. Comme C est stable par intersection et que E € C, 1a proposition 2.31 nous donne m = p sur la
tribu engendrée par C. Comme cette tribu contient toutes les tribus Ty (k =1, ..., N), elle contient aussi S (en fait, elle
est égale a S). On a donc bien montré que p(A N B) = p(A)p(B) pour tout B € S et pour tout A € Ty.

Pour montrer le deuxieme item (qui est une généralisation du premier), il suffit de faire une récurrence finie de g étapes
et d’utiliser la technique précédente. Par exemple, pour g = 2 la technique précédente donne :

n np
p(([ ) AN B2) = p([ ) Ax)p(Ba),
k=0 k=0

pour Ag € Ty, k =0,..., 11 et By € 1. Puis en reprenant la technique précédente, on montre p(B; N By) = p(B1)p(B>)
pour By € 11 et B, € 17, ce qui donne bien I’indépendance de t; et T5. ]

2.6.3 Probabilités sur les boréliens de R

Une probabilité est définie sur un espace probabilisable. Tres souvent, on ne connait du probleme aléatoire que
I’on cherche a modéliser ni I’ensemble E (“univers des possibles™) ni la tribu T (ensemble des événements) ni
la probabilité p. Par contre, on connait une “image” de la probabilité p par une application (dite mesurable, voir
chapitre suivant) X de E dans R. On travaille alors avec 1’espace beaucoup plus sympathique (car mieux défini...)
(R, B(R), px), ou px est une probabilité sur 5(RR), que les probabilistes appellent “loi de probabilité” (elle dépend
de p et de I’application X).

Nous donnons maintenant quelques notions propres aux lois de probabilités (ou probabilités définies sur les boréliens
de R), ainsi que quelques exemples concrets utilisés dans la représentation de phénomenes aléatoires.

Théoreme 2.60 (Fonction de répartition) Soit p une probabilité sur les boréliens de R. On appelle fonction de

répartition de la probabilité p la fonction F, définie de R dans [0, 1] par : E(t) = p(] — oo, t]).

La fonction F est croissante et continue a droite. De plus, on a lim;_,_ F(t) = 0 et lim;_,, ., F(t) = 1.
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DEMONSTRATION — La croissance de F est une conséquence de la monotonie de p (proposition 2.27). En effet, soit
a,beR,a<b.Ona]-o0,a[C]-oo,b[ et donc, par monotonie de p, F(a) = p(] — oo, a[) < p(] — o0, b[) = F(b), ce qui
montre bien la croissance de F.

Pour montrer que F est continue a droite, on utilise la continuité décroissante de p (proposition 2.27). Soit a € R et
(an)nen C R telle que ay, | a (¢’est-a-dire ay, 1 < a,, pour tout n € N et lim,,_,, o, 4, = a). On remarque que

J-o0,a] = ()1 o0,au] ] 00,8111 €]~ 00,a,] et p(] = 00,a,]) < +o0
neN
pour tout € N. La continuité décroissante de p donne alors

F(ay) = p(] - o0,a4]) = p(] - o0, a]) = F(a) lorsque n — +oo.
Ceci montre la continuité a droite de F.

Pour montrer que lim,_,,, F(4) = 1, on utilise la continuité croissante de p. Soit (a,),en C R telle que 4, T +o00
(c’est-a-dire a,,,1 > a, pour tout n € N et a;;, — +o0). On pose A, =] —00,a,]. Ona A;, C A,,1 pour tout n € N et
Unen Ay = R. Par continuité croissante de p (Proposition 2.27), on a donc

F(a,) =p(A;) = p(R) =1 lorsque 1 — +co.
Ceci prouve que lim,_,,, F(a) = 1.
Pour montrer que lim,_,_, F(a) = 0, on utilise la continuité décroissante de p. Soit (a,,),en C R telle que a;, | —co

(c’est-a-dire a, 41 < a, pour tout n € N et lim,,_,, o, a, = —o0). On pose B, = | — 00,4,,]. On a B,;;1 C B, pour tout
neN, p(B;;) < +oo pour tout n € N et (,,cy By, = 0. Par continuité décroissante de p (Proposition 2.27), on a donc

F(a,) = p(B;) — p(0) lorsque n — +co.

Ceci prouve que lim,_,_, F(a) = 0. u
Le théoreme 2.60 a une réciproque que nous énongons dans le théoréme 2.61.

Théoreme 2.61 (Fonction de répartition et probabilité) Soit F une fonction de R dans R, croissante, continue a
droite et telle que
tlim ,E(t)=0et lim F(t)=1.

t—+o00

Alors, il existe une unique probabilité p sur B(R) telle que F soit la fonction de répartition de p.

La démonstration du théoreme 2.61 n’est pas faite ici car ce théoreme est essentiellement contenu dans le théo-
reme 2.62 que nous donnons maintenant.

Théoreme 2.62 (Lebesgue-Stieltjes)

1. Soit m une mesure sur B(R), finie sur les compacts (on dit “localement finie”). Soit a € R, on définit la fonction F
de R dans R par : ¥(t) = m(]a, t]) si t > a et F(t) = —m(]t,a]) si t < a. Alors, la fonction F est continue a droite
et croissante.

2. Réciproquement, soit F une fonction de R dans R, croissante et continue a droite. Alors,il existe une unique
mesure m sur B(R) telle que pour tout a,b € R avec a < b, on ait m(]a, b]) = F(b) — F(a). Cette mesure s’appelle
la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a F.

DEMONSTRATION — La démonstration du premier item est essentiellement la méme que celle de la proposition 2.60.
Elle n’est pas détaillée ici.
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Pour démontrer le deuxiéme item, on introduit [, application définie de I’ensemble des intervalles de R de la forme
]a,b] dans R (a < b) par : I(]a, b]) = F(b) — F(a). La démonstration du fait qu’il existe un prolongement unique de cette
application en une mesure sur B(IR) est tres voisine a celle du théoreme de Carathéodory (théoréme 2.35). Elle n’est pas
détaillée ici. ]

Donnons, pour clore ce chapitre, quelques exemples de lois de probabilités, c’est-a-dire de probabilités sur les
boréliens de R, et leurs fonctions de répartition associées.

Définition 2.63 (Loi de probabilité discrete) Soit p une loi de probabilité. On dit que p est discreéte si elle
est purement atomique. L’ensemble de ses atomes A est nécessairement dénombrable (voir I’exercice 2.23). La

probabilité p s’écrit alors
p=) p({a)ds,

acA

ou 9, désigne la mesure de Dirac en a., définie par (2.2) La fonction de répartition de la probabilité p est définie
par:

acA,a<t

Exemple 2.64 (Exemples de lois discretes) Donnons quelques exemples de probabilités discreétes, p, sur B(R) et
de A I’ensemble (dénombrable) de leurs atomes.

1
— La loi uniforme discréte : N e N, A=aq,...,an}, p({a;}) = N

— La loi binomiale : N e N*, A={1,...,N}, P €]0,1[, p({k}) = CkP*(1 - P)N*
— La loi de Pascal : A=N, P €]0,1], p({k}) = P(1 - P)k-!

)‘k
,)‘_

— La loi de Poisson a parametre A : A=N, A>0, p({k}) =e i

Définition 2.65 (Loi continue) Soit p une probabilité sur les boréliens de R . On dit que p est continue si sa
fonction de répartition est continue.

Exemple 2.66 (Exemple de loi continue) La plupart des exemples de probabilités continues provient de ce
qu’on appelle les mesures de densité par rapport a la mesure de Lebesgue, pour lesquelles on a besoin de la notion
d’intégrale de Lebesgue qu’on n’a pas encore introduite. On peut toutefois déja citer I’exemple de la loi uniforme
sur un intervalle [4,b] de R : Soient —co < a < b < +o0; pour A € B(R), on pose

b
p(A) = X(Abﬂ_[z D

On vérifie facilement que p est une probabilité appelée probabilité uniforme sur [a, b].

2.7 Exercices

2.7.1 Tribus

Exercice 2.1 (Caractérisation d’une tribu) Soit E un ensemble.
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. Soit T une partie de P(E) stable par union dénombrable, stable par passage au complémentaire et telle que
0 € T. Montrer que T est une tribu, c’est-a-dire qu’elle vérifie aussi E € T et qu’elle est stable par intersection
dénombrable.

Corrigé — Onabien E €T car E = 0° et T stable par passage au complémentaire. Il reste a montrer que T est stable
par intersection dénombrable. Soit (A;)) CT, on a (NyenAn)© = Unen A%, € T (car T est stable par passage au
complémentaire et par union dénombrable) et donc (\,,eny Ay € T (car T est stable par passage au complémentaire).

. ensemble des parties finies de E est-il une tribu ?

Corrigé — Si E est fini, I’ensemble des parties finies de E est une tribu, c’est la tribu P(E).

Si E est infini, I’ensemble des parties finies de E n’est pas une tribu. 1l suffit par exemple de remarquer que E n’est pas
une partie finie (et une tribu sur E contient toujours E comme élément).

Exercice 2.2 (Tribu engendrée) Soit E un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

Corrigé —  Soit (T;);c1 une famille de tribus sur 1 (1 est un ensemble quelconque). On pose T = {A CE; A € T; pour
tout i € 1} (T est bien lintersection des tribus T;, i € 1). On montre que T est une tribu :
(a) Ona®eT car® e T; pourtouti €l

(b) On remarque que T est stable par passage au complémentaire car, si A CT, on a A € T; pour tout i € 1, et donc
A€ € T; pour tout i € 1 (car T; est stable par passage au complémentaire), donc A€ € T.

(c) On remarque enfin que T est stable par union dénombrable car, si (Ay)yeny C T, on a Ay € Tj pour tout i € 1
et tout n € N donc | J,,ey Ay € T; pour tout i € 1 et tout n € N (car T; est stable par union dénombrable), donc

UnenAn €T.

D’apres I'exercice 2.1, on en déduit que T est une tribu.

. Soit A Cc P(E). On note T4 I’intersection de toutes les tribus sur E contenant A (une partie de E appartient donc
a T 4 si et seulement si elle appartient a toutes les tribus contenant .4, on remarquera qu’il y a toujours au moins
une tribu contenant A, c’est la tribu P(E)). Montrer que T 4 est la plus petite des tribus contenant A (c’est la tribu
engendrée par A).

Corrigé — D’apres la question précédente, T 4 est bien une tribu. La définition de T 4 donne que toute tribu contenant
A doit contenir T 5. T 4 est donc la plus petite tribu contenant A.
. Soient A et B C P(E) et Ty, Tg les tribus engendrées par A et 5. Montrer que si A C B alors T4 C Tg.

Corrigé — T est une tribu contenant B, donc contenant A. Donc T4 C Tg.

Exercice 2.3 (Exemples de tribus)

1. Tribu trace

(a) Soit 7 une tribu sur un ensemble E et F C E. Montrer que 7x = {ANF, A € 7} est une tribu sur F (tribu trace
de 7 sur F).

Corrigé —

i.0eTrpcar@=0NFetDeT.

ii. Soit A € Tp. 1l existe B€ T tel que A=BNF. Onadonc F\A=(E\B)NF €T car E\BeT. T est donc
stable par passage au complémentaire.

54



iii. Soit (A;)neN C Tg. Pour tout n € N, il existe B, € T tel que A, = B, NF. On a donc

UAn:(UBH)mFeTF

neN neN
car J,en By € T. Tp est donc stable par union dénombrable.

Ceci est suffisant pour dire que Ty est une tribu sur F.

(b) Si E est un espace topologique et 7 = 5(E) (B(E) est la tribu borélienne de E), montrer que la tribu trace sur F,
notée 7, est la tribu engendrée par la topologie trace sur F (tribu borélienne de F, notée B(F)). [Montrer que
B(F) C Tg. Pour montrer que 7p C B(F), considérer C = {A € P(E); ANF € B(F)} et montrer que C est une
tribu (sur E) contenant les ouverts de E.] Si F est un borélien de E, montrer que 73 est égale a I’ensemble des
boréliens de E contenus dans F.

Corrigé — On note Op ’ensemble des ouverts de F, et Og I’ensemble des ouverts de E. Par définition de la
topologie trace, Or = {ONF, O € Og}.

Comme Og C B(E), on a O C Tz = {BNF, B € B(E)} (Noter que Tz = B(E)E, avec les notations de la question
précédente). On en déduit que B(F) C Tg car Tg est une tribu sur F contenant O qui engendre B(F).

On montre maintenant que Tg C B(F). On pose C = {A € P(E); ANF € B(F)}. 0 € C car 8NF = 0 € B(F). C est stable
par passage au complémentaire car, si A € C, on a (E\A)NF = F\A = F\(ANF) € B(F), donc (E\A) € C. Enfin, pour
montrer que C est stable par union dénombrable, soit (Ay)yen CC, ona (UenAn) NF = U en(Ay NF) € B(F),
ce qui donne | J,,cN Ay, € C et la stabilité de C par union dénombrable. C est donc une tribu. Il est clair que O C C
car si O € Og, on a ONF € Op C B(F). La tribu C contient O, ce qui prouve que C contient B(E) et donc que
ANF € B(F) pour tout A € B(E). Ceci donne exactement Tz C B(F). On a bien montré finalement que Tz = B(F)
(on rappelle que Tg = B(E)E, avec les notations de la question précédente).

On suppose maintenant que F est un borélien de E, ¢’est-a-dire que F € B(E). On a alors Tz C B(E) (car ANF € B(E)
si A € B(E)). Puis, soit A CF tel que A € B(E), on peut écrire A = ANF, donc A € Tg. On a bien montré que
Tr={ACF; AeB(E)}.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{x}, x € E}. Déterminer la tribu engendrée par S (distinguer les cas E dénombrable
et non dénombrable).

Corrigé — On note T(S) la tribu engendrée par S.

On suppose que E est au plus dénombrable (c’est-a-dire dire fini ou dénombrable). D’aprés la stabilité de T(S) par
union dénombrable, la tribu T(S) doit contenir toutes les parties au plus dénombrables. Comme toutes les parties de E
sont au plus dénombrables, on en déduit T(S) = P(E).

On suppose maintenant que E est infini non dénombrable. On note A I'ensemble des parties de E au plus dénombrables
et B={A", A € A}. D’apreés la stabilité de T(S) par union dénombrable, la tribu T(S) doit contenir A. Par stabilité de
T(S) par passage au complémentaire, T(S) doit aussi contenir B.

On va montrer maintenant que AU B est une tribu (on en déduit que T(S) = AUB). Ona® e Ac AUB et il est clair
que AU B est stable par passage au complémentaire (car A € A implique A° € B et A € B implique A€ € A). Enfin, si
(Ay)nen C AU B, on distingue 2 cas :

ler cas. Si Ay € A pour tout n €N, on a alors | ) ey Ay € ACAUB.

2éme cas. Si il existe n € N tel que Ay, € B on a alors AS, € A, donc AS, est au plus dénombrable et (UpeN AP)C =
NpeN A}, C Ajj est aussi au plus dénombrable,ce qui donne (Upen Ap)feAet UpenAp e BCAUB.

On a bien montré que | J,,cny Ay, € AU B, ce qui prouve la stabilité par union dénombrable de AU B. Finalement,
AU B est donc une tribu contenant S et contenu dans T(S), ceci donne T(S) = AU B.
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Exercice 2.4 (Tribus images) Soient E et F des ensembles. Pour A C P(E) (resp. P(F)) on note T(.A) la tribu de
E (resp. F) engendrée par A.

Soit f une application de E dans F.

On note f~! I’application de P(F) dans P(E) définie par, pour B € P(F),

f~Y(B)={xeEtq. f(x) € B).

1. Soit S une tribu sur F. On pose Ty g = {f~1(B); B € S}. Montrer que Ty s est une tribu sur E (c’est la tribu image
réciproque de S par f).

Corrigé —  On démontre que Ty g est une tribu sur E en remarquant que 1@ =0, E\ f1(A) = F~HF\ A) (pour
tout A C F) et que

V(Anuen < PE), FH A = F @A)

neN neN

2. Soit T une tribu sur E. On pose S¢ v = {BCF; f~1(B) € T}. Montrer que Sy 1 estune tribu sur F (c’est la tribu
image directe de T par f).

Corrigé —  Ici aussi, on montre que S¢ 1 est une tribu sur F en remarquant que Y@ =0 f~YF\A) =E\f1(A)
(pour tout A C F) et que,

Y(An)nen C P(F), fﬁl(U Ay) = U fﬁl(An)-
neN neN
Si BCE, on pose Bf = {(f(x); x € B}. Noter que, en général, {Bs, B € T} n’est pas une tribu sur ¥ (par exemple, si f
est non surjective, F {Bf, BeT)).

3. Soit C un ensemble de parties de F. On pose Cy = {f"1(B); BeC} et S = T(C). Montrer que T(Cy) est la tribu
image réciproque de S par f, ¢’est-a-dire que T(Cy) = Ty g avec la notation de la premiere question.
[On pourra montrer d’abord que T(Cy)) C Ty s. Puis, pour montrer que T¢ s C T(Cy), montrer que la tribu image
de T(Cy) par f contient C.]
Corrigé — Tf s est une tribu sur E (d’apres la premiére question) contenant Cg (car S = T(C) o C), elle contient
donc T(Cf). Ceci donne Tf g O T(Cf).
On montre maintenant l'inclusion inverse, ¢’est-a-dire Tf g C T(C f). Comme dans la deuxieme question, on note
Sf,T(Cf) la tribu image de T(C¢) par f.
On remarque que Sf,T(Cf) D C (car f_l(B) € T(Cf) pour tout B € C). On en déduit que Sf,T(Cf) contient T(C),
c’est-a-dire que f’1 (B) € T(Cy) pour tout B € T(C). Comme T(C) =S, ceci signifie exactement que Tf g C T(Cy).

Les deux inclusions nous donnent bien Tf g = T(Cf).

Exercice 2.5 (Ti-systeme, A-systéme) Soit () un ensemble et F C P(Q).

1. Montrer que F est une tribu si et seulement si F est un m-systeme (c’est-a-dire stable par intersection finie) et un
A-systeme (c’est-a-dire que F est stable par union dénombrable croissante, () € F et A\ B € F si A,B e F avec
BcA).

Corrigé — Si F est une tribu, il est immédiat que F est un Tt-systéme et un A-systéme. La question consiste a
démontrer la réciproque.

On suppose donc F est un T-systéme et un A-systeme. Pour montrer que F est une tribu, il suffit de démontrer que F
posséde les trois propriétés suivantes :

(rl) Qe F,

(p2) F est stable par passage au complémentaire,
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(p3) F est stable par union dénombrable.

La propriété (pl) est immédiate car elle est dans la définition de \-systéme.

La propriété (p2) est aussi assez simple. En effet, soit A € F, Comme Q) € F et A C Q, la troisiéme propriété des
A-systemes donne A = Q \ A € F. Ceci prouve bien (p2).

On prouve maintenant (p3). Soit (Ay),eN une suite telle que A, € F pour tout n € N. On pose A = | J,,cny Ay, et on
veut montrer que A € F. On commence par remarquer que A = | J,,en By, avec

B, = O Ap.
p=0

Comme B,, C By,41 pour tout n € N et que F est stable par union dénombrable croissante, il suffit de montrer que
B, € F (pour tout n € N) pour avoir A € F.

SoitneN, ona B = ( ;:0 Ap)© = ;:O Aj,. Pour tout p, ona Ay € F, on adonc Ay € F (car F vérifie (p2)) et
donc m;:O AIC7 € F (car F est un T-systeme). On a ainsi montré que B, € F. Enfin, comme F vérifie (p2), on a bien
B,, € F. On en déduit que A € F et donc que F vérifie (p3), ce qui termine cette question.

2. On suppose que F est un A-systeme. Soit C € F. On pose G = {B ¢ Q tel que C N B € F}. Montrer que G est un
A-systeme.
Corrigé — On va montrer que G vérifie les trois propriétés définissant un \-systeme.

(1) On montre la stabilité de G par union dénombrable croissante — Soif (A,,),cN une suite de parties de Q) telle que
A, C Ay et Ay € G pour tout n € N. On veut montrer que | ) e Ay € G. Pour cela on remarque que

Cm(UAH):U(CnAH).

neN neN
PourtoutneN, ona A, € G et donc CNA, € F. Comme (CNA,)C(CNAy,.1)pour tout n € N et que F est stable
par union dénombrable croissante, on a donc | J,,en(CNAy,) € F, ce qui donne bien que | J,cn Ay € G.

(2) On montre que Q) € G — Cette propriété de G est due au fait que C € F (et donc CNQ =Ce F).

(3) On montre que A\ B e Gsi A,B e G avec BC A - Soit A,B € G avec B C A. On remarque que CN(A\ B) =
(CNA)\(CNB). Comme BNC,ANCeF et (BNC)C(ANC),ona(CNA)\(CNB)e F. Onadonc CN(A\B)e F,
ce qui donne bien (A\ B) € G.

On a ainsi montré que G est un \-systeme.

Exercice 2.6 (Tribu borélienne sur R?) On note T la tribu (sur R?) engendrée par {A x B; A, B € B(R)}. On va
montrer ici que T = B(RR?).

1. Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles ouverts de R. [S’inspirer
d’une démonstration analogue faite pour R au lieu de R?.] En déduire que B(R?) c T.
Corrigé — On s’inspire ici de la démonstration du lemme 2.11 (une autre méthode est donnée a l’exercice 2.7).

Soit O un ouvert de R2. Pour tout x = (x1,x2)! € O, il existe r > 0 tel que |x1 —1,x1 + r[x]x2 =, x5 + r[C O. Comme
les rationnels sont denses dans R, on peut trouver y1 € QN]xy —r,x1[, z1 € QN]x1,x1 +7[, v2 € QN]xy —1,x7[ et
zp € QNxp,x2 + 1. On a donc x €y, z1[x]y2,z2[C O.

On note alors 1 = {(y1,21,v2,22) € Q*; |91, 21[x]2,22[) € O). Pour tout x € O, il existe donc (1, z1, V2, 22) € 1 tel
que x €y1,21[X]y2, z2[. On en déduit que

O= U y1,21[x]y2, 22[.
(v1,21,¥2,22)€l

Comme 1 est au plus dénombrable (car Q4 est dénombrable), on en déduit que O € T. On a ainsi montré que T est
une tribu contenant tous les ouverts de R?, et donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R? (c’est-a-dire

B(R2)). Donc, B(R?) C T.
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2. Soit A un ouvert de R et T; = {B € B(R); A x B € B(IR?)}. Montrer que T, est une tribu (sur R) contenant les
ouverts (de R). En déduire que T; = B(R).
Corrigé— — 0Ty car Ax0=0¢e B(R?).
— On montre ici que Ty est stable par passage au complémentaire.
Soit Be Ty, on a donc B¢ € B(R) et AxBS = Ax (R\B) = (AxR)\ (AxB). Or, (A xR) est un ouvert de R?
(car A et R sont des ouverts de R), on a donc (A xR) € B(R?). D’autre part, (A x B) € B(R?) (car B € Ty).

Donc, AxB° = (AxR)\ (AxB)e B(RZ). Ce qui prouve que B¢ € Ty et donc que Ty est stable par passage au
complémentaire.

— Enfin, Ty est stable par union dénombrable. En effet, si (By,)yen C Ty, ona Ax (UyenBn) = UpenAx By €
B(R2) (car A x B, € B(R?) pour tout n € N). Donc, Unen By € T1.

On a donc montré que Ty est une tribu, il reste a montrer que Ty contient les ouverts de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R%, on a A x B € B(R?). On a donc
BeT;.

Ty est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, T1 = B(R).

La conséquence de cette question est donc :
A ouvert de R et B € B(R) = A x B € B(R?). (2.17)

3. Soit Be B(R) et T, = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T, = B(R).
Corrigé — On commence par remarquer que la question précédente donne que Ty contient les ouverts de R. En effet,
soit A un ouvert de R, la propriété (2.17) donne A x B € B(R?), et donc A € Ty.

On montre maintenant que T, est une tribu (on en déduira que Ty = B(R)).

(a) D€ Ty car O x B =0 € B(R?).

(b) On montre ici que T, est stable par passage au complémentaire.
Soit A € Ty, on a A€ € B(R) et A€ x B = (R x B) \ (A x B). La propriété (2.17) donne (R x B) € B(R?) car R est
un ouvert de R. D’autre part, (A x B) € B(R?) (car A € Ty). Donc, A° x B € B(R?). Ce qui prouve que A € T, et
donc que Ty est stable par passage au complémentaire.

(c) Enfin, T est stable par union dénombrable. En effet, si (A;)neN C To, ona (U ey An)*xB = U en(ApxB) € B(R?)
(car A, xB e B(Rz) pour tout n € N). Donc, | J,en Ay € To.

T, est donc une tribu (sur R) contenant les ouverts de R, ce qui prouve que Ty D B(R) et donc, finalement, T, = B(R).

4. Montrer que T C B(R?) (et donc que T = B(R?)).

Corrigé — La question précédente donne :
A,BeB(R)= AxBe B(R?).
Onadonc {AxB; A, Be B(R)} C B(R2). On en déduit T C B(R2). Avec la question 1, on a finalement T = B(R2).

Exercice 2.7 (Tribu borélienne sur RN) 1. Montrer que la tribu borélienne de RN est égale a celle engendrée par
I’ensemble de toutes les boules ouvertes de RN, [On pourra montrer d’abord que tout ouvert de RN est réunion
dénombrable de boules ouvertes de RN ]

Corrigé —  Soit T la tribu engendrée par I’ensemble de toutes les boules ouvertes de RN. Comme les boules ouvertes
sont des ouverts, ona T C B(RN).

On montre maintenant l’inclusion inverse, ¢’est-a-dire B(RN) C T. Soit O un ouvert de RN. Pour tout x € O, il existe
r> 0 tel que B(x,7) C O (ot B(x,r) désigne la boule ouverte de centre x et rayon r). Comme Q est dense dans R, on
peut donc trouver y € QN erse Q} ={teQ; t>0}, tel que x € B(y,s) C O. On note alors 1 = {(y,s) € QN x QL
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B(y,s) Cc O}). On a alors O = U(y,s)el B(y,s). Comme I est au plus dénombrable (car QN+ et dénombrable), on en
déduit que O € T et donc que B(RN) C T (car T est une tribu contenant tous les ouverts).

Le raisonnement précédent montre méme que BB (RN) est aussi la tribu engendrée par I’ensemble des boules ouvertes
dont le rayon est rationnel et dont le centre a des coordonnées rationnelles.

2. Montrer que la tribu borélienne de RN est égale i celle engendrée par 1’ensemble des produits d’intervalles
ouverts a extrémités rationnelles.

Corrigé — On reprend le méme raisonnement que dans la question précédente en remplacant B(x,r) par P(x,r) =
[_[?il Jxi =7, x; + 7], avec x = (x1,...,xN)".

3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles |a,b] ou a,b € R, a < b.

Corrigé — Soit C ={]a,b], a,b € R, a< b} et T(C) la tribu engendrée par C. Comme |a,b] = (,~ola, b+ %[, on voit
que la, b] € B(R) pour tout a,b € R, a <b. Donc, on a C C B(R) et donc T(C) C B(R).

On montre maintenant l’inclusion inverse, ¢’est-a-dire B(R) C T(C). Soit 1 =]a, b[ avec a,b € R, a <b. On peut écrire
I= UnZHU]a' b- %] avec ny tel que ni < b—a. On en déduit que 1 € T(C). Puis, comme tout ouvert non vide peut
s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts a extrémités finies (voir le lemme 2.11 page 30), on obtient
que tout ouvert appartient a T(C). Ceci permet de conclure que B(R) C T(C) et finalement que B(R) = T(C).

4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(RN) est engendrée par la classe des boules ouvertes telles
que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent a S. (Un résultat analogue, non demandé ici, est vrai en
remplagant “boules ouvertes” par “boules fermées”.)

Corrigé — Si S est dénombrable, il suffit de reprendre le méme raisonnement que dans la premiere question en

remplagant QN par SN (qui est dense dans RN) et Q4 par S ={s€S; s> 0} (qui est dense dans R%.). On ne détaille
pas cette démonstration.

Si S est non dénombrable, on se raméne au cas S dénombrable de la maniére suivante. Soit n € N*. Pour tout i € 7,
on choisit x; € S t.q. |x; — (i/n)| < (1/n) (I’existence de x; vient de la densité de S dans R) et on pose S;, = {x;, i € Z}.
Puis, on pose S= Upen*Sy. L'ensemble S est un sous ensemble de S, il est dense dans R (car Q est dense dans R) et il
est dénombrable (car c’est une union dénombrable d’ensembles dénombrables). La tribu B (RN) est donc engendrée
par la classe des boules ouvertes telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent a S. Elle est donc, a
fortiori, engendrée par la classe des boules ouvertes telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent a S.

Exercice 2.8 (Une tribu infinie est non dénombrable) Montrer que toute tribu infinie T sur un ensemble (infini)
E est non dénombrable. [Si T est dénombrable, on pourra introduire, pour tout élément x € E, I’ensemble A(x)
intersection de tous les éléments de T contenant x. Puis, montrer a 1’aide de ces ensembles qu’il existe une injection
de P(N) dans T.]
Exercice 2.9 (Algebre) Soit E un ensemble et A C P(E).
1. Montrer que A est une algebre (cf. définition 2.5) si et seulement si A vérifie les deux propriétés suivantes :

(a) E€ A,

(b) AABe A=>A\Be A.

Corrigé — On suppose que A est une algebre. Il est clair que (a) est vérifiée. Pour montrer (b) il suffit d’utiliser la
stabilité par intersection finie et par passage au complémentaire, cela donne bien que A\B=ANB € Asi A,Be A

On suppose maintenant que A vérifie (a) et (b).
Onaalors D =E\E € A, et donc 0,E € A.
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On remarque ensuite que, grace a (b), A =E\ A € E si A € A. On a donc la stabilité de A par passage au
complémentaire.

Soit maintenant A1, Ay € A. Ona Ay N Ay = A1\ AS, on en déduit que A1 N Ay € Apar (D) et la stabilité de A par
passage au complémentaire. Une récurrence sur n donne alors que A est stable par intersection finie.

Enfin, la stabilité de A par union finie découle de la stabilité de A par intersection finie et par passage au complémen-
taire car (U;:O Ap) = ﬂ;‘zo Af.

On a bien montré que A est une algébre.

2. Soit (A;);er une famille d’algebres (sur E). Montrer que ();¢; A; = {A € P(E); A € A; pour tout i € I} est encore
une algebre.

Corrigé —  On peut montrer que ();c A; est une algébre en utilisant directement la définition d’une algébre. On peut
aussi le montrer en utilisant la premiére question, ce que nous faisons ici. On montre donc que ();c1 A; vérifie (a) et

(b):

E e Njer Ai car E € A; pour touti € 1.

Soit A,B € ;e Aj. Pour tout i €1, on a A,B € A;. On en déduit A\ B € A; (car A; est une algébre) et donc
A\BeNjer Ai-

On a bien montré que (;c1 A; est une algébre.

Si C ¢ P(E), la deuxieme question permet donc de définir I’algébre engendrée par C comme 1’intersection de toutes
les algebres sur E contenant C.

Exercice 2.10 (Suite croissante de tribus) Soit E un ensemble. Soit (A,,),,cry une suite croissante de tribus de E.
Montrer que A = U,cnA,, est une algebre (cf. définition 2.5), mais n’est pas, en général, une tribu. Donner une
suite d’algebres finies de parties de [0, 1] dont la réunion engendre 5([0, 1]).

Exercice 2.11 (Tribu engendrée par une partition)
Soit E un ensemble et (A;);cy une partition de E, c’est-a-dire que U;jc;A; = Eet A; NA; = (0 sii=# j. On suppose
aussi que A; = () pour tout i € I.
On note C ’ensemble des parties de E s’écrivant comme réunion au plus dénombrable d’éléments de cette partition,
c’est-a-dire que

C ={UigAj, avec J C1, ] au plus dénombrable}.

On note aussi D ={B¢, BeC}et T=CUD.
1. On suppose, dans cette question, que I = {1,2,...,n} avec n € N*. Montrer que T =C =D et que T est la tribu

engendrée par la famille {Aq,..., A, }. Combien la tribu T a-t-elle d’éléments ?

Corrigé — Soit Be D. On a B € C et il existe donc ] C 1 tel que B = UjcjA;, ce qui donne B = Ujcje A;. Comme
J€ est fini, on a donc B € C. On a ainsi montré que D C C. Un raisonnement analogue donne C C D et donc C = D.
Finalement, on obtient bien C =D =T.

On note T la tribu engendrée par {Aq,...,A,). Comme T D {Aq,...,A,} et que T est stable par union finie, on a
C c T. Pour montrer que T = C, il suffit donc de montrer que C est une tribu (car T est la plus petite tribu contenant
{Aq,...,Au}).

Pour montrer que C est une tribu, on remarque que
* 0eCcar®=VjeAj avec] =0,
o C est stable par union dénombrable car toute réunion de parties de 1 est finie,

* C est stable par passage au complémentaire car B¢ € D =C si B € C.
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Ceci donne bien que C est une tribu et donc que C = T.

Pour trouver le nombre déléments de C, on considére I’application f de I’ensemble des parties de {1,...,n} dans C
définie par f(J) = UiejAj. La définition de C donne que f est surjective et, comme les A; sont tous non vides et que les
Aj sont disjoints deux a deux, on remarque que f est injective. Ceci montre que f est bijective et donc que le cardinal
de C est le méme que le cardinal de I’ensemble des parties de {1,...,n}, c’est-a-dire 2". La tribu C a donc 2" éléments.

2. On suppose, dans cette question, que I est dénombrable (on peut donc supposer que I = N). Montrer que
T =C="Detque T est la tribu engendrée par la famille {A;, i € I}.
Corrigé —  On reprend le méme raisonnement que pour la question précédente. Soit B € D. On a B® € C et il existe
donc ] C1tel que B¢ = UjcyA;, ce qui donne B = Ujcje A;. Comme J© C 1, J€ est au plus dénombrable, on a donc B € C.

On a ainsi montré que D C C. Un raisonnement analogue donne C C D et donc C = D. Finalement, on obtient bien
C=D=T.

On note T la tribu engendrée par {A;, i € 1). Comme T D {A;, i €1} et que T est stable par union dénombrable (et
donc aussi par union finie), on a C C T. Pour montrer que T = C, il suffit donc de montrer que C est une tribu (car T est
la plus petite tribu contenant {A;, i € 1}).
Pour montrer que C est une tribu, on remarque que

* 0eCcarl=VjgAjavec] =10,

e C est stable par union dénombrable car toute réunion de parties de 1 est au plus dénombrable,

o C est stable par passage au complémentaire car B¢ € D =C si B € C.

Ceci donne bien que C est une tribu et donc que C = T.

3. On suppose maintenant que I est un ensemble infini non dénombrable. Montrer que C = D et que T est la tribu
engendrée par la famille {A;, i € I}.
Corrigé —  Pour montrer que C # D, il suffit de remarquer que 0 € C (car 0 = UjejAj avec ] = 0) et que @ € D. En

effet, 0° = E = Uje1A; et donc 0° # UjejA; pour tout J C 1, J au plus dénombrable (et donc J # 1) car les A; sont
disjoints deux a deux et non vides. Ce qui montre que 0° & C et donc 0 ¢ D.

En fait, on peut méme montrer que C D = (.

On note T la tribu engendrée par {A;, i € 1). Comme T D {A;, i € 1} et que T est stable par union dénombrable (et
donc aussi par union finie), on a C C T. Puis comme T est stable par passage au complémentaire, on a aussi D C T.
On a donc T C T. Pour montrer que T = T, il suffit donc de montrer que T est une tribu (car T est la plus petite tribu
contenant {A;, i € 1}).

On montre maintenant que T est une tribu.
* 0eTcar0=VjgAj€CCT, avec]=0.
o T est stable par passage au complémentaire car B € DCTsiBeCet B¢ eCcTsi BeD.

e Il reste a montrer la stabilité de T par union dénombrable. Soit (B,,),eN une famille d’éléments de T. Pour
montrer que U, cNB,, € T, on distingue deux cas :
Cas 1. B, € C pour tout n € N, On a alors U,enBy, € C C T, car une réunion dénombrable d’ensembles au plus
dénombrable est encore au plus dénombrable.

Cas 2. 1] existe m € N tel que By, & C (et donc By, € D). On a alors B, € C et il existe donc ] C 1, ] au plus
dénombrable, tel que By, = UjcjA;. On a alors

(UneNBn)C = mneNB% - B?rt'
ce qui prouve qu’il existe ] C ] tel que (UuenBy)¢ = UjejAi. Comme ] est au plus dénombrable, on a donc
(UnenBy)© € C et donc UyenBy, € D C T. Ceci prouve la stabilité de de T par union dénombrable.

On a ainsi montré que T est une tribu et donc que T = T.

61



Exercice 2.12 Soit E un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose que (), E € C, que C est stable
par intersection finie et que le complémentaire de tout élément de C est une union finie disjointe d’éléments de C,
c’est-a-dire :

n
CeC=AneN etCy,...,CpeCtelsque C = | JCpet C,NCy=0sip=q.
p=1
On note B I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de E est donc un élément de B si et
seulement si il existe n € N* et (Ap)p=1,..n CCtelque A,NA, =0sip=qet A= U;’:l A,
1. Montrer que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.

Corrigé — On montre tout d’abord la stabilité de B par intersection finie. Soit A,B € B. Il existe Aq,...,A, €C
et By,...,By € Ctels que AjNAj =0sii#j BiNBj=0sii#j A=/ AjerB= U;"zl Bj. On a alors
ANB= (UL, A)N (U;”Z1 Bj)=UL,; ;":1(A,- N B;). Comme A; NB;j € C (car C est stable par intersection finie)
pour tout i,j et que (A; NBj) N (Ax NBy) = 0si (i, ) = (k, 1), on en déduit que ANB € B.

Une récurrence sur n donne alors la stabilité de B par intersection finie.

On montre maintenant la stabilité de B par passage au complémentaire. Soit A € B. Il existe Ay,..., A, €C tels que
AiNAj=0siizjet A= Aj. Onaalors A°=(N[_, Af. Comme AS est une réunion finie disjointe d’éléments
de C, on a bien Af € B. La stabilité de B par intersection finie donne alors que A € B. On a donc bien montré la
stabilité de B par passage au complémentaire.

2. Montrer que 1’algébre engendrée (voir remarque 2.6 pour la définition) par C est égale a 5.

Corrigé — On note A l'algebre engendrée par C. Comme A est stable par union finie et contient C, il est clair que
A D B. Comme B contient C, pour montrer 'inclusion inverse, il suffit de montrer que B est une algébre (car A est
Uintersection de toutes les algébres contenant C). On montre donc maintenant que B est une algébre.

Pour montrer que B est une algébre, on montre que B vérifie les quatre propriétés d’une algébre.

(a) E,0eBcarCCcBetE0eC.
(b) La question précédente montre que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.
(c) La stabilité de B par union finie découle facilement de la stabilité de B par intersection finie et par passage au

complémentaire, car Ji_; A; = (N} A)".

On a bien montré que B est une algébre. Comme B D C, on a donc B D A et finalement B = A.

Exercice 2.13 (Classes monotones) Soit E un ensemble. Pour X C P(E), on dit que X est une classe monotone
(sur E) si X vérifie les deux propriétés suivantes (de stabilité par union croissante dénombrable et par intersection
décroissante dénombrable) :

P (Appen CE, Ay CA g pourtout n e N= |, cnyA, €L,
P2) (Ap)pen CE, Ay DAy pourtoutn e N= (), cnyA, € 2.

1. Soit £ c P(E). Montrer que ¥ est une tribu si et seulement si X est une classe monotone et une algebre (cf.
exercice 2.9).

Corrigé — Si X est une tribu, ¥ est stable par union dénombrable et intersection dénombrable. On en déduit
immédiatement que 3. est une algébre et une classe monotone.

On suppose maintenant que Y. est une algébre et une classe monotone. Comme ¥ est une algébre, pour montrer que Y.
est une tribu, il suffit de montrer que X est stable par union dénombrable.
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Soit donc (Ay)peN C X et A =, ,eN Ay On veut montrer que A € X. On remarque que

A= U B,, avec B,, = CJA"'
p=0

neN

Comme X est une algébre, on a By, € ¥ pour tout n € N. Puis, comme X est stable par union croissante (noter que
B, C B,,+1) dénombrable, on en déduit que A € X. On a bien montré que ¥ est stable par union dénombrable et donc
que ¥ est une tribu.

Noter que I’hypothese de stabilité de ¥ par intersection décroissante dénombrable n’a pas été utilisé. Elle sera utile a
la question 4.

2. Donner un exemple, avec E = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

Corrigé — 11y a beaucoup d’exemples de classes monotones qui ne sont pas des tribus. En voici un : ¥ = {R}.
3. Soit (X;);er une famille de classes monotones (sur E). Montrer que

ﬂEi ={A e P(E);AeX; pourtout i €I}

i€l
est encore une classe monotone.

Corrigé —  Soit (Ay)neN C jer Zi telle que A, C Ay 41 pour tout n € N. On a donc, pour tout i €1, (Ay)peny C X
et donc, puisque X; est une classe monotone, | J,,eny Ay € X;. On en déduit que | J ;e Ay C Nier Zi-

Soit (Ap)peN C Nie1 Zi telle que Ay D Ay 1 pour tout n € N. On a donc, pour tout i €1, (Ay),eN C X; et donc,
puisque ¥; est une classe monotone, (\,cN Ay € Xi. On en déduit que (,,enyAn C el Zi-

Ceci montre bien que ;e X; est une classe monotone.

Si C c P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée par C comme I’intersection de
toutes les classes monotones sur E contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit .4 une algebre sur E. On note ¥ la classe monotone engendrée par A et on
note T la tribu engendrée par A.

(a) Montrer que ¥ C T.

Corrigé — X est Uintersection de toutes les classes monotones sur A. Une tribu étant aussi une classe monotone,
la tribu T (engendrée par A) est donc une classe monotone contenant A. On en déduit que Y. C T.

(b) Soit ACE.Onpose X5 ={BCE; A\BeXetB\AeX}. Montrer que 3 4 est une classe monotone.
Corrigé —  Soit (B;),eny C XA, By, C€ By pour tout n e N.
On pose B = |J,,eny Byy- On va montrer que Be X .

Ona A\B=A\U,enBn = Nyen(A\By). La suite (A\ By,)eN est une suite décroissante de X.. Comme X est
une classe monotone, on en déduit A\ B =(,en(A\B,) € Z.

On montre aussi que B\ A € X. En effet, B\ A = J,,enBn \ A = Uen(By \ A) € X par la stabilité de X par union
croissante dénombrable.

On a donc bien montré que B € ¥, ce qui donne la stabilité de ¥ par union croissante dénombrable.

De maniére analogue, on va montrer la stabilité de Y. par intersection décroissante dénombrable. Soit (By,)en C LA,
B, D By41 pour tout n € N. On pose B = (,,cN By-

Comme A\ B = J,eN(A\By,), on obtient A\ B € X en utilisant la stabilité de . par union croissante dénombrable.
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Comme B\ A = (),,en(By \ A), on obtient B\ A € T en utilisant la stabilité de ¥ par intersection décroissante
dénombrable.

On a donc B € X5, ce qui donne la stabilité de ¥ par intersection décroissante dénombrable.
On a bien montré que ¥ 5 est une classe monotone.

(c) (Question plus difficile.) Montrer que X est une algebre. [Utiliser la question (b) et la premiere question de
I’exercice 2.9.] En déduire que T = X.

Corrigé — Pour montrer que X est une algébre, il suffit de montrer que ¥ vérifie les propriétés (a) et (b) de la
premiére question de ’exercice 2.9. Il est immédiat que la propriété (a) est vérifiée car E € A € . Pour montrer (b),
on utilise la classe monotone Y. 5 définie a la question 4 pour A C E.

Soit A € A. Comme A est une algébre, on a donc A C X a. La classe monotone Y. o contient A, elle contient donc ¥
qui est Uintersection de toutes les classes monotones contenant A. On a donc :

Ace A BeX=>BeX,. (2.18)
On remarque maintenant que, pour tout A,B € P(E), on a :
Ae¥Ygpo Bela.

On déduit donc de (2.18) :
AeABeYX=AeXg.

Si B € ¥, la classe monotone Y.y contient donc A. Elle contient alors aussi ¥ (qui est I’intersection de toutes les
classes monotones sur E contenant A). On a donc montré :

BeX, Ae¥X=Aec¥;.
On en déduit que A\BeX si A,BeX.

On a bien montré que ¥ vérifie la propriété (b) de la premiére question de I’exercice 2.9 et donc que Y. est une
algeébre.

Pour conclure, on remarque ¥ est une classe monotone et une algebre. C’est donc une tribu (par la question 1)
contenant A. Elle contient donc T (qui est I'intersection de toutes les tribus contenant A) et on a bien, finalement,
Y ="T.

Exercice 2.14 (Caractérisation de la tribu engendrée) Soit E un ensemble et .A C P(E). On dit que A est stable
par intersection finie si A,B € A = AN B € A. On dit que A est stable par différence si :

ABe A BCA=A\B=ANB‘ec A
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :
(Ap)nen CAA,NA, =0pourn=m= UA” e A
neN

Enfin, on appelle systeme de Dynkin un ensemble D de parties de E tel que

eEeD,

e D stable par différence,

e D stable par union dénombrable disjointe.

Soit C Cc P(E).

1. Montrer qu’il existe un systéme de Dynkin contenant C et contenu dans tous les systemes de Dynkin contenant C.
c’est-a-dire qu’il existe un systeme de Dynkin, noté D, tel que D D C et

A systeme de Dynkin A >C = D C A.
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Corrigé — On note Z I’ensemble des systémes de Dynkin contenant C. On remarque tout d’abord que Z # 0 car
P(E) € Z. Puis, on note D I’ensemble des parties de E appartenant a tous les éléments de Z (c’est-a-dire que, pour
A e€P(E), ona A €D si, pour tout B e Z, A € B).

1l est facile de voir que D contient E, D est stable par différence, D est stable par union dénombrable disjointe et que
D contient C (car tous les éléments de Z vérifient ces quatres propriétés). Enfin, A € Z = D C A, ce qui est bien la
propriété demandée.

Le systeme de Dynkin D s’appelle le systeme de Dynkin engendré par C. Dans la suite, on note toujours D le

systeme de Dynkin engendré par C.

On suppose maintenant que C est stable par intersection finie et on va montrer que D est égal a la tribu engendrée

par C Ceci démontre le théoreme Tt-A de Dynkin.

2. Pour A € P(E), on note Dy ={D € D tel que AND € D}.
(a) Soit A € P(E). Montrer que D est stable par union dénombrable disjointe et stable par différence.

Corrigé —  Soit (Dy,)eN C Dp avec D,y N Dy, = 0 si n = m. On va montrer que | J,,cy Dy, € Do. On remarque
tout d’abord que | ) ,en Dy, € D car Dy, € D, pour tout n € N, et D est stable par union dénombrable disjointe. Puis,
AN (UpenDn) = Upen(DyNA) € D car DyNA €D, pourtout neN, (D, NA)N(Dyy NA) =0, sin=m, et
D est stable par union dénombrable disjointe. On a donc montré que | J,c Dy, € Da. Ce qui prouve que Dy est
stable par union dénombrable disjointe.

Soit maintenant D1,Dy € Dp, avec D1 C Djy. On va montrer que Dy \ Dy € D 4. Pour cela, on remarque que
Dy \Dq € D car D1,D; € D et que D est stable par différence. Puis, AN (Dy\ D7) =(AND3)\(ANDy) €D car
ANDi, AND;y €D, (AND1) C(ANDy) et D est stable par différence. On a donc montré que Dy \ D1 € D 4, ce
qui prouve que D p est stable par différence.

(b) Soit A € C. Montrer que C C D4. En déduire que Dp = D.

Corrigé — SoitBeC.OnaBeD (carD>C)et ANB € C (carC est stable par intersection finie), donc ANB € D.
Ceci montre que B € Dp et donc C C Da.

On remarque aussi que E € Dy car ANE = A €C CD. Comme Dy est stable par différence et stable par union
dénombrable disjointe, D est donc un systéme de Dynkin. Comme Dp contient C, Dp contient le systéme de
Dynkin engendré par C, c’est-a-dire D. On a donc Dp D D et, finalement, Dp = D.

(c) Soit A € D. Montrer que D = D. En déduire que D est stable par intersection finie.

Corrigé — Soit BeC. Ona B e D (car D D C). Comme B € C, la question précédente donne D = Dy et donc
A € Dp. Onadonc ANB € D. Ceci montre que B € Dy et donc C C Dy.

On en déduit, comme a la question précédente, que Dp = D.

On montre maintenant que D est stable par intersection finie. Soit B, C € D. Comme D = D¢, on a B € D¢ et donc
CN B eD. Lintersection de deux éléments de D est donc aussi dans D. Ceci prouve bien la stabilité de D par
intersection finie (une récurrence facile donne que ’intersection d’'un nombre fini d’éléments de D est aussi dans D).

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.

Corrigé — On remarque que E € D et que D est stable par complémentaire car, si A € D, ona E\ A € D car D est
stable par différence (et E, A € D avec A C E). Pour montrer que D est une tribu, il suffit de montrer que D est stable
par union dénombrable (non nécessairement disjointe).

Soit (A)neN C D. Comme D est stable par complémentaire, on aussi AS, € D, pour tout n € N. Pour tout n € N, on
pose :

n-1
B, :Ann(ﬂAf).
i=0
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On a By, € D car D est stable par intersection finie et B,, N\ By, = 0 si n # m (en notant que B,, C A,, et By, C A§, si
m >n). Comme D est stable par union dénombrable disjointe, on en déduit | J),,cn By, € D et donc | J,,ey Ay € D (car
Unen An = Upen By)- Ceci prouve que D est stable par union dénombrable et donc que D est une tribu.

On a ainsi montré que D est une tribu contenant C et donc contenant la tribu engendrée par C, notée t(C). D autre
part, il est facile de voir que toute tribu contenant C est un systéme de Dynkin contenant C et donc que t(C) contient D.
On a bien montré finalement que D = t(C).

2.7.2 Mesures et probabilités

Exercice 2.15 (Exemple de mesures) Soit E un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partie A de E, on
pose m(A) = 0 si A est au plus dénombrable, et m(A) = +oo sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) ?

Corrigé — Oui, I’application m est une mesure sur P(E). En effet, on a bien m(0) = 0 et si (Ay;)neny C P(E) on a
m(UJ,enyAn) = Zioo m(A,,) =0 si A, est au plus dénombrable pour tout n € N (car une réunion d’ensembles au plus
dénombrables est au plus dénombrable) et m(|J ey Ay) = ZZOO m(A,) = +oo s’ill existe n € N tel que A, est infini
non dénombrable. On a donc toujours m(|J ey An) = ZZ?O m(A,,) (noter d’ailleurs qu’il est inutile de supposer les A,
disjoints deux a deux).

Exercice 2.16 (Exemple de probabilité) Soit E = {x;, k € N} un ensemble infini dénombrable et (py)xeny < [0, 1]V
telle que py > 0VkeNet ) ;. nypx=1.

1. Montrer que, pour tout A € P(E), A = 0, on peut définir p(A) = } 4, ca Pk- On pose p(0) = 0.

2. Montrer que p définie en 1. est une probabilité

Exercice 2.17 (Mesure trace et restriction d’une mesure) Soit (E, T, m) un espace mesuré

1. Soit F € T. Montrer que la tribu trace de T sur F, notée T, est incluse dans T (cette tribu est une tribu sur F).
Montrer que la restriction de m a Tg est une mesure sur Tg. On I’appellera la trace de m sur F. Si m(F) < +oc0,
cette mesure est finie.

Corrigé — Soit B € Ty, il existe donc A €T tel que B= ANF. Comme F € T, on a donc aussi B € T.

On note my la restriction de m a Tg, on a donc mg(B) = m(B) pour tout B € Tg. Il est alors immédiat de voir que
mg(0) = 0 et que m est o-additive sur Tg, mg est donc une mesure sur Tg. Si m(F) < +oo, on a mg(F) = m(F) < +oo,
la mesure mg est donc finie (mais la mesure m peut ne pas étre finie, c’est-a-dire que I’on peut avoir m(E) = +o0).

2. Soit A une tribu incluse dans T. La restriction de m a A est une mesure. Est-elle finie (resp. o-finie) si m est finie
(resp. o-finie) ?
Corrigé — On note my la restriction de m a A, on a donc m,(B) = m(B) pour tout B € A. Il est clair que m, est une
mesure sur A.
Si m est finie, on a my(E) = m(E) < +o00, m, est donc aussi une mesure finie.

Si m est o-finie, il existe une suite (Ay)peN C T telle que | J,,eny Ay = E et m(A,,) < +o0 pour tout n € N. Mais, comme
les A, ne sont pas nécessairement dans A, la mesure m, peut ne pas étre o-finie. On peut construire un exemple
facilement de la maniere suivante :

On suppose que m est 6-finie mais n’est pas finie (on peut prendre, par exemple (E, T, m) = (R, B(R), A)) et on prend
A ={0,E}. La mesure m, n’est pas o-finie. ..

Exercice 2.18 (Différence de deux unions) Soit (E, T, ) un espace mesuré fini (“fini” signifie que m(E) < +o0)
et (A,)uen» (By)nen des suites d’ensembles mesurables tels que B,, C A,, pour tout n € N.

1. Montrer que (UnEN An) \ UnEN B, C UneN(Aﬂ \ Bn)'
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Corrigé —  Soit x € (U,enAn) \ Upen Bys on a donc x € J, ey Ay et x € Jyeny By, ¢est-a-dire qu’il existe p € N
tel que x € Ay et que, pour tout n €N, x € Byy. On a donc x € Ap \ By, ce qui prouve que x € J,en(An \ Byy) et donc

que
(Jao[JBac [ Jan\By).

neN neN neN

2. Montrer que m(UneN Ay) =m(UpenBr) < Len(m(Ay,) —m(By,)).

Corrigé — Puisque m(E) < +oo, on a, pour tout A, B € T tels que B C A, m(A \ B) = m(A) — m(B). La monotonie de
m, la o-sous additivité de m (et la question précédente) nous donne alors :

m(|_J Aw)=m(|_)Ba)=m(((_] A0\ (| Ba)

neN neN neN neN
<m(|_J(An\By) Z’”A \By) Z( m(Ay) = m(B,)).

neN

Exercice 2.19 (Intersection d’ensembles pleins) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini et (A,,),ey C T telle que,
pour tout n € N, m(A,,) = m(E). Montrer que m(N,enA,,) = m(E).

Corrigé — Comme m(E) < +oo, on a m(A°) = m(E) — m(A) pour tout A € T. De m(A,;) = m(E), on déduit alors
m(AY,) = 0 pour tout n € N. Par 6-sous additivité de m, on a alors m(|J,,ey AS,) = 0. Comme | ;e AY = (MNyen An)S

on a donc
(( ﬂ A,)6) = 0 et donc m( ﬂ Ay) = m(E).
neN neN

Exercice 2.20 (Sur la mesure d’une union) Soit ((,.4,m) un espace mesuré et n € N*. Soit Aq,..., A, € Aet
B € A. On suppose que m(A,) < +co pour tout p. Montrer que

n n k

m(U(BnAp)):Z(—l)k” Z m(Bm(mAij)). (2.19)

p=1 k=1 1<i) <..<ig<n j=1

Corrigé —  Onva montrer que pour toute mesure finie, notée , sur A, on a, pour tout n € N* et toute famille A1, ..., A, €

A,
n k

U Z 1)k+1 Z V(ﬁAij). (2.20)

k=1 1< <..<ig<n  j=1
Ceci est suffisant pour montrer (2.]9). En effet, on pose C = BU (U?:p Ap) et on définit p en posant, pour A € A,
w(A) = m(ANC) (on a bien ainsi une mesure finie sur A). L'égalité (2.19) est alors identique a (2.20).

Pour montrer (2.20), on raisonne par récurrence sur n. L’égalité (2.20) est clairement vraie pour n = 1. Soit n € N*. On
suppose que (2.20) est vraie pour cette valeur de n et pour toute mesure finie sur A et il s’agit donc de montrer (2.20)
pour n+ 1 au lieu de n.

Soit y une mesure finie sur A et Ay,...,Ap1 € A, ona(comme p(BUC) = u(B) + p(C) — p(BN C) pour tout B,C € A)

n+1 n n n
MUAN U JUA1) = (An+1>+u<UAp>—u<Ap+1 n(lJ A (2.21)
— — p=1
On peut alors utiliser l "hypothese de scurrence pour la famille Aq,..., Ay, et la mesure p. On obtient
n n k
A=) 0 (A (2.22)
p=1 k=1 1<ii<..<ig<n j=1
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Mais, on peut aussi utiilser I’hypothése de récurrence pour la famille Ay,..., A, et la mesure py définie par p1(C) =
WCN A, ;1) pour C e A (ce qui revient a écrire (2.19) avec y au lieu de m et Ay, au lieu de B). On obtient

n n k
pApa (A=) 0" Y wAsan() A | (223)
p=1 j=1

k=1 1<ij<.<ix<n

En utilisant (2.22) et (2.23) dans (2.21), on obtient bien (2.20), ce qui termine cette démonstration.

Exercice 2.21 (Contre-exemples) 1. Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A € B(R) tel que A(A) = 0. A-t-on
nécessairement A fermé ?

Corrigé — Non, A n’est pas nécessairement fermé. On peut prendre, par exemple A = {% n>1}). Ona AMA)=0 et
A n’est pas fermé (car 0 appartient a I’adhérence de A sans étre dans A).

2. Soit (E, T) un espace mesurable et C C P(E) qui engendre T. On considére m; et m, des mesures sur T. Montrer
que my(A) = my(A) pour tout A € C n’implique pas que m; = m, sur T. [On pourra trouver un exemple (facile)
avec (E,T) = (R, B(R)) et my, m, non finies. Un exemple avec (E, T) = (R, B(R)) et my, m, finies est aussi
possible mais plus difficile a trouver. .. ]

Corrigé — On prend (E,T) = (R, B(R)).
Exemple facile (avec my, my non finies).
On prend

C1 ={]a,+oo[,a € R}.
On a bien T(C1) = B(R), ¢’est-a-dire que Cy engendre B(R) (voir la proposition 2.10). On prend alors my = X et
my = 2\ (c’est-a-dire my(B) = 2M(B) pour tout B € B(R)). On a bien m1(B) = my(B) pour tout B € C1 (car on a alors
m1(B) = my(B) = +o0). Mais my = my puisque, par exemple, m1(]0,1[) =1 et m»(]0, 1[) = 2.
Exemple difficile (avec m1, my finies).
On prend maintenant Cp = {B € B(R), {-1,0,1}NB =0} U {{-1,0}} U {{0, 1}} (un élément de C, est donc un borélien
ne contenant ni —1 ni 0 ni 1, ou bien la partie {—1, 0}, ou bien la partie {0, 1}). On montre d’abord que T(C,) = B(R). I
est clair que T(Cp) C B(R) car Cy C B(R). Pour montrer ’inclusion inverse, ¢’est-a-dire B(R) C T(Cy), on remarque
que {0} ={-1,0}N{0,1} € T(Cy) et donc que {—1} = {-1,0}\ {0} € T(Cy), {1} ={0,1}\ {0} € T(Cy). Finalement on
voit alors que B(R) C T(C») car tout borélien s’écrit comme un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1 (qui appartient

donc a T(Cy)), auquel on ajoute éventuellement 1, 2 ou 3 autre(s) élément(s) de T(Cy) (qui sont les parties {0}, {—1} et
{1}, on conclut alors avec la stabilité par union finie de la tribu T(Cy)).

On rappelle que, pour a € R, on note d, la mesure de Dirac sur B(R). On a donc, pour B € B(R), 6,(B)=1siaeB
et 04(B) =0 sia¢ B. On prend alors my = 0_1 + 0o+ 01 et my = 20_1 + 201. On a clairement my = my sur Cy car
m1(B) =my(B)=0si BeB(R)esttel que {—1,0,1}NB =0 et my({-1,0}) = my({-1,0}) = m1({0,1}) = m({0,1}) =
2. Enfin, on a m1 # my puisque, par exemple, m1({0}) =1 et m,({0}) = 0.

Exercice 2.22 (Résultat d’unicité) Soit (E, T) un espace mesurable et m, p deux mesures sur T. Soit C C P(E).
On suppose que C engendre T et que C est stable par intersection finie.

On suppose que m(A) = p(A) pour tout A € C.

1. On suppose que E € C et que m(E) < +oc0. Montrer que m(A) = p(A) pour tout A € T. [On pourra introduire
D={AeT, m(A)=p(A)} et utiliser I’exercice 2.14.]

Corrigé — On pose D = {A € T, m(A) = w(A)}. La c—additivité de m et y montre que D est stable par union
dénombrable disjointe. Comme m(E) < +oo, on peut aussi montrer que D est stable par différence (au sens de
Dexercice 2.14). En effet, si A,B € D, avec B C A, on a (par additivité de m et p) m(B) + m(A\ B) = m(A) et
W(B)+u(A\B) = u(A). Comme m(A) < +co et 4(A) < +o0, on a donc m(A\B) = m(A)—m(B) et u(A\B) = u(A)—p(B),
ce qui prouve que m(A \ B) = u(A\ B) et donc que A\ B € D. Enfin, E€ D car E € C.
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On utilise maintenant l’exercice 2.14. L’ensemble D est un systeme de Dynkin (voir I’exercice 2.14) contenant C. 1l
contient donc le systeme de Dynkin engendré par C. Comme C est stable par intersection finie, I’exercice 2.14 donne
que le systéme de Dynkin engendré par C est égal a la tribu engendrée par C (qui est T). On a donc D D T et donc
finalement D =T (car, par définition, D C T).

On a donc bien montré que m(A) = p(A) pour tout A € T.

2. (Généralisation de la question précédente).
On suppose qu’il existe une suite (E,;),cy C C telle que E,, N E,,, = 0 si n = m, m(E,;) < +o0 pour tout n € N et
E = U, en E;r- Montrer que m(A) = u(A) pour tout A € T.

Corrigé — Soit n € N. Pour A €T, on pose m,(A) = m(ANE,) et u,(A) = w(ANE,) (noter que ANE, €T, car
A,E,, € T). On obtient ainsi deux mesures sur T, m,, et y,. Ces deux mesures sont égales sur C (car ANE, €C
puisque C est stable par intersection finie).

On raisonne alors comme a la question précédente. On pose D = {A € T, my(A) = puy(A)} et le raisonnement de
la question précédente donne que E € D (car E,, € C), que D est stable par union dénombrable disjointe et (grdce
a my(E) < +00) que D est stable par différence (au sens de I’exercice 2.14). L’ensemble D est donc un systéme de
Dynkin contenant C. Il contient donc le systéme de Dynkin engendré par C), Comme C est stable par intersection finie,
I’exercice 2.14 donne que le systeme de Dynkin engendré par C est égal a la tribu engendrée par C (qui est T). On a
donc D DT et donc finalement D =T (car, par définition, D C T).

On a donc, pourtout A€ T ettoutne N :
m(ANEy) =my(A) = pp(A) = w(ANEy).

On en déduit que m(A) = w(A), pour tout A € T, car, par o—additivité de m et y, m(A) = ) ,enm(ANE,) =
YLnen WANEy) = p(A).

3. Avec (E, T) = (R, B(R), donner un exemple pour lequel E € C et m = .

Corrigé — Un exemple simple est obtenu en prenant pour C I’ensemble des ouverts de R, p = 2m et m définie sur T
par m(A) =card(A) si A a un nombre fini d’éléments et m(A) = +oo sinon.

Exercice 2.23 (Existence d’une mesure, de ’algebre a la ¢-algebre) Soit () un ensemble, F une algebre sur Q) et
m une mesure sur % (c’est-a-dire que 1 est une application de 5 dans R, m(0) = 0 et m(U,,cn Ap) = X e 1(A,,)
pour toute suite (A,),cy d’éléments de F; disjoints deux a deux et telle que |,y Ay € Fpy). On note F = 6(Fp).
Cette exercice montre qu’il est possible de prolonger m en une mesure sur F .

Pour A € Q on pose

(A =infl)_m(A,), (A)ers © Fo A |_J Al
neN neN

1. Montrer que m* vérifie les 3 propriétés suivantes :
-m*(0) =0,
— (monotonie de m*) pour tout A, B € P(QQ), A C B= m*(A) < m*(B),
— (o-sous-additivité de m*) pour toute suite (A,,)eny C P(Q), m* (U ey An) < X pen M (A)).
N.B. : On dit que m* est une mesure extérieure.
Soit A € P(Q).
On dit que A est m*-mesurable si on a, pour tout E € P(Q)), m*(E) = m*(ENA) + m*(EN A°).
On note M I’ensemble des parties de E m*-mesurables.

2. Soit A € P(Q)). Montrer que A est m*-mesurable si et seulement si on a, pour tout E € P(Q) tel que m*(E) < +o0,
m*(E) > m*(ENA)+m*(EN A°).
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3. Montrer que M est une algebre. [On montrera que (2 € M, puis que A N B¢ € M pour tout A, B € M.]
4. Montrer que M est une g-algebre. [On pourra montrer, par exemple, que M est stable par union dénombrable.]
5. Montrer que la restriction de m* a M est une mesure.

6. Montrer que Fy C M et que m* = m sur Fy. En déduire que F C M et que la restriction de m* a F est une
mesure sur F prolongeant #1.

Exercice 2.24 (Un pas vers 'unicité d’une mesure) Soit (O un ensemble, F une tribu sur ) et p;, p, deux
mesures sur F. Soit A € F tel que pq(A) = pp(A) < +o00. On pose £ = {B € F tel que p1 (AN B) = p(ANB)}.
Montrer que L est un A-systéme (c’est-a-dire que L est stable par union dénombrable croissante, (3 € Let B\C € £
si B,C € £ avec C C B).

Corrigé —  Soit (B;,),eN une suite croissante d’éléments de L. On pose B = U, eNB;,. On veut montrer que B € L. On
remarque d’abord que B € F (par stabilité de F par union dénombrable). Puis, comme ANB = U, cN(ANBy,) et que
r1(ANBy,) = p2(ANBy,) pour tout n €N, la continuité croissante de py et y donne que p1 (ANB) = p(ANB). Ona
donc B € L et ceci montre la stabilité de L par union dénombrable croissante.
On abien Q€ L car p1 (ANQ) =p1(A) =p2(A) =pu2(ANQ).
On montre maintenant la troisieme propriété. Soit B,C € L avec C C B. On veut montrer que B\ C € L. On remarque
d’abord que B\ C = BN CE € F par stabilité de F par passage au complémentaire et par intersection.
Puis, on a AN (B\C) = (ANB)\ (ANC). Comme pi(A) < +0co et p(A) < +o0o on a aussi p1(ANC) < +o0 et
p2(ANC) < +oo et donc

R((ANB)\(ANC)) = p1 (AN B) —p (ANC),

w2((ANB)\(ANC)) = p2(ANB) —p2(ANC).
Comme B,C € L, on en déduit que p1((ANB)\ (ANC)) =pu2((ANB)\ (ANC)) et donc

p(AN(B\C))=p2(AN(B\C)).

Ceci montre que B\ C € L et termine la démonstration du fait que L est un A-systéme.

Exercice 2.25 (Mesure atomique, mesure diffuse) Soit (E, T) un espace mesurable tel que {x} € T pour tout
x € E. Une mesure m sur T est diffuse si m({x}) = 0 pour tout x € E. Une mesure m sur T est purement atomique
s’il existe S € T tel que m(S°) =0 et m({x})>0sixeS.

1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (E, T) = (R, B(RR)) un exemple de
mesure purement atomique et un exemple de mesure diffuse. [Montrer que la mesure de Lebesgue sur B(R) est
diffuse.]

Corrigé — Soit m une mesure purement atomique et soit S € T tel que m(S€) = 0 er m({x}) > 0 si x € S. Si m est
diffuse, on a m({x}) = 0 pour tout x € E, donc S =0 et m = 0.

On rappelle que, pour a € R, on note d, la mesure de Dirac sur B(R). On a donc, pour B € B(R), 5,(B)=1siaeB
et 04(B) = 0 si a ¢ B. La mesure d, est (pour tout a € R) purement atomique, il suffit de prendre S = {a}, on a bien
04(S¢)=0et d,({a}) =1> 0.

Un exemple de mesure diffuse sur (R, B(R)) est donné par la mesure de Lebesgue sur 3(R).

2. Soit m une mesure diffuse sur T. Montrer que tous les ensembles dénombrables sont de mesure nulle.

Corrigé — Soit A une partie dénombrable de E. Il existe donc une suite (x,,),eN C E telle que A = {x,,, n € N}
= Upenixn}. On a donc A € T (car {x,,} € T pour tout n €N et que T est stable par union dénombrable) et
m(A) < Y 1 m({x,}) = 0 car m est diffuse.

3. Soit m une mesure sur T. On suppose que m est o-finie, c¢’est-a-dire qu’il existe (E,),eny C T telle que E =
Uuen Esy et m(E,;) < +oco pour tout 1 € N.
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(a) Montrer que ’ensemble des x € E tels que m({x}) > 0 (de tels x sont appelés “atomes” de m) est au plus

dénombrable. [On pourra introduire I’ensemble A, = {x € E,;; m(x) > %}]

Corrigé — On pose A = {x € E; m({x}) > 0}. Si x € A, il existe n€N tel que x € E,, et il existe k € N* tel
que m({x}) > % On a donc x € Ay, . Ceci montre que A = k)eNxN* Ay k- Pour montrer que A est au plus
dénombrable, il suffit de montrer que A,, i est au plus dénombrable (car une réunion dénombrable d’ensembles
au plus dénombrables est au plus dénombrable). Soit donc n € N et k € N*. Soit x1,... »Xp p éléments distincts de
Ay, k. Par monotonie et additivité de m, on a % < Zzzl m({x}) = m({xq,...,xp}) < m(Ey) < +oo. On en déduit
que p < km(Ey;) < +co et donc que A, . a un nombre fini d’éléments (ce nombre est inférieur ou égal a km(E;)).
On en déduit donc que A est au plus dénombrable.

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffuse m1,; et une mesure purement atomique 1, sur T telles que m = m;+m,.
Montrer que m, et m, sont étrangeres, c’est-a-dire qu’il existe A € T tel que m (A) = 0 et m,(A°) = 0.
Corrigé — On considere toujours A = {x € E; m({x}) > 0}. On remarque tout d’abord que A € T (car A est au

plus dénombrable, d’apres la question précédente, et que les singletons, c’est-a-dire les parties réduites a un seul
élément, sont dans T). On pose alors, pour tout Be T :

my(B) = m(BNA), my(B)=m(BnAS).
1l est facile de voir que mg et m, sont des mesures sur T et que, par additivité de m, on a bien m = m, + mg.
La mesure my est diffuse car, si x € E, on a mg({x}) = m({x}) = 0 si x € A€ (car A contient tous les points tels que
m({x})>0) et my({x}) = m(0) = 0 si x € A (car {x} NA° =0).
La mesure m, est purement atomique. 11 suffit de prendre S = A, on a bien m4(S¢) = m(A° N A) = 0 et m,({x}) =
m({x})>0sixeS=A.

Enfin, m, et my sont étrangeres car mj(A) = 0 et my(A°) = 0.

(c) Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou égale a la mesure de tous les
autres singletons. Montrer que ceci peut-&tre inexact si m n’est que o-finie.

Corrigé — On suppose que m est finie. Soit M = sup{m({x}), x € E}. On veut montrer qu’il existe x € E tel que
M = m({x}). On suppose M > 0 (sinon, il suffit de prendre n’importe quel x € E pour avoir m({x}) = M). On va
raisonner par I’absurde, on suppose donc que m({x}) < M pour tout x € E. Par définition de M, Il existe une suite
(1) nen C E tel que m({x,,}) > M quand n — +oco. Comme m({x,}) < M pour tout n € N, on peut méme supposer
(quitte a extraire une sous-suite) que m({x,;}) < m({x,11}) < M pour tout n € N. Quitte a supprimer les premiers
termes de la suite, on peut aussi supposer que m({xg}) > = - Les points x,, sont alors tous distincts, ce qui donne

22‘6 m({x;,}) = m({x;,, n € N}) < m(E). Ceci est impossible car m(E) < +oco et m({x,,}) > % pour tout n € N (donc
+o0

rSym({xn)) = +oo).

Exemple de mesure o-finie pour laquelle M n’est pas atteint.
Sur B(R) on définit m par m(B) = Z:’z(l - %)6,1(13) (out &, est la mesure de Dirac au point n € N, définie en
(2.2)).
Pour montrer que m est une mesure, on peut remarquer, en posant Ny = {n € N; n > 2}, que m(B) = ZneszeB(l -
%). SiB=UpenBp avec B,NBy =0sip+q, ona
1 1
Yo=Y Y a-he ¥ uoh
peN peNneNy;neB, (n,p)eNyxN;neB),

(on utilise ici le lemme 2.38 page 42). Comme les By, sont disjoints deux a deux, n appartient a By pour au plus 1 p,
et comme B = UpeN By, on obtient

Yo=Y a-=me)

n
(n,p)eN, xN;neB,, neN,xN;neB
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Ceci prouve la 6-additivité de m. Le fait que m(0) = 0 est immédiat. On a donc bien montré que m est une mesure.

La mesure m est bien o-finie, il suffit de remarquer que m([—n,n]) < +oco pour tout n € N et que R = | J,,en[-n, 1.
enfin, pour cette mesure m, on a M = sup{m({x}), x € E} = 1 et il n’existe pas de x € R tel que m({x}) = 1. En fait,
m est purement atomique car m((N»)¢) = 0 et on a 0 < m({x}), pour tout x € N,.

4. Pour (E, T) = (R, B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie dont I’ensemble des atomes est
infini.
Corrigé — Un tel exemple est obtenu en modifiant légérement la mesure construite a la question précédente. Sur
(R, B(R)) on définit m par m(B) = Z:lriol %%(B). Une démonstration analogue a celle faite a la question précédente
2
montre que m est bien une mesure sur B(R), m est finie (on a m(R) = % < +00), et m est atomique car m((N*)€) =0

et 0 <m({x}) < 1, pour tout x € N*. L’ensemble des atomes de m est infini, c’est N*.

Exercice 2.26 (Limites sup et inf d’ensembles) Soiz (E, T, m) un espace mesuré et (A,,),en C T. On rappelle que

limsup A, = ﬂ Ap et liminfA, = U ﬂAp.

n—keo neNp=n neNp>n
1. On suppose qu’il existe ny € N tel que m(UpZnO Ap) < +oo. Montrer que

m(liminfA,) <liminfm(A,) <limsupm(A,) < m(limsupA,).

n—+00 n—+00 400 400

Corrigé — * La propriété de continuité croissante d’une mesure (voir la proposition 2.27) donne :
m(liminfA,)= 1l ﬂ .
(n—>+oo n) ngr_'r_loom( Ap)
pzn

La monotonie de m donne m(ﬂpZn Ap) <m(Ay) pour tout q > n. On a donc m(mpzn Ap) <infps,m(Ap) et
donc

. < i .
() Ap) <l (o miay)

p=n
soit encore

i A < A

* Deinfps,m(Ap) < SUPp>y m(Ap), on déduit

liminf m(A,) <limsupm(Ay).
n—=+00 n—-+oo

e Comme il existe ng € N tel que m(Upzno Ap) < +oo, la propriéié de continuité décroissante d’une mesure (voir
la proposition 2.27) donne

m(limsup A;) = ngriloom( U Ap).

N
n—+oo pZn

La monotonie de m donne m(UpZn Ap) = m(Ag) pour tout g > n. On a donc
m(U Ap) = supm(Ap)
p>n p=n
et donc limy, 1 0o m(Upsy Ap) 2 limn_,+oo(supp2n m(Ap)), c’est-a-dire

m(limsup A,,) > limsup m(A,).
n—+oo n—+oo
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2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E, T, m) et (A,,),en C T) pour lequel :

limsupm(A,) > m(limsup A,,).

n—+oco n—+oo
Corrigé — On prend (E, T, m) = (R, B(R),\) et A,, = [n,n+ 1], pour tout n € N. On obtient alors :

limsupm(A;) =1>0=m(0) = m(limsup A,).

n—+oo n—+00
3. Donner un exemple avec m finie (¢’est-a-dire m(E) < +oo) pour lequel

m(liminfA,) <liminfm(A,) < limsupm(A,) < m(limsup A,,).

n—+00 n—+00 n—+oo n—-+oo

Corrigé — On prend (E, T,m)=([0,4],B([0,4]), ) (plus précisément, A est ici la restriction a B([0,4]) de A qui
est une mesure sur B(R)) et Ay, = [0,2], Apyi1 = [1,4] pour tout n € N. On obtient limsup,,_,, A, =[0,4] et
liminf, . A, =[1,2]. On a ainsi :

m(liminf A,) = liminfm(A,) =2,
n—+0oo n—+oo
limsupm(A,) =3, m(limsup A;) = 4.
n—+oo n—+oo

4. On suppose que ) .y m(A,) < +oo. Montrer que m(limsup,,_, . A,)=0.
Corrigé — De ) ,cnym(Ay,) < +oco on déduit Z;;i‘,’q (Ap) = 0 quand n — +oo et donc m(Upzn Ap) — 0 quand
n — +oo (car, par o-sous additivité de m, on a m(Up>n p) < Zp nm(Ap)).

Par continuité décroissante de m, on en déduit alors m(hm SUD, ,ieo A ) =0

Exercice 2.27 (Petit ouvert dense...) On considere ici I’espace mesuré (R, B(R), A). Soit € > 0, peut-on construire
un ouvert dense dans R de mesure inférieure a € ? [On rappelle qu’une partie A de R est dense dans R si A =R ou
encore si, pour tout x € R et pour tout € > 0, il existe a € A tel que |x — a| < &.]

Corrigé — La réponse est oui. . .. Soit € > 0. Comme Q est dénombrable, il existe ¢ : N — Q, bijective. On considére
alors O = J,en]o(n) - 2TiQ,(p(n) + 2722[ O est bien un ouvert (comme réunion d’ouverts), dense dans R (car O D> Q

et Q est dense dans R) et, par o-sous additivité d’une mesure, on a \(O) < e} 1) =&

2n+1
Exercice 2.28 (Non existence de la mesure de Lebesgue sur P(R))

On définit la relation d’équivalence sur [0, 1 : xRy si x —y € Q. En utilisant I’axiome du choix, on construit un
ensemble A C [O 1[ tel que A contienne un élément et un seul de chaque classe d’équivalence. Pour g € QN [0, 1],
on définit A, = {vel0,1;y=x+qouy =x+g—1,x € A}, c’est- -a-dire A, = {vel0,1[;y—g€Aouy—q+1 €A}

1. Montrer que (Jgegnpo,1]Aq = [0, 1[-

Corrigé — Soit y € [0,1], il existe x € A tel que yRx (car A contient un élément dans chaque classe d’équivalence),
c’est-a-dire y—x € Q. Comme y—x €]-1,1[ (car x,y € [0,1[), on adonc y—x = q € QN[0, 1[ ou y—x+1 = q € QN]0, 1[.
Cecidonne y € Ay. On a donc [0, 1[C Ugeon(o,1[Aq- Comme Aq C [0, 1] pour tout ¢ € QN [0,1], on a finalement
[0, 1[= Ugeqn(o, 1A

1l est important aussi de remarquer que les Ag sont disjoints deux a deux. En effet, siy € Ag N Ay, il existe x,x €A
telsque y—x=qou(q—1) et y—x" =q" ou (q’ —1). On en déduit x — x’ € Q et donc x = x" (car A contient un
seul élément de chaque classe d’équivalence). Ceci donne g =q’ =y —x (siy—-x€[0,1))ouq=q" =y —x+1 (si
y—x€]-1,0[).
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2. Montrer que si 7 est une application de P(R) dans R, , invariante par translation et vérifiant m([0,1[) =1, m ne
peut pas étre o- additive. En déduire la non-existence d’une mesure m, sur P(R), invariante par translation et
telle que m([a, b]) = b —a pour tout a, b € R, a < b. En particulier, montrer que I’application \*, définie en cours,
ne peut pas étre une mesure sur P(R).

Corrigé — On suppose que m est une mesure sur P(R) vérifiant m([0,1[) = 1. La o- additivité de m donne alors,
avec la premiere question,

1= Z m(Ag). (2.24)
9€QN[0,1]

Pour x e R et B P(R), on note B+ x = {y +x, y € Bl. On suppose que m est invariante par translation, on a donc
m(B + x) = m(B) pour tout B € P(R) et tout x € R.

On remarque maintenant que Ay = ((A+¢) N[0, 1)) U ((A+q—1)N[0,1[) pour tout q € QN [0, 1[. De plus, si
e((A+q)N[0,1)N((A+g-1)N[0,1]), il existe x,x" € Atelsquey =x+q=x"+q—-1, donc x’—x =1, ce qui
est impossible. Ceci montre que (A+q)N[0,1[)N((A+g—-1)N[0,1[) = 0. On a donc, en utilisant I’additivité de m,
Vinvariance par translation de m et le fait que A +q C [0,2[, m(Ag) = m((A+g)N[0,1[) + m((A+q-1)N[0,1[) =
m((A+q)N[0,1[)+m((A+q)N[1,2[) = m(A+q) = m(A), pour tout g € QN[0, 1[. On en déduit Y geqnio,1[m(Ag) =0
sim(A)=0 et quQm[O,l[ m(Ay) = +oo si m(A) > 0, et donc qu@ﬁ[o,l[ m(Ag) # 1, en contradiction avec (2.24). 1l
n’existe donc pas de mesure sur P(R), invariante par translation et telle que m([0,1[) = 1.

Si m est une mesure sur P(R), invariante par translation et telle que m([a,b]) = b —a pour tout a,b € R, a <b. On
montre que m[0,1[= 1 en utilisant la continuité croissante de m et le fait que [0,1[= |J,51[0,1 - %] 1 est donc
impossible de trouver une telle mesure.

L’application \* définie en cours sur P(R) (a valeurs dans R.,.) est invariante par translation et vérifie \*([a,b]) =
b —a pour tout a,b € R, a < b. Elle n’est donc pas c-additive sur P(R).

Exercice 2.29 (Non existence d’une mesure sur P(R) donnant la longueur) Cet exercice est plus général que
le précédent car on veut montrer qu’il n’existe pas de mesure sur P(R) telle que m(]a,b[) = b —a pour tout a,b € R,
a < b, sans I’hypothése d’invariance par translation de I’exercice précédent.
Soit E un ensemble non dénombrable, sur lequel on suppose qu’il existe un ordre total, noté <, tel que pour tout
x € E, I’ensemble {y € E;y < x} est au plus dénombrable, c’est-a-dire qu’il existe une application f, injective de cet
ensemble dans N. Si E =R ou E = [0, 1], on peut démontrer I’existence d’un tel ordre (ceci est une conséquence
de ’axiome du continu). Soit 7 une mesure sur P(E); on suppose que m est finie, i.e. m(E) < +o00, et diffuse.
On se propose de montrer que m est nulle, i.e. m(A) = 0, pour tout A € P(E). On pose, pour x € Eet n e N,
Ayn={yeEy=xet fy(x) =n}.
1. Montrer que pour tout x,y € Eetn e N, A, , N A, ,, = 0.

En déduire que, pour tout n € N, {x € E;m(A, ,) # 0} est au plus dénombrable (utiliser le fait que m est finie).
2. Montrer qu’il existe x € E tel que, pour tout n € N, m(A, ) = 0.

3. En déduire que m est nulle (montrer pour cela que #(E) = 0 en utilisant la question précédente et le fait que m
est diffuse).

4. Montrer qu’il n’existe pas de mesure m sur P(R) telle que m(]a,b[) = b—a pour touta, b e R, a < b.
Exercice 2.30 (Une caractérisation de la mesure de Lebesgue) Soit m une mesure sur B(R) telle que pour tout
intervalle I et tout x € R on ait m(I) = m(I + x) (avec I + x = {a + x, a € I}) et m([0, 1]) = 1. Montrer que pour tout

x € R, m({x}) = 0 (i.e. m est diffuse). En déduire que m est la mesure de Lebesgue sur 3(R). [On pourra découper
[0,1] en g intervalles de longueur 1/4.]
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Corrigé — On pose m({0}) = a. Soit x € R. On prend 1 = {0} (1 est bien un intervalle) de sorte que 1+ x = {x}. On a
alors a = m({0}) = m(I) = m(1+ x) = m({x}). On a donc montré que m({x}) = a pour tout x € R. Pour montrer que o = 0,
il suffit, par exemple, de remarquer que, en utilisant la o-additivité de m :

+0o 1 +0o
1=m(0,1]) > Zm({z}) >)
n=1 n=1

On en déduit o = 0 (sinon, le membre de droite de la précédente inégalité est égal a +oo et 'inégalité est alors fausse).

On a donc bien montré que m({x}) = 0 pour tout x € R. Ceci donne, en particulier que 1 = m([0,1]) = m([0, 1[)+m({1}) =
m([0,1]).
ﬂ[) =m([0, %[)pour tout i €{0,...,q—1}, car [é, H—l[: [0, %[+é On en déduit :

Soit maintenant q € N*. On a m([é, 7 7

q-1 L.
1 1+1 1
1=m([0,1]) = ;m([E'T“ =m0, D)

et donc m([0, %[) = % Ceci donne aussi, pour tout x € R, m([x,x + %[) = % car [x,x + %[: [0, %[+x.
En utilisant I’additivité de m, on a donc, pour tout p € N* :
s i i+1
p 11 14
m([0, =[) = m([-,—[) == (2.25)
q ;’ 9 4 q

De (2.25), on va déduire m([a, ) = B — « pour tout o, p € R tels que o < p. En effet, soit o, f € R tels que o < p. Comme
[a, B[= [0, Y[+, avec y = B —a, on a m([a, B[) = m([0, Y[). Il existe alors deux suites (r,)yen C Q% et (5,)peN C QF
telles que 1, Ty et s, | y quand n — +oco. Comme [0,r,[C [0,V[C [0,s,[, on a, grace a (2.25), r, = m([0,7,[) <
m([0,y[) < m([0,s,[) = s,,. Eh faisant n — +oo, on en déduit que m([0,y[) = y et donc m([e, f[) = p— .

Enfin, comme m({a}) = 0, on a aussi

m(Ja, B[) = p — o, pour tout a,p e R, a <.

5

La partie “unicité” du théoreme de Carathéodory donne alors m = A.

Exercice 2.31 (Support d’une mesure sur les boréliens) Soit 7 une mesure sur 3(R?). Montrer qu’il existe un
plus grand ouvert de mesure nulle pour m. L’ensemble fermé complémentaire de cet ouvert s’appelle le support de
m. [On pourra, par exemple, considérer les pavés a extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pour m1.]

Corrigé — On note A I’ensemble des ouverts de R4 de mesure nulle pour m. L’ensemble A est non vide (car I’ensemble
vide est un ouvert de R% de mesure nulle). On pose :

O= U w.
weA

L’ensemble O est donc la réunion de tous les ouverts de R de mesure nulle. Il est clair que O est ouvert (car c’est une
réunion d’ouverts) et qu’il contient tous les ouverts de R? de mesure nulle. Pour montrer que O est le plus grand ouvert
de mesure nulle, il suffit donc de montrer que O est de mesure nulle. Pour cela, on va montrer que O est une réunion
dénombrable d’ouverts de mesure nulle.

Soit x = (x1,...,x3)t € O. Il existe w € A tel que x € w. Comme w est ouvert, il existe € > 0 tel que :
d

]_[]xi —&x; +€[C w.
i=1
Pour tout i € {1,...,d} il existe y; x €]x; —&,x;[NQ et d; x €]x;, x; + e[NQ. On a donc :

d
X€ I_[]yi,x,éi,x[c wcCO.
i=1
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Par monotonie d’une mesure, on a m(]_[?:1 Vi, x 0i x[) < m(w) =0, et donc

d
I_lex» 1x

i=1

d
0= U 1Vix 0ix[= U Py oy (2.26)

x€0i=1 xeO

en posant Yy = (Vl,xw--'Yd,x)t: o = (61,x'~-~’6d,x)t erPy 5= n?:1h/i'6i[ (siy=(y1,- va)' et d=(d1,...,87)").

Comme O = Jycolx}, on a aussi :

On remarque maintenant que, pour tout x € O, yy, 0y € Qd. L’égalité (2.26) donne donc :
O= U P 6
(7,0)eB

oit B est une partie de Q2d et m(P%g,) = 0 pour tout (y,0) € B. Comme Q2d est dénombrable, la partie B est au plus
dénombrable et la o—sous additivité d’une mesure donne alors que m(O) = 0.

Exercice 2.32 (Ensemble de Cantor)
On considere I’espace mesuré ([0, 1], 5([0,1]), ). On pose Co = [0,1], a? = 0, ¥ = 1, et ag = 1. Pour n > 0,

. o . n , .
on construit C,,,1 C [0,1] de la maniére suivante : on suppose C, = Ulz,zl [ap, by] connu, et on définit C,;q =
2'“rl n+l pn+l n+1 n o pn+l n+l _ pn n+l _ pn
1 [ap™, by ] ol pour p = 1,...,2" Ay, =4y b2p 1 = ap Qs a5, = by —ayyg et b2p = by, avec

(xnﬂ = pT et0<p, <1.0npose C=(,5C, (C s’appelle ensemble de Cantor”, I’exemple le plus classique
est obtenu avec p,, = % pour tout 1 € N).

1. Montrer que C,,,; C C,,.

Corrigé—  Pour toutn € Netp €{1,...,2"}, la longueur de Uintervalle [ap, b, ] est ay. Comme o4 < O‘—Z” et que
ag;11 =apet b"Jr1 by, ona [ag;;ll,bg;ll Ju [agJr1 b”*l] C [ap, bpl, pour tout n € Neet p € {1,...,2"}. En prenant

lunion sur p € {l .,2™), on en déduit Cp,41 C C,,.

2. Montrer que C est compact et C= 0.

Corrigé — L’ensemble C est fermé (dans R) car c’est une intersection de fermés (chaque C,, est fermé). D’autre part
C c[0,1], C est donc compact (car fermé et borné dans R).

Comme 0,41 < 2 , ONn a toujours b” < a +1 (pourtoutneNetp € {1,...,2" = 1}). Les intervalles composant C,,
sont donc disjoints deux a deux et de longueur ay,. Ceci montre que x,y € [O, 1], (y = x) > a, implique |x,y[z C,,.

Comme o, — 0 quand n — +co (noter que oy, < %), on en déduit que C = (N Cy, ne contient aucun intervalle

o
ouvert (non vide) et donc que C= .

3. Montrer que C est non dénombrable.
Corrigé —  On commence par définir, par récurrence sur n € N*, des points x. pour ¢ € {1,2}".
Pourn=1, x(1) = “(1) et x(y) = b(l).

Soit n > 1. Supposons que x. est construit pour tout ¢ € {1,2}" et que pour chaque c € {1,2}", x. € {h;,’*l, p=

1,...,2"7Hu {u;—l’ p=1,...,2"Y). On construit maintenant x, pour c € {1,2)"*1. Soit donc c € {1,2}"*1, on pose
c={c,b}avecc € {1,2}" et d € {1,2} et on distingue 4 cas :

(a) xg= bg_l, avecp € {1,...,2”_1}, d = 1. On pose alors x. = agp,
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(b) xg = b;';H’ avec p € {1,...,2" 1}, d = 2. On pose alors x, = b;‘p,
(c) xg=ay!, avecp e{l,...,2"" 1}, d = 1. On pose alors x; = a1

(d) xz = ag’l, avec p €{1,...,2" 1), d = 2. On pose alors x. = b;‘p_l.

Il est intéressant de noter, avec ces formules, que |x. — x¢g| < oy < 217 et que x. € C.

On note S I'ensemble des suites indexées par N*, prenant leurs valeurs dans {1,2}. Si ¢ € S, on note c,, I’élément
de {1,2}"" formé par les n premiers termes de la suite et on note x,, = x¢,. La suite (x,)neN est de Cauchy (car
%41 — x| < %) et incluse dans C, elle converge donc vers un point x. € C. On remarque que si c et ¢’ sont deux

. crrs - . 7 7

suites différentes, alors x. # x.. En effet sozt‘n e N tel que ¢,y = cpy et cyy1 # ¢,y |, on alors |x;, — x.c;n| > (1-pn)ay
pour tout m > n et donc, en passant a la limite quand m — +oo, |x. — x| > (1 — py)ay, ce qui donne x, # x¢.
L’application ¢ — x. est donc une injection de S dans C. Ceci montre que C est infini non dénombrable (car S est
infini non dénombrable).

4. Montrer que si p,, ne dépend pas de n, alors A(C) = 0. En déduire que si A € B([0,1]), A(A) = 0 n’entraine pas
que A est dénombrable.

Corrigé — La construction des points aﬁ et by donne
1 1 1 1
M[ag;_l'bg;q] U [a'ﬁ; ,bﬁ’; 1) =2ap41 = pnoy = Pn}\([a;'bg])-
En prenant I'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit \(C,,11) = py MCyy).

Si py, ne dépend pas de n, c’est-a-dire p, = p pour tout n€N et 0 < p < 1, on a donc M(Cy41) = pMCy). Ceci
donne, comme MCq) = 1, MC,,) = p" pour tout n € N. Par continuité décroissante de )\, on en déduit A\(C) =
limy 400 MCyy) = 0.

5. Soit 0 < € < 1. Montrer qu’il existe une suite (p,),>0 C]0, 1] telle que A(C) =e.

Corrigé —  Soit (&,,)en Cle, 1] telle que eg = 1, €,,41 < &, pour tout n € N et ¢, — € quand n — +oo (on peut
prendre, par exemple, ¢, = € — ﬁ).

On prend p,, = Egl pour tout n € N. On a bien 0 < p,, < 1 et, comme AMC,11) = p MCyy) (ceci a été démontré a la
question précédente), on a donc A(C,,) = &, pour tout n € N. Par continuité décroissante de )\, on en déduit \(C) =

limy, 5100 MCy) = &

6. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0, 1] tel que A(A) = 0, alors f(A) est un
compact de R tel que A(f(A)) = 0.

Corrigé — Comme f est continue, f transforme les compacts en compacts. Donc, f(A) est bien un compact de R (et
donc appartient a B(R)).

On montre maintenant que M(f(A)) = 0.

Soit L € R tel que |f (v) — f (x)| < Lly — x| pour tout x,y € R. On commence par montrer un petit résultat préliminaire.
Soit I = [a, b] un intervalle fermé de [0, 1] (1 est donc compact). Comme f est continue sur [a,b], il existe x,y € [a, b]
tels que f(x) = m = min{f(z), z € [a,b]} et f(y) = M = max{f(z), z € [a,b]}. On a donc f(I) C [m,M] (en fait,
f(I)=[mM]), d’ou :

AMf(I)<M-m=f(y)- f(x) <Ly — x| = LA(I). (2.27)

Soit N> 0. Comme A € B(R), d’apres la régularité de X (voir le théoréme 2.43), il existe O, ouvert de R, tel que A C O
et M(0) < 1. D’apres le lemme 2.44 page 47, O est une union dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux.
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En prenant éventuellement la restriction a [0,1] de ces intervalles, on obtient donc une famille dénombrable, notée
(Iy)nen, d’intervalles inclus dans [0, 1), disjoints deux a deux tels que A C | J,,en1,; C O. On en déduit

im UI <net f(A Uf Uf(Tn)
n=0

neN neN neN
On a donc Mf(A)) < YT N (1,)). En utilisant (2.27), on a donc

n=0
too +oo
A)<L Z)\(In) =L Zmn) <Ly
n=0 n=0
Comme 1) est arbitrairement petit, on a donc A(f (A)) = 0.

7. Construire une fonction continue de R dans R telle que si A est un compact de [0, 1] tel que A(A) = 0, on n’a pas
forcément A(f(A)) = 0 (mais f(A) est un compact de R). [Utiliser un ensemble de Cantor de mesure nulle (cf
question 4) et un ensemble de Cantor de mesure € > 0 (cf question 5).]

Corrigé — On note C I’ensemble obtenu dans la question 4, c’est-a-dire avec p,, = p pour tout n € Net 0 < p <1
(par exemple, p = %). On note af,, bﬁ, C,, les points et ensembles utilisés pour construire C et on note aussi D = {aZ,

neN pefl,...., 2" u{bh neN, pell,...,2")}. (Noter que D C C.)

Soit € > 0. On note C I’ensemble C obtenu a la question 5. On a donc M(C) = &. On note dﬁ, Bln), C,, les points et
ensembles utilisés pour construire C et on note aussi

D={(ah,neN,pe{l,..., 2" u{bh,neNpe(l,...,2").
(Noter que Dc C.)
Soitn € Net p €{l,...,2"}. On construit une fonction f sur Uintervalle [bg*ll, ag;;l] en prenant | affine et telle que

f(bg;ll) b"Jrl1 et f( “2p )= dg;;ll, On remarque que

(\Jchup— (| Jcpup

neN neN
est strictement croissante. Comme (UneN CS)¢ = C et que C est d’intérieur vide, f est définie sur une partie dense de
[0,1] et, comme (| ey C5)¢ = C et que C est d’intérieur vide, U'image de f est dense dans [0,1].

11 est maintenant facile de définir f par densité sur tout [0,1]. En effet, soit x € [0, 1]\ (U ,en C5)UD, il existe une suite
de points de (|J,;,en C5) U D, notée (yy,)neN, convergeant en croissant vers x et une suite de points de (| J,,en C5,) UD,
notée (z,,)eN, convergeant en décroissant vers x (en fait, ces points peuvent méme étre pris dans D). Comme f et
croissante, la suite (f (v;,))neN converge donc en croissant vers un certain y € [0, 1] et la suite (f (z,,))eN converge en
décroissant vers un certain 6 € [0, 1] (la croissance de f donne aussi que ces limites ne dépendent que du choix de x
et non du choix des suites (V;;)neN et (2y)neN). Comme f est croissante, on a y < & et comme l'image de f (définie
pour Uinstant seulement sur (N C5;) U D) est dense dans [0, 1], on a nécessairement y = & (I'intervalle [y, ] ne
rencontre pas I'image de f ). On peut donc poser f(x) =y = d.
La fonction f est donc maintenant définie sur tout [0,1] a valeurs dans [0, 1]. Elle est strictement croissante et son
image est dense dans [0,1], elle est donc continue (par le méme raisonnement que celui fait pour définir f (x) en tout
point x € [0, 1]\ (U,,eny C5) U D). Comme une application continue transforme un compact en compact, on a donc
f([0,1]) =[0,1] et ceci prouve en particulier que

£([0,1] U CS)UD) = U CoHu

neN neN

Comme f(D) =D, on a aussi f(C) = C. Pour que f soit définie sur R et continue, on ajoute f(x) = 0 pour x <0 et
f(x) =1 pour x > 1. On a toujours f(C) = C. Ceci donne bien le résultat désiré car A\(C) = 0 et \(C) = &> 0.

Exercice 2.33 (Mesure complete) Soit (E, T,#) un espace mesuré. Une partie B de E est dite “négligeable” si
elle est incluse dans un élément de T de mesure nulle. On note N,, I'ensemble des parties négligeables. On pose
={AUN; AeT,NeN,}
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1. Montrer que T est une tribu et que TU N, C T.

Corrigé — (a) On montre d’abord que T est une tribu.

—0eTcar®=0U0 et O appartient a T et Ny, (car il est de mesure nulle).

— T est stable par passage au complémentaire :
Soit C e T. Il existe A€ T et N € Ny, tels que C = AUN. Comme N € Ny, il existe Be T tel que N C B et
m(B) = 0.
On remarque alors que C° = (AUN)® = A°NN° = (A°NB°) U(A° NN N B). Comme A°NB° €T (par les
propriétés de stabilité de T) et (A° NN N B) € Ny, (car inclus dans B), on en déduit que C¢ € T. Donc, T est
stable par passage au complémentaire.

— T est stable par union dénombrable :

Soit (Cy)pen C T. Il existe (Ay)pen C T et (Ny)peny C Ny tels que C,, = A, UN,, pour tout n € N. Comme,
pour tout n € N, N,, € Ny, il existe By, € T tel que N,, C By, et m(B,,) = 0. On a alors

Ucn:(UAn)U(UNn)-

neN neN neN
On remarque que
U N, CB= U B,eT
neN neN

et m(B) = 0 par o-sous additivité de m. Donc, Unen Ny € Ny, comme J,en Ay € T, on a finalement
Uuen Cn € T. Ce qui prouve bien que T est stable par union dénombrable.

On a bien montré que T est une tribu sur E.
(b) On montre maintenant que TU N, C T.
—SiAeT,onaA=AUQ. Comme® e N, onen déduit A € T. Donc, T C T.
—SiNeN,, onaN=0UN. Comme ) €T, on en déduit N € T. Donc, N,, C T.

Finalement, on a bien TU N, C T.

2. Soit Ay, A, € T et Nj, N, € V,, tels que A UN; = A, UN,. Montrer que m(A;) = m(A,).

Corrigé — Soit By € T tel que Np C By et m(By)=0.Ona:

Ai1 CAJUN; =AUNy C Ay UBs.
Donc, par monotonie et sous additivité de m, m(A1) < m(Ay UBy) < m(Ay) +m(By) = m(Ay). En changeant les
roles de Ay et Ay, on a aussi m(Ap) < m(Ay). On a donc m(A1) = m(Aj).

Pour Be T, soit Ac T et N € NV, tel que B=AUN, on pose 77(B) = m(A). (La question précédente montre
que cette définition est cohérente.)

3. Montrer que 71 est une mesure sur T et 71, = m. Montrer que 71 est la seule mesure sur T égale a m sur T.

Corrigé — (a) On montre d’abord que 7 est une mesure sur T.
Comme D =0UQ et € TNN,, onam(d)=m(d)=0.

Soit maintenant (C,,)pen C T telle que C,, N C,y, = 0 si n = m. Il existe des suites (Ap)peny C T et (Ny)neNn C Ny,
telles que C,, = A,; UN,, pour tout n € N. Comme, pour tout n € N, N,, € Nyy,, il existe B, € T tel que N, C B, et
m(B,,) = 0.

On a donc

Ucn:(UAH)U(UNn)-

neN neN neN
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On a déja vu que | J,,ey Ny € Ny Par définition de i, on a donc

(| ) Cu)=m(_) Aw.

neN neN
Comme Cy N Cpy =0 si n=m, onaaussi Ay N Ay =0 sin=m (car Ap C Cp pour tout p). La o-additivité de m
(et la définition de mi(C,,)) donne(nt) alors :

(| JCoy=m({ A=) mA)=) m(Cy)

neN neN neN neN
Ce qui prouve la 5-additivité de m.

(b) On montre maintenant que mj,, = m.

SiAeT, onaA=AUQ. Comme D e Ny, onadonc (AT, on le savait déja, et) m(A) = m(A). Donc, my, = m.
(c) Enfin, on montre que i est la seule mesure sur T égale & m sur T.
Soit 17t une mesure sur T égale & m sur T.

Soit C e T. Il existe A€ T et N € N, tel gue C=AUN. Comme N € Ny, il existe Be T tel que N C B et
m(B) = 0. On a alors A ¢ C C AU B. La monotonie de 1, le fait que 1t = m sur T et la sous additivité de m
donnent :

m(A) = 1i(A) < 1(C) < (AU B) = m(AUB) < m(A) + m(B) = m(A).

On a donc 1(C) = m(A) = m(C). Ce qui prouve que tit = .
4. Montrer que Ny = N,, C T.

Corrigé— On a déja vu (a la question 1) que N, C T.
— l est facile de voir que N C Nz En effet, soit N € Ny 1l existe B € T tel que N C B et m(B) = 0. Comme
T C T et que m = m sur T, on a donc aussi B € T et m(B) = 0, ce qui prouve que N € N7;.

— Soit maintenant N € Na;. Il existe C € T tel que N C C et 7(C) = 0. Comme C €T, il existe A€ T, M€ Ny, et
BeT tel que m(B) =0 et C= AUM C AUB. la définition de m donne que m(C) = m(A), on a donc m(A) = 0.
On en déduit m(A UB) < m(A) + m(B) = 0, et donc, comme C C AUB, on a bien C € Ny,

On a bien montré que Ny = Ny, C T.

Cet exercice montre la différence dérisoire, du point de vue de I’intégration, entre (E, T, ) et son complété (E, T, m).

Exercice 2.34 (Série commutativement convergente dans R)

Soit (a,,),ey une suite de nombres réels. La premiere question de cet exercice consiste 2 montrer que si la série
2_neN G¢(n) €St convergente pour toute bijection ¢ de N dans N, alors la série }_, oy a, est absolument convergente.
Puis, dans la deuxiéme question, il s’agit de montrer que, si la série ), . 4, est absolument convergente, la somme
de la série } oy dgp(n) Ne dépend pas de ¢, dés que @ est une bijection de N dans N.

1. On suppose que la série ), .y Agp(n) est convergente pour toute bijection ¢ de N dans N. Montrer que la série
Y .eN Ay est absolument convergente. [On pourra raisonner par 1’absurde.]

Corrigé — On suppose que la série ), ay n’est pas absolument convergente. La suite (Z;:O |“p|)neN converge
donc en croissant vers +oco. Comme |ap| = a; +ay et que a;; = max{ay, 0} > 0 et a, = max{-ap, 0} > 0, les deux
suites (ZZ:O a;)neN et (ZZ:O a;)neN sont donc aussi croissantes et ['une des deux, au moins, converge vers +oo.

On suppose que la suite (Z;:o a;;)neN converge vers +oo (un raisonnement analogue a ce qui suit permettrait de
traiter le cas ou la suite (ZZ:O a;)neN converge vers +o0o0). On va construire ci-apres une bijection ¢ de N dans N

telle que Z;:o Agp(p) = +00 quand n — +oo. Ceci prouvera que la série ) , N Agp(n) €St non convergente pour au
moins une bijection de N dans N.
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OnnoteP={neN,a,>0}etN={neN,a, <0} (de sorte qu¢e PNN =0 et PUN = N). Soit @1 et @y les deux
applications strictement croissantes de N dans N telles que P = {¢1(n), n € N} et N = {¢(n), n € N}.
On commence par montrer qu’il existe une suite strictement croissante (a;)yeN C N telle que ag =0 et :
apy1—1
2y
p:a”
Pour montrer ’existence d’une telle suite (a,;),,eN, on pose ag = 0. Puis, on raisonne par récurrence sur n. Si ay, ..., dy
sont construits, I’existence de a, 1 découle du fait que

>1. (2.28)

¢2(n) P1(p) =

+00 +00

_ +_
Z Aoy (p) = Z ap = +oo.
p=an p=91(an)

La construction de la suite (@(n)),eN se fait alors en prenant @1(ag),...,91(a; — 1) puis @2(0) puis @1(ay), ...,
@1(az —1) puis @2(1)... puis @1(an),- .., 1(ans1 — 1) puis @ (n)...
Pour décrire précisément cette application @, on pose by = 0 et, pour n €N, by, 1 = by, +ay1 —a, + 1 (la suite

(by)neN est strictement croissante et tend donc vers +oco quand n — +oo). On définit alors, pour tout n € N, @(q)
lorsque q € {by,,... b1 — 1} par:

@by +p) = 1(ay +p) pour p €{0,...,ap41 —ay — 1},

P(bnr1 —1) = 2(n).
On a bien ainsi défini une application de N dans N car by,1 —1 = by, + p, pour p = a1 — ay. L'application @ est
surjective car {@(q), q € N} = P UN. Elle est injective car chaque valeur de @1 et @, n’est prise qu’une seule fois par
@. Enfin, on a bien Z;:o Agp(p) =+ quand n — +oo. En effet, on remarque que, grace a (2.28) :

buri—1+p byy1-1

Ao(q) = Ao(q
q=0 q=0

pour tout p > 0 et tout n € N, ce qui donne, pour tout n € N, liminfp_>JrDo ZZ:O Ap(q) Z 1, et donc

P

Za‘f’(‘i) — +o0, quand p — +oo.
q=0

2. On suppose maintenant que la série ) ,.y4a, est absolument convergente (et donc convergente). On pose
a=1)_,enay- Soit @ une bijection de N dans N. Montrer que }_, ey @¢(n) €St convergente et que ) ey dg(n) = 4-

Corrigé—  Soit € > 0. Comme la série ) e a, est absolument convergente, il existe N € N tel que )\ lay| < e.
Pour i €{0,...,N}, soit n; € N tel que @(n;) =1i. On a alors

n n (o]
nz max{nor"-)nN} = | Za(p(p) - Zap| < Z |ap| <e&
p=0 p=0 p=N
Comme lim,;_, , o, Z;:O ap = a, on en déduit que lim;_ 1 o ZZ:O agp(p) = .

Exercice 2.35 (Lemme de Borel-Cantelli)
Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (A,,), <y une suite d’éléments de T.

On pose
Bn:UAk et A= ﬂBn

k>n neN
(on rappelle que A =limsup,,_,, . A;,).

1. Montrer que si ),y pP(Ay) < +oo alors p(A) = 0.
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Corrigé — Cette question a été traitée dans ’exercice 2.26, question 4.

2. On suppose que, pour tout # € N, les événements Ay, ..., A, sont indépendants.
On suppose aussi que ),y P(A;) = +oo0. Montrer que p(A) = 1.
Corrigé — Comme cela a été vu a 'exercice 2.26, la propriété de continuité décroissante d’une mesure (voir la
proposition 2.27) donne p(A) = limy,_, oo p(By,). Il suffit donc de montrer que p(B,,) = 1 pour tout n € N.

Soit n € N; supposons d’abord qu’iil existe k > n tel que p(Ay) = 1. On a alors, par monotonie de p, que p(B,,) >
p(Ax) = 1 et donc p(B,) = 1. On suppose maintenant que p(Ax) < 1 pour tout k > n. Comme Bj; = N>y, A]Cc, la
continuité décroissante de p et I’indépendance des Ay donne :

m
p(B;) = mlﬁwﬂp A=l | Ja-paen
Comme In(1 — x) < —x pour tout x < 1 (ou, de maniére equzvalente ln( ) < u—1 pour tout u > 0, ceci est une

conséquence, par exemple, de la concavité de la foncnon In), on a, pour m>n :

m m
n([ [ -pae) Zlnl PAK) <= ) plAg).
k=n k=n

De I’hypothése ) ,cn p(Ay) = +co, on déduit
m
im In(] [(1-p(Ag) = —eo,
k=n
et donc p(BS)) = 0. Ceci donne bien p(B,,) = 1 et termine la démonstration.

Exercice 2.36 (Probabilité sur S!) On considere S' = {(x,y)" € R?, |x|?> +[y|> = 1} (S! est donc le cercle unité de
R?). Pour z = (x,y) € S, il existe un unique 0, € [0, 27([ tel que x = cos(0,) et y = sin(0,). Pour a € [0, 27 et
z € S! on pose

R,(z) = (cos(0, + a),sin(0, + a))".
Noter que R, est une bijection de S sur S! (c’est la rotation d’angle «).
Définir une tribu T sur S', telle que T contienne les parties de la forme {(cos(0), sin(0))’, 0 €]a, B[} avec —co <
a < < +oo, et une mesure p sur T de sorte que (SI,T,M) soit un espace mesuré avec M(Sl) =1 et telle que p
soit invariante par rotation, ¢’est-a-dire que, pour tout A € T et o € [0, 27[, on ait Ry (A) = {R,(z), z€ A} € T et
(R4 (A)) = p(A). [On pourra utiliser la tribu borélienne de R, notée B(RR), et la mesure de Lebesgue sur 5(R).]

Corrigé — On note © ’application z — 0, de S! dans R (cette application est bijective de St dans [0,27[). On prend
alors T = {©~1(B), B € B(R)}. C’est bien une tribu sur S' (voir I'exercice 2.4).

Soit —0o < a < P < +oo et E = {(cos(0),sin(0))!, 0 €]a, B[}. Ona E C Sl et, siz €S, onazeE siet seulement s’il
existe k € Z tel que 0, + 2kt €]a, B[. Ceci prouve que
E= U 0~ ! (Ja - 2k, p - 2km(),
keZ
et donc que B € T car ©~(Ja— 2k, B—2km[) € T pour tout k € Z.

On définit maintenanl . Soit A€ T. On pose ©p ={0,, z € A}. Comme A €T, il existe B e B(R) tel que A = O~ 1(B), et
donc A = @ LBN[0,2n([). Comme © est une bijection de S* dans [0,27[, on a alors © 5 = BN [0, 21[€ B(R). On pose
WA) = 2,“ AM©®4p), oit A est la mesure de Lebesgue sur B(R).

Montrons que y est bien une mesure sur T. En effet, on a 2mp(0) = M(©p) = M(@) = 0. Puis, si (Ay)neN est une suite
d’éléments de T, disjoints deux a deux, la suite (Op )neN est une suite d’éléments de B(R), disjoints deux a deux. La
o—additivité de w découle alors de celle de .
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Il reste a montrer que W est invariante par rotation. Soit o € [0, 21| et A € T. Comme on I’a vu précédemment, il existe
B € B(R) tel que A = O~ (BN[0,21[). On a donc

A ={(cos(8),sin(B)), 6 € BN [0, 21[}.
Pour B € R, on note By = {0+, 6 € B}. On a alors :
Ry (A)

(cos(0 + a),sin(0 + a))f, 8 € BN [0, 2m[}
(cos(0),sin(0)), 8 € By N[, 27 + o[}

={(cos(0),sin(0)), 0 € B, N[a, 21[} U {(cos(0),sin(0))!, 0 € By_zr N[0, )}
=0 ' (ByN[a, 21 ) UO L (Byoor N[0, ).

La propriété d’invariance par translation de A permet de dire que Bp € B(R) pour tout p € R. On a donc Ry (A) €T et,
par additivité d’une mesure et définition de y,

21 p(Ry(A)) = A(Bo N [a, 21[) + A(B_25¢ N [0, ).
L’invariance par translation de \ donne
AMBa_27x N[0, af) = M(Bo N[270, o + 27[)

{
{

et donc :

21u(Ry (A)) = AM(Bg N {a, 21[) + A(By N [270, o + 27])
ABgy N[o, a+ 27)

=MBNJ0,27|).

Ce qui donne bien n(Ry(A)) = u(A).
Exercice 2.37 (Sur la continuité de la fonction de répartition) Soient p une probabilité sur 5(RR) et F la fonction

de répartition de p. Soit a € R. Montrer que F est continue en 4 si et seulement si p({a}) = 0. En déduire que F est
continue sur R si p ne charge pas les points.
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