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Chapitre 3

Fonctions mesurables, variables aléatoires

3.1 Introduction, topologie sur R,

Nous allons, dans ce chapitre, introduire différents outils nécessaires a la définition de I’intégrale de Lebesgue. De la
méme maniere que les fonctions en escalier ont été introduites lors de la définition de I’intégrale des fonctions réglées,
nous introduisons maintenant le concept de fonction étagée sur un espace mesurable (E, T). Nous introduirons
ensuite les concepts de fonction mesurable et de variable aléatoire, ainsi que les premieres notions de convergence de
suite de ces fonctions. La notion de variable aléatoire est fondamentale en calcul des probabilités : c’est en général
par la connaissance de la variable aléatoire (et par sa loi de probabilité) que se construit le modele probabiliste,
I’espace probabilisé (E, T, p) restant souvent mal connu.

Remarque 3.1

1.

L’ objectif est d’intégrer des fonctions de E (espace de départ) dans F (espace d’arrivée). Pour construire ainsi une
notion d’intégrale, il faut un espace mesuré au départ et un espace topologique a I’arrivée, car nous aurons besoin
dans I’espace d’arrivée d’une notion de convergence (pour les procédés de passage a la limite dans la définition de
Iintégrale). Les espaces d’arrivée usuels sont (pour la théorie de I’intégration) R, C, RN ou un espace de Banach.
Le procédé de construction dii 2 Lebesgue donne un réle fondamental aux fonctions a valeurs dans R, (et 2 la
notion de convergence croissante) et nous aurons besoin d’utiliser la topologie de R, (voir la définition 3.2).

. On rappelle qu’un espace topologique est la donnée d’un ensemble F muni d’une famille de parties de F, appelées

“ouverts de F”, contenant () et F, stable par union (quelconque) et stable par intersection finie. On rappelle aussi
que, dans un espace topologique, x,, — x, quand n — +oo, signifie que, pour tout O ouvert contenant x, il existe
ng tel que x,, € O pour tout n > ny.

. Soit F un espace topologique et G C F. On appelle topologie trace sur G la topologie définie par I’ensemble des

restrictions a G des ouverts de F. Si O C G, O est un ouvert de G si et seulement s’il existe U ouvert de F tel que
O =UNG. Noter donc que O peut ne pas étre un ouvert de F si G n’est pas un ouvert de F. Par contre, il est
important de remarquer que si G est un borélien de F (c’est-a-dire G € B(F), B(F) étant la tribu engendrée par
les ouverts de F), I’ensemble des boréliens de G est exactement I’ensemble des boréliens de F inclus dans G,
c’est-a-dire B(G) = {B Cc G; B € B(F)}, ceci est démontré dans I’exercice 2.3 page 54.

. Un exemple fondamental de topologie sur I’ensemble F est celui de la topologie donnée par une distance sur F.

Dans le cas de F = R, nous considérerons toujours R muni de la topologie donnée par la structure métrique de R,
c’est-a-dire par ’application “distance” définie par d(a, b) = |b —al.



Définition 3.2 (Topologie et tribu de Borel sur R,) R, =R, U {+co}

1.

Soit O CR,. O est un ouvert si pour tout a € O ona :

(a) Si 0 < a < +oo, alors il existe e € R* tel que Ja—¢,a+ e[C O,
(b) si a =0, alors il existe o € R, tel que [0,a[C O,

(c) si a = +oo, alors il existe o € R, tel que |, +o0] C O.

2. B(R,) est la tribu (sur R, ) engendrée par les ouverts de R,. Soit B C R,, on peut montrer (voir la remarque 3.3

ci apres) que B € B(R,) si et seulement si BNR € B(R) (B(R) est la tribu de Borel sur R).

Remarque 3.3 (Topologie sur R et R, )

1.

La topologie sur R, est la topologie induite par celle de R, , c’est aussi la topologie induite par celle de R (la
démonstration de ce résultat est un exercice de topologie, exercice 3.4). L’ensemble des boréliens de R, est donc
égal 4 I’ensemble des boréliens de R, inclus dans R, et c’est aussi I’ensemble des boréliens de R inclus dans
R, (voir la remarque 3.1). On remarque aussi que {+co} € B(R, ) (car {+oo} est, par exemple, une intersection
dénombrable d’ouverts de R, ). On en déduit que, si B C R, , on a B € B(R,) si et seulement si BNR € B(R)

(noter que BNR=BNR,).

. Soit A C R,, A est donc un borélien de R, si et seulement si A € B(R) ou A = B U {+c0}, avec B € B(R).

3. La définition de la topologie sur R, donne bien que, pour (x,),cy C R,, on a x,, — +oco (dans R,, quand

n — +00) si et seulement si, pour tout o > 0, il existe nq tel que x,, €]a, +oo0] pour tout 1 > 1 (ce qui est la
définition usuelle de convergence vers +00).

. On peut aussi montrer que B(R, ) est la tribu engendrée par C; = {]a,+oo]; a € R, }. C’est aussi la tribu engendrée

par Cy = {]a,+oo[NR_; a € R}. Par contre, ce n’est pas la tribu engendrée (sur R,,) par C3 = {]a, +oo[; a € R, }
(on a donc T(C3) € B(R,) et T(C3) = B(R,)). Voir & ce propos les exercices 3.13 et 3.14.

3.2 Fonctions étagées

Définition 3.4 (Fonction caractéristique d’un ensemble) Soient (E, T) un espace mesurable et soit A € T. On
appelle fonction caractéristique mesurable de ’ensemble A, et on note 1 5 (ou x o) la fonction définie par : 1 5(x) =1
six€Aetlp(x)=0sixeA".

Définition 3.5 (Fonction étagée) Soient (E, T) un espace mesurable et f : E — R.

1. On dit que f est étagée (ou T-étagée) si f est une combinaison linéaire (finie) de fonctions caractéristiques

n
mesurables, c’est-a-dire s’il existe une famille finie (A;)i=1,. , C T et nréels ay,...,a, tels que f = ZailAf'
i=1

2. On dit que f est étagée positive si f est étagée et prend ses valeurs dans R,.

On note &€ ’ensemble des fonctions étagées et £, I’ensemble des fonctions étagées positives.
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La notion de fonction étagée positive va nous permettre de définir I’intégrale a partir de la notion de mesure. On se
limite pour I’instant aux fonctions positives afin de donner un sens a I’addition de mesures infinies. Notons que,
dans la définition d’une fonction étagée, les ensembles A; peuvent étre d’intersection non vide. On aura besoin,
pour introduire facilement la notion d’intégrale d’une fonction étagée positive, de considérer une décomposition de
la fonction étagée sur des ensembles d’intersection vide. C’est 1’objet du lemme suivant :

Lemme 3.6 (Décomposition canonique d’une fonction étagée positive) Soit (E, T) un espace mesurable, et soit
f € &, une fonction étagée positive, non identiquement nulle. Alors il existe une unique famille finie (a;, A;)i=1, ., C
R} x T telle que 0 < ay <...<ay,, A;#0, pourtouti, AiNA;=0,sii=j et f=)1 a;l,,.

DEMONSTRATION - Soient (Bj)j=1, . p C T, (bj)i=1,.,p CRet f = Zf:l b;1g, une fonction étagée positive non
nulle. L’ensemble Im f des valeurs prises par f est donc fini. Comme Imf C R, on a donc Imf \ {0} = {ay,...,a,}
avec 0 <ay,... <ay.Enposant A; = {x € E; f(x) = a;}, onadonc f = Z?Zl a;lp,; avec A; =0 et AjNAj =0. (Noter
aussi que {x € E; f(x) = 0} = ( ?:1 A;)¢.) l reste & montrer que A; € T. Pouri € {1,...,n},onpose I; ={Kc{1,...,p}
;a; =) ke Uk} Onaalors, pour tout i € {1,...,n}, Aj; = UKeI,v Cg., avec Ck = m?:l D;,Dj=BjsijeKetD; = B;
si j ¢ K. Les propriétés de stabilité d’une tribu nous donnent alors que A; € T pour tout i € {1,...,n}. On a donc
trouvé la décomposition voulue de f. Le fait que cette décomposition est unique est immédiat car on a nécessairement
{at,...,ay} =Imf \ {0} et A; = {x € E; f(x) = a;}. u

On aurait envie a partir de la notion de fonction étagée positive décomposée sous la forme précédente, de définir
I'intégrale de f comme f fdm =Y, a;m(A;).En fait, on pourra méme (cf définition 4.1) définir I'intégrale d’une
fonction étagée avec une décomposition plus générale (non unique) grace au lemme suivant :

Lemme 3.7 Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit f € £, une fonction étagée positive non nulle, telle que

n p
f= Z“ilAf et f = Zb,&Bi
i=1 i=1

ol ay,...,ay, by,..., b, sont des réels strictement positifs, (A;)i=1,..,n C T et (B;)i=1,.p, C T sont des familles de
parties disjointes deux a deux, i.e. telles que A; N A; = D et B;N B; = 0sii=+j. Alors:

n

p
Zaim(Ai) - Zb]-m(Bj). 3.1)
j=1

i=1

DEMONSTRATION —  On pose, pour i = 1,...,net j = 1,...,p, Cj; = A; N B;. En remarquant que {x; f(x) > 0} =
Ul Ai= U?:l Bj, on écrit A; = U;}:l Cjj et Bj = U, C;j. On peut donc écrire

n n p
Zﬂim(Ai)= aim(Cij)
i=1 i=1j=1
et
p P n
Zb]m(Bj) = Z bjm(Cij)
]:1 j:l i=1
On remarque alors que a; = b; dés que Cjj = 0, d’ot I’égalité 3.1. [



Lemme 3.8 (Décomposition d’une fonction étagée avec une partition) Soit (E, T) un espace mesurable, et soit
f € & une fonction étagée. Alors il existe une unique famille finie (a;, A;)i=o,...n C R x T telle que a; = aj sii # j,
A; =0, pourtouti, AN A; =0, sii#j, E=UjgAjet f=)1qaila,

DEMONSTRATION — La démonstration est trés voisine de celle donnée pour la décomposition d’une fonction étagée

positive (lemme 3.6). L’ensemble {a;, i € {0,..., n}} est ’ensemble de toutes les valeurs prises par f (et pas seulement
les valeurs non nulles) et A; = {x € E; f(x) = a;}. L]

Enfin, on conclut ce paragraphe en remarquant que £ est un espace vectoriel sur R.

Proposition 3.9 (Structure vectorielle de £) Soit (E, T) un espace mesurable, I’ensemble £ des fonctions étagées
est un espace vectoriel sur R. De plus, si f,g€ &, onaaussi fg €.

DEMONSTRATION —  Soiet f,g € £ et soient a, f € R. On utilise la décomposition de f et g donnée dans le lemme
3.8.Elledonne f =) ' ja;jla, etg= ):;-”:0 bj1p,. Comme les familles (A;)(ic(o,....n}} €t (Bj){je(0,...,m)) forment des

partitions de E, on a
n m m n
r=3 3 atacn, we=3 3 pitaon,

i=0 j=0 j=0i=0

de sorte que af +pg = Z?:() Z]m:o(ocai + [Sbi)lAimBj, ce qui montre que af + fg € &, et donc que £ est un espace
vectoriel.

D’autre part, on remarque aussi que f g = Z?:o Z;”:O a;b; 1A,-nB]-a ce qui montre que fg € €. [

On montrera aussi les propriétés de linéarité et de monotonie de 1’intégrale des fonctions étagées (voir proposition
4.3).

3.3 Fonctions mesurables et variables aléatoires

Afin d’étendre le concept d’intégrale a une classe de fonctions plus générale que celle des fonctions étagées
(positives), on introduit les fonctions mesurables (positives). On pourra ensuite utiliser une technique de passage a
la limite pour définir I’intégrale de telles fonctions.

On va tout d’abord définir la notion de mesurabilité pour une fonction f de E dans F. L’espace de départ, E, est
muni d’une tribu et I’espace d’arrivée, F, est, en général, muni d’une topologie (et donc de sa tribu de Borel, les
exemples fondamentaux sont F = R ou F = R, ). On peut aussi considérer le cas ot F est muni d’une tribu (non
donnée par une topologie sur F).

Définition 3.10 (Fonction mesurable) Soient (E, T) un espace mesurable et F un ensemble muni d’une topologie
(par exemple : F = R ou R, ). Une fonction f, définie de E dans F, est une fonction T-mesurable si f~(A) € T,
pour tout A € B(F) (ce qui est équivalent a dire que la tribu f~'(B(F)) = {f~1(B), B € B(F)} est incluse dans T ou
encore que la tribu Ty = {B € P(F); f~Y(B) € T} contient B(F), voir ’exercice 2.4 sur les tribus image directe et
image réciproque.) En [’absence d’ambiguité possible on dira “mesurable” au lieu de “T-mesurable”.

Plus généralement, si F n’est pas muni d’une topologie (et donc de la tribu B(F)) mais est muni directement d’une
tribu T (on a alors deux espaces mesurables : (E,T) et (F,T)), une fonction f, définie de E dans F, est une fonction
(T, T)-mesurable si f~1(A) € T, pour tout A € T. (Ce qui est équivalent a dire que la tribu f~1(T) = {f~}(B),
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B € T} est incluse dans T ou encore que la tribu Ty = {B € P(F); f~Y(B) € T} contient T.) En I’absence

“«

d’ambiguité possible on dira “mesurable” au lieu de “(T,T )-mesurable”.

Enfin, si E et F sont deux espaces munis d’une topologie, on dit que f est borélienne si f est mesurable pour les
tribus boréliennes sur E et F (c’est-a-dire les tribus engendrées par les ouverts) .

Remarque 3.11 Une fonction étagée est toujours mesurable. En effet, soit (E, T) un espace mesurable et soit
f € € (donc f est une application de E dans R). D’apres le lemme 3.8, il existe une partition (Ay,...,A,) de
E, et ag,...,a, € R tels que f = ):?ZoailAi et A; € T pour tout i € {0,...,n}. Pour tout B C R, on a donc
f4(B) = Ufi;a,eB) Ai € T, ce qui prouve que f est mesurable de E dans R.

Noter que si f € £,, on a donc aussi f mesurable de E dans R, (voir I'exercice 3.5).

La terminologie probabiliste utilise les termes “variable aléatoire” ou “vecteur aléatoire” (selon 1’espace d’arrivée)
au lieu de “fonction mesurable” (ou “application mesurable”).

Définition 3.12 (Variable aléatoire, vecteur aléatoire)

1. Soit (E, T) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire réelle (v.a.r.) une fonction X définie de E dans
R et T-mesurable,i.e. telle que X' (A) € T, pour tout A € B(R).

2. Plus généralement, soient (E,T) et (F,T) deux espaces probabilisables. Une fonction X, définie de E dans F,
est une variable aléatoire si c’est une fonction (T, T )-mesurable (c’est-a-dire si X"\ (A) € T, pour tout A € T).
Lorsque F est un espace vectoriel, on dit que X est une variable aléatoire vectorielle ou un “vecteur aléatoire”.

Remarque 3.13 Comme cela a été dit dans la proposition 3.10, on dit, en I’absence d’ambiguité, “mesurable” au
lieu de “T-mesurable”. On remarque d’ailleurs que le terme probabiliste “variable aléatoire” ne mentionne pas la
dépendance par rapport a la tribu. Dans la définition 3.12, on a noté X la variable aléatoire plut6t que f car c’est
I’'usage dans la littérature probabiliste.

Définition 3.14 (Tribu engendrée par une fonction mesurable)  Soient (E, T) un espace mesurable (resp.
probabilisable) et f (resp. X) une fonction mesurable de E dans R (resp. une variable aléatoire) alors I’ensemble
{f"1(A), A € B(R)} (resp. (X"1(A), A € B(R)}) est une tribu sur E qu’on appelle tribu engendrée par la fonction
mesurable f (resp. la variable aléatoire X). Cette tribu est aussi la tribu image réciproque de B(R) par f (resp. X).

Définition 3.15 (Espaces M et M, ) Soit (E, T) un espace mesurable, on note :
— M(E,T)={f : E > R, mesurable},
— M,(E,T)={f : E > R,, mesurable).

En l’absence d’ambiguité, on notera M = M(E, T) et M, = M (E, T).

Proposition 3.16 (Premiére caractérisation de la mesurabilité)

Soient (E, T) un espace mesurable et f : E — F, avec F =R ou R,. Soit C une partie de P(F) engendrant la tribu
borélienne de F. On a alors : f est mesurable si et seulement f~1(C) € T pour tout C € C. En particulier; f est
mesurable si et seulement si f vérifie ['une des deux propriétés suivantes :
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1. f~'(Ja, B]) € T, pour tout a, p € R, a < B,
2. f(Ja, +oo[) € T, pour tout o € R.

Dans cette caractérisation, I’ensemble o, [3[ (ou |o, +o0[) désigne, bien siir, I’ensemble des éléments de F apparte-
nant a o, B[ (ou |a, +o0l).

La démonstration de cette proposition fait 1’objet de I’exercice 3.1. Le lecteur pourra trouver lui-méme d’autres
caractérisations de la mesurabilité, en utilisant la proposition ci-dessus. Par exemple, soit f de E (muni de la
tribu T) dans R, la fonction f est mesurable si et seulement si f~'(]a, +c0]) € T pour tout a > 0 (par contre,
f~1(Ja, +00[) € T pour tout a > 0 n’implique pas que f est mesurable).

La proposition suivante nous permettra de définir I’intégrale des fonctions appartenant a M, (comme limite
d’intégrales de fonctions étagées, voir le chapitre suivant). Par contre, on ne pourra pas donner un sens, dans le cas
général, a I’intégrale des fonctions appartenant a M.

Proposition 3.17 (Mesurabilité positive) Soient (E, T) un espace mesurable et f : E — R,. Alors f € M, si et
seulement s’il existe une suite (f,),en C &y, telle que :

1. pour tout x € E, f,(x) — f(x), quand n — +co,

2. fus1(x) = f(x), pour tout x € E, et tout n € N.

Les deux conditions précédentes seront notées dans la suite sous la forme f, T f quand n — +oo.

DEMONSTRATION —  Soit (f)neN € £+ tq fn T f quand n — +co. On remarque que, pour tout « € R,

f (Jou, +o0]) U fn (Jou, +o0])

neN

Comme f,, est mesurable, pour tout 1 € N (voir la remarque 3.11), on a fn’ (Jo, +00[) € T pour tout 1 € N et donc, par
stabilité de T par union dénombrable, f~!(Ja, +o0]) € T. Ceci étant vrai pour tout & € R, on en déduit, comme {]a, +o0],
a > 0} engendre B(R, ), que f est mesurable de E dans R, c’est-a-dire f € M.

Réciproquement, on suppose que f € M. On va construire une suite (f;;),en+ C &, telle que f,; T f quand n — +oo.

Pour n € N*, on définit 1a fonction f,, par :

fn(x): %Sif( [zn’ [ aVeCpe{ .,nZ”—l}
nsif(x)=mn,
de sorte que
n2"-1
fn =11 {xeE; f(x)om) + y ﬁl{er;f(x)e[%,’;i,,l[}'
p:
+1

Comme f € M ,ona{x€E; f(x)>n}eTet{xeE f(x)e [2%,
(fu)nens C &4
On montre maintenant que, pour tout x € E, on a f;,(x) — f(x), quand n — +co. Soit x € E. On distingue deux cas :

Premier cas. On suppose f(x) < +oco. On a alors, pour # > f(x), |f(x)— f,,(x)| < 2,, On a donc f,(x) — f(x) quand
n — +oo.

[} € T pour tout n et tout p, on a donc

Deuxiéme cas. On suppose f(x) = +oco. On a alors f,,(x) = n pour tout n € N* et donc f,,(x) — f(x) quand n — +oo.
On montre enfin que, pour tout x € E et pour tout # € N*, on a f;;41(x) > f,(x). Soit x € E et n € N*. On distingue trois
cas:

Premier cas. On suppose f(x) >n+1.0Onaalors f,41(x)=n+1>n=f,(x)

Deuxiéme cas. On suppose 1 < f(x) < n+ 1. Il existe alors i € {n2"*1,..., (n+1)2"*1 — 1} tel que f(x) €| i i+11 ]

' on+l” pn+
Onaalors f,(x)=n< 2,1% = fus1(x)
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Troisiéme cas. On suppose f(x) < n. Il existe alors p € {0,...,n2" —1} tel que f(x) € [2%, p;nl [= [;fl ) 2;’:11) [. Si

2 2p+1 2 . 2p+1 2(p+1 2p+1
f) €[, B ona fulx) = B = 5oy = fuer (). Si f() € [, ZBE ona fu(x) = £ < 257 = fua (x).

On a toujours fy;(x) < fi11(x).

On a bien ainsi construit une suite ( f;;),en+ C &y telle que f,; T f quand n — +oo. u

Proposition 3.18 (Mesurabilité sans signe) Soient (E, T) un espace mesurable, et f : E — R. On suppose que f
est mesurable. 1l existe alors une suite (f,,),en C E telle que, pour tout x € E, f,(x) — f(x), quand n — +oo.

DEMONSTRATION —  On définit la fonction f* : E — R, par f*(x) = max(f(x),0) pour tout x € E. On remarque que
f* e M, (et f* € M, voir I'exercice 3.5). En effet, f* prend ses valeurs dans R, et (f+)~!(Ja, +00]) = £ =1 (Ja, +o0[) €
T si a > 0. On conclut en remarquant que {]a, +oo], & > 0} engendre B(R..). On définit également f~ = (—f)*, de
sorte que f = f* — f~. On a donc aussi f~ € M,. La proposition 3.17 donne I’existence de suites (fy,)yen C &
et (g1)neny C &4 telles que f,, T fT et g, T f~ quand n — +o0. On pose h,, = f,, — g, de sorte que h,(x) — f(x),
quand n — +oo, pour tout x € E. D’autre part, comme £ est un espace vectoriel (voir la proposition 3.9 page 87), on a

(hu)nen € €. u

La proposition précédente nous donnera, avec les propriétés de stabilité de M et M_. (voir la proposition 3.19) une
deuxieéme caractérisation de la mesurabilité, voir la proposition 3.20.

L’ensemble des fonctions mesurables est un ensemble tres stable, ¢’est-a-dire que des opérations usuelles (comme
addition, multiplication, limite. . .) sur des fonctions mesurables donnent encore des fonctions mesurables, ceci est
précisé dans la proposition suivante. Dans le cas (fondamental) de (E, T) = (R, B(R)), il est difficile de trouver des
fonctions non mesurables (comme il est difficile de trouver des parties non boréliennes, bien que le cardinal de
B(R) soit égal au cardinal de R et donc strictement inférieur au cardinal de P(R)). En pratique, on peut en gros
supposer que les fonctions de R dans R sont foutes B(R)-mesurables (bien qu’il y ait “beaucoup” de fonctions non
mesurables).

Proposition 3.19 (Stabilité de M et M_) Soit (E, T) un espace mesurable.
1. SoitIc N.
Soit (fy)ne1 C€ M., alors sup,,; f, € M, etinf, 1 f, € M,.
Soit (fy)ner C€ M. Si sup,; f,, prend ses valeurs dans R, alors sup,,; f, € M.

De méme, si inf, | f,, prend ses valeurs dans R, alors inf, | f,, € M.

2. Soit (fy)neny € My, alors limsup,,_,,  f, € M, etliminf,_, , f, € M,.
Soit (f;)neny C M. Silimsup, oy f, prend ses valeurs dans R, alors limsup, oy f, € M.
De méme, si liminf,cy f, prend ses valeurs dans R, alors liminf,y f,, € M.

3. Soit (f,)nen C M. On suppose que f,(x) — f(x) dans R, pour tout x € E. Alors f € M,.
Soit (f,)nen C M. On suppose que f,(x) — f(x) dans R, pour tout x € E. Alors f € M.

4. M est un espace vectoriel sur R et si f,g € M, alors fg € M.

DEMONSTRATION —

1. Soit (f;)neNn C€ M. 1l est clair que f = sup,,1 f, est bien définie et prend ses valeurs dans R, . Puis, Pour tout
aeR,ona

f Jatool) =) £l +oo]) € T.

nel
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Comme {]a, +oo] NR,, a € R} engendre B(R, ), on en déduit que f est mesurable de E dans R, c’est-a-dire

feM,.
De méme la fonction f = inf [ f;, est aussi bien définie et prend ses valeurs dans R, (elle prend méme ses valeurs
dans R, siles f;; prennent leurs valeurs dans IR, ceci n’est pas vrai avec la fonction sup,,1 f,;). On remarque ensuite
que

f_1 (]—o0,af) = Ufn_l (] = o0, ) pour tout o € R.

nel

Comme {] - o, a[NR, a € R} engendre B(R,.), on en déduit que f est mesurable de E dans B(R..), c’est-a-dire
feM,.

Soit maintenant (f;,),en C M. La fonction f = sup,,1 f;; est bien définie si on la considére comme étant a valeurs
dans R car elle peut prendre la valeur +oo en certains points. On la suppose maintenant a valeurs dans R. On peut alors
raisonner comme précédemment en remarquant que f~!(Ja, +o0[) = U er fir L (o, +00]) et que {Ja, +oo, o € R}
engendre B(R). De méme, la fonction f = inf, ¢ f, est bien définie si on la considere comme étant a valeurs dans
R car elle peut prendre la valeur —co en certains points. On la suppose maintenant a valeurs dans R. On peut alors
raisonner comme précédemment en remarquant que f (] = oo, af) = Uer fir L (] — 00, a) et que {] — o0, af, & € R}

engendre B(R).
2. Soit (f;)neNy € M. On pose f =limsup,,_, ., fu, la fonction f est bien définie a valeurs dans R,. Pour tout x € E,
ona
x)=limsu X) = hm = 1nf su
f(x) n—>+o<?fn( ) am >pr p>12fp

c’est-a-dire f = infneN(suppZn fp)- En utilisant les résultats précédents (avec sup puis inf), on a donc f € M,.. Un
raisonnement similaire donne liminfy, ;0 fi = sSUpen(infp>y fp) € M.
Soit maintenant ( f;),eNy C M. On suppose que

f =limsup f, = mf (sup fp)

n—+oo p>n

(qui est bien définie dans R U {+oo}) prend ses valeurs dans R. Comme les f,, prennent leurs valeurs dans R, on
peut alors remarquer que la fonction SUpysy fp prend aussi ses valeurs dans R, pour tout n € N. On a donc, avec
la propriété démontrée en 1, SUpp>y fp € M pour tout n € N. Puis, utilisant encore la propriété démontrée en 1,
f= infneN(supPZH fp) € M. Un raisonnement analogue donne liminf;, oo fr = sup,en(infp>y fp) € M des que
I’on suppose que liminf,_, ., f; prend ses valeurs dans R.

3. Cette question est immédiate grice a la précédente. Il suffit de remarquer que deés que la limite de la suite (f;,(X)),eN
existe, elle est nécessairement égale a la limite supérieure (ou la limite inférieure) de cette méme suite ( f;;(x)),eN,
c’est-a-dire que lim,,_, o fu(x) = limsup,,_,, o, fu(x) (pour tout x € E). Ici on remarque donc simplement que
f =limsup,,_, . f, et on applique la propriété 2.

4. Soit f,g € Metsoit o, p € R On pose h = af + Bg. D’apres la proposition 3.18, il existe des suites (f;;),en C € et
(gn)nen C € telles que f,,(x) — f(x) et g,(x) — g(x), quand 1 — +oo, pour tout x € E. On pose h,, = af;, + pgy. de
sorte que h,(x) — h(x), quand n — +oo, pour tout x € E. La proposition 3.9 donne que £ est un espace vectoriel sur
R, on a donc (hy;),en C €. Comme € C M (voir la remarque 3.11), 1a propriété 3 ci-dessus donne alors que h € M.
L’ensemble M est donc un espace vectoriel (sur R).

Soit f g€ M. On pose h = fg. On raisonne comme ci-dessus, il existe (f;;)yen C € et (gy)nen C € telle que

fu(x) = f(x) et g(x) — g(x), quand n — +o0, pour tout x € E. On pose h;, = f,g,, de sorte que h,(x) — h(x),
quand # — +o0, pour tout x € E. La proposition 3.9 donne aussi (h,,),en C € C M. La propriété 3 ci-dessus donne
alors que h € M. -

Proposition 3.20 (Deuxiéme caractérisation de la mesurabilité) Soir (E, T) un espace mesurable et f : E — R.
Alors, f est mesurable si et seulement s’il existe une suite (f,),en C € telle que pour tout x € E, f,(x) — f(x)
quand n — +oo.
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DEMONSTRATION —  Cette caractérisation est donnée par la proposition 3.18 pour le sens “seulement si” et par la

[TPstt}

propriété 3 de la proposition 3.19 pour le sens “si”. [

On rappelle aussi qu’une fonction f de E (muni de la tribu T) dans EJr est mesurable (c’est-a-dire appartient a M, )
si et seulement s’il existe (f,,)qeny C &, t.q. f, T f (voir la proposition 3.17).

Remarque 3.21 Il est intéressant de remarquer que la proposition 3.20 peut étre fausse si on prend pour F un
espace topologique quelconque (elle reste vraie, par exemple, si F est un espace vectoriel normé de dimension finie)
avec une définition immédiate de £ généralisant celle donnée pour les fonctions a valeurs dans R ou R,.

Définition 3.22 Soient E un ensemble et f : E — R. Pour tout x € E, on pose :

- f7(x) = max(f (x),0),
- f7(x) = —min(f(x),0) = (-f)"(x),
= 1f1(x) = f ()L

Proposition 3.23 Soient (E, T) un espace mesurable et f € M. Onaalors f = f* =~ |fl=f "+ f"et f*, f,
Ifle My N M.

DEMONSTRATION — Le faitque f = f* — f~ et|f| = f* + f~ est immédiat. On a déja vu, dans la démonstration de
la proposition 3.18, que f*, f~ € M, etdonc que f*, f~ € M (voir I’exercice 3.5). La proposition 3.19 donne que M
est un espace vectoriel sur R. On a donc |f| € M et donc aussi |f| € M car |f| > 0. [

3.4 Mesure image, loi d’une v.a., v.a. indépendantes

Soit (E, T) et (F,7') deux espaces mesurables (I’exemple fondamental est (F,7) = (R, B(R))) et f une fonction
mesurable de E vers F. Si m est une mesure sur T, alors on peut définir, a partir de f et m, une mesure sur 7 de la
maniere suivante :

Proposition 3.24 (Mesure image) Soient (E, T,m) un espace mesuré, (F,T) un espace mesurable et f une
fonction mesurable de E vers ¥ (c’est-a-dire (T, T )-mesurable). Alors, 'application my définie de T dans R, par :

mpg(A) = m(f~Y(A)), pour tout A € T, est une mesure sur T, appelée mesure image par f.

DEMONSTRATION — 11 suffit de remarquer que m £ est bien définie, que m f((Z)) = 0 et que m est o—additive, ce qui
découle naturellement des propriétés de m. [

Définition 3.25 (Loi de probabilité et fonction de répartition d’une v.a.)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle (c’est-a-dire une fonction mesurable de E,
muni de la tribu T, dans R, muni de la tribu borélienne). On appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X la
probabilité py image de p par X (cette probabilité est donc définie sur B(R)). On appelle fonction de répartition de
la variable aléatoire X la fonction de répartition de la probabilité px.
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Dans de nombreux cas, les modeles probabilistes seront déterminés par une loi de probabilité d’une variable
aléatoire. Une conséquence immédiate du théoreme 2.61 est que la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle
est entierement déterminée par sa fonction de répartition. Ceci est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 3.26 (Egalite’ de deux lois) Soient (E, T, p) et (E’,T’,p’) des espaces probabilisés, X une variable
aléatoire réelle sur E (c¢’est-a-dire une fonction mesurable de E, muni de T, dans R muni de B(R)) et X" une
variable aléatoire réelle sur E'. On a alors px = py si et seulement si p({X < t}) = p’({Y < t}) pour tout t e R. On
a aussi px = py si et seulement si p({s <X < t}) = p’({s <Y < t}) pour tout s,t € R, s < t. (Les inégalités strictes
peuvent étre remplacées par des inégalités larges.)

DEMONSTRATION —  Cette proposition est une conséquence des théoremes 2.61 et 2.62. 1l suffit de remarquer que
p{X <t}) = px(]—oo,t]) et p({s < X < t}) = px([s, t]) (et les mémes égalités avec Y au lieu de X). [

On rappelle que la notation p({X < t}) (si X est une v. a. réelle sur ’espace probabilisé (E, T, p)) signifie p({w € E;
X(w) < t}). Cette notation sera parfois abrégée sous la forme p(X < t).

Définition 3.27 (Variables aléatoires équidistribuées)

Soient (E, T, p) et (E’,T’,p’) des espaces probabilisés, X (resp. X’') une variable aléatoire de (E, T, p) (resp.
(B, T’,p’)) dans (R, B(R)), on dit que les variables aléatoires X et X’ sont équidistribuées si elles ont méme loi de
probabilité.

Définition 3.28 (Variable aléatoire discrete, entiere, continue) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X une
variable aléatoire réelle sur (E, T, p), px la loi de la variable aléatoire X et Fx sa fonction de répartition ;

1. Si X(E) est dénombrable, on dit que la variable aléatoire X est discrete.
2. Si X(E) C N, on dit que la variable aléatoire X est entiere.

3. Si la fonction de répartition Fx définie de R dans [0, 1] est continue, on dit que la variable aléatoire est continue.

Définition 3.29 (Variables aléatoires indépendantes) Soit (E, T, p) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et Xy,..., Xy une famille de variables aléatoires réelles. On dit que X1, ..., Xy sont indépendantes
(ou que la famille ( X4,...,XyN) est indépendante) si les tribus engendrées par X1,...,Xy (on notera souvent
©(X) ou 6(X) la tribu engendrée par la variable aléatoire X) sont indépendantes.

2. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles. On dit cette suite est indépendante (ou que les v.a. Xy, ...,
X1, - .. sont indépendantes) si, pour tout N > 1, les v.a. X4, ..., XN sont indépendantes.

On appellera “suite de v.a.r.i.i.d. ” une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identiquement distribuées
(ce dernier point signifiant que toutes les v.a. de la suite ont méme loi).

Soit (E, T, p) un espace probabilisé et X, X,, X3 trois v.a.r. (c’est-a-dire variables aléatoires réelles). Le fait que X;
soit indépendante de X, et X3 n’implique pas que X; soit indépendante de (par exemple) X, + X3, méme si X, et
X3 sont indépendantes. Mais, on a bien X; indépendante de X, + X3 si la famille (X, X5, X3) est indépendante.
Ceci est une conséquence de la proposition suivante.
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Proposition 3.30 (Indépendance et composition) Soit (E, T, p) un espace probabilisé, n>1, m>1et Xy, ...,
Xy Y1, ..., Y, des v.a.r. indépendantes. Soit ¢ une fonction borélienne de R" dans R et 1\ une fonction borélienne
de R™ dans R. Alors, les v.aa.r. @(Xq,...,X,) et O(Yy,...,Y,,) sont indépendantes. Nous avons ici décomposé la
famille initiale de v.a.r. indépendantes en 2 groupes. la proposition peut se généraliser a une décomposition en un
nombre quelconque de groupes.

DEMONSTRATION —  La notation @(X1,...,X;) est un peu incorrecte (mais est toujours utilisée). Elle désigne (comme
on le devine facilement) la composition de ¢ (qui va de R” dans R) avec I’application de E dans R” donnée par les X;,
i=1,...,n.

La démonstration de cette proposition (et de sa généralisation a un nombre quelconque de groupes) est une conséquence
simple de la proposition 2.59 dés que I’on remarque que la tribu engendrée par @(X1,...,X;,) est incluse dans la tribu
engendrée par X, ..., X;;, ce que nous démontrons maintenant.

On note T la tribu engendrée par X1,...,X,, et X ’application de E dans R” qui 2 w € E associe (X (w), ..., X,(w))!.
1l est facile de voir que {A € B(R") t.q. X"} (A) € t} est une tribu (sur R"). Si A = ]_[?:1 A; avec A; € B(R) pour tout
i=1,...,n,ona

X 1(A) = ﬂx;l(Ai) €t
i=1

(car Xl-_1 (A;) appartient & t(X;) et donc a t). Comme B(R") est engendrée par I’ensemble des produits de boréliens de
R (et méme par I’ensemble des produits d’intervalles ouverts de R, voir I’exercice 2.7), on en déduit que

{A € BR") t.q. X"1(A) € T} D B(R™).
Pour tout B € B(R), on a donc (cp(X))_1 (B)=X"1 (cp_1 (B)) € T car (p‘l (B) € B(R") (puisque ¢ est borélienne), ce qui
prouve bien que la tribu engendrée par @(X,...,X;;) est incluse dans la tribu engendrée par X,...,X,;. ]

Nous verrons au chapitre 7 la conséquence principale de 1’indépendance. Cette conséquence est que, si X, Y sont
des v.a.r. indépendantes, la loi du couple (X, Y) est le produit des lois Px et Py (c’est-a-dire , avec les notations du
Chapitre 7, Px y) = Px ® Py). Une propriété analogue est vraie pour une famille (Xy,...,X,) de v.a.r. indépendantes.
Nous terminons ce paragraphe par un théoréme tres utile en probabilités sur la représentation d’une v.a. mesurable
par rapport a une autre v.a..

Théoreme 3.31 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.)

Soient X et Y deux v.a. réelles définies sur un espace probabilisé (QQ, A, P). Alors, la v.a. Y est mesurable par
rapport a la tribu engendrée par X (notée ©(X)) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R
telle que Y = f(X).

DEMONSTRATION — La démonstration de ce résultat fait I’objet de 1’exercice 3.17. Il est intéressant de remarquer que
la démonstration de ce théoréme effectuée dans 1’exercice 3.17 donne les informations complémentaires suivantes :

* Y est t(X)-mesurable bornée si et seulement s’il existe f borélienne bornée t.q. Y = f(X),
* Y est t(X)-mesurable positive si et seulement s’il existe f borélienne positive t.q. Y = f(X).

La partie “si” de ces deux résultats est immédiate. Pour la partie “seulement si”, il suffit de remarquer que la démonstration
faite dans I’exercice 3.17 donne f t.q.

Im(f) = {f(t), t € R} € Im(Y) U {0}, avec Im(Y) = {Y(«w), w € Q).
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3.5 Convergence p.p., p.s., en mesure, en probabilité

On introduit ici plusieurs notions de convergence de fonctions définies sur un espace mesuré a valeurs dans R (ou
R,) et on donne des liens entre ces différentes convergences. On introduit les notions équivalentes pour les variables
aléatoires en langage probabiliste.

Définition 3.32 (Egalité presque partout) Soient (E, T, m) un espace mesuré, F un ensemble et f et g des fonctions
définies de E dans F (F =R ou F = KJH par exemple) ; on dit que f = g m-presque partout (et on note f = g m-p.p.)
si ’ensemble {x € E; f(x) # g(x)} est négligeable, c’est-a-dire qu’il existe A € T tel que m(A) =0 et f(x) = g(x)
pour tout x € A°.

On peut remarquer que si f et g sont des fonctions mesurables de E (muni de la tribu T et de 1la mesure #1) dans R
(ou R,), I'ensemble {x € E; f(x) = g(x)} (noté aussi {f # g}) appartient 2 T. Le fait que f = g mp.p. revient donc a
dire que m({f = g}) = 0. Dans la cas ol f ou g n’est pas mesurable, ’ensemble {f = g} peut étre négligeable sans
appartenir a T (il appartient nécessairement a T si la mesure est complete, voir la définition 2.26).

En I’absence de confusion possible, on remplace m-p.p. par p.p.. Cette définition se traduit en langage probabiliste
par :

Définition 3.33 (Egalité presque siire) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X et Y des variables aléatoires
réelles. On dit que X = Y presque siirement (et on note X = Y p.s.), si l'ensemble {x € E; X(x) = Y(x)} est
négligeable.

Définition 3.34 (Convergence presque partout) Soient (E, T, m) un espace mesuré, F un ensemble, (f,),eN une
suite de fonctions de E dans F et f une fonction de E dans F (F =R ou F = R,, par exemple) ; on dit que fn
converge presque partout vers f (f, — f p.p.) s’il existe une partie A de E, négligeable, t.q., pour tout élément x
de A°, la suite (f,(x)),en converge vers f(x).

Noter que la convergence simple entraine la convergence presque partout.

La définition 3.34 se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.35 (Convergence presque siire) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, (X,,),cn une suite de variables
aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle. On dit que X,, converge presque siirement vers X (X,, — X p.s.)
s’il existe une partie A de B, négligeable, t.q., pour tout élément x de A°, la suite (X,,(x)),ey converge vers X(x).

Définition 3.36 (Convergence presque uniforme) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,),en C M et f € M.
On dit que f,, converge presque uniformément vers f (f, — f p.unif. ) si, pour tout € > 0, il existe A € T tel que
m(A) < € et f, converge uniformément vers f sur A°.

La convergence presque uniforme entraine la convergence presque partout (voir exercice 3.26).
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Attention, la convergence presque uniforme ne donne pas la convergence uniforme en dehors d’un ensemble de
mesure nulle. La convergence uniforme en dehors d’un ensemble de mesure nulle est reliée a la convergence
essentiellement uniforme, ¢’est-a-dire la convergence pour le sup essentiel, défini ci-aprés, ou pour la norme || - ||oo
que nous verrons dans la section 6.1.2.

Définition 3.37 (Sup essentiel) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. On dit que f est essentiellement
bornée si il existe C € R, tel que |f| < C p.p.. On appelle alors sup essentiel de |f|, et on le note ||f ||, I’infimum
des valeurs C telles que |f| < C p.p.. Si f n’est pas essentiellement bornée, on pose ||f ||, = oo.

Remarquons que dans le cas ou (E, T,m) = (R, B(R), A), le sup essentiel d’une fonction continue est la borne
supérieure de sa valeur absolue (ceci fait I’objet de la proposition 6.18).

Définition 3.38 (Convergence essentiellement uniforme) Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,,),en une suite de
M et f € M. On dit que f,, converge essentiellement uniformément vers f (f, — f ess. unif. ) si ||f, — fllcoc = O
lorsque n — +oo.

11 est facile de voir que la convergence essentiellement uniforme entraine la convergence presque uniforme, mais
la réciproque est fausse (voir I’exercice 3.27). Le théoréme suivant donne, dans le cas ol la mesure est finie, un
résultat trés important qui fait le lien entre la convergence presque partout et la convergence presque uniforme.

Théoréme 3.39 (Egorov) Soient (E, T, m) un espace mesuré, tel que m(E) < +oo, (f,)yeny C M et f € M. On
suppose que f, — f p.p.. Alors, pour tout € > 0, il existe A € T tel que m(A) < ¢ et f,, converge uniformément vers
f sur A°. (Autrement dit, la suite (f,,),en converge presque uniformément vers f.)

La démonstration de ce théoreme fait 1’objet de I’exercice 3.27. Attention, lorsque m(E) = +c0, on peut trouver des
suites de fonctions qui convergent presque partout et non presque uniformément.

Définition 3.40 (Convergence en mesure) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,;),en C M et f € M. On dit
que f,, converge en mesure vers f si :

Ve>0, lim m({x €E ;|f(x)- f.(x)| = €}) = 0.

n—+o00

Cette définition se traduit en langage probabiliste par :
Définition 3.41 (Convergence en probabilité) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, (X,,),en une suite de
variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle . On dit que X,, converge en probabilité vers X si :

Ve>0, lim p({xe X, 5IX(x) - X, ()] > &) =0.
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On peut montrer (cf exercice 3.25) que si (f,;),eny C M converge en mesure vers f € M et (f,),eny converge en
mesure vers g € M, alors f = g p.p.. On montre aussi que si (f,;),eny C M converge en mesure vers f € M et
() nen converge en mesure vers ¢ € M, alors (f, + g,)ueny C M converge en mesure vers f + g € M, et, si m est
une mesure finie, (f, ,),en C M converge en mesure vers f g € M.

On montre a I’aide du théoréme d’Egorov que si f,, converge vers f presque partout, et si #(E) < +c0, alors f,,
converge vers f en mesure. Réciproquement, si f,, converge vers f en mesure, alors il existe une sous-suite de
(f)nen qui converge vers f presque uniformément (et donc presque partout). Ce second résultat est vrai méme si
m(E) = +oo (voir exercice 3.28).

On donne maintenant un résumé des différents types de convergence connus jusqu’a présent avec les relations
existantes entre eux. Les relations entre convergence presque partout et convergence en mesure (resp. convergence
presque siire et convergence en probabilité) sont étudiées dans I’exercice 3.28. (On en introduira bientdt encore
quelques-unes)

Terminologie analyste Terminologie probabiliste
convergence simple (cs)
convergence uniforme (cu)

convergence presque partout (cpp) convergence presque siire (cps)
convergence presque uniforme (cpu)
convergence en mesure (cm) convergence en probabilité (cp)

On a les implications suivantes :

Terminologie analyste Terminologie probabiliste

(cu) = (cs) = (cpp)

(cu) = (cpu) = (cpp)

(cpp) = (cpu) si la mesure est finie

(cm) = (cpu) pour une sous-suite (cp) = (cps) pour une sous-suite
(cpp) = (cm) si la mesure est finie  (cps) = (cp)

(cpu) = (cm)

3.6 Exercices

Exercice 3.1 (Caractérisation des fonctions mesurables) Soient (E, T) un espace mesurable et f une application
de Edans R ;

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~!(B) € T} est une tribu.

Corrigé — Cette question est un cas particulier (avec F = R) de la question 2 de ’exercice 2.4.

2. Soit C un ensemble qui engendre B(R), montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est mesurable,
(i) f~1(C) € T, pour tout C € C.
Corrigé — On remarque que f mesurable signifie simplement que Tf (définie a la question précédente) contient
B(R).
Le sens (i) = (ii) est immédiat car C C B(R).

Pour le sens (ii) = (i), on remarque que Tf est une tribu. Donc, si Tf contient C, on a aussi Tf contient
T(C) = B(R). Ceci donne f mesurable. Donc, on a bien (ii) = (i)
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Exercice 3.2 (Mesurabilité pour f a valeurs dans R) Soit () un ensemble et F une o-algebre sur Q. Soit f une
application de () dans R. On munit R de la tribu borélienne.

1. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout x € R, {w € ), f(w) <x} € F.

Corrigé — On pose C = {] — 00, x[, x € R}. Compte tenu de la proposition 3.16 (voir aussi I’exercice 3.1), il suffit de
montrer que T(C) = B(R).
Comme les éléments de C sont des ouverts, on a, bien siir, T(C) C B(R).

Pour montrer Uinclusion inverse, on commence par remarquer que, pour tout a,b € R, a < b, on a (grdce aux propriétés
de stabilité d’une tribu) [a,b[=] — 00, b[\] — o0,a[€ T(C), puis |a,b[= U,en+[a + (1/n),b[€ T(C). Puis, comme tout
ouvert est une union au plus dénombrable d’intrevalles ouverts bornés (voir le lemme 2.11), on en déduit que T(C)
contient tous les ouverts et donc T(C) D B(R). Finalement, on a bien T(C) = B(R).

2. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout x € R, {w € ), f(w) <x} e F.

Corrigé — On pose ici D = {]— 00, x], x € R}. Compte tenu de proposition 3.16, il suffit de montrer que T(D) = B(R).
Comme les éléments de D sont des fermés, on a, bien siir, T(D) C B(R).
Pour montrer inclusion inverse, on remarque pour tout x € R on a | — 0o, x[= Uyen+ ] — 00, x — (1/n)] et donc C C T(D)

(ou C est I’ensemble défini a la question précédente). On a donc B(R) = T(C) C T(D). Finalement, on a donc bien
T(D) = B(R).

Exercice 3.3 (Composition de fonctions mesurables) Soit (E, T) et (F, S) deux espaces mesurables. Soit f : E —
Fet ¢ : F— R (R est muni, comme toujours, de la tribu borélienne). On suppose que f et ¢ sont mesurables.
Montrer que @ o f est mesurable (de E dans R).

Corrigé — Soit B € B(R), on remarque que (¢ o f)_1 (B) = f_1 ((p_1 (B)). Comme (p_1 (B) €S car @ est mesurable (de

F dans R), on a donc f~1 (91 (B)) € T car f est mesurable (de E dans F). Ceci montre bien que @ o f est mesurable (de
E dans R).

Exercice 3.4 (Topologie de R,) On définit la topologie de R, comme étant la topologie induite sur R, par la

topologie de R. Soit O C R, , I’ensemble O est donc un ouvert de R, si et seulement si il existe U ouvert de R t.q.

O=UnNR,.

1. Soit O C R,.. Montrer que O est un ouvert de R, si et seulement si il existe U ouvert de KL t.g. O=UNR,.
(Ceci montre que la topologie de R est aussi la topologie induite sur R, par la topologie de R_..)

2. Montrer que L’ensemble des boréliens de R, est égal a I’ensemble des boréliens de R, inclus dans R, et est
aussi égal a I’ensemble des boréliens de R inclus dans R, .

3. Montrer que, si BC R, on a B € B(R,) si et seulement si BN R € B(R) (noter que BAR = BNR,).

Exercice 3.5 (R ou R,...) Soit @ : R — R, @ > 0. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne.
Montrer que ¢ est mesurable (on dit aussi borélienne) si et seulement si ¢ est mesurable quand on la considere
comme une application de R dans R, (R, étant aussi muni de la tribu borélienne).

Corrigé —  On suppose @ mesurable de R dans R. Soit B un borélien de R, on a donc BOR € B(R) (voir la définition 3.2

page 85). Comme @ prend ses valeurs dans R et que ¢ est mesurable de R dans R, on a donc (p’1 (B) = (p’1 (BNR) € B(R).
Ceci donne donc que ¢ est mesurable de R dans R.

Réciproquement, on suppose maintenant ¢ mesurable de R dans Ry (mais ¢ ne prend jamais la valeur oo, on peut donc
la considérer comme étant de R dans R). Soit B € B(R). On a donc aussi B € B(R,) et donc (p_l (B) € B(R) car ¢ est
mesurable de R dans R .. Ceci prouve que @ est mesurable de R dans R.

Exercice 3.6 (Stabilité de M)

98



1. Soient (E, T), (E’, T), (E”, T”) des espaces mesurables, f (resp. ¢) une application de E dans E’ (resp. de E” dans
E”). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer que g o f est une application mesurable de E dans E”.

Corrigé —  Cette question est identique a celle de I'exercice 3.3 avec B” au lieu de R. La démonstration est semblable :

Soit B e T”, on remarque que (g o f)~1(B) = f 1 (g~ (B)). Comme g~1(B) € T’ car g est mesurable (de E’ dans E”),
onadonc f~1(g71(B)) € T car f est mesurable (de E dans E’). Ceci montre bien que g o f est mesurable (de E dans
E”).

2. Soit (E, T) un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(IR) ; soient f et g des fonctions mesurables
de E dans R.

(a) Pour x € E on pose f*(x) = max{f(x),0} et f~(x) = —min{f(x), 0}. Montrer que f* et f~ sont des fonctions
mesurables de E dans R.

Corrigé — Cette question est démontrée dans la proposition 3.23 page 92.

(b) Montrer que f + g, f g et |f| sont des fonctions mesurables de E dans R.
Corrigé — Le fait que f + g, fg € M est démontré dans la proposition 3.19 et le fait que |f| € M est démontré

dans la proposition 3.23 (car |f| prend ses valeurs dans R et |f| € M, on conclut avec I’exercice 3.5.

3. Soient (E, T) un espace mesurable, ( f,),en une suite de fonctions mesurables de E dans R. On suppose que la
suite (f,(x)),en converge (dans R) pour tout x € E. On pose f(x) = lim,_,, f»(x) (pour tout x € E). Montrer
que f est une fonction mesurable de E dans R.

Corrigé — La démonstration de cette question est donnée dans la proposition 3.19 page 90 (propriété 3).
4. Soit (E, T) un espace mesurable, on suppose qu’il existe A € T dont les sous-ensembles ne soient pas tous

mesurables. Il existe donc B C A tel que B  T. Montrer que & = 15 — 15\ n’est pas mesurable (de E dans R),
alors que |h] I’est.

Corrigé — {1} € B(R) alors que h™1({1}) = B & T, donc h n’est pas mesurable. Par contre |h| = 15 est mesurable
car AeT.
Exercice 3.7 (Mesurabilité des fonctions continues) Soit f une application de R dans R. On munit R (au départ
et a I’arrivée) de la tribu borélienne

1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est borélienne).

Corrigé — Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, f_1 (O) est aussi un ouvert de R, donc f_1 (0) € B(R).
Comme I’ensemble des ouverts engendre B(R), on en déduit que f est mesurable (on utilise ici la caractérisation de la
mesurabilité donnée a la proposition 3.16 page 88).

2. On suppose f continue a droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.

Corrigé — On suppose f continue a droite. Pour n € N*, on définit f,, par :

0 six<-mn,
n(x) = EYsi—n<x<netp€Ztelque = <x<Et,
fu)={ F(B) si-n<x<nerpeielque s <x<?
0 six>n,

de sorte que

2
p
fu= Z f(;)l]ﬁﬂ]'
p

n’n
=-n2+1
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Ona f, €& car ]%, %] € B(R) pour tout n et p. Soit x € R. Pour n > |x|, on a f,;(x) = f(%) avec %—% <x< % (p
dépend de n, x est fixé). Comme f est continue a droite en x, on a f,(x) — f(x) quand n — +oo (car % — X, avec

% > x). La deuxiéme caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.20 page 91) donne alors f € M.

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.

Corrigé — Soit a € R. On pose A = f_l([on,oo[). On suppose A = 0 (si A =0, on a bien A € B(R)). Si x € A,
on a f(x) > a et, comme f est croissante, on a aussi f(y) > a pour tout y > x. Donc, [x,c0[C A. En posant
a=1infA € RU {-oo}, on en déduit que ]a,co[C A C [a,0[. A est donc nécessairement un intervalle (dont la borne
supérieure est o), ce qui prouve que A € B(R). Comme {[a, o[, a € R} engendre B(R), on en déduit que f est
mesurable. (On a utilisé ici de nouveau la caractérisation de la mesurabilité donnée a la proposition 3.16 page 88).

Exercice 3.8 (Mesurabilité de 1) On munit R de sa tribu borélienne. La fonction 1¢ est-elle mesurable ?

Corrigé —  Oui, la fonction 1y est mesurable. En effet, si A € B(R) (et méme si A € P(R)), ona 1@1 (A)=0ouRouQ
ou R\ Q (selon que 1 et 0 appartiennent ou non a A). Comme ces 4 ensembles sont des boréliens, on en déduit que 1¢
est borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R quand R est muni de sa tribu borélienne).

Exercice 3.9 (Loi de probabilité de la v.a.r. nulle) Soit (E, T, p) un espace probabilisé et X une v.a.r.. On suppose
que X = 0 p.s.. Donner la loi de probabilité py de X.

Corrigé — Soit A€ B(R). Si0€Aona p(X_l(A)) =letsiO¢Aona p(X_1 (A)) = 0. Ceci montre que Px est la
mesure de Dirac en 0 (notée d).

Exercice 3.10 Soit .4 une tribu sur un ensemble E.
1. Soit A € Atel que : B€ A et BC A implique B = @ ou B = A. Montrer que toute fonction mesurable (de E dans
R) est constante sur A.

Corrigé — Soit f une fonction mesurable de E dans R. (L’ensemble E est muni de la tribu A et, comme d’habitude,
R est muni de la tribu borélienne.)

On peut supposer A = 0 (et méme A non réduit a un seul élément, sinon il n’y a rien a démontrer!).

Soit x € A, on pose o = f(x) et B= A ﬂf’l ({r}). Comme f est mesurable et que {a} € B(R), on a B € A. Comme
B C A et que B=0 (car x € B) on a nécessairement B = A, ce qui prouve que f est constante sur A (et f(y) = o pour
touty € A).

2. On suppose dans cette question que A est engendrée par une partition, montrer qu’une fonction mesurable est
constante sur chaque élément de la partition.

Corrigé —  Soit (Aj)ie1 une partition de E. On a donc UjetAj = E et Aj NAj =0 si i # j. On peut aussi supposer
aussi que A; = 0 pour tout i € 1.
Selon ’exercice 2.11, on a alors

A ={UjegA;, avec ] Clet ] ou ] au plus dénombrable)}.
Soit f une fonction mesurable de E dans R.
Soit i € 1. Comme les Aj sont disjoints deux a deux et non vides et que tout élément de A est une réunion de Aj, ona
BeA BCA; =B=00uB=A;.

On peut donc appliquer la premiere question, elle donne que f est constante sur A;.

3. Donner un exemple de fonction constante sur tout élément d’une partition mais qui ne soit pas mesurable pour la
tribu engendrée par cette partition. [Prendre comme partition de R tous les singletons]
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Corrigé — Comme cela est suggéré, on prend E = R et comme partition I’ensemble des singletons, c’est-a-dire {{x},
x € R}. La tribu engendrée par cette partition, notée A, est donc I’ensemble des parties de R au plus dénombrable ou
dont le complémentaire est au plus dénombrable. La tribu A est incluse dans B(R) (car les singletons appartiennent
a B(R)) mais est différente de B(R) (par exemple, 'intervalle 10, 1[ appartient a B(R) mais n’appartient pas a
A). La fonction f de R dans R définie par f(x) = x pour tout x € R n’est donc par mesurable (par exemple,
£71(0,1[) =]0, 1[€ A) mais est bien constante sur chaque élément de la partition.

Exercice 3.11 (Egalité presque partout) 1. Soient f et g des fonctions continues de R dans R et A la mesure de
Lebesgue ; montrer que f = g A p.p. si et seulement si f = g.
Corrigé — Si f = g (c’est-a-dire f(x) = g(x) pour tout x € R), on a bien f = g X p.p. car [ = g sur 0° et \(0) =
Pour la réciproque, on va utiliser le fait qu’un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue strictement positive.
En effet, si O est un ouvert non vide, il existe o, f € R t.q. a < p et |, B[C O, on a donc 0 < f— o = A(]or, B[) < A(O).

On suppose maintenant que f gAp. p il existe A € B(R) tel que M(A) =0 et f = g sur A°. On a alors {f (x) =
g(x)) C A Or {f(x) = (f — 9~V (R*) est un ouvert car (f — g) est continue (de R dans R) et R* est un
ouvert de R. Donc {f (x ) g( )} € B(R) et la monotonie de A donne A({f (x) = g(x)}) < MA) = 0. On en déduit que
{f (x) = g(x)} = O (car un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue strictement positive) et donc f = g.

2. Soient f et g des fonctions de R dans R et o; la mesure de Dirac en O (définie en (2.2)) ; montrer que f = g dg
p.p. si et seulement si f(0) = g(0).
Corrigé — Si f(0) = g(0), on prend A ={0}°. On a bien A € B(R), dg(A) =0 er f = g sur A car A® = {0}. Donc,
f =800 pp-
Réciproquement, on suppose maintenant que f = g &g p.p., il existe donc A € B(R) tel que f = g sur A€ et 5p(A) = 0.
Comme &g(A) =0, onadonc 0 ¢ A, c’est-a-dire 0 € A° et donc f(0) = g(0).

Exercice 3.12 (Mesurabilité) Soit f : RN x R dans R. On munit R de sa tribu borélienne (pour tout p € N*). on
suppose que f est mesurable par rapport a x € RN, pour tout v € R, et que f est continue a gauche par rapport a
y € R, pour tout x € RN,

Pour nn>1 et p € Z, on pose : aj , p € 7 ; on définit la fonction f,,, n > 1, de RN x R dans R par :

fulx,9) = f(x,ap), siy € [ay,a,,,4[.
On se limitea N = 1.
1. Montrer que f, converge simplement vers f lorsque n — +oo.

Corrigé—  Soit (x,y)! € R2. Pour tout n € N*, on a donc f,(x,y) = f(x, ﬁ) avec p <y<?f + =. Noter que x et y
sont fixés et que p dépend de n. Quand n — +co, on a donc B -7 avec £ <. Comme flx, ) est continue a gauche

eny, on adonc f(x, ”) — f(x,v) quand n — +oo, c’est-d-dzre fu(x,v) = f(x,9) quand n — +co.

2. Montrer que f, est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que A x B € B(R?)si A, B € B(R).
Ceci est démontré dans 1’exercice 2.6 page 57.]
Corrigé — Soit n € N*. Pour p € Z, on pose 8= e %) On a donc, par hypothese, g, mesurable de R dans R.
Soit C € B(R). Soit (x,y)! € R2. 11 existe donc peZtel que y € [f p—[ On a alors fy(x,y) = gp(x) et donc
fu(x,) € C si et seulement gp(x) € C. On en déduit que :

'@ =g OxE ),

n
PEZ

Comme g, est mesurable, on a g;l(C) € B(R). On a aussi [‘Z, p:;l (€ B(R) et donc ggl (C)x [‘Z, p;l [e B(R?) (ceci est
démontré dans 'exercice 2.6 page 57). Comme B(R?) est stable par union dénombrable, on en déduit f{ C) € B(R?)

et donc f,, mesurable de R? dans R.
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3. Montrer que f est mesurable.

Corrigé — Comme f,, mesurable pour tout n € N* et que f,(x,v) — f(x,v), quand n — +oo, pour tout (x,y)" € R?,
la propriété 3 de la proposition 3.19 donne que f est mesurable (de R? dans R).

Exercice 3.13 (Sur la tribu borélienne > de EQ
On note T I’ensemble des boréliens de R, contenant les deux points 0 et +oco ou ne contenant aucun de ces deux
points, c’est-a-dire T = T; U T, avec

T, ={AeB(R,)tq.{0,c0) CA} et T, ={A € B(R,)t.q. {0,00} C A}

1. Montrer que T est une tribu et que T est strictement incluse dans B(R, ).
2. On pose C = {Ja, B[, 0 < a < p < +oo[}. Déduire de la premiere question que C n’engendre pas la tribu B(R,).

Exercice 3.14 (Tribu de Borel sur E+)
1. Montrer que {[0, [, p € R%} engendre B(R, ).
Corrigé — On note C; ={[0,p[,p e R%}.
— Comme [0, B[ est un ouvert de R, pour tout p € R, on a C; € B(R,) et donc T(Cy) € B(R,).

— Par stabilité d’une tribu par passage au complémentaire, on a {[B, o0],p € R} } C T(Cy).
Comme [0,00] =[0,1[U[1,00] € T(Cq), on a aussi {{a, 0], € Ry} C T(Cq).
Par stabilité d’une tribu par intersection, on a alors {[o, B[, o, p € Ry, a < B} € T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par union dénombrable, on montre alors que {]o, B[, o, p € Ry, o < B} € T(Cy) et
(IB.col, B e By} C T(C))

Comme tout ouvert de R, est une réunion au plus dénombrable d’intervalles du type lo, B[ (avec o, p e Ry NQ),

[0,B[ (avec pe R, NQ) et B, c0] (avec p € Ry NQ), on en déduit que tout ouvert de R, est dans T(Cy) et donc
B(R,)c T(Cy).

On a bien montré que B(R,) = T(Cy).

2. Montrer que {[0, B[, p € Q NR*} engendre B(R,).

Corrigé —  Onnote C; ={[0,B[,p € QNR}}. Si p € RY, on remarque que [0, B[= Uneqnr?,a<pl0 . On en déduit
que [0,B[€ T(Cy). On a donc Cy C T(Cy) et T(Cy) C T(Cy).

Comme T(C1) = B(R,.), on a aussi T(Cy) = B(R,).

3. Montrer que {]0, B[, p € R%} n’engendre pas B(R, ).

Corrigé — Cette question peut se faire comme dans [’exercice 3.13. On donne ici une autre méthode. On prend un
ensemble E (ayant au moins 2 éléments) et une tribu T sur E différente de P(E) (par exemple, T = {0, E}). Soit alors
ACE, A¢T. Ondéfinit f de E dans R, par f(x)=cosix € Aet f(x)=0si x & A. Comme A ¢ T, la fonction f est
non mesurable. On a pourtant f_1 (10,Bl) =0 € T pour tout p € R} Ceci montre que {]0,p[, p € R} } n’engendre pas
B(R,).

Exercice 3.15 (Graphe d’une fonction borélienne) Soit f une fonction mesurable de R dans R (R est muni de
sa tribu borélienne, notée 3(R)). On se propose de montrer que le graphe de f est un borélien de R2. On admettra
le résultat suivant que I’on verra au chapitre 7 :

A,Be B(R) = A xBeB(R?). (3.2)

On munit aussi R? de sa tribu borélienne. Pour x,y € R, on pose F(x,v) = f(x) et H(x,) = v.
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1. Montrer que F et H sont mesurables de R? dans R.

Corrigé — Soit A€ B(R). Ona F1(A) = f_l (A) xR. Comme f est mesurable, f_1 (A) € B(R). Comme R € B(R),
(3.2) donne f_1 (A)xRe B(Rz) et donc F1(A) e B(Rz). On a donc F mesurable de R? dans R.

Le fait que H est mesurable se démontre de maniére semblable en remarquant que H! (A) =R x A (ou en utilisant la
continuité de H).

2. On pose G(f) = {(x,v) € R?; v = f(x)} (G(f) est donc le graphe de f). Montrer que G(f) € B(R?).

Corrigé — L’ensemble de fonctions mesurables est un espace vectoriel, on a donc F —H mesurable. On en déduit que
G(f) € B(R?) en remarquant que G(f) = (F—H)™1 ({0}) er {0} € B(R).

Exercice 3.16 (Mesurabilité au sens de Lusin) Soit 7 une mesure sur B(RN), finie sur les compacts de RN. On
rappelle (cf. cours) que m est nécessairement réguliere (c’est-a-dire que pour tout A € B(RN) et pour tout & > 0, il
existe F fermé et O ouvert tel que FC A C O et m(O\ F) <e).
Soit f € RN — R. On dit que f est mesurable au sens de Lusin si pour tout compact K et pour tout & > 0, il existe
K; compact, K; C K, tel que m(K\ Ky) < eet f|Kl e C(K{,R).

1. On suppose, dans cette question, que f = 1, avec A € B(RN). Montrer que f est mesurable au sens de Lusin.
[Construire K; avec K, F et O, ot F et O sont donnés par la régularité de m appliquée a I’ensemble A.]

Corrigé — Soit K compact et € > 0. Par la régularité de m, il existe F fermé et O ouvertt.q. F C A C O et m(O\F) <e.
On prend K1 = (KNF)U (KN O°).

Les ensembles KNF et KN O€ sont fermés (car I'intersection d’un compact et d’un fermé est un compact). L’ ensemble
K est donc compact car il est I’union de deux compacts. Comme K = K\(O\F), on a bien K; C K et (K\K;) Cc (O\F).
On en déduit m(K\Ky) <m(O\F)<e

On montre maintenant que f|Kl € C(Ky,R). Soit x € Ky. On distingue deux cas :
Premier cas. Si x e KNF, on a alors x € O. Comme O est ouvert il existe d > 0 tel que B(x,0) C O (ou B(x, d) est la

boule ouverte de centre x et de rayon ). On a donc K1 N B(x,0) CKNF C A, ce qui prouve que f|1<1 est constante et

égale a 1 sur K1 N B(x, d) et donc f|K1 est continue en x (car constante dans un voisinage de x).

Deuxiéme cas. Si x € KN OF, on raisonne de maniére similaire. On a x € F¢. Comme F¢ est ouvert il existe & > 0
C S C c o N 5 pS
tel que B(x,0) C FC. On a donc K1 NB(x,0) C KN O° C A, ce qui prouve que f|1<1 est constante et égale a 0 sur

K1 NB(x,9) et donc f|K1 est continue en X.

2. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-a-dire f € (RN, B(RN)). Montrer que f est mesurable
au sens de Lusin.

Corrigé —
Il existe n€N*, Aq,...,A, € BRN) et ay,...,a, €R 1.q. f= Z?:l aila;. On pose fi = 1p,, de sorte que f =
Z?;l a; fi.

Soit K compact et € > 0. Par la question 1, pour tout i € {1,...,n}, il existe K(ll)

e/n et (f,-)|K(l.) € C(K(li),]R). On prend alors :

1

compact, K(li) c K, tel que m(K\K(li)) <
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Exercice 3.25 (Convergence en mesure) Soient (E, T, ) un espace mesuré, (f,),cy une suite de fonctions
mesurables de E dans R.

1. Montrer que s’il existe f et g fonctions mesurables de E dans R telles que (f;),cry converge en mesure vers f et

g, alors f = g p.p..
[On pourra commencer par montrer que, pour tout & > 0, m({x € E; |f (x) — g(x)| > 8}) = 0.]

Corrigé — Pour h : E > R et 6> 0, on note toujours {h > 8} = {x € E; h(x) >0}, {h > 8} ={x € E; h(x) > 3},
{h<d}={x€E,; h(x)<dlet{h<d}={x€E, h(x) <9}

Soit & > 0. Pour tout x € E et tout n €N, on a |f(x) — g(x)| < |f (x) = fu(x)| + |fu(x) — g(x)|. On en déduit {|f - fu| <
SN {lfy—gl < %} c{|f — gl < &} et donc, en passant au complémentaire,

{If —gl>obcflf - fn|> U{lfu - g|> (3.6)

Par sous additivité de m, on a donc m({|f — g| > 8}) < m({|f —fn| > 7}) + m({|fn -g|> %}) En passant a la limite
quand n — +oo, on en déduit m({|f —g|>d}) =0

On remarque maintenant que {x € E; f(x) = g(x)} ={|f - gl > 0} Unen{lf —gl> %} et donc, par o-sous additivité
de m, on obtient m({x € E; f(x) = g(x)}) < Yoo m({lf —gl> 5 ) 0 etdonc f =g p.p..

2. Montrer que si (f;;),en C M converge en mesure vers f € M et (g,),en C M converge en mesure vers g € M,
alors (f,, + g,)nen C M converge en mesure vers f + g € M.

Corrigé — Soit 6 > 0. En reprenant la démonstration de (3.6), on montre que

(f +&~ (80l > 8} €1 =l > ) U llg =gl > 3.

Par sous additivité de m, ceci donne m({|f + g — (f + gn)| > 8}) < m({|f — ful > %}) +m({|lg—gul > %}) et donc que
m({|f +g—(fu + gn)l > 8}) = 0 quand n — +oco. On a bien montré que f,, + g, — f + ¢ en mesure quand n — +oo.

3. On suppose maintenant que 1 est une mesure finie. Montrer que si ( f,,),eny C M converge en mesure vers f € M
et (g,,)neny C M converge en mesure vers g, alors (f,; g,)uen C M converge en mesure vers f g € M.
[On pourra commencer par montrer que, si (f,,),eny C M converge en mesure vers f € M, alors, pour tout € > 0,
il existe ng et kg € N tels que, si n > ng et k > kg, on a m({x € E; |f,(x)| > k}) < €.] Donner un contre-exemple
au résultat précédent lorsque m(E) = +oo.

Corrigé — Pour k e N et n €N, la démonstration de (3.6) donne ici {|f,| > k} C {|f| > %} Ullfu—fl> %} et donc

m(lful > K < m1f1> S 1)+ mllf -~ £1> %) 3.7)

On pose Ay = {|f] > .Ona (Ag)ken CT, Agy1 C Ay pour tout k € N et (\reny Ak = 0 (car f prend ses valeurs
dans R). Comme E est de mesure finie, on a m(Ay) < oo (pour tout k) et on peut appliquer la continuité décroissante
de m. Elle donne :

m(Ag) — 0, quand n — +oo. (3.8)
Soit € > 0. Par (3.8), il existe ko € N tel que m(AkO) < % Par la convergence en mesure de f, vers f, il existe alors ng

tel que m({|f, — f| > %0} < 5 pour tout n > ng et l'inégalité (3.7) donne m({|f,| > ko)) < € si n > ng. On en déduit
(comme {Ify > K} € {lful > ko) si k > ko) -

n>ng, k>ko= m{|fu] >k}) <e 3.9)
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On montre maintenant que f, g, — f g en mesure.

Soit &> 0, on veut montrer que m({|f,g, — f gl > 0} — 0 quand n — +oo. Pour cela, on remarque que |f,g, — f gl <
|fallgn — g1+ 18l fu = f1. Pour k € N*, on a donc

) .
{ful < kYO {lgn =8l < dn gl <k} nflfu = fl_ 2k CAlfngn— fgl <0}
et, en passant au complémentaire,

) 0
(fngn = 81> 8} clful > K} Ullgn = 81> - UHlgl > kY Ullfu = f1> 5}

ce qui donne

’}>

m({|fngn = 81> 0}) < m({lful > k}) + m({lgn -
m({gl> k) +m({lfu = f1> 57

Soit £ > 0. 1l existe kg et ng de maniére a avoir (3.9). En utilisant (3.8) avec g au lieu de f, il existe aussi ky tel que
m({|g] > k}) < € pour k > ky. On choisit alors k = max{kg, k1}. En utilisant la convergence en mesure de f,, vers f
et de g, vers g, il existe ny tel que m({|g, — gl > Z—bk}) <eerm({|fy—fl> Z—bk}) < e pour n > ny. Finalement, avec
ny = max{ng, ny} on obtient :

(3.10)

n2ny = m({|fugn - fgl > d}) < 4e.

Ce qui prouve la convergence en mesure de f, g, vers fg, quand n — +oo.

Pour obtenir un contre-exemple a ce résultat si m(E) = oo, on prend (E, T,m) = (R, B(R), A). Pour n > 1 on définit
fn par fu(x) = % pour tout x € R et on définit g, par g,(x) = x pour tout x € R. Il est clair que f,;, — 0 en mesure,
gn — g en mesure, avec g(x) = x pour tout x € R, et f, g, /> 0 en mesure car m({|f,,,,| > 8}) = oo pour tout n € N* et
tout & > 0.

Exercice 3.26 (Convergence p.u. et convergence p.p.) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,),eny C M (c’est-a-
dire une suite de fonctions mesurables de E dans R) et f € M. On suppose que f, — f presque uniformément
(c’est-a-dire que pour tout € > 0 il existe A € T tel que m(A) < eet f, — f uniformément sur A®). Montrer que
fu — f p-p., quand n — +oo.

Corrigé — Soit A, € T tel que m(A;) < % et f, — f uniformément sur AS,. On pose A = (e Ay, de sorte que
A€eTetm(A)=0carm(A) <m(A,) < % pour tout n € N*.
Soit x € AS, il existe n € N* tel que x € A,, et on a donc f,,(x) = f(x) quand n — +co. Comme m(A) = 0, ceci donne

bien f, — f p.p., quand n — +co.

Exercice 3.27 (Théoreme d’Egorov) Soient (E, T,m) un espace mesuré fini, (f,),cy une suite de fonctions
mesurables de E dans R, et f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que f,, — f p.p., lorsque n — +oo.
Pour j e N* et n € N, on définit :

n,] x |f fn , et Bn] UAp]
pzn

1. Montrer que a j fixé, lim m(B,,;) = 0.

n—+oo

Corrigé —  On remarque d’abord que Ay, j = (|f - fu! [] oof) € T car |f - fyl € M. On a donc aussi By, j € T.

D’autre part, comme f,; — f p.p., lorsque n — +oo, il existe C € T tel que m(C) = 0 et f,,(x) — f(x), quand n — +co,
pour tout x € CE.
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On va montrer que m(By;, j) — 0, quand n — +oo (on rappelle que j € N* est fixé), en utilisant la continuité décroissante
de m. On remarque en effet que m(Bn’j) < oo (pour tout n € N) car m(E) < oo (et c’est seulement ici que cette hypothése
est utile), puis que B,11,; C By, j pour tout n € N. La continuité de décroissante de m donne donc

m(By, ) — m([ )| Buj)
neN
Or, six € (\eN Bn,jy onaxe Bn,]' pour tout n € N. Donc, pour tout n € N, il existe p > n tel que x € An,j’ c’est-a-dire

|f (x) = fu(x)] > % Comme j est fixé, ceci montre que f,,(x) /> f(x) quand n — +oo, et donc que x € C. On en déduit
que (yen Bn,j C C et donc que m((,en By, j) = 0 et finalement que m(By,,j) — 0, quand n — +oo.

2. Montrer que, pour tout € > 0, il existe A tel que m(A) <eet f, — f uniformément sur A lorsque 1 — +oo. En
déduire le théoreme d’Egorov (théoreme 3.39).
[On cherchera A sous la forme : U Bn]-, j» avec un choix judicieux de ;.
jeN*

Corrigé —  Soit € > 0. Pour tout j € N*, la question précédente donne qu’il existe n(j) € N tel que m(By, ;) < % On

pose B = UjeN* Buj),j: de sorte que B € T et, par 6-sous additivité de m :

(9] (o] €
m(B) < Z{m(Bn(]’),]’) < L 5 =&
]= 1=

On montre maintenant que f, — f uniformément sur B¢ (ce qui conclut la question en prenant A = B).
Comme B = UjeN*(Upzn(j) Ap,j), on a, en passant au complémentaire,

B= (][] A

JEN* p2n(j)

. . 1 . X .
Soit 1> 0. Il existe j € N* tel que 7 < 1. Soit x € B¢, comme x € ﬂpZn(j) A;,j’ on adonc x € A;,j pour tout p > n(j),
c’est-a-dire :

| =

pn(j)=fulx) - f(x) <= <n.

—

Comme n(j) ne dépend que de j (et donc que de 1)) et pas de x € B, ceci prouve la convergence uniforme de f,, vers f
sur B

3. Montrer, par un contre—exemple, qu’on ne peut pas prendre ¢ = 0 dans la question précédente.

Corrigé — On prend, par exemple, (E, T,m) = (]0,1[, B(]0, 1[, A) (plus précisément, X est ici la restriction a B(]0, 1])
de ), qui est une mesure sur B(R)).

Pour n € N*, on prend f,, = 1]0 1p de sorte que f,, — 0 p.p., quand n — +oo (et méme, f,(x) — 0 pour tout x €]0,1[).
’n

Soit maintenant B € B(]0,1[) tel que M(B) = 0. On va montrer que f,, ne peut pas tendre uniformément vers 0 sur B
(ceci prouve bien qu’on ne peut pas prendre € = 0 dans la question précédente, c’est-a-dire € = 0 dans le théoreme
d’Egorov).

Soit n € N*, 1l est clair que B€N]0, %[:t 0. En effet, sinon on a |0, %[C B et donc % = A(]0, %[) < MB) = 0. 1l existe
donc x € B€ tel que f,,(x) = 1. On a donc

sup | fu(x)| =1,
xeB¢

ce qui prouve bien que f,, ne tend pas uniformément vers 0 sur B, quand n — +oo.

4. Montrer, par un contre—exemple, que le résultat du théoréeme d’Egorov est faux lorsque m(E) = +oo.
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Corrigé — On prend, par exemple, (E, T,m) = (R, B(R)\).
Pour n €N, on prend f;; = 1), 11|, de sorte que fy — 0 p.p., quand n — +oo (et méme, f,(x) — 0 pour tout x € R).

Soit maintenant 0 < e < 1 et B € B(R) tel que A\(B) < &. On va montrer que f,, ne peut pas tendre uniformément vers 0
sur BE (ceci prouve bien que le théoréme d’Egorov peut étre mis en défaut si m(E) = oo).

Soit n €N, Il est clair que B°N]n,n + 1[= O (car sinon, \n,n+1[{C B et donc 1 = A(]Jn,n+1[) < MB) < ¢, en
contradiction avec € < 1). 1l existe donc x € B tel que f,(x) =1. On a donc

sup |fu(x)[ = 1,

xeB¢

ce qui prouve bien que f,, ne tend pas uniformément vers 0 sur B, quand n — +oo.

Exercice 3.28 (Convergence en mesure et convergence p.p.) Soient (E, T,m) un espace mesuré, (f,),cy une
suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une fonction mesurable de E dans R. On rappelle que, par définition,
la suite (f,,),en converge en mesure vers f si:

Ye>0, nlil}iwm({x e Elfu(x)— f(x)|>¢€})=0.

1. On suppose dans cette question que #1(E) < +oo.

(a) Montrer que si (f,),ey tend vers f presque partout, alors (f,),en tend vers f en mesure [Utiliser le théoreme
d’Egorov.]

Corrigé —  Soit € > 0, on veut montrer que m({|f,, — f|> €}) = m({x € E;|f,,(x) - f (x)| > €}) = 0, quand n — +oo,
c’est-a-dire que
¥o6> 0, dng, t.q.

n>nyg=m{|f—fl>e)) <6 (3.11)

Soit donc 6> 0. D’apres le théoréme d’Egorov (théoréme 3.39 page 96), il existe A € T tel que m(A)<det f, > f
uniformément sur A°. La convergence uniforme sur A nous donne donc ’existence de n tel que, |f,,(x)— f (x)| < e
pour tout x € A, si n > ng. On a donc, pour n > ng, {|f, — f| > e} C A, et donc m({|f, — f| >€}) <m(A)<d. Ona
bien montré (3.11) et donc la convergence en mesure de f,, vers f, quand n — +oo.

(b) Montrer par un contre—exemple que la réciproque de la question précédente est fausse.

Corrigé — L’exemple donné ici sera repris au début de la section 4.7 pour montrer que la convergence dans L!
n’entraine pas la convergence presque partout.

On prend (E, T,m) = ([0,1[, B([0,1[), A) (on a bien m(E) < co) et on construit ainsi la suite (f,)neN -

Soit n € N. Il existe un unique p € N* et p- )p <n< p(p ) . Onpose alors k = n— p 21)p etonprend f, =1 [k kelp-
b

Il faut noter ici que k + 1 < p(p+1) (p-Dp l)p = p et donc k% <1

Lorsque n — +oo, on a p — oo et donc m({|f,,| > 0}) = % — 0, ce qui prouve, en particulier, que f, — 0 en mesure,

quand n — +oo.

Enfin, on remarque que, pour tout x € [0,1{, f,,(x) / 0 quand n — +oco. En eﬁ”et soit x € [0, 1. Soit p € N*. Il existe
alors (un unique) k € {0,...,p — 1} tel que x € [k kel [, de sorte que f‘P =1 en choisissant @(p) = (p- e VP k.

On a ainsi construit ( f(p peN* sous-suite de fn neN (car @ est strictement croissante de N* dans N), t.q.
fq)(p)(x) > 0 quand p — +co (puisque fcp(p)(x) =1 pour tout p). Ceci montre bien que f,(x) /> 0 quand n — +oo.

On ne suppose plus que m(E) < +oco mais on suppose maintenant (pour la suite de 1’exercice) que la suite (f,,),en
converge en mesure vers f.
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2. Montrer que la suite (f;),en est de Cauchy en mesure c’est-a-dire que

Ve>0,¥0>0,dneN;p,q > n= m({x € B;|f,(x) - fy(x)| > ¢}) <o.

Corrigé —
Notation : Pour g fonction de E dans R et a € R, on note toujours {g > a} ’ensemble {x € E; g(x) > a}.
Soit €> 0 et 6> 0. Soit p,q € N. On commence par remarquer que |f,(x) — fa(x)| < |fp(x) = f (x)| + |f5(x) = f(x)]. On
en déduit que
{lfp = fql > 2e} Hlfp = fI> ed UAlfy - fI> €}
On a donc
m({lfp = fgl > 2e}) < m({lfp = f1 > &) + m({[fg - f1> €}).
Comme f, — f en mesure, il existe ng tel que
nzng=m({|fy—fl>e}) <o
On a donc
p,g2np = m(”fp _fq| > 2¢}) < 20.

Ceci montre bien que la suite (f,)neN est de Cauchy en mesure.

3. Montrer qu’il existe une fonction mesurable g et une sous-suite de la suite (f,),en, notée ( f@(n))neN (avec @
strictement croissante de N dans N), vérifiant la propriété suivante :

Pour tout ¢ > 0 il existe A € T tel que m(A) < ¢ et tel que (fy(n))nen converge uniformément vers g sur A°.

[On pourra construire ¢ strictement croissante de N dans N et une suite (A,,),en d’éléments de T t.q. m(A,,) <277
avec Ay, = {x € E;|fo(n+1)(x) = fo(n)(x)| > 27"} pour tout n. Puis, chercher A sous la forme UkZp Ay, ol p est
convenablement choisi. ]

Corrigé — D’apres la question précédente, la suite (f,)neN est de Cauchy en mesure. Pour tout n € N, il existe donc
(en prenant € = & = 27" dans la définition donnée a la question précédente) P(n) € N tel que

p.q = P(n) = m({lf, - fyl >27") < 27"
Pour obtenir, a partir de \p, une fonction strictement croissante de N dans N on choisit alors @(0) = {(0) et @(n) =
max{(n), @(n—1) + 1} pour n > 1. On obtient bien une fonction @ strictement croissante de N dans N et, comme
@(n+1)>@(n) = P(n), on a, pour tour n € N,

m(A,) < 27" avec A, = {|fq)(n+1 f‘P |>27"

Pour construire la fonction g, on pose maintenant B, = Ukszk et B= mpENBp- On va montrer que pour tout x € B¢
la suite (f(p(n)(x))neN converge dans R (et g(x) sera alors défini comme étant la limite de cette suite).

Soit x € B. Il existe donc p € N tel que x € BC. Ceci donne x € Ai pour tout k > p, ¢’est-a-dire
k>p$|f<p n+1 f(p x| <27k, (3.12)

On en déduit que la série de terme général f<P n+1 f<P x) converge dans R et donc que la suite (f(p(n)(x))neN
converge dans R. En effet, pour passer de la série a la suite, zl suffit de remarquer que

n—1
fq)(n)(x):fcp(o)( )+ Zf(p k+1 fq) ( (3.13)
k=0

On a donc montré que pour tout x € B® la suite (f(p(n)(x))neN converge dans R et on pose alors
g(x)= ngToof(P(n)(x) si x € BS.

La fonction g est ainsi définie sur B€. Pour qu’elle soit définie partout, on pose g(x) = 0 sur B. La fonction g est bien
mesurable car est la limite simple des fonctions f(p(n)le qui sont toutes mesurables (noter, en particulier, que B € T
car les A,, sont tous dans T).
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Soit p € N. On remarque maintenant que sur B, la série de terme général f(p(n+1)(x) - f(p(n)(x) converge uniformément
(grdace a (3.12)). La suite (f(p(n))neN converge donc aussi uniformément sur B;, (grdce a (3.13)). Or, par 6-sous

additivité de m, on a
+0o0 400
m(By) <) mAp) <y 27k =27PrL,
k=p k=p

Soit € > 0. En prenant A = B, avec p € N tel que 27P*l < ¢ on a donc m(A) < e et (f(p(n))neN converge uniformément
(vers g) sur A€.

Enfin, on peut aussi remarquer que (f(p(n))neN converge p.p. vers g car (fq,(n)(x))nEN converge vers g(x) pour tout
x € BE et la continuité décroissante de m donne m(B) = lim,_, 00 m(Bp) = 0.

4. Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (f,,),,cn qui converge vers f presque partout. [On pourra commencer
par montrer que la suite (fo(n)nen construite a la question précédente converge presque partout et en mesure. ]

Corrigé — On reprend les notations et résultats du corrigé de la question précédente. On sait déja que la suite
( f@(n))neN converge p.p. vers g. On montre maintenant qu’elle converge en mesure vers g.

Soit e > 0 et > 0. Il existe p € N tel que m(Bp) < 5. Comme (f(p(n))HEN converge uniformément sur B;C7 vers g, il
existe ng € N tel que |f(,) (x) — §(x)| < € pour tout n > ng et tout x € By,. On a donc

nzmng= {|f(p(n) -glz¢efc By, = m({lf(p(n) —-glz¢f < m(Bp) <.
Ceci montre bien que (fo(n))neN converge en mesure vers .

Comme on a déja, par hypothése, que (f(p(n))nEN converge en mesure vers f, on a donc f = g p.p. (voir la premiére
question de ’exercice 3.25). Finalement, on obtient donc la convergence p.p. de la suite ( f@(n))neN vers f.

Exercice 3.29 (Convergence en mesure et fonctions continues) Soit (Q3,.4, m) un espace mesuré, (X,,),cn une
suite de fonctions mesurables de (O dans R et X une fonction mesurable de () dans R. On suppose que X,, — X en
mesure, quand # — +co.

1. Soit ¢ une fonction uniformément continue de R dans R. Montrer que @(X,,) — ¢(X) en mesure, quand # — +co.

Corrigé —  Soit € > 0. Comme @ est uniformément continue, il existe 1 > 0 tel que
k—gl<n=lo(x)-e@)<e
On a donc {|o(Xy,) — p(X)| > e} € {|X;; = X| > n} et
m({lo(Xy) = e(X)| > €}) < m({IXy, = X| > n}).
Comme X,; — X en mesure, on a limy,_, o, m({|{X,, = X| > n}) = 0, on a donc aussi
im m({lp(X,) ~ p(X)| > &) = 0.

Ce qui prouve que ©(X,;,) — @(X) en mesure, quand n — +co.

2. On suppose, dans cette question, que m est finie (par exemple, la mesure m peut étre une probabilité, on a alors
m(Q) = 1, les fonctions mesurables sont des v.a.r. et la convergence en mesure est la convergence en probabilité).
Soit ¢ une fonction continue de R dans R. Montrer que ¢(X,,) — ¢@(X) en mesure, quand # — +oo. [On pourra
commencer par remarquer que lim,_, ., m({|X| > a}) = 0.]

Corrigé — Le fait que lim,_,, o, m({|X| = a}) = 0 est une conséquence de la continuité décroissante d’une mesure
(on utilise ici que m est finie).

Soit >0 et 8> 0. Il existe a € Ry tel que m({|X| > a}) < &. Comme @ est uniformément continue sur [-a—1,a+ 1}, il
existe 1> 0 tel que

vy€l-a-La+1] x-y|<n=lo(x)-o)<e
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En posant 7| = min{n, 1} > 0, on a aussi
xe[-aal lx-yl<i=lp(x)- @) <e
On a donc {|o(X,;) — 9(X)| > e} C {|X;; = X| > A U{[X| = a} er
m({lo(Xy) - @(X)| > €}) < m({IXy, = X| > 7}) + m({|IX| = a})
<m({|X,, - X|>@}) + 0.
Comme X,; — X en mesure, on a lim,,_, o, m({|X;, = X| > ij}) = 0, il existe donc ny tel que
n>ng = m({|X, - X|>7}) <6
on a donc
n=ng = m({|e(X,) - (X)| > ¢}) < 26.

Ce qui prouve que ©(X;;) = @(X) en mesure, quand n — +co.

3. On prend ici (Q, A, m) = (R, B(R), \). Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convena-
blement X,, et X), qu’on peut avoir X,, — X en mesure (quand n — +c0) et ¢(X,) 7 @(X) en mesure pour
certaines fonctions ¢ continues de R dans R.

Corrigé — On prend X(x) = x et X,,(x) = x + 1/n pour tout x € R et n € N*. On a bien X,; — X en mesure. On
choisit @ définie par @(x) = x2 pour tout x € R, on a donc, pour x € R, (X (%) —@(X(x)) = 2x/n+ 1/n%. On en
déduit que

AM{e(Xp(x)) — @(X(x)) > €}) = +o0 pour tout € > 0 et tout n € N*,

Ce qui montre que ©(Xy,) /> @(X) en mesure.

Exercice 3.30 (suite bornée et convergence en mesure) Soit (E, T, #) un espace mesuré, (f,,),en une suite de
fonctions mesurable de E dans R et f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que f,, — f en mesure,
quand 1 — +oo.

On suppose aussi qu’il existe M € R t.q., pour tout n € N, |f,,| < M p.p.

1. Soit € > 0 Montrer que {|f|> M+ ¢} C {|f, — f| > ¢} U{|f,| > M}. En déduire que |f| < M + & p.p..
2. Montrer que |[f| < M p.p..
Exercice 3.31 (Mesurabilité d’une limite p.p.) Soient (E, T, ) un espace mesuré, (f,,),eny C M(E, T)etf : E—
R. On suppose que f, — f p.p..
1. Montrer que f € M(E,T), ou (E, T,m) est le complété de (E, T, m) (voir le théoréme 2.28).
2. En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T, m), (f,,),.cn et f), montrer qu’on peut
avoir f ¢ M(E,T).

Exercice 3.32 (Convergence essentiellement uniforme et presque uniforme) Soit (E, T, ) un espace mesuré.
Pour f € M, onpose Ay = {C€eR,|f|<Cp.p.}. Si Ay # 0, on pose ||f|lo, = inf Af. Si Af =@, on pose ||f]lo, = 0.
1. Soit f € M t.q. Ay # 0. Montrer que ||f|l, € Af.

Corrigé —  Comme Af =0 et ||fllco =infAy, il existe une suite (ay)peN C Aftq.ay Ul lleo quand n — +co.

Soitn €N, de ay € Ag on déduit qu’il existe B, € T tel que m(By,) = 0 et |f (x)| < a,, pour tout x € BY,.

On pose B = |J,,en Byy. On a donc B €T et, par 5-additivité de m, m(B) = 0 (car m(B) < ), ey m(By,)). Enfin, pour
tout x € B¢ = (,,en BY, on a |f (x)| < a,, pour tout n € N. En faisant n — +oo, on en déduit que |f (x)| < ||f|lco- On a
donc |f| < ||flloo p-p., c’est-a-dire ||flloo € Af.

2. Soient (f,)eny C Met f € M.

117



(a) On suppose, dans cette question, que ||f,, — f|l.o = 0 quand 1 — +oo (on dit que f,, — f essentiellement
uniformément). Montrer que f,, — f presque uniformément.
Corrigé —  Pour tout n € N, il existe Ay, € T tel que m(Ay) =0 et |(f, — )(x)] < |fis — flloo pour tout x € AS,. On

pose A =J,enAy- Onadonc A€ T, m(A) =0, |(f,— )(x) < |Ify— flloo pour tout x € A°. Comme ||f; — fllco — O
quand n — +oo, on en déduit que f,, — f uniformément sur A°. Enfin, comme m(A) < € pour tout € > 0, on a bien

montré la convergence presque uniforme de f;, vers f.

(b) En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T, m), (f,,),en et f), montrer qu’on
peut avoir f,, — f presque uniformément, quand n — +oo, et ||f;, — f|lco 7> 0.

Corrigé — On prend, par exemple, (E,T,m) = (R, B(R),\), f =0et f, = 1[0 1y pour tout 1 € N*,
Soit € > 0. On choisit A = [0, €], de sorte que m(A) = &. On a bien f,, — 0 uniformément sur A, quand n — +oo,
car fu, = 0 sur A° pour tout n tel que - 1 <& Donc, f,, — f presque uniformément quand n — +oo.

Mais f,, ne tend pas vers 0 essentzellement umformement, quand n — +oo, car || fyllco = 1 pour tout n € N* (en effet,
fn <1 surtout R, f; =1 sur (0, ) et M[0, ﬁ ) > 0, pour tout n € N*).

Exercice 3.33 (Mesurabilité des troncatures) Soit (X, 7 ) un espace mesurable et f une fonction mesurable de X
dans R (R est muni, comme toujours quand on ne le précise pas, de la tribu borélienne). Pour a > 0, on définit la

fonction tronquée suivante : .
a si f(x)>a

falx) =4 f(x) silf(x)[<a
—-a sif(x)<-a

Montrer que f, est mesurable.

Corrigé — Soit a > 0. On définit T, de R dans R par :
a si s>a

Ty(s)=¢ s si |[s|<a
—-a si s<-a
La fonction T, peut aussi s’écrire T,(s) = max{—a, min{a, s}} pour s € R. On remarque que la fonction T, est continue de
R dans R. Elle est donc borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, avec R muni de sa tribu borélienne).

Comme f, =T, o f, on en déduit que f, est mesurable car c’est la composée d’applications mesurables.

Exercice 3.34 (Mesurabilité de I’ensemble des points de convergence) Soit (E, T) un espace mesurable. Soient
(f)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R (on munit R de la tribu des boréliens B(IR), comme toujours).
On note A I’ensemble des points x € E tels que (f,,(x)),en ne soit pas de Cauchy. Montrer que A € T.

Corrigé — Soil x € E. On a x € A si et seulement si il existe p € N* tel que pour tout n € N il existe i,j avec j >i>n
tels que |fj(x) - fi(x)| > (1/p). Ceci montre que

+00 +oo

a= U NU U -, web

peN*neNi=nj=i+1
Comme |f] fil” i p,+oo[) € T (car les f sont mesurables), les propriétés de stabilité de T par union et intersection

dénombrable donnent que A € T.

Exercice 3.35 (Tribu et partition) Soit () un ensemble. On appelle partition de (3 une famille finie ou dénombrable
de parties non vides de Q) et disjointes deux a deux et dont I’'union est égale a Q). Les éléments d’une partition sont

appelés atomes.
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Chapitre 4

Fonctions intégrables

Maintenant qu’on a construit un espace mesuré (E, T, m) (dont un exemple fondamental est (E, T, m) = (R, B(R),
A), on voudrait généraliser la notion d’intégrale grice a cet espace, c’est-a-dire introduire une application qui a f,
fonction de E dans R, associe un réel, dépendant de la mesure #1, que nous noterons f fdm, tel que :

= Sif =14, AET,alorsjfdm:m(A),

— L’application ainsi définie soit linéaire, c¢’est-a-dire que pour toutes fonctions f et g définies de E dans R,

f(af+ﬁg)dmzajfdm+[3fgdm, V (a,p) € R

En fait, on ne peut pas définir une telle application sur foutes les fonctions de E dans R, nous allons la définir
seulement sur les fonctions que nous appellerons “intégrables”.

La construction de cette nouvelle intégrale se déroule, comme pour I’intégrale des fonctions continues décrite au
chapitre 1 en 3 étapes, que nous pouvons dans le cas (non limitatif) des fonctions de R dans R, décrire ainsi :

1. Mesurer presque toutes les parties de R (et pas seulement les intervalles).

2. Définir I'intégrale des fonctions étagées, c’est-a-dire des fonctions de R dans R ne prenant qu’un nombre fini de
valeurs (et pas seulement des fonctions en escalier).

3. Par un passage a la limite, définir ’intégrale des fonctions limites (en un sens convenable) de fonctions étagées.

Pour étre plus précis, dans I’étape 1 ci-dessus, on cherche une application
A:PR)—-R,,

ol P(R) désigne I’ensemble des parties de R, telle que :

Mo, B[) =B — o, pour tout o, p € R, a0 < B. 4.1
X(U A,) = ZA(AH), V(A)nen € P(R) t.q. A, N A, =0 sin=m. (4.2)
neN neN

(Dans toute la suite de ce cours, la notation ). est identique 2 ) /7.

Une telle application sur P(RR) n’existe pas (voir I’exercice 2.29), mais on sait qu’elle existe si on se limite a une
partie convenable de P(IR), par exemple, la tribu de Borel définie précédemment.



Pour I’étape 2, on intégrera les fonctions prenant un nombre fini de valeurs et pour lesquelles chaque étage est dans
la tribu de Borel et est de mesure finie. De telles fonctions seront dites étagées et intégrables.

Enfin, a I’étape 3, I’idée principale est de définir I'intégrale des fonctions positives qui sont limites croissantes d’une
suite de fonctions étagées (on remplace donc la convergence uniforme utilisée pour la définition de 1’intégrale des
fonctions réglées par une convergence simple en croissant).

4.1 Intégrale d’une fonction étagée positive

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On rappelle que &, est I’ensemble des fonctions étagées de E dans R, ne prenant
que des valeurs positives ou nulles. Si f € £,, f non nulle, le lemme 3.6 nous donne, en particulier, I’existence d’une
famille (a;, Aj)iz1,.,.n CRLx T telleque A;NA;=0,sii#j,i,j€{l,...,n}etf = Y.i_1a;ila,. D autre part, le
lemme 3.7 nous permet d’affirmer que, pour une fonction étagée positive qu’on écrit sous la forme : f =Y 1" | ;1 A
ol les A; sont deux a deux disjoints et les a; sont strictement positifs, la valeur ) 1" | a;m(A;) est indépendante de la
décomposition choisie. On peut donc définir I’intégrale sur £, de la maniére suivante :

Définition 4.1 (Intégrale d’une fonction de £,) Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit f de E dans R une fonction
étagée positive non nulle (c’est-a-dire f € £, ). Soient (A;)i=1,. , C T une famille de parties disjointes deux a deux

n
(ie.t.qg. AjNA;j= 0 sii=+j)etnréels ay,..,a, strictement positifs tels que f = Z“ilAi' On définit lintégrale

i=1
n

de f, qu’on note ffdm par : J-fdm = Z“im(Ai) (on a donc dem € R,). D’autre part, si f = 0, on pose

[ fdm=o. .

n

Remarque 4.2 En adoptant la convention 0 X +co = 0, on peut aussi remarquer que si f = Zai I, €&, 0ula
i=1

famille (A;);=1,.,» C Testt.q. A;NA; =0sii#j,etoulesréels ay,...,a, sont supposés positifs seulement, on a

€ncore :
n

jfdm = Za,-m(Ai).

i=1

Proposition 4.3 (Propriétés de ’intégrale sur £,) Soient f et g€ &,, aet pe R}, alors :
— linéarité positive : of +pge&,, et J(af +pg)dm = ajfdm +[5Jgdm,
— monotonie : f >g= ffdm > fgdm.

DEMONSTRATION — Il est facile de montrer que si f € £, eta € R} ona af € &, et Iocfdm = ocjfdm. Pour
montrer la linéarité positive, il suffit donc de considérer le cas a = p = 1 et f et g non nulles. Soit donc f, g € £;, non
nulles. D’apres le lemme 3.6 sur la décomposition canonique des fonctions étagées positives non nulles, on peut écrire

n m
f= ;ailAj etg= ;bjlgj,
i= j=
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avec 0 <ay <...<ay, Aj# 0 pourtouti, AjNAj=0sii=j, 0<by <...<by, Bj=0pourtout j, Bj N B; =0 si

j#i.Enposantag = by =0, Ag = (| Aj) et By = ( ;’:1 B;)°, on a aussi
n m
f= ZailAi etg= ijlB],
i=0 j=0
et on peut écrire
n m
f+g= ZZ a;i +bj)1a;nB; = Z (@i +bj)1a;nB;»
=0j=0 (i,j)eK
avec K ={(i,j) €{0,...,n} x{0,...,m}\ (0,0)}.

Onadonc f+ge &, etf(f+g Ydm = Z (i.j) Jek (@i +bj)m(A; N Bj). On en déduit

jf+gdm iZul (AiNBj) ZmeA NB;)

i=1j=0 j=li=
n m

=) aim(A;)+ ) bjm(B))
i=1 j=1

(car (Ag,...,A;) et (Bg,...,B,;,) sont des partitions de E). On a donc bien montré que

[+ gutm={ gam [ gim

Il reste a montrer la monotonie. Soit f, g € £, t.q. f > ¢g.Onadonc f —g € £, (onrappelle que £ est un espace vectoriel
sur R, voir la proposition 3.9) ; et comme I( f —g)dm > 0, 1a linéarité positive nous donne que

[sam=[1r-gum+ [ gam> [ gam

Remarque 4.4

1. Une conséquence directe de la linéarité positive de I’intégrale sur £, est que, si f € £, , pour n’importe quelle
n

décomposition de f : f = ZailAi €&, a1,...,a, 2 0et (Aj)i=y,.» CT (on ne suppose plus A; NA; = 0 si
i=1
i # j), on a encore, par linéarité positive :

J-fdm le,- :Zaim(Ai):

en posant a;m(A;) =0sia; =0.

2. Une conséquence de la monotonie de I'intégrale sur &£, est que, pour tout f € £,,ona:

jfdm = sup{fgdm,g €&,g<f}h

4.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

On donne maintenant un petit lemme fondamental qui va permettre de définir 1’intégrale des fonctions de M., .

Lemme 4.5 Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,,)nen C E,, et g € E,, tels que :
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pour tout n € N, et tout x € E,

¢ fn+l f
e lim fn X)

n—+00

(x)
> g(x), pour tout x € E,

alors

n—+oo

lim jfndmzfgdm. 4.3)

Noter que la suite (I fndm),cn est une suite croissante de R,, donc sa limite existe dans R,.

DEMONSTRATION —  Pour x € E, on pose f(x) = lim,,_, o fy(X) (cette limite existe et appartient 2 R, ). Il se peut
que f ¢ &£,, mais on a toujours f € M, et les hypothéses du lemme donnent f;,, T f quand n — +oo.
Soit « €]0, 1[, on définit, pour n € N :
Ay ={x€E; ag(x) < fu(x
On a donc
An = (fu—0ag)” ([0, +e0]) € T, Ay C Ayt
(car f; < fyy1) et E =, ey Ay En effet, si x € E, on distingue deux cas :

1. Si g(x) = 0, alors x € A;, pour tout # € N donc x € |J,,en Ay,
2. Si g(x) >0, on a alors
ag(x) <g(x)< lm f(x).

n—+oco
1l existe donc 7, (dépendant de x) tel que x € A, pour n > ny. Donc, x € | J,,en Ay

E= UAn.

neN
(Comme A; C Ayy1, pour tout n € N, on peut aussi remarquer que la suite de fonctions (agla, )ueN converge
simplement et en croissant vers la fonction ag.)

On a donc bien montré que

On remarque maintenant que aglp, € &, fn € €4 et que, grice a la définition de A, on a agl A, S fn- La monotonie
de I’intégrale sur £, donne donc :

focglAndmgffndm. 4.4)
En utilisant la décomposition canonique de g (lemme 3.6), il existe une famille (b;, B;)=1,..p telleque 0 < by <...<b
Bj # 0 pour touti, BiNBj =0sii=jetg= Zle b;1g,. On a donc
p

agla, = ZabilB,ﬂAn
i=1

P
JaglAndm = Zabim(Bi NAy).

i=1
Comme | J,,en(Bi NA,) =B; N (UenAr) = B NE = B;, la continuité croissante de m donne m(B; N A,) — m(B;),
quand 1 — +o0. On en déduit :

p P
nETmJaglA,ldm = ngrfw Zabim(Bi NAy,) = Zabim(Bi) = Jagdm.
i=1

i=1

p’

et donc :

On peut donc passer a la limite, quand 1 — +o0, dans (4.4) et obtenir :

< 1

jagdm < ngrfwffndm.

Enfin, la linéarité positive de I’intégrale sur £, donne fagd m= aJ gdm. On conclut la démonstration du lemme en
faisant tendre o vers 1. [
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Remarque 4.6 Dans la démonstration précédente, on a besoin de e < 1 pour pouvoir écrire ag(x) < f,(x) pour
n > n,, avec n, € N pouvant dépendre de x. Un tel n, pourrait ne pas exister en prenant o = 1.

Le lemme suivant est une conséquence simple du lemme 4.5.

Lemme 4.7 Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M,. Soient deux suites (f,),en €t (n)nen d’éléments de
&, convergeant simplement et en croissant vers f. On a alors :

lim Jf,,dm = lim | g,dm. 4.5)

n—+00 n—+oo

DEMONSTRATION —

On applique le lemme 4.5 avec g = g, p fixé. On obtient Jgpdm <limy_, e ffndm. Puis, en passant a la limite
quand p — +co, on obtient :

lim [ gydm< ngToo andm.

p—+co

On obtient enfin (4.5) en changeant les roles de f;; et gp. n

Le lemme 4.7 permet donc de définir I’intégrale sur M, de la maniere suivante :

Définition 4.8 (Intégrale sur M. ) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f € M,. D’aprés la proposition sur la
mesurabilité positive, il existe une suite (f,),en C &, telle que f,, T f quand n — +oo, ¢’est-a-dire :

* Pourtout x € E, f,(x) — f(x), quand n — +oo,
o fui1(x) = fu(x), pour tout x € E, et tout n € N.

On définit I’intégrale de f en posant :

[ ram= tim_ | fm (<R,

On a aussi la caractérisation suivante, parfois bien utile, de I’'intégrale d’une fonction mesurable positive a partir
d’intégrales de fonctions étagées positives :

Lemme 4.9 Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M,. Alors
ffdm = sup{fgdm,g efLg<f}

DEMONSTRATION —  Soit (f;)neN C &4 telle que f,; T f quand n — +oo.

La monotonie de I’intégrale sur £, donne que j fndm = sup{f gdm,g € &,,g < f,} (voir la remarque 4.4). Comme
fu < f,onadonc, pour tout n € N :

[ st =supt [ gamgee.g < i) <supt [ gamg e g <

La définition de J fdm donne alors :

demﬁsup{fgdm,ge€+,gﬁf}.
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Pour montrer I’inégalité inverse, considérons une fonction g € &, telle que g < f. Comme f;, T f, le lemme 4.5 donne

Jgdm < ngTwandm = jfdm.

sup{jgdm,g€€+,g§f}ﬁffdm.

On a donc

Proposition 4.10 (Propriétés de ’intégrale sur M, ) Soient f et g€ M,, aet p € R}, alors :
— linéarité positive : of +pge M,, et J(af +pg)dm = ocffdm +(3fgdm,
— monotonie : f >g= ffdm > fgdm.
DEMONSTRATION — La linéarité positive se démontre de maniére trés simple a partir de la linéarité positive sur £,

(proposition 4.3). et de la définition 4.8.

La monotonie est une conséquence immédiate du lemme 4.9. [

Remarque 4.11 (A propos de (+00)x0...) Soient (E, T, ) un espace mesuré et A € T tel que m(A) = 0. On note
I, la fonction indicatrice de 1’ensemble A. Cette fonction est définie de E dans R, par : I (x) = +oco si x € A et
Io(x) =0six & A. Cette fonction est souvent notée aussi (+o00)1 4. Il est clair que I, € M, et que I est la limite
croissante de la suite (f;,),eny C £, définie par f, = nl,. On en déduit, en utilisant la définition de I’intégrale sur
M., que jIAdm =0.

Une conséquence de cette remarque est le lemme suivant :

Lemme 4.12 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f e M, et A€ T. On note f1, € M, la fonction définie par f1,(x) = f(x) six € Aet f15(x) =0 si
x € A. On définit IAfdm par JflAdm. On suppose que m(A) = 0. Alors, fAfdm =0.

2. Soit f, ge M, tq. f =g p.p.. Alors, dem = Jgdm.

3. Soit f e M, t.q. f =0 p.p.. Alors dem =0.

DEMONSTRATION — 1. Soit f € M, et A € T tel que m(A) = 0. Soit I la fonction indicatrice de I’ensemble A
(définie dans la remarque 4.11). On a évidemment f 1 <Ia et donc, par monotonie, j fladm=0.

2.S0it f, ge My tq. f =gp.p.. Soit AeTtq mA) =0et flac = glac. On a donc flac, glac € M, et
JflAc dm = jglAcdm. D’autre part, comme jflAdm = ngAdm = 0, on a aussi, par linéarité positive

ffdm:fflAcdm+JflAdm:jflAcdm
jfdm:jgdm.

3. Soit f € M, t.q. f =0 p.p.. Alors jfdm:dem: 0. u

(et de méme pour g). Donc,

Ce lemme nous permet d’étendre la définition de I’intégrale a certaines fonctions non mesurables :
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Définition 4.13 (Intégrabilité sans mesurabilité) Soit (E, T, m) un espace mesuré et f définie sur A°, a valeurs
dans R (resp. R, ), avec A € T, m(A) = 0 (on dit que f est définie p.p., car f n’est pas définie sur A).

1. f est m-mesurable (resp. m-mesurable positive) s’il existe g € M (resp. g € M, ) t.q. f = g p.p.. (c’est-a-dire
qu’il existe B € T tel que m(B) =0, BD A et f = g sur B°).

2. Soit f m-mesurable positive. On pose dem = fgdm, avec g € M, t.q. f = g p.p. (noter que cette intégrale ne
dépend pas du choix de g, grdce au lemme 4.12).

Remarque 4.14 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Il est facile de montrer les résultats suivants :

1. Soit f de E dans R ou R,. Alors, f € £, si et seulement si f € M, Imf C R, et card(Imf) < +co.

2. Soit A € T tel que m(A) = 0 et f de A° dans R. Alors, f est m-mesurable si et seulement s’il existe (f,,),eny C €
t.q. f, = f p.p. (voir I’exercice 4.18).

3. Soit A € T tel que m(A) =0 et f de A° dans R,. Alors, f est m-mesurable positive si et seulement s’il existe
(fu)nen C &4 tq. fy = f pp-.

Le résultat suivant sera souvent utile par la suite. En particulier, les inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebychev
(voir la section 4.9) en découlent facilement.

Lemme 4.15 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € M, et t e R}, ; alors :
1
m({f >t}) < ?dem (4.6)

DEMONSTRATION —  On définit Ay = {f 2t} = {x € E; f(x) 2 t}. Ona A; € T et f > t14,. Par monotonie de
I’intégrale sur M, , on en déduit I’inégalité 4.6. [

4.3 Convergence monotone et lemme de Fatou

Théoréme 4.16 (Convergence monotone (1)) Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit (f,,),en une suite de M, t.q.
frr1(x) = fo(x), pour tout n € N et tout x € E. On pose, pour tout x € E, f(x) = lim f,(x) e R,. Alors f € M, et
n—+oo

ffndm — J‘fdm lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION —
Noter que si (f;)neN € &, le fait que Ifndm - ffdm, lorsque 1 — +oo0, est donné par la définition de 1’intégrale sur
M . La difficulté est donc ici de travailler avec (f};),en € M, au lieu de (f;;)peN € €4

Comme (f;),eN C M, converge simplement et en croissant vers f, la proposition 3.19 donne f € M, Puis, par
monotonie de I’intégrale sur M, , on a

Jim [ fum< [ fam

Il reste donc a montrer que :
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nliijfndm > ffdm 4.7

Pour montrer (4.7), on va construire une suite de fonctions (gp)pen C €+ t.q gp T f, quand p — oo, et g, < f,, pour
tout p e N.

Pour tout n € N, f,, € M, ; il existe une suite de fonctions (f;, p)peN C &4 t.q. fu,p T f,y lorsque p tend vers +co. On
définit alors :

8p = SUP fup
n<p
On note que :

1. gy € &, car g estle sup d’un nombre fini d’éléments de £, (donc g, est mesurable, Im(gp) C R, et card(Im(gy)) <
oo, ce qui donne g, € £,).
2. gp+1 2 gp, pour tout p € N. En effet, comme fy, 511 > fy,p (pour tout n et p), on a

8p+1 = SUP{fp+1,p+1'SUPﬁz,p+1} 2 Supfn,p+1 2 Supfn,p = 8&p-
n<p n<p n<p

On peut donc définir, pour x € E, g(x) = limp_, gp(x) € R, (car la suite (8p(x))pen est croissante dans R,).

3. g = f. Eneffet, on remarque que g > fy,p si n < p. On fixe n et on fait tendre p vers I’infini, on obtient g > f,, pour
tout n € N. En faisant n — +oo on en déduit ¢ > f. D’autre part, on a f;, , < f; < f pour tout 7 et tout p. On a donc
gp < f pour tout p. En faisant p — oo on en déduit g < f. On a bien montré que f = g.

4. gp < fp pour tout p € N. En effet, f,, < f < fp sin <p.Onadonc g, =sup,, <, fu,p < fp-

Les points 1 a 3 ci-dessus donnent (gp)peN € £ €t gp T f quand p — oco. Donc, la définition de I’intégrale sur M,
donne ffdm =limp 0 Igpdm.

Le point 4 donne (par monotonie de I’intégrale sur M, ) f gpdm < j fpdm, on en déduit

dem :pli_)ngofgpdm Spli_)rrgo—l‘fpdm.

Finalement, on obtient bien Ifdm =limp 00 prdm. [

On utilisera souvent une 1égere extension (facile) du théoreme de convergence monotone, ol I’on suppose seulement
une convergence en croissant presque partout de la suite de fonctions :

Théoreme 4.17 (Convergence Monotone (2)) Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit (f,,),en C M. On suppose
que f, T f p.p. (c’est-a-dire que il existe A € T tel que m(A) =0 et f,(x) T f(x) pour tout x € A°). La fonction f

(définie p.p.) est alors m—mesurable positive (c’est-a-dire que il existe g € M, t.q. f = gp.p.)et | f,dm — dem

On rappelle que, par définition (voir la définition 4.13), ffdm = Igdm avec ge M, tq. f =gp.p.

DEMONSTRATION —  Soit A € T tel que m(A) = 0et f,, T f sur A€, quand n — +o0. On pose g, = f;1 oc (C’est-a-dire
gn(x) = fu(x)sixe ACet g,(x) =0sixe€ A).Onag, € M, etg, T gavec g =flac (c’est-a-dire g(x) = f(x) si
xeAfetg(x)=0six€A). Comme g€ M, et f =gp.p.,onadonc f m—mesurable positive. Puis, le théoréme 4.16
donne fgndm — fgdm quand 7 — +oo. D’autre part, on a fgndm = Ifndm (car f, = g, p-p.) et fgdm = Ifdm

(par définition de f fdm), donc
J-fndm — J‘fdm
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Corollaire 4.18 (Séries a termes positifs ou nuls) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,),en C M, ; on pose,

+00 +00
pour tout x € E, f(x) = an(x)(e R,). Alors f € M, et dem = fondm.
n=0 n=0
DEMONSTRATION —  On applique le théoréme de convergence monotone (théoréme 4.16) a la suite (g;,),en définie

par
n
8n = pr
p=0

Onag,eM,etg, T f.Donc feM, et

pioffpdm [ gutm— [ gam

Lemme 4.19 (Fatou) Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,,),en C M.
On pose, pour tout x € E, _
f(x) =liminff,(x) = lim (inff,(x)) € R,.

n—+oo n—+00 p>n
Alors f e M, et
jfdm < limian.fndm = lim (infffpdm).

n—+oo n—+oco p>n

DEMONSTRATION —  Pour 1 € N, on pose gy, (x) = infp>, f,(x) (pour tout x € E), de sorte que g, € M, (cf. proposi-
tion 3.19) et g, T f. Le théoréme de convergence monotone (théoreme 4.16) donne que f € M, et I gndm — J fdm.

Or, g, < fp sip 2 n. Onadonc fgndm < ffpdm si p > n et donc (en fixant ) fgndm <infpsp ffpdm. On en déduit

Jsam= tim_ [ suim< tim (i [ o =i [ s

Le lemme de Fatou est souvent utilisé avec des suites (f,,),eny C M, telles que la suite (I fudm),cn est bornée et
la suite (f,,(x)),en est convergente pour presque tout x € E. Il permet alors de montrer que la limite (au sens de la
convergence p.p.) de la suite (f,,),ey est intégrable (voir les paragraphes suivants). On utilise pour cela le corollaire
(immédiat) suivant :

Corollaire 4.20 Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,),en C M, t.q. f,(x) = f(x), pour presque tout x € E,

lorsque n — +o0. On suppose qu’il existe C> 0 tel que | f,,dm < C, pour tout n € N. Alors, [ est m—mesurable

positive et ffdm <C
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DEMONSTRATION —  Comme (f;)eN € My et f, — f p.p., on a bien f m-mesurable positive. On pose g =
liminf, ;o f (c’est-a-dire g(x) = liminf,,_,, o, f,(x) pour tout x € E). On a donc g € M, et f = g p.p. donc
ffdm = Jgdm par définition de I’intégrale des fonctions m-mesurables (définition 4.13).

Le lemme de Fatou donne ffdm = jgdm < liminf,,_ 4 Jf,,dm et donc jfdm < Ccar ffndm < C pour tout
neN. u

4.4 Mesures et probabilités de densité

4.4.1 Définitions

A partir d’une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre mesure de la maniere suivante :

Définition 4.21 (Mesure de densité)  Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M,. Pour A € T, on rappelle
que f 1 est la fonction (de E dans R, ) définie par f15(x) = f(x) si x € A et f1,(x) =0 si x € A® (cette fonction
appartient a M) et on définit jAfdm par fflAdm.

On définit alors p: T — EJr par:

p(A):fflAdm:Lfdm, VAeT.

L’application y ainsi définie est une mesure sur T (ceci est démontré dans I’exercice 4.26), appelée mesure de
densité f par rapport a m, et notée p = f m.

Proposition 4.22 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € M, et u la mesure de densité f par rapport a m. Alors,
la mesure y est absolument continue par rapport a la mesure m, c’est-a-dire que si A € T est tel que m(A) = 0,
alors w(A) = 0.

DEMONSTRATION —  Soit A € T tel que m(A) = 0. On a alors f1 = 0 m-p.p. et donc p(A) = JflAdm = 0 d’apres
le lemme 4.12. [

On déduit de cette proposition que la mesure de Dirac en 0, définie en (2.2), n’est pas une mesure de densité par
rapport a la mesure de Lebesgue (on peut montrer que ces deux mesures sont étrangeres (voir définition 2.29 et
proposition 2.30).

Notons que 1’on peut aussi définir des mesures signées de densité, voir la définition 6.74.

4.4.2 Exemples de probabilités de densité

Définition 4.23 (Probabilité de densité) Soit p une probabilité sur B(R), on dit que p est une probabilité de densité
(par rapport a Lebesgue) s’il existe f € M, t.q. ffd)\ =letp(A)= JflAdX = JAdepour tout A € B(R).

Les lois de probabilité sur B(R), de densité par rapport a la mesure de Lebesgue, données dans la proposition
suivante seront souvent utilisées dans le calcul des probabilités. (On rappelle qu’une loi de probabilité est, par
définition, une probabilité sur B(R)).
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Définition 4.24 (Quelques lois de densité sur 5(IR)) On donne ici trois exemples de lois de densité.
1. Loi uniforme, U(a,b) Soit a,b € R, a < b, la loi uniforme sur [a,b] est la loi de densité bl_al[a,b] 2 p(A) =
= [ 1ap)1ad) VA € B(R).

2. Loi exponentielle, £(t) Soit ©> 0; la loi exponentielle est définie par la densité f définie par :

0 si x<0,

f(x):{’ce‘” si x>0.

3. Loi de Gauss, N(p,02) Soit (h,0) € Rx R, ; la loi de Gauss de parametre (|, 6) est définie par la densité f
définie par :

1 (x—p)?
f(x)_g\/ﬁe)(p(_ 252

)pourx eR.

4.5 L’espace L' des fonctions intégrables

Soit f € M, la proposition 3.23 donne que |f|, f*, f~ € M, et la monotonie de ’intégrale sur M, donne

[ reams [ipamen [ gdms [if1am

Ceci va nous permette de définir I’espace £! et 'intégrale sur £! a partir de I’intégrale sur M., (définition 4.8 page
125).

Définition 4.25 (Espace £! et intégrale de Lebesgue) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. On dit que
f est intégrable (ou intégrable au sens de Lebesgue) si f |fldm < +o0. Dans ce cas, on a aussi

J}*mn<+metjj‘mn<+m.

ffdm = ff*dm - Jf‘dm (€R).

On note Eﬁg(E, T, m) (ou plus simplement L) I’ensemble des fonctions intégrables.

On pose alors :

Soit f € M, la linéarité positive de ’intégrale sur M, donne Jlfldm = ff+dm + ff‘dm. On voit donc que
f € L1 siet seulement si Jf+dm <ooet ff‘dm < co.

Proposition 4.26 (Propriétés de £! et de I’intégrale sur £!)
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On a alors :

1. LY est un espace vectoriel sur R.

2. L’application f +— J.fdm est une application linéaire de L' dans R.
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3. Monotonie : soient f et g € L' telles que f < g alors dem < Jgdm.
4. Pour tout f € LY, | [ fdm| < [|fldm.

DEMONSTRATION —

1. On sait déja que M est un espace vectoriel sur R (proposition 3.19). Pour montrer que £! est un espace vectoriel
sur R, il suffit de remarquer, en utilisant la linéarité positive et la monotonie de I’intégrale sur M, , que floc fldm =

laf [ 1fldm et [|f +gldm < [|fldm + [|g|dm, pour tout f,g € M et tout o € R.

2.(a) SoitaxeRet f € £1. On veut montrer que
J.(xfdm:ocjfdm. 4.8)

Cas 2. Si a > 0, on remarque que (af )t = af* et (af)” = af ~. En utilisant la linéarité positive de I’intégrale sur
M., onen déduit [ afdm = [(af) dm— [(af) dm=a([ frdm-[f~dm)=o| fdm.

Cas 3. Si a < 0, on remarque que (af)t = (—a)f et (af)” = (~a)f . En utilisant la linéarité positive de I'intégrale

sur M., on en déduit Iafdm = I(af)ﬂim - I(ocf)_dm = (—oc)(ff_dm - ff+dm) = ajfdm.

[+ am={ gams [ gim

On utilise les deux décompositionsde f+g: f+g=(f+g) " - (f+g)” = f* - f~ +g" —¢g~. On en déduit
(f+9) " +f +g =(f+g) +f1+g". En utilisant la linéarité positive de I'intégrale sur M, on en déduit

J(f+g)+dm+jf‘dm+.[g‘dm = j(f+g)‘dm+.[f+dm+jg+dm.

On en déduit (noter que tous les termes de 1’égalité précédente sont dans R )

j(f+g)+dm—J-(f+g)_dm = jf+dm—Jf_dm+jg+dm—Jg_dm,
et donc j(f+g)dm :dem+fgdm.

On a bien montré que I’application f j fdm est une application linéaire de £! dans R.

Cas 1. Si a = 0, (4.8) est bien vraie.

(b) Soit f,g € L. On veut montrer que

3. Soit f,g € L1 t.q. f < g. On remarque que f*— f~ < ¢g* —g~, donc f*+g¢~ < g* + . En utilisant la linéarité
positive et la monotonie de I’intégrale sur M, , on en déduit que

Jf+dm+J-g_dmsJ-g+dm+J‘f_dm
J.fdm:J.erdm—J.f_dmSJ.g+dm—jg_dm:jgdm.

4. Soitfeﬁl.Ona|ffdm|:|If+dm—Jf_dm|Sff+dm+Jf_dm:I|f|dm,

et donc que

On peut définir sur £! une semi-norme de la maniére suivante :

132



Définition 4.27 (Semi-norme sur £') Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € L. On pose :

Ifl = f|f|dm.

L’application de L' dans R, définie par f + ||f||, est une semi—norme sur L.

On a bien ||f||; € R, pour tout f € £'. Le fait que f + ||f||; est une semi—norme sur £! découle alors de la partie
1 de la démonstration de la proposition 4.26, c’est-a-dire du fait que

j|ocf|dm:|a|j|f|dmet f|f+g|dm$f|f|dm+f|g|dm,, Vf,geM, YaeR

Par contre, || - ||; n’est pas une norme sur £! car ||f||; = 0 n’entraine pas f = 0 mais seulement f = 0 p.p., comme
cela est démontré a la proposition suivante.

Proposition 4.28 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f € M... Alors ffdm =0 si et seulement si f =0 p.p..
2. Soit f € L. Alors ||f]l, = 0 si et seulement si f =0 p.p..

3. Soit f,g€ L  t.q. f = g p.p.. Alors ffdm = Igdm.

DEMONSTRATION —
1. Soit f € M,.
(a) On suppose que f = 0p.p.. On a alors ffdm = dem = 0. (ceci est donné par le troisiéme point du lemme 4.12.)
(b) On suppose que ffdm = 0. Soit n € N*, le lemme 4.15 page 127 donne Ifdm > %m({f > %}). On a donc
1 1
m({f = ) =0ctm({f>0)< ) m({f=})=0

neN*
(on a utilisé ici la o-sous additivité de m). Comme {f = 0}° = {f > 0}, on en déduit f = 0 p.p..

2. Soit f € £1. La propriété démontrée ci-dessus donne ||f]|; = 0 si et seulement si |f| = 0 p.p., et donc ||f]l; = 0 si et
seulement si f = 0 p.p.

3. Soit f,ge L1 tq. f =g pp..Ona

| ram= [ gami=1 [ -giami< [ 17~ giam =0

(on a utilisé le quatrieéme point de la proposition 4.26 et |f — g| = 0 p.p.). Donc, ffdm = jgdm.

La derniere assertion de la proposition précédente nous permettra, dans la prochaine section, de définir 1’intégrale
sur un espace appelé L.

On conclut cette section par une proposition préliminaire au théoréme de convergence dominée.

Proposition 4.29 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (f,)pen C LY, f € Met g€ L t.q. f, — f p.p., quand
1 — +oo, et, pour tout n €N, |f,| < g p.p.. Onaalors f € LY, ||f, - fll; = 0, quand n — +oo etffndm — jfdm,
quand n — +oo.
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DEMONSTRATION — Comme f,;, — f p.p. quand n — +oo, Il existe A € T tel que m(A) = 0 et f,(x) — f(x) pour
tout x € A°. Puis, comme |f;,| < g p.p., il existe, pour tout n € N, B, € T tel que m(B,,) = 0 et |f,| < g sur B,. On pose
C =AU (U;en By). Par o-sous additivité de m, on a aussi m(C) = 0. On pose alors hy, = f,1ce, h= flce G=glce,
de sorte que hy, = f,, p.p., h = f p.p. et G = g p.p.. De plus les fonctions h,,, h et G sont toujours mesurables et donc
hyell, he MetGe £l

Comme |hy,(x)| < G(x) pour tout x € E (et pour tout n € N) et h;,(x) — h(x) pour tout x € E. On a aussi |h| < G. Ceci
montre que /1 € £ et donc que fe £l

On pose maintenant F,, = 2G — |h,, — h|. Comme |h,, — h| < 2G, on a F,, € M, et on peut donc appliquer le lemme de
Fatou (lemme 4.19) a la suite (F;;),;eny. Comme liminf,,_,, ., F, = 2G, on obtient :

JZde < limian(ZG— |k, —h))dm = lim (inf f(ZG— |hy, — hl)dm). 4.9)

n—+oo n—+00 p>n

La linéarité de I'intégrale sur £! donne f(2G —|hy —hl)dm = I2de - J |hy; — hldm. Donc :

inf J(ZG— |hy, — hl)dm = jZde - supf|hn —hldm

pzn p=n

et
1iminfj(2G— |hy, — hl)dm = JZde —1imsupf|hn — hldm.

n—+00 n—-+oo0
L’inégalité 4.9 devient alors (en remarquant que fZde eR):
limsup J |hy, —hldm < 0.
n—+oo

On a donc ||k, — h|l; — 0 quand n — +oo et, comme h,, —h = f,, — f p.p., on en déduit || f, — f||; — 0, quand n — +oo,
et donc Ifndm — ffdm quand n — +oo (grice au quatriéme point de la proposition 4.26). (]

4.6 L’espace L'

Dans toute cette section, on travaille avec un espace mesuré (E, T, m).

On définit maintenant une relation d’équivalence, 1’égalité presque partout, notée (= p.p.), sur £L! par :

f (=pp) gsif=g pp.

Définition 4.30 (L’espace L!) L’ensemble L! = L]}Q(E, T, m) est ’ensemble des classes d’équivalence de la relation
(= p.p.) définie sur L1, i.e. L' = L1/(=p.p.).

Dans la suite, L! désigne Ly, (E, T, m) et £! désigne L, (E, T, m).

Remarque 4.31

1. Un élément de L' est donc une partie de £

2.SifeLl,onnote f ={geL';g=fpp.) festdoncun élémentde L', c’est I'élément de L' auquel f
appartient (on I’appelle la classe de f).
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Définition 4.32 (Structure vectorielle sur L') On munit L' d’une structure vectorielle (faisant de L' un espace
vectoriel sur R)

1. Soient F € L! et a € R. On choisit f € F et on pose aF ={g e L' ; ¢ = af p.p.}.
2. Soient F,G € LY. On choisit f €F, g€ Getonpose F+G={he L' ; h=f+gp.p.)

La définition précédente est bien cohérente. En effet oF (qui est la classe de af) ne dépend pas du choix de f dans
Fcar f = f; p.p. implique af = af; p.p.. De méme F + G (qui est la classe de f + ¢) ne dépend pas du choix de f
dans F et du choix de g dans G car f = f; p.p. et g = g1 p.p. implique f + ¢ = f; + &1 p-p.-

Définition 4.33 (Intégrale sur L') Soir Fe L! et f € F (on dit que f est un représentant de la classe F, noter que

feL!). Onpose :
dem = dem

Ici aussi cette définition est bien cohérente car de m ne dépend pas du choix de f dans F, grice au troisieme point

de la proposition 4.28. Le troisiéme point de la proposition 4.28 nous donne aussi ||f||; = ||g|l; si f,g€ Llet f=g¢
p.p.. Ceci nous permet de définir une norme sur L' :

Définition 4.34 (Norme sur L') Soit F € L!. On choisit f € F et on pose ||[F||; = ||f]l;.

Proposition 4.35 L’application F — ||F||; est une norme sur L'. L’espace L' muni de la norme || - ||; est donc un
espace vectoriel normé.

DEMONSTRATION — Il est facile de vérifier que ||-||; est bien une norme sur R (sachant que c’est déja une semi—norme
sur £1). Le seul point délicat est de remarquer que ||F||; = 0 implique que F = 0 (0 est ici I'élément neutre de L!,
cest-a-dire {h € £1 ; h = 0 p.p.}). Ceci découle du premier point de la proposition 4.28. u

Notation : Soit F€ L' et A € T, on notera F1, laclasse de f1, si f € F et on a donc F1, € L!. Cette définition
est cohérente car la classe de f 1, ne dépend pas du choix de f dans F. On notera alors, comme cela a été fait dans

M, (voir le lemme 4.12),
J Fdm = JFlAdm.
A

On montrera plus loin que L' est complet, c’est donc un espace vectoriel normé complet, ¢’est-a-dire un espace de
Banach, voir le théoreme 4.48 page 140.

On rappelle que si f € L', Fe L! et que f € F, on dit que f est un représentant de F. On introduit maintenant
plusieurs notions de convergence dans L. Il est facile de vérifier que ces définitions sont cohérentes, c’est-a-dire
qu’elles ne dépendent pas des représentants choisis pour les éléments de L!.

La notion de convergence simple n’a pas de sens dans L', mais la notion de convergence p.p., vue précédemment,
se généralise aux éléments de L! ainsi que la notion de convergence en mesure.
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Définition 4.36 (Convergence p.p., en mesure et dans L!) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soient (F,) ey C L et F € LY. On dit que ¥, — F p.p. quand n — +co si f,, — f p.p., quand n — +oo, avec
fn€E, et f €F.

2. Soient (F,),eny C L! et F € L1, On dit que ¥, — F en mesure quand n — +oo si f,, — f en mesure, quand
n — +oo, avec f,, € F, et f € F.

3. Soient (F,) e C LY et F € LY. On dit que F, — F dans L' quand n — +oo si ||F, — F||; — 0 quand n — +co.
(Ici aussi, noter que ||F,, — F|ly = ||, — fll, si f, €F, et f €F.)

4. Soient F,G e L. On dit que F > G p.p. sif>gpp.-avec f eFetgeG

On peut démontrer (s’inspirer de la démonstration du théoreme 4.49 et voir les exercices du chapitre 3) que si une
suite de fonctions de L! converge en mesure, alors on peut en extraire une sous-suite qui converge presque partout.
Dans le cas ol la mesure m est finie, la convergence presque partout entraine la convergence en mesure.

Remarque 4.37 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soient F,G € L. F = G est donc équivalentad f = g p.p.si f € F
et g € G. En général, on écrira plutét F = G p.p. au lieu de F = G (voir la remarque 4.40).

Remarque 4.38 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soient (F,),cy CL'etf : E>R(ouf : E— R). On utilisera
souvent la notation (Iégérement incorrecte), “F,, — f p.p. quand n — +o0”. Cette notation signifie “f,, — f p.p.
quand n — +0c0” en choisissant f, € E,. Ceci est cohérent car le fait que “f,, — f p.p. quand n — +o0” ne dépend
pas du choix de f,, dans F, (voir aussi la remarque 4.40).

En fait, on écrira méme souvent “F, — f p.p. quand 1 — +oo” (pour une suite (F,),cy C L) sans préciser les
espaces de départ et d’arrivée pour f. A vrai dire, en choisissant f, € E,, f est au moins définie p.p. sur E et le
changement du choix de f, dans F, ne change f que sur un ensemble de mesure nulle. D’autre part, en I’absence de
précision, f sera supposée étre a valeurs dans R.

Proposition 4.39 (Propriétés de I’intégrale sur L') Soit (E, T, m) un espace mesuré. On a alors :
1. Soit F € L. Alors | [ Fdm| <||F||;.

2. Linéarité : F — IFd m est une application linéaire continue de L' dans R.

3. Monotonie : Soient F,G € L' t.q. F > G p.p., alors dem > Jde.

DEMONSTRATION — 1. Soit Fe Ll et f € Fona|[Fdm|=|[ fdm| <||fll = [Flly.
2. La linéarité de I’intégrale sur L! découle immédiatement de la linéarité de I’intégrale sur cl (proposition 4.26). La
continuité est donné par le premier point ci-dessus.
3. La monotonie de I’intégrale sur L! découle immédiatement de la monotonie de I’intégrale sur o (proposition 4.26).
(]

Remarque 4.40 soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. On confondra dans la suite un élément F de L! avec un représentant f de F, c’est-a-dire avec un élément f € L}
tq. f €F.

2. De maniere plus générale, soit A C E tel que A° soit négligeable (c’est-a-dire A C B avec Be T et m(B) = 0) et
soit f : A — R (la fonction f est donc définie p.p.). On dira que f est un élément de L! s’il existe une fonction
g€ L tq. f =g p.p.. On confond donc, en fait, la fonction f avec la classe d’équivalence de g, c’est-a-dire avec
§={heL'; h=gp.p.). Dailleurs, cet ensemble est aussi égal 2 {h € L! ; h = f p.p.}. En confondant ainsi f et
g on adonc J fdm = J gdm. Noter également que f est m-mesurable (voir la définition 4.13 page 127).
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3. Avec la confusion décrite ci-dessus, si f et g sont des éléments de L!, f = g signifie en fait f = g p.p..

Remarque 4.41 Soit (E, T,m) un espace mesuré et (E, T,_W) son complété (cf définition 2.26 et exercice 2.26).
L’espace LIIR(E, T, m) est “identique” a I’espace L%&(E, T, m), il existe une bijection évidente entre ces deux
espaces en remarquant que si f € LﬁR(E, T, i), alors il existe g € [I]ﬁ(E, T, m) t.q. f = g p.p. (voir & ce propos

I’exercice 4.11).

Pour montrer qu’une fonction est dans L' on utilise souvent le lemme de Fatou de la maniére suivante (c’est en fait
une conséquence facile du lemme de Fatou pour les fonctions mesurables positives, cf lemme 4.19) :

Lemme 4.42 (Utilisation de Fatou) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et (f,)en C L]}Q(E, T, m). On suppose
que :

1. f,=20pp,VneN,

2.3C, [ fydm<C ¥neN,

3. fu— f p-p., quand n — oo,

alors f € L%R(E, T, m) (au sens o il existe g € [:IIR(E' T, m)tq f=gp.p.) etj|f|dm <C

On peut également montrer qu’une fonction est dans L! en utilisant le théoréme de convergence monotone. Ceci est
précisé dans le théoreme 4.43 (dit théoréme de Beppo-Lévi) (qui donne aussi un résultat de convergence dans L1).

4.7 Théorémes de convergence dans L'

Nous connaissons a présent trois notions de convergence pour les fonctions de L!, les notions de convergence
presque partout, convergence en mesure et la notion de convergence habituelle dans un espace normé, c’est-a-dire
ici la convergence pour la norme L!. On peut montrer par des contre-exemples que la convergence presque partout
n’entraine pas la convergence L!, et que la convergence L! n’entraine pas la convergence presque partout. Pour
montrer que la convergence presque partout n’entraine pas la convergence L', on peut considérer 1’espace mesuré
(E, T, m) = (R,B(R),\) et la suite (f,),en- C L' (R) définie par : f,(x) = n 1]0,%]. On a évidemment f, — 0 pp,

alors que ||f,|l; = 1. Pour montrer que la convergence L! n’entraine pas la convergence presque partout, on considere
a nouveau ’espace mesuré (E, T, m) = (R, B(R), \), et on construit la suite (f;,),en+ C L(R) (dite “bosse glissante”,
voir figure 4.7) définie par : f, (x) = 1]1{;1 k), pour n = p(prl), peNet 1 <k<n. On peut voir facilement que
n’n

Ifullh = 11—7 pour n € [@, W[ alors que f,, 7 0 pp (par contre, on peut noter qu’il est possible d’extraire de

(f)nen une sous-suite qui converge presque partout vers 0). Le théoréme de convergence dominée, énoncé ci-apres,
donne une hypothese suffisante pour qu’une suite (de fonctions) convergeant presque partout converge aussi dans
Ll

On rappelle (voir la remarque 4.38) que I’hypothése “(E,),cy C L! et f +: E—>Rtq. E, » f p.p” signifie
simplement que f, — f p.p. en choisissant f, € F,,. Cette définition est bien cohérente car elle ne dépend pas du
choix des f,, dans F,. On rappelle aussi que f,, — f p.p. signifie qu’il existe A € T t.q. m(A) =0 et f,(x) = f(x)
dans R pour tout x € A€.

4.7.1 Convergence presque partout et convergence dans L'

Le théoréme suivant est une conséquence du théoreme de convergence monotone et permet de montrer la convergence
dans L! d’une suite monotone de fonctions convergeant presque partout.
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FIGURE 4.1 — La bosse glissante

Théoreme 4.43 (Beppo-Lévi) Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,,),en C L&Q(E, T, m). On suppose que :

1. fyo1 > fupp, YneN, [ou f,11 < f, p.p., Yn e NJ,
2. fy = f p.p., quand n — +oo.
On a alors :

1. f e L%&(E, T, m) (au sens o il existe g € EIIR(E, T, m) t.q. f = g p.p.) si et seulement si :

lim jfndm eR.

n—+o00

2.85ife L]E(E,T, m), alors f,, — f dans LL

La démonstration de ce théoreme fait 1’objet de I’exercice 4.32.
Nous allons maintenant voir un résultat fondamental, conséquence du lemme de Fatou, qui permet de prouver la
convergence de suites dans L! sans hypothése de convergence monotone.

Théoreme 4.44 (Convergence dominée) Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace L&Q(E, T, m) est noté L. Soit
(fu)nen C LY et f une fonction de E dans R telles que :

L fu— f p-p.
2. AF e L! t.q., pour tout n € N, |f,,| < F p.p..

Alors f € L! (au sens oi il existe g€ ﬁé&(E, T, m)tq. f =gp.p.)etf, > f dans LY, c’est-a-dire

J|fn — fldm — 0 lorsque n — +oo.
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Ceci donne aussi jfndm — dem, lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION —  Ce théoréme est essentiellement donné par la proposition 4.29. La différence avec la proposition
4.29 tient dans le fait que f;, et F sont dans L! au lieu de £! et que f n’est pas nécessairement mesurable. Il s’agit
toutefois de différences mineures comme nous le voyons ci apres.

Pour tout # € N, on choisit un représentant de f;;, encore noté f,,. La premiére hypothése du théoréme signifie que
fn — f p.p. (voir la remarque 4.38). Il existe donc A € T t.q. m(A) = 0 et f,(x) — f(x), quand n — +co, pour tout
x € A°. On remplace alors f;, par f,;1 ac, encore noté f;, (c’est toujours un représentant de la méme classe d’équivalence
car m(A) = 0). On définit aussi g par g = f sur A® et ¢ = 0 sur A. Enfin, on choisit un représentant de F, encore noté F.
On obtient ainsi :

L. (fu)nen C Cl’
2. fu(x) — g(x) pour tout x € E, quand n — +o0,

3.Fellet fu <Fp.p., pour tout n € N.

Les 2 premiers items donnent aussi g € M (par la proposition 3.19, on utilise ici le fait que f,(x) — f(x) pour tout
x € E et pas seulement pour presque tout x). On peut donc appliquer la proposition 4.29 page 133. Elle donne : g € cl,
Ilf —gll1 = 0, quand n — +o0 et ffndm — Igdm, quand 1 — +oo.

Comme g = f p.p.,onadonc f € L! (au sens ot il existe g € L%R(E, T, m)tq. f = gp.p.). Puis||f,—fll1 =lfu—glli — O,
quand 1 — +oo0, etjf,,dmefgdm:ffdm,quandn—>+oo. [

Dans le théoreme 4.44, I’hypothése de convergence p.p. de f,, vers f peut étre remplacée par une hypothése de
convergence en mesure (plus précisément, avec 1’hypothese de domination donnée dans le théoréme 4.44, on a
méme équivalence entre la convergence en mesure et la convergence dans L!). On obtient ainsi le théoréme suivant
(ou seule la partie utile de cette équivalence est donnée).

Théoreme 4.45 (Convergence en mesure dominée) Soit (E, T,m) un espace mesuré. L’espace L]%{(E, T, m) est
noté L' . Soit (f,)nen C LY et f une fonction de E dans R telles que :

1. f, = f en mesure.

2.AF eL! t.q., pour tout n €N, |f,| < F p.p..
Alors f € L! (au sens oil il existe g € L]%Q(E, T, m)tq. f =g p.p.)et f, — f dans L}, c’est-a-dire

J|fn — fldm — 0 lorsque n — +co.

Ceci donne aussi andm — jfdm, lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION —  En choisissant des représentants de f;, et f, la démonstration de ce théoréme se ramene a celle
de I’exercice 4.36. L
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4.7.2 Série absolument convergente

On va maintenant montrer que I’espace (L, ||.||;) est un espace de Banach, en montrant que toute série absolument
convergente dans L! (i.e. t.q. la série des normes converge) est convergente dans L!. On en déduira aussi un résultat
trés important (le théoréme 4.49) qui permet d’extraire d’une suite convergeant dans L! une sous-suite convergeant
presque partout. On aura besoin au cours de la démonstration du petit résultat (démontré dans I’exercice 4.11)
suivant :

Lemme 4.46 Soient (E, T, m) un espace mesuré et F € M,. On suppose que Jde < +00. Alors F < +o0 p.p.
(c’est-a-dire que il existe A € T t.q. m(A) = 0 et F(x) < +o0 pour tout x € A°).

Théoréme 4.47 (Séries absolument convergentes dans L) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (f,),eny C L

1q. Z||f,1||1 < +oo; alors :

neN
1.3Fell; |Z;=0 fpl < F p.p., pour tout n € N.
2. La série de terme général f,(x) est, pour presque tout x € E, convergente (dans R).

On définit f par f(x) = an(x) (de sorte que f est définie p.p.).
neN

3. f e L' (au sens oir il existe g € Lﬁ{(E, T,m)tq. f=gpp. )et ZZ:O fp — f dans L! et p.p., quand n — +co.

DEMONSTRATION — La preuve s’effectue en trois étapes :

1. On choisit un représentant de f;,, encore noté f,;, et on pose F(x) = ZpEN lfp(x)l € R,.Onadonc Fe M, etle
corollaire 4.18 du théoréme de convergence monotone donne

[ram=y" [ipiam=y" 1sih <o

neN neN
Le lemme 4.46 donne alors F < +oo p.p., ¢’est-a-dire il existe A € T tel que m(A) = 0 et F(x) < +oo pour tout x € A€,
En remplacgant F par 0 sur A, onadonc F € £, (Donc, F e L! au sens de la remarque 4.40).
La définition de F donne immédiatement |ZZ:0 fpl <F p.p., pour tout n € N.

2. Pour tout x € A€, la série de terme général f;(x) est absolument convergente dans R, donc convergente. Comme
m(A) = 0, f est donc définie p.p. car elle est définie pour x € A€ par f(x) =lim,_,, o ZZ:O fp(x).
3. On pose s, = ZZ=0 fp- le premier point donne |syl < F p.p.,pourtout neNetF e L!. Le deuxiéme point donne

sy — f p.p.- On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée (théoreme 4.44). Il donne f € Lletla
convergence de la suite (s,),eN (vers f) dans L. La convergence p.p. (vers f) de la suite (s;,) e est donné par le
deuxieme point. u

Théoreme 4.48 (Riesz—Fisher) Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace L! (E, T, m) est un espace de Banach,
c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet.

DEMONSTRATION —  On sait déja que L! est espace vectoriel normé. Une conséquence du théoreme 4.47 est que,

dans L1, toute série absolument convergente est convergente. Cette propriété est une caractérisation du fait qu’un espace

vectoriel normé est complet. On en déduit donc que (L1, |].]|; ) est complet et donc que (L1, ||.||; ) est un espace de Banach.
[
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Dans la suite L! sera toujours muni de la norme || - ||; .

Théoreme 4.49 (Réciproque partielle du théoreme de convergence dominée)
Soient (f,)pen C L et f € L! telles que f, — f dans L', alors il existe une sous-suite (fu Jkery, et F € L! telles
que :

L fu, — f PP
2. |fu,| < F p.p., pour tout k € N.

DEMONSTRATION —  En utilisant le fait que (f};),eN est une suite de Cauchy dans L1, on construit par récurrence une
suite (fy, Jken telle que ng,q > ng etsip,q > ng, |Ifp = fylh < % On peut alors appliquer le théoréme 4.47 a la série
de terme général gy = fy, ., — fu, pour conclure. (]

On donne maintenant le théoréme de Vitali, qui donne des conditions nécessaires et suffisantes de convergence dans
L! pour une suite convergeant p.p.. La démonstration de ce théoréme ainsi que des petits résultats préliminaires
qu’elle nécessite font 1’objet des exercices 4.33 et 4.34.

Proposition 4.50 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € Lﬁ{(E, T, m); alors :
LY e>0,30>0tg. VAT, mA) <= [, |fldm<e.
2.V e>0, 4 CeTrg m(C)<+oo etfcc|f|dm§ €.

Théoréme 4.51 (Vitali) Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note L' ’espace L]}Q(E, T, m). Soit (f,,)en une suite
de L' t.q. fu — f p.p., f prenant ses valeurs dans R (voir remarque 4.38). Alors, f € L! et fn — f dans L! siet
seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. (Equi-intégrabilité) Pour tout € > 0, il existe &> 0 t.q.

AeT,neN,m(A)SézJ- |fuldm <e,
A

2. (Equi-petitesse a Iinfini) pour tout € > 0, il existe C € T t.q. m(C) < +c0 et

neN:‘»f [fuldm <.
CL‘

DEMONSTRATION — La démonstration de ce théoreme fait I’objet de I’exercice 4.34 ; elle ne nécessite pas le théoreme
de convergence dominée : on utilise le théoreme d’Egorov (cf théoreme 3.39 et exercice 3.27). Le théoréme de
convergence dominée peut étre vu comme une conséquence du théoreme de Vitali (cf exercice 4.34). [

Dans le théoreme 4.51, si m(E) < +o0, I’hypothése d’equi-petitesse a I’infini est, bien sir, toujours vérifiée (il suffit
de prendre C = E).
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4.8 Continuité et dérivabilité sous le signe d’intégration

Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une fonction de E xR dans R; a t € R fixé, on définit ’application f (., 1) :
E — R, qui & x associe f(x, t). On suppose que I’application f (., ) ainsi définie vérifie I’hypothése suivante :

f(,t)eL' =L (E, T, m), VteR, (4.10)

et on note F I’application définie de R dans R par :

F(t) = jf(., tydm = Jf(x, t)dm(x).

Théoreme 4.52 (Continuité sous f) Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une fonction de E x R dans R vérifiant
Uhypothese (4.10) et ty € R ; on suppose de plus que :

1. lapplication f(x,.), définie pour presque tout x € E par : t — f(x,t), est continue en t(, pour presque tout
xeE;

2.d e>0erd Ge L%&(E, T, m) tels que |f (., t)| < G p.p., pour tout t €]ty — ¢, tg + €[.

Alors F, définie de R dans R par : F(t) = J.f(, t)ydm = Jf(x, t)dm(x), est continue en t.

DEMONSTRATION —  Soit (t,)eN Clto — & to + €[, t.q. £;; — to lorsque n — +oo. Soit f;, définie par f,,(x) = f(x, t;).
Comme f,, — f (-, tg) p-p. et |fu] < G p.p.. On peut appliquer le théoréme de convergence dominée (théoréme 4.44) a la
suite (f;)neN- Il donne F(t,) — F(ty) quand n — +oo. [

Théoreme 4.53 (Dérivabilité sous I) Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une fonction de E x R dans R
vérifiant I’hypothése (4.10) et ty € R. On suppose de plus qu’il existe € >0, A€ T et G € LER(E, T, m) t.q. m(A) =
Oet:

1. L’application t — f(x,t) est dérivable pour tout t €|ty — €, ty + €[ et pour tout x € A°;

f

d
2. |E(x, t)| < G(x) pour tout t €]ty — ¢, tg + €[ et pour tout x € A°.

Alors F, définie de R dans R par : F(t) = ff(, t)ydm = ff(x, t)dm(x), est dérivable en t et :

)
F'(ty) = J a—];(x, to)dm(x).

DEMONSTRATION —  Soit (t,,)yen* Clto — & to + €[, t.q. t;, — tg lorsque n — +oo et t,, # t( pour tout n € N*. Soit f,

définie par
(x,t )_ (x, tO)
ful) = )= to)
n— k0
La suite (f;;)yen est dans L! et on peut lui appliquer le théoréme de convergence dominée (théordme 4.44) car

fu— %—{(u tg) p-p-, quand 1 — +oo, et, si x € A et n € N, il existe 6y, €]0,1[ t.q. f,(x) = %—{(x, Ox,nto+(1—0xp)ty)
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(grice au théoréme des accroissements finis) et donc |f,;| < G p.p., pour tout n € N. Le théoréme 4.44 donne alors

%—J;(-, to) e L1 et jf,,dm — J %(-, to)dm. Ceci étant vrai pour toute suite (t,,),eN Clto — & to + €[, t.q. t,; — t lorsque

n — +oo et t, # to pour tout n € N*, on en déduit bien que F est dérivable en #( et :

F'(tg) = J 3—{()6, to)dm(x).

4.9 Espérance et moments des variables aléatoires

Définition 4.54 (Espérance, moment, variance) Soient (3, A, p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire
réelle.

1. §i X > 0 (c’est-a-dire X(w) = 0 pour tout w € Q), on définit I’espérance E(X) de la variable aléatoire X par
E(X) = [ X(w)dp(w).

2.8iXe LIIR(Q,.A,p) (c’est-a-dire E(|X|) < +o0), on définit I’espérance E(X) de la variable aléatoire X par :

E(X) = J-X(w)dp(w).

On définit la variance de X par Var(X) = 6%(X) = E((X = E(X))?) (avec (X) > 0).

3. Pour r € [1,+o0[, le moment d’ordre r de la variable aléatoire X est I’espérance de la variable aléatoire |X|".

Définition 4.55 (Covariance) Soient (Q, A, p) un espace probabilisé et X,Y deux v.a.r. t.q. E(X?) < +co et E(Y?) <
+00. On définit la covariance de X et Y par : cov(X,Y) = E((X=E(X)(Y—-E(Y)). (Remarquer que (X—E(X)(Y—E(Y))
est une v.a.r. intégrable car sa valeur absolue est majorée, par exemple, par X*> + Y? + E(X)? + E(Y)? qui est
intégrable.)

On calcule rarement I’espérance d’une v.a. comme intégrale par rapport a la probabilité p; en effet, I’espace
(Q, A, p) est souvent mal connu. Le théoréme 4.58 montre qu’il suffit en fait de connaitre la loi de la v.a. X pour
calculer son espérance (ou, plus généralement, I’espérance d’une fonction de X). On se ramene ainsi au calcul d’une
intégrale sur R.

Les deux inégalités suivantes découlent immédiatement du lemme 4.15 :

Lemme 4.56 (Inégalité de Markov) Soient (Q), A,p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle
positive sur () et A € R%,.. On suppose que 0 < E(X) < +oo. Alors :

pP{X 2 AE(X)}) <

> =

DEMONSTRATION — 11 suffit, par exemple, d’appliquer le lemme 4.15 avec f = X et t = AE(X). u
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Lemme 4.57 (Inégalité de Bienaymé Tchebychev) Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire
réelle sur Q), intégrable et t.q. sa variance vérifie 0 < 6>(X) < +oo, et X € R%. Alors :

1
P({IX - E(X)| > Aa(X)}) < Iva
DEMONSTRATION —  Appliquer le lemme 4.15 avec f = |X — E(X)|? et t = Aa(X). n

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur Q). La loi de X, notée Py est définie par
Px(A) = P(X~!(A)), pour tout A € B(R). Ceci est équivalent a dire que pour tout A € B(R), on a, avec ¢ = 1, :

j @ o X(w)dP(w) = f @(x)dPx(x). (4.11)
Q R

On rappelle que ¢ o X est souvent improprement noté ¢(X), ce qui s’explique par le fait ¢ o X(w) = ¢(X(w)) pour
tout w € (). Le théoréme 4.58 montre que cette égalité est vraie pour une large classe de fonctions boréliennes ¢ de
R dans R ou R, (on rappelle que borélienne signifie mesurable quand les espaces sont munis de la tribu de Borel).

Théoreme 4.58 (Loi image) Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur Q) et P la
loi de la variable aléatoire X. On a alors :

1. L’égalité (4.11) est vraie pour toute fonction @ borélienne de R dans EJr et toute fonction borélienne bornée de
R dans R.

2. Soit @ une fonction borélienne de R dans R, la fonction ¢ o X appartient a Lﬁ{(Q, A, P) si et seulement si @ €
LIE(R, B(R), Px). De plus, si ¢ € LIE(R, B(R), Px), L’égalité (4.11) est vraie.

DEMONSTRATION —  On remarque que (4.11) est vraie pour tout ¢ = 14, avec A € B(R) (par définition de px). Par
linéarité positive, (4.11) est encore vraie pour tout ¢ borélienne étagée positive de R dans R. Par convergence monotone,
(4.11) est alors vraie pour tout ¢ borélienne de R dans R, Ceci donne la premiére partie du premier item. En utilisant
la décomposition ¢ = @t — ¢, on montre alors le deuxiéme item. Enfin, la deuxiéme partie du premier item vient du
fait que ¢ est intégrable pour la probabilité px si ¢ est borélienne bornée. [

Un produit de v.a.r. intégrables et indépendantes est une v.a.r. intégrable (ce qui est, bien sir, faux sans I’hypothese
d’indépendance) et I’espérance de ce produit est €gal au produit des espérances. Ce résultat plus général est donnée
dans la proposition suivante.

Proposition 4.59 Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X4,...,X  des v.a.r. indépendantes.

1. Soit @1,..., @, des fonctions boréliennes de R dans R,. On a alors :

E(ﬂ@i(xi)) = ]__[E<<pi<><i>)- 4.12)

d d
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si [’'un des termes est nul.)

2. Soit @1,..., @, des fonctions boréliennes de R dans R. On suppose que @;(X;) est intégrable pour touti =1,...,d.
Lav.a.r. ]_[?':1 @;(X;) est intégrable et I’égalité (4.12) est vraie.
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3. Soit @1,..., @4 des fonctions boréliennes bornées de R dans R. L’égalité (4.12) est vraie.

N.B. Si Xy,...,X  sont des v.a.r, le fait que (4.12) soit vraie pour toute famille ¢+, ...,  de fonctions boréliennes
bornées de R dans R est donc une condition nécessaire et suffisante pour les v.a.r. X{,..., X soient indépendantes.

DEMONSTRATION —  Si @1,...,¢@4 sont des fonctions caractéristiques de boréliens de R, I’égalité (4.12) est une
conséquence immédiate de la définition de I'indépendance des X; (Si @; = 14, avec A; € B(R), on a E(¢;(X;)) =
P({X; € A;}) = P(Xi_1 (A;))). Par linéarité positive, on en déduit que (4.12) est vraie si les fonctions ¢; sont (boréliennes)
étagées positives (c’est-a-dire ¢ € £,). Puis, par convergence monotone, on en déduit le premier item de la proposition
(car toute fonction borélienne de R dans R, est limite croissante d’éléments de £,).

Pour le deuxieéme item, on utilise (4.12) avec la fonction x — |¢@;(x)| au lieu de la fonction @; (pour tout 7). On montre
ainsi que la v.a.r. ]_[;-i:1 @;(X;) est intégrable. Puis, on montre (4.12) par linéarité (utilisant ¢; = (pzr - Q7).

Le troisieme item est conséquence immédiate du deuxieéme (car si X est une v.a.r. et ¢ est une fonction borélienne
bornée, la v.a.r. @(X) est intégrable). ]

Une conséquence de la proposition 4.59 est que XY est intégrable et cov(X,Y) = 0 si X,Y sont deux v.a.r.
indépendantes et intégrables sur un espace probabilisé (C, A, p).

Pour montrer que des v.a.r. sont indépendantes, il est parfois utile de savoir qu’il suffit de montrer (4.12) lorsque les
fonctions ¢; sont continues a support compact de R dans R. C’est 1’objet de la proposition 4.61 qui se démontre
a partir d’un résultat d’unicité (proposition 4.60) sur lequel nous reviendrons au chapitre 5. On note C.(R,R)
I’ensemble des fonctions continues a support compact de R dans R (on rappelle qu’une fonction ¢ de R dans R est
a support compact s’il existe un compact K de R t.q. @ = 0 sur K) .

Proposition 4.60 Soit m et yp deux mesures sur B(R), finies sur les compacts de R. On suppose que :

J(pdm = J(pdppour tout @ € C.(R,R).
Alors, m = .

DEMONSTRATION — Puisque m et p sont des mesures sur 5(R), finies sur les compacts, on a bien C.(R,R) C
L]%Q(R,B(R),m) et C/(R,R) L]E(R,B(R), ). On pose maintenant C = {]a, b[, a,b € R, a < b} et on commence par
montrer que m = p sur C.

Soit a,b € R, a < b. 1l existe une suite (@,)yen C Co(R,R) t.q. ¢, T 114, En effet, il suffit de construire ¢;,, pour
n > 2/(b - a), de la maniére suivante :

Pn(x)=0six<aq,
(pn(x):n(x—a)sia<x<a+%,
(pn(x):lsia+%<x<b—%,
Qu(x)=—n(x-b)sib-L <x<b

Pn(x)=0sib<x

Puis, en passant a la limite quand n — +co dans 1’égalité f(pndm = f(pnd 1, on obtient (par convergence monotone ou
par convergence dominée) m(]a, b[) = p(]a, b[).

On conclut enfin que m = p en utilisant, par exemple, la proposition 2.31. ]

Proposition 4.61 Soir (), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X1,...,X; des v.a.r. Ces v.a.r. sont indépendantes
si et seulement si on a, pour tout famille {¢1,..., ¢4} C C.(R,R),

d

d
([ Jeixin =] E@itxi), (4.13)
i=1

i=1
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(En convenant qu’un produit de termes est nul si [’un des termes est nul.)

DEMONSTRATION —  Le fait que la condition est nécessaire est une conséquence immédiate de la proposition 4.59 car
une fonction continue a support compact est borélienne et bornée.

On montre maintenant que la condition est suffisante. On suppose donc que (4.13) est vraie pour toute famille
{91,...,04} C C.(R,R) et on veut montrer que les v.a.r. Xq,...,X  sont indépendantes, c’est-a-dire que pour tout

Ai,...,A € B(R),ona:
d
E[l_llAi(Xi)
i=1

d
- ]_[E(lAi(Xi)). (4.14)
i=1

On rappelle en effet que

i=1
Pour montrer (4.14), on introduit, pour tout 1 < n < d + 1, la propriété suivante :
Py, : (4.13) est vraie si @; = 14, avec A; € B(R), pour i <n, et ¢; € C;(R,R) pour i > 1.

d n
E(14, (X)) = PO (A7) et (| [14,X0) = ()X (A0).
i=1

L hypothése de la proposition donne que P; est vraie. On suppose maintenant que P, est vraie pour un n € {1,...,d}.
Soit A; € B(R) pour i <7 (et @; = 14,) et @; € C.(R,R) pour i > n. Pour Ay, € B(R), on pose, avec @, =14, :
m(An) = (T, 9i(Xi)),
r(An) =TT B(ei(X7)):
Les applications #1 et y sont des mesures sur B(R). La propriété P,, montre que f(pd m= I(pd p pour tout @ € C.(R,R).

La proposition 4.60 montre alors que m = p ce qui donne la propriété P, . Par récurrence sur 7, on montre ainsi que
P;,1 est vraie, ce qui donne (4.14) et 'indépendance de X1,...,X; . [

4.10 Espace L;(E, T, m) et espace L, (E, T, m)

Définition 4.62 Soient (E, T, m) un espace mesuré et N > 1 (N € N).
1. Soit f : E— RN, Pour x € E, on pose f(x) = (fi(x),..., fu(x))! € RN. La fonction f appartient i E]%{N(E, T, m)
si f, € L'%R(E, T, m) pour tout n € {1,...,N}.

2.8ife ,CIIRN(E, T, m), on note
jfdm = (jfldm,...,Jdem)t eRN,

La caractérisation suivante de mesurabilité et intégrabilité est intéressante.
Proposition 4.63 Soient (E, T,m) un espace mesuré, N> 1 et f : E— RN,
On note fi,..., fn les composantes de f .

1. f, est mesurable (de E dans R) pour tout n € {1,...,N} si et seulement si f est mesurable de E dans RN,
c’est-a-dire si et seulement si f~'(A) € E pour tout A € B(RN).

2. Si f est mesurable (de E dans RN). On munit RN d’une norme, notée ||-||. Alors, fe E]EN (E, T, m) si et seulement
si J||f||dm < 400 (noter que ||f|| € M,).

146



DEMONSTRATION —  On donne la démonstration pour N = 2.
1. On suppose d’abord f, f, € M. On veut montrer que f est mesurable de E dans R?. Comme B(RR?) est engendré par
{Ax B, A, B e B(R)}, il suffit de montrer que f‘1 (A xB) € T pour tout A, B € B(R).

Soit donc A, B € B(R). On a f’1 (AxB)= ffl (A) ﬂfzfl (B) € T car f; et f, sont mesurables. Donc f’1 (AxB)eT.
On a bien montré que f est mesurable de E dans R?

Réciproquement, on suppose maintenant que f est mesurable de E dans R2. Soit A € B(R). On remarque que
fl_1 (A) = f‘1 (AxR).Or A xR e B(R2), donc f1_1 (A) = f‘1 (AxR)eT, ce qui prouve que f; est mesurable. On
prouve de maniére semblable que f, est mesurable.

2. Soit f mesurable de E dans RN. On suppose que RN est muni d’une norme, notée || - ||. Comme v ||y|| est
continue de RN dans R, I’application [Ifl: x = |If (x)]| est mesurable de E dans R (comme composée d’applications
mesurables). Comme cette application ne prend que des valeurs positives ou nulles, on a donc ||f|| € M.

Comme toutes les normes sur RN sont équivalentes, on a donc I||f||dm < 400 si et seulement si I||f||1 dm < +oo,

avec ||f|l; = ZnNzl |fu]. 11 est alors immédiat de remarquer que j||f||1dm < +o0 si et seulement f;, € KIE(E, T, m)
pour tout n € {1,...,N}. On a donc :

[1f1m< 00 o f e 2T

La définition de E]EN(E, T, m) donne immédiatement que cet espace est un espace vectoriel sur R. De plus, si
RN est muni d’une norme, notée || - ||, il est aussi immédiat que I’application f > f|| f|ldm est une semi—norme
sur [’]%QN (E, T, m). Pour obtenir un espace vectoriel normé, on va considérer, comme dans le cas N = 1, I’espace
EI}{{N(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.”. On rappelle que f = g p.p. s’il existe A € T t.q. m(A) =0 et
f =g sur A“.

Définition 4.64 (Espace L) Soit (E, T, m) un espace mesuré.
1. L’espace L%RN(E, T, m) est I’espace K]}%N(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.”.

2. On munit RN d’une norme notée || -||. Soit F € Lﬁ{N(E, T, m). On pose ||F||; = f||f||dm, ou f € F (cette définition
est correcte car indépendante du choix de f dans F).

Proposition 4.65 (L! est un espace de Banach) Soient (E, T, m) un espace mesuré et N > 1. L’espace LI%&N (E, T,
m) est un espace de Banach (réel) c’est-a-dire un espace vectoriel (sur R) normé complet (avec la norme définie
dans la définition 4.64).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition découle facilement du cas N = 1. ]

Définition 4.66 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f : E— C. On note Re(f) et Im(f) les parties réelle et imaginaire de f. On a donc, pour x € E, f(x) =
Re(f)(x) + iTm(f)(x), avec Re(f)(x), Im(f)(x) € R. La fonction f appartient a E(lc(E, T,m) si Re(f), Im(f) €
LL(E, T, m).
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2.8 f GK(IC(E,T,m), on note
J-fdm:J-Re(f)dm+iJ-Im(f)dme(C.

Ici aussi, on a une caractérisation de mesurabilité et intégrabilité.

Proposition 4.67 Soit (E, T, m) un espace mesuré et f une application de E — C.

1. Re(f) et Im(f) sont mesurables (de E dans R) si et seulement si f est mesurable de E dans C, ¢’est-a-dire si et
seulement f~1(A) € E pour tout A € B(C).

2. Si f est mesurable (de E dans C), f € ﬁ(lc(E, T, m) si et seulement si f |fldm < +oo (noter que |f| € M,).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition se rameéne facilement a la précédente démonstration
(c’est-a-dire a la démonstration de la proposition 4.63) en utilisant 1’application ¢ : C — R? définie par @(z) = (x, y)t
siz =x+iy € C, qui est une bijection continue, d’inverse continue. [

Ici aussi, la définition de [I(lc(E, T, m) donne immédiatement que cet espace est un espace vectoriel sur C. Il est aussi
immédiat que 1’application f Jl f|dm est une semi—norme sur [I%j(E, T, m). Pour obtenir un espace vectoriel
normé, on va considérer I’espace [I(lc(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.”.

Définition 4.68 Soit (E, T, m) un espace mesuré.
1. L’espace L(lc(E, T, m) est I’espace ﬁ%:(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.”.

2. SoitF e L(lc(E, T, m). On pose ||F||; = J|f|dm, ou f €F (cette définition est correcte car indépendante du choix
de f dans F).

Proposition 4.69 Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace L(lc(E, T, m) est un espace de Banach (complexe)
c¢’est-a-dire un espace vectoriel (sur C) normé complet (avec la norme définie dans la définition 4.68).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition découle facilement du fait que LIE(E, T, m) est un espace
de Banach (réel). u

4.11 Exercices

4.11.1 Intégrale des fonctions mesurables positives et espace £!

Exercice 4.1 (Sup de mesures) Soit (E, T) un espace mesurable et (1,,),,cn une suite de mesures sur T. On suppose
que m,,1(A) > m,(A) pour tout A € T et tout n € N. On pose m(A) = sup{m,,(A),n € N} pour A e T.

1. (Lemme préliminaire) Soit (a,,p )y, pen C R, et (ap)pen C R, tq. Anil,p = Anp, pour tout n,p €N, eta, , — a,
quand n — +oo, pour tout p € N. Montrer que

+00 +00
Za,,,p - Zap (dans R, ) quand n — +oo0.
p=0 p=0
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. [On pourra utiliser le fait que

p=0 p=0 p=0

Corrigé — On remarque tout d’abord que la suite (Z;":O “n,p)neN est croissante, elle admet donc une limite dans

R,. Pour N €N, on passe i la limite quand n — +oo dans les inégalités

N 0 o
) tnp=) anp<) op
0 p=0 p=0

p:

On obtient

N 0 00

L=, ) onp < ) oo

n—+co

p=0 p=0
On passe maintenant a la limite quand N — oo pour obtemr

(o] (o) (9]

) %<, im ) anp<) o

p=0 p=0 p=0

On a donc

2. Montrer que m est une mesure.

Corrigé—  On remarque tout d’abord que m(0) = sup,,cy My (0) = 0.
Puis, soit (Ap)peN C T t.q. ApN Ay =0sip=q. Onpose A=J,enAp- Ona

m(A) =supmy(A) = lim m,(A)= lim_ Zmn
neN
En utilisant la question précédente avec ay p = my(Ap), on en déduit m(A) = p:O m(Ap).

3. Soit f € £,(E, T). (On rappelle que &, (E, T) est I’ensemble des fonctions étagées de E dans R, .) Montrer que
dem = SupneN(ffdmn)~
Corrigé—  Soit{ay,...,ap} CR} et {Ay,...,Ap} CTrg f =Y ajla,.

Ona Ifdmn = Zf 1 4imy(A;), la suite jfdmn)neN est donc croissante. Puis, en passant a la limite sur n, on

obtient :
p p
i (3 aoma1 = 3 i )
i=1 i=1
P
= Zﬂim(Ai) = dem,
=1
et donc

[ sam= tim ([ gam, - i:g(ffdmn»

4. Soit f € M, (E, T). (On rappelle que M, (E, T) est I’ensemble des fonctions mesurables de E dans R, .)
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(a) Montrer que (f fdm,),cN est une suite croissante majorée par j fdm.

Corrigé —  Soit f € M. Soit (fp)pen C & 1.q. fp 1 f quand p — oo. D’apres la question précédente, on a (pour

tout n et tout p)
jfpdmn = ffpdmn+l < prdm.

En passant a la limite sur p (avec n fixé) on en déduit que Ifdmn < demnﬂ < ffdm La suite (demn)neN

est donc croissante et majorée par I fdm.

(b) Montrer que Ifdmn — dem lorgsue n — +oo.
Corrigé — Onpose Ay ={g €&, g < f} Onsait que
jfdm = sup fgdm etque | fdm, = sup J-gcilm,1 pour tout n € N.
gEAf gEAf
La question 2 donne que [jgdm =Sup,eN jgdm,, pour tout g € E.... On en déduit
ffdm = sup supfgdmn) = sup( sup J-galm,1 = supffdmn,
g€As neN neN geAy neN

ce qui, avec la question précédente, donne bien ffdmn — Ifdm quand n — +oo.

5. Soit f € Kﬁg(E, T, m). Montrer que f € ﬁﬂ{(E, T, m,,) pour tout n € N et que demn — ffdm quand 1 — +oo.

Corrigé - Onalf|e M+ﬂ£]§(E, T, m). la question 4 donne j |fldm,, < j|f|dm on en déduit que f € E]}%(E, T, m,,)
pour tout n € N. La question 4 donne aussi que

Jf*dmn - Jf*dm et Jffdmn - Jffdm.

Les deux convergences ayant lieu dans R, on en déduit que I fdm, — f fdm quand n — +oo.

Exercice 4.2 (Somme de mesures) Soient 11, et m, deux mesures sur 1’espace mesurable (E, T).

1. Montrer que m = m; + m, est une mesure.

Corrigé — (a) m(0) = m1(0) + my(0) =0,
(b) Soit (Ay)yenC T g AyNAy,=0sinzm. Ona:
m(UAn) = ml(U An)+m2(U Ay)
neN neN neN
Comme m;(|U,en Ay) =limy, 1o Z;:o mi(Ap) pour i =1,2, on en déduit

n n

m((JAw = Jim ) (mi(Ap)+ma(Ap) = lim D m(Ap),
neN p=0 p=0
ce qui prouve bien la 6-additivité de m.

Ceci montre bien que m est une mesure.

2. Montrer qu’une application f mesurable de E dans R est intégrable pour la mesure m si et seulement si
elle est intégrable pour les mesures 17 et m,. Si f est intégrable pour la mesure m, montrer que I fdm =

jfdml +Ifdm2.
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Corrigé — Soit A€ T, on pose @ = 1,. La définition de m donne immédiatement

J-(pdm:—l-(pdm1+j(pdm2. (4.15)

Par linéarité de l'intégrale, I’égalité (4.15) est aussi vraie pour ¢ € E,.

Soit maintenant ¢ € M. Il existe (Q)neN C €+ 1.q. Py T @ quand n — +oo. On écrit (4.15) avec @y, au lieu de @ et
on fait tendre n vers ’infini. La définition de I’intégrale sur M, donne alors (4.15).

On a donc montré que (4.15) est vrai pour tout ¢ € M.

Soit f € M, en écrivant (4.15) avec @ = |f| on obtient bien que f € LY (E, T, m) si et seulement si f € L1(E, T, my)N
LY(E, T, my).

Enfin, si f € L]%{(E, T, m), on écrit (4.15) avec ¢ = f+ et ¢ = f, la différence donne bien jfdm = ffdml +jfdm2.

3. Soit (m,,),en une famille de mesures (positives) sur (E, T) et (o,;),eny C R% . On pose, pour A € T, m(A) =
2 ueN Oy, (A). Montrer que m est une mesure sur T ; soit f une application mesurable de E dans R et intégrable
pour la mesure m ; montrer que jfdm =) N ffdmn.

Corrigé — Soit n € N, on définit 11, par 1, (A) = o, my(A) pour tout A € T. Il est facile de voir que 11y, est une
mesure sur T, que Kﬁ(E, T,m,) = E]}Q(E, T, 1i1,,) et que Ifdrfzn =y ffdmn pour tout f € LI]E(E, T,m,).

On pose maintenant, par récurrence sur n, jo = Hiq et i, = Py—1+4i, pour n € N*. La question précédente montre, par
récurrence sur 1, que Wy, est une mesure sur'T et donne que f € Lﬁ%(E, T, uy,) si et seulement si f € ﬂpgn L]ﬁ(E, T, 1i1,)

= mpSn C]%(E, T, my,). Enfin, la question précédente donne aussi, toujours par récurrence sur n,

[ ran.- pioffdmn - :zoanffdmn.

Pour tout A € T, on a m(A) = }_ ey 0ty (A) = sup,en Hn(A). On peut donc utiliser les résultats de ’exercice
précédent. On obtient que m est une mesure sur T et que f € ,C%{(E, T, m) implique f € Ellz(E, T, uy) pour tout
neN et jfdm = limnﬁﬂx,ffdpn. Si f e K%{(E,T,m) onadonc f € K%{(E, T,m,,) pour tout n € N et Ifdm =

lim, 400 ZZZO ap ffdmp, c’est-a-dire
J-fdm =) ffdmn.

neN

Exercice 4.3 (Intégrale pour la mesure de Dirac) Soit oy la mesure de Dirac en 0, définie sur B(R). (cf exemple
2.20.) Soit f € M., calculer ffdéo.
Corrigé —  On définit g de R dans R, par
g(x)=0six=0,
8(0) = f(0).
Ona g € M, et, comme d3({0}) =0, ona f = g p.p., on en déduit

ffdéo - fgdao — £(0)50({0]) = £(0).

Exercice 4.4 (Restrictions de 1a mesure de Lebesgue) Soit A et B deux boréliens de R t.q. A C B. On note Ay
[resp. Ag] la restriction & 3(A) [resp. 5(B)] de la mesure de Lebesgue sur B(R). Soit f € Kﬁ(B,B(B), Ag). Montrer
que fj, € L:IIR(A,B(A), Aa) et que fﬁAd)\A = fflAdkB. [Considérer d’abord le cas f € £, puis f € M, et enfin
fecrh]

Corrigé — On rappelle que B(A) = {C e B(R); Cc A} et B(B) ={C € B(R); C C B} (voir ’exercice 2.3).
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1. Soit f € £,(B,B(B)). Il existe donc ay,...,ap €Ry et Ay,...,Ap € B(B)CB(R) 1.q. f = ZZ ave
La fonction f1a appartient donc aussi a £,(B,B(B)) (car A;j N A € B(B)) et elle s’écrit

P p
f= ZailAilA = ZailAinAr
i=1 i=1

de sorte que

J\flAdAB iMA;NA).
La fonction f|, (c’est-a-dire la restriction de f a A) est définie sur A, elle s’écrit f|, = Zle aila;nA- Cette fonction
appartient a £, (A, B(A)) car A; N A € B(A) pour tout i et on a
p

J-f|Ad)\A = Z“iMAi NA).
i=1
On a bien montré que

fflAdAB = JﬁAdkA, (4.16)

pour tout f € £,(B, B(B)).

2. Soit f € M, (B, B(B)). il existe (fy)neNn C E+(B,B(B)) t.q. fu T f, quand n — +oo. On a donc aussi (fy1p)nen T
flpet (fn|A)neN ) fix» quand n — +oo. Comme f"IA € £, (A, B(A)), la caractérisation de la mesurabilité positive
(proposition 3.17) donne f|, € M(A,B(A)). On a aussi f1p € M, (B,B(B)). Puis, en écrivant (4.16) avec f, au lieu
de f et en passant a la limite quand n — +co, la définition de I'intégrale sur M (A, B(A)) et sur M, (B, 3(B)) donne
(4.16).

On a donc montré (4.16) pour tout f € M, (B, 53(B)).

3. Soit f € [I]}%(B,B( ), AB). On remarque d’abord que f, € M(A,B(A)). En eﬁ‘et si C € B(R), on a (f

f_l (C)N A € B(A). Puis, on applique (4.16) a |f|, qui appartient a M. (B, B(B)), pour obtenir

f|f dAn = f|f||AdxA f|f|1Ade<j|f|de<oo

ce qui montre que f|, € Ll (A, B(A)), Ap).

)7H(C) =

A

Enfin, en appliquant (4.16) avec f* et f~ au lieu de f, on obtient

ff*lAdAB = jf*lAdxA = j(ﬁA)*dxA <o

et

jf*lAde = jf’|AdAA _ J(ﬁA)’dkA oo,

ce qui donne, en faisant la différence,
J-flAd)\B = JﬁAdXA.

Exercice 4.5 (Intégrale des fonctions continues) Soit f € C([0,1], R). Montrer que f € [Z]%([O, 1], B([0,1]), A)

et que )
J Fdx= JO fx)dx

(cette derniere intégrale est a prendre au sens de I’intégrale des fonctions continues vue au Chapitre 1). On rappelle
que I’on note (un peu abusivement. .. ) par A la restriction a B([0, 1]) de 1la mesure de Lebesgue (aussi notée A...)
sur B(R).
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N.B. : Bien sir, un résultat analogue est vrai en remplagant [0, 1] par [a,b] avec a,b e R, a < b.

Corrigé —  Soit g : [0,1] — R une fonction en escalier. 1l existe donc p € N*, une famille (a;)ie(o,...p)» avec : ag =0,
o <@y, pourtout i €1{0,...,p—1}, ap = 1, et une famille (a;)ieqo,..,p-1) C R tels que :

g(x)=a;, Vxe€laj, iy, Yief0,...,p—1}.

On sait que
p-1

jol g(x)dx = Zﬂi(am - o).

i=0
D’autre part, cette fonction g est mesurable (c’est-a-dire g € M([0,1],58([0,1])) car, pour tout C C R, g_l (C) est une

réunion (finie) d’intervalles du type |a;, oy 1] a laquelle on ajoute éventuellement certains des points o;. On a donc
g7 1(C) € B([0,1]). On a bien montré que g € M([0,1], B([0,1])). Enfin, comme les singletons sont de mesure nulle, on a

-1
lgl= Zf:o |“i|1]oc,',oci+1[ p.p., et donc

p-1
[ 1= ot - ) <o
i=0

Donc, g € Lﬁ([O, 11, B([0,1]), A). Finalement, puisque g = ):f:é ail]a,-,oc,-+1[ p.p., ON @ aussi
1

p-
J-gd)\ =) ai(ajp1 — o).
i=0

On a donc montré que g € Lﬁg([O, 1], B([0,1]),A) et

1
fgdk = J g(x)dx. 4.17)
0

Soit maintenant f € C([0,1],R). On remarque tout d’abord que f est mesurable (parce que, par exemple, les ouverts de
[0,1] engendre B([0,1]) et que I’image réciproque, par f, d’un ouvert de [0, 1] est un ouvert de [0,1], donc un élément
de B([0,1])). Puis, on remarque que f € L]%Q([O, 1],B([0,1],A) carj|f|d)\ <Iflly = MaXyeo,1] If (x)] < oco.

On compare maintenant Ifd)\ et Iol f(x)dx.

1l existe une suite de fonctions en escalier, (f;;)neN, t.q. fy — f uniformément sur [0,1], c’est-a-dire ||f,, — fll, — 0,
quand n — +oo.

La définition de I’intégrale des fonctions continues donne fol fu(x)dx — j(]l f(x)dx quand n — +oo.

D’autre part, on a aussi Ifnd/\ — Ifd}\, quand n — +oo, car Iffndk— ffd)\l < f|fn = fldx<|If = fllu = 0, quand
n — +o0. En passant a la limite quand n — +oo dans (4.17) avec f,, au lieu de g, on obtient bien

J-fdx: Ll f(x)dx.

Exercice 4.6 (Fonctions continues et fonctions intégrables) Soit m une mesure finie sur B([0, 1]). Montrer que
C([0,1],R) c £L([0,1], B([0,1]), m).
Corrigé — Soit f € C([0,1],R). On montre tout d’abord que f est mesurable.

Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, I"ensemble f~1(O) = {x € [0,1], f(x) € O} est une ouvert de [0,1] et donc
f_1 (O) € B([0,1]). Les ouverts de R engendrant la tribu borélienne de R, on en déduit que f est mesurable de [0,1]
(muni de sa tribu borélienne) dans R (muni de sa tribu borélienne).

On montre maintenant que f est intégrable. Comme la fonction f est continue sur le compact [0,1], elle est bornée. Il
existe donc M e R, t.q. |f| <M sur [0,1]. On a donc, par monotonie de I’intégrale sur M, :

jlfldm <Mm([0,1]) < oo.
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Onadonc f € Lﬁ{([o,l], B([0,1]), m).

Exercice 4.7 (Intégrale d’une fonction continue non bornée) Soit f € C(]0,1[,R) et F une primitive de f (on a
donc F e C1(]0, 1[,R)).
On pose £! = £1,(]0,1[, B(]0, 1[), A).

1. Montrer que f est borélienne ¢’est-a-dire mesurable quand on munit |0, 1[ et R de leur tribu borélienne.
2. On suppose maintenant que f(x) > 0 pour tout x €]0, 1[ (on a donc f € M,).
(a) Montrer que lim,_, - F(x) existe dans R U {+oo} et que lim,_, o+ F(x) existe dans R U {—oo}.

(b) On suppose dans cette question que lim,_,;- F(x) € R et que lim,_,y+ F(x) € R. Montrer que f € £!. [On
pourra utiliser les exercices 4.4 et 4.5.]

(c) On suppose maintenant que lim,_,;- F(x) = +co ou que lim,_,+ F(x) = —co. Montrer que f & £! (on a donc

ffd)\ = +00).

Exercice 4.8 (f, g€ L1 % fg e L) Soit f, g € £1(]0,1[, B(]0,1[), A). Donner un exemple pour lequel fg &
LIE(]O, 1[, B(]0,1[), A). [On pourra utiliser I’exercice 4.7.]
Corrigé — On pose L1 = %(]0,1[, B(]0,1[), A). Un exemple consiste a prendre f(x) = g(x) = % pour x €]0,1].
Selon exercice 4.7, on a bien f, g € LY, car une primitive de f et g est la fonction F définie par F(x) = 2/x, et fg & L1

car une primitive de f et g est la fonction G définie par G(x) = Inx.

Exercice 4.9 (Majoration d’une fonction intégrable décroissante) Soit f une fonction de R dans R, nulle sur
R_ et positive décroissante sur RY.
1. Montrer que f est borélienne (et donc borélienne positive).
2. On suppose que ffdk < +o0. Montrer qu’il existe C € R t.q. f(x) < C/x pour tout x > 0.
3. Montrer que le résultat de la question précédente est faux si on retire I’hypothése de décroissance de f sur R*.
Exercice 4.10 (Caractérisation d’une fonction caractéristique) Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € [lﬁg( E T,
m). On suppose que 0 < f <1 p.p. et que f fdm= I f?dm. Montrer qu’il existe un ensemble mesurable fini A tel
que f =14 p.p..
Corrigé — On remarque que ff(l —f)dm =0. Comme f(1-f) >0 p.p., on en déduit que f(1 — )= 0 p.p.. On pose
A={f =1}, onaalors f =0 p.p. sur A®, ce qui donne bien f =14 p.p..
Exercice 4.11 (f positive intégrable implique f finie p.p.) Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M, . Montrer
que si jfdm < +00, alors f < +oo p.p..
Corrigé — Cet exercice a été vu dans ce chapitre. On redonne une preuve ici.
Soit A = f_l({+oo}). Ona AT car f est mesurable et {+o0) € B(R,).

Pour tout n € N¥, on a f > nla, donc, par monotonie de I’intégrale, dem > nm(A), ou encore

1
m(A) < Ejfdm

En passant & la limite quand n — +o0, on en déduit m(A) = 0. On a donc f < +oo p.p. car f(x) < +oo pour tout x € A°.

Exercice 4.12 (Une caractérisation de I’intégrabilité) Soient (E, T, ) un espace mesuré fini, u une fonction
mesurable de E dans R. Pour n € N, on pose A,, = {x € E,|u(x)| > n}etB, ={x € E,n<|u(x)|<n+1}.
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1. Montrer que :

+00 +00
J.luldm <+o0 & an(B,,) <+oo & Zm(A”) < +oo0.
n=0 n=0

Corrigé — On remarque tout d’abord que B,,, Ay, € T pour tout n € N et que :

) nlp, <lul< ) (n+1)1p,.

neN neN
On en déduit (en utilisant le théoreme de convergence monotone et la monotonie de ’intégrale) que :

an(Bn)§J|u|dm§ Y (n+1)m(By,). (4.18)

neN neN
Si _[Iuldm < 400, on a donc ) ey nm(By) < +oo.

Réciproquement, si ) ,enynm(By) < +oo, on a aussi ) ,en(n+ 1)m(By,) < +oo car ) ey m(By) < m(E) < +00
(remarquer que B, N By, = 0 si n = m). On déduit donc de (4.18) que I|u|dm < 4o00.

+o0
Jluldm <t+oo & an(Bn).
n=0

On peut utiliser le méme raisonnement en remplacant By, par C,, = {x € E,n < |u(x)| < n+ 1}. On a donc aussi :

On a ainsi montré que :

+00
J|u|dm<+oo<:> an(cn). (4.19)
n=0
Pour terminer la question, il suffit de montrer que :
+00 +00
Zn m(Cp) < +oo & Zm(An) < +co. (4.20)
n=0 n=0

Pour montrer (4.20), on remarque que C,; = A, \ A;41 pour tout n € N et donc, comme A, 1 C A, et que m(Ay 1) <
m(A;) <m(E) < +o0 :
m(Cy) = m(Ay) —m(Ayy1)-

On en déduit que, pour toutn €N, on a :

ip m(Cp) = ip m(Ap) - ip m(Ap.1)
p=0 p=0 p=0

n n+1 n
=) pmlAp) =) (p=m(Ap) =) m(Ap)=nm(Ay).
p=0 p=1 p=1
On a donc : , ;
ZP m(Cp) < Zm(Ap), 4.21)
p=0 p=1
et: " "
Zm(Ap) = Zp m(Cp) +nm(Ays1). 4.22)
p=1 p=0

Si Y54 m(Ay) < +oo, on déduit donc de (4.21) que Y23 nm(Cy) < +oo.

Réciproquement, si Zioo nm(C,;) < +o0. On a, par (4.19), J|u|dm < +co et donc, comme nly, <|ul, on a aussi
nm(Ayy1) < f|u|dm < +co. On déduit donc de (4.22) que Y % m(A,) < +o0o. Comme m(Ag) < m(E) < +co, on a
bien finalement Y 4 m(A,) < +oo.
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On a bien montré (4.20), ce qui termine la question.

2. Soit p €]1, +oo[, montrer que |u[P est une fonction mesurable et que :

+00
J.|u|pdm<+oo<:>anm <+oo<:>an ! ) < +o0.
n=0

Corrigé — La fonction |u|P est mesurable car composée d’une fonction mesurable et d’une fonction continue.
On reprend maintenant le raisonnement de la question précédente. On remarque que :
npm j|u|pdm<Zn+1pm (4.23)
neN neN
Si _[lulpdm < +00, on a donc Y e nP m(By;) < +o0.

Réciproquement, si ),y nP m(By,) < +00, on a aussi
(o)

Z(n+1pm Zzl’n!’m ) < 400

n=1
et m(Bg) < m(E) < +co. On adonc } 37 5(n+1)Pm(B,) < +oo. Ceci donne j|u|pdm < 400 par (4.23).

+00
jlulpdm <+oo & an m(B,,) < +oo.
n=0

Ici aussi, on peut utiliser le méme raisonnement en remplagant B, par C,, = {x € E,n < |u(x)| < n+ 1}. On a donc
aussi :

On a ainsi montré que :

+0o0
j|u|pdm<+m© an m(C,) < +co. 4.24)
Pour terminer la question, il suffit donc de montrer que :
+00
an m(Cy) < +o0 & an Lin(A,) < +o0. (4.25)
n=0

Pour montrer (4.25), on utilise, comme dans la question precedente que C,; = Ay, \ Ay 41 pour tout n € N et donc :
m(Cp) = m(Ay) — m(Ayi).
On en déduit que, pour tout n € N,

N N N
Y nPm(Ch)=) P m(An) =) P m(An)
n=0 Nn:O N+;}:O
=) nPm(A) =) (n=1Pm(A,)
n=0 n=1

On a donc : N N
Y nPm(Cyp) <) (1P~ (n=1)P)m(A,), (4.26)
n=0 n=1
et:
N N
(0P —(n=1P)m(Ay) = ) 0P m(Cp) + NP m(Ans1). “.27)
n=1 n=0



nP —(n—-1)P

Pour conclure, on remarque que 0T
b

— p quand n — +oo. Il existe donc o, p > 0 t.q. anP~1 < nP—(n-1)P <
P~ pour tout n € N*.

SiY o nP~Lm(A,,) < oo, on déduit alors de (4.26) que Yy nm(Cy) < +oo.

Réciproquement, on suppose que ZZ?}) nP m(C,) < +oo0. On a alors, par (4.24), f|u|pdm < oo et donc, comme

N1y, <lul onaaussiNP m(Ayiq) < jlulpdm < 00. On déduit alors de (4.27) que

0

an_l m(A,;) < co.

n=0

On a bien montré (4.25), ce qui termine la question.

Exercice 4.13 (Sur la convergence en mesure) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (f,),en €t (£,)nen deux
suites de fonctions mesurables de E dans R. Soit f et ¢ deux fonctions mesurables de E dans R. On suppose que
fu — f en mesure et g, — g en mesure, quand n — +co.

1. On suppose, dans cette question, que f € ZJIE(E, T, m)etque g € [lI}Q(E, T, m).

(a) Montrer que pour tout € > 0 il existe k; € N t.q. :

k>ki =>m({xe€E;|g(x)|>k}) <e

Corrigé — Pour k € N*, on pose Ay = {x € E; |g(x)| > k}. On a donc (e Ag = 0. Comme g est intégrable, on a
m(Ag) <||gll1/k < +oo. On peut donc appliquer la continuité décroissante de m, on obtient que m(Ay) — 0 quand
k — +o0, ce qui donne le résultat souhaité.

(b) Montrer que pour tout € > 0 il existe 1y et kg e N t.q. :

n>ng, k>ko=m({x€E;|f,(x)| = k}) <e

Corrigé — SoitkeN*etneN. Ona

{ful =k} c{lfI = k=1 U{lf - fI= 1},
et donc
m({lful =k} <m({|f1 = k=1}) + m({|f - f1 = 1}).

Soit ¢ > 0. Comme f est intégrable, il existe (comme a la question précédente) kg t.q.

k>ko=>m({|f|=2k-1}) <e.
Puis comme f; — f en mesure, il existe ng t.q.

n>ng=>m{lf,-fl=1}) <e
On a donc

k>kg, n>nyg=m({|fy] >k} < 2e

Ce qui donne le résultat souhaité.

(c) Montrer que fg € M et f,g, — fg en mesure, quand n — +oo. [On pourra remarquer que f,g, — fg =

fn(gn _g)"'g(fn_f)']
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Corrigé —  Soit 0 > 0 et € > 0. On remarque que

s~ F512 31 < Ufulgn 9= ) Ulglfy N 2

I

N on

Pour tout k > 0, on a donc

fugn 512 31 € ful 2 K Ullgn —g1 ) Ullgl = KU lfy ~ 1 7).

Grdce aux deux questions précédentes, il existe donc ky, kg et ng t.q. avec k = max{ky, ko},

n2ng = mi{lfugn— fgl 2 0)) < 2¢ + m({lgn — gl > z—imm(ufn ~flz %}).

En utilisant les convergences en mesure de f, et g,, on obtient alors I’existence de nj t.q.
n=ny = m({|fugn — f§1 > 0}) < 4e.
Ce qui prouve que f, g, — fg en mesure.
(d) En prenant (E, T, m) = (R, B(R), A), Donner un exemple pour lequel f g ¢ ﬁl}{(E, T, m).
Corrigé —  On peut, par exemple, prendre f et g définies par f(x) = g(x) = 1/+/x pour x €]0,1[ et f (x) = g(x) =0
si x 2]0,1[. (Et on prend f,, = f et g, = g pour tout n € N.)
2. En prenant (E, T, m) = (R, B(R), ), Donner un exemple pour lequel f,, g, /> f g en mesure, quand # — +oco (pour
cet exemple, on a donc f ¢ [I]}Q(E, T, m)ouge [l]}Q(E, T, m)).
Corrigé — On peut prendre, par exemple,
fu(x) = m

n(x) = x2+1, pour tout n € N et x € R.

, pour tout n € N et x € R.

Exercice 4.14 (Sur I’inégalité de Markov) Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € E%(E, T, m).

1. Montrer que pour tout a > 0, on a am({|f| > a}) < f |f|dm.
{If1>a}

Corrigé — Comme |f| € M., la méthode pour faire les questions 1 et 2 a déja été vue (voir I'inégalité (4.6)).

Soit a> 0. On remarque que |f|1{f|>q) > aly|f|>a). Par monotonie de l'intégrale, on en déduit :

1> a0 = [[atygagdn < [ 111 4gpqdn - f”ﬂ Ik
>a
2. Montrer que pour tout a > 0, on a m({|f| > a}) < (J |f|dm)/a. (Ceci est I'inégalité de Markov.)

Corrigé — Comme f |fldm < f| fldm, cette question découle immédiatement de la précédente.
{If |>a}

3. Montrer que
lim am({|f| > a}) = 0. (4.28)
a—0o0

Corrigé —  Soit (ay;)neny CR 1.q. a,; — +o00, quand n — +c0. On pose

8n =f 1L f1>a,)-
Ona g, — 0 p.p. quand n — +oo et, pour tout n €N, |g,| <|f| p.p.. Grdce au théoréme de convergence dominée, on
en déduit que fgndm — 0 quand n — +oo et donc, avec la question 1, a,m({|f| > a,,}) = 0 quand n — +co.
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4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (4.28) dans les 2 cas suivants :
(E, T,m)=(R,B(R),A) et (E, T, m) =(]0, 1], B(]0,1[), A).

Corrigé — Dans le cas (E, T, m) = (R, B(R), A), il suffit de prendre f = 1.

Dans le cas (E, T, m) = (]0,1[, B(]0, 1{), A), on peut prendre, par exemple, f définie par f(x) = m pour x €]0,1[. La
fonction f est mesurable mais n’est pas intégrable. Pour a > 0, on a am({|f| > a}) = ax, avec x; > 0 t.q. x4|In(2x,)| = %.
On a x; — 0 quand a — oo et donc am({|f| > a}) = ax, = Wl(lT)l — 0 quand a — co.

a

Exercice 4.15 (Sur la positivité presque partout.) Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € ZJI%&(E, T, m). Montrer

que :

f=0p.p. <:>f fdm >0 pour tout A € T.
A

Corrigé — On suppose d’abord que f > 0 p.p.. Soit A€ T, onaalors f1 > 0 p.p. et donc, par monotonie de I'intégrale
sur L1 (proposition 4.26 page 131), fAfdm = jflAdm >0.

En fait, pour étre tout a fait précis, la proposition 4.26 est énoncée avec I’hypothése “f > g” et non seulement “f > g
p.p.”. Toutefois il est clair que cette proposition est aussi vraie avec seulement “f > g p.p.”. Il suffit de remarquer que,
si f>gp.p.,ilexiste BET t.q. m(B)=0er f > g sur B. Onadonc f1pc > glpe. Si f,g € L1, la proposition 4.26
donne alors flecdm > jngsdm. On en déduit ffdm > jgdm car Ifdm = Ilecdm et Igdm = jngcdm (voir
la proposition 4.28 page 133).

On suppose maintenant que JAfdm > 0 pour tout A € T. Soit n € N*, on choisit A = A, = {f < —%} ={xe€eE:
flx)< —% }, de sorte que f1p, < —% 1a,,- La monotonie de I'intégrale sur LY (proposition 4.26 page 131) donne alors

1
jflA dm < ——m(Ay,).
n n
Comme J f1a,dm > 0 par hypothese, on a donc nécessairement m(A,) = 0.

Par o-sous additivité de m, on en déduit que m({f < 0}) = m(U,en+{f < —%}) =0, etdonc f >0 p.p..

Exercice 4.16 (Equi-intégrabilité et équi—petitesse a I’infini)
Soient (E, T, ) un espace mesuré et f € L1 (= [I%&(E, T, m)).

1. Montrer que : Ve >0,30>0tq. YA€ T, m(A)<d = J. |fldm < e. [Introduire f,, = inf(|f|, n).]
A

Corrigé — On pose f,; =inf(|f|, n). Comme |f|- f,, — 0 p.p. (et méme partout), quand n — +oo, et que 0 < |f|-f,; <
Ifl e L1, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (If I = fi)neN (ou la proposition 4.29). 1
donne que J(|f| — fu)dm — 0 quand n — +co.

Soit € > 0, il existe donc n € N t.q. j(|f| — fpn)dm < e Pour A€T, onadonc :

[ istam< [ 071 rdme [ g
< J-(Ifl—fn)dm+ Lfndm <e+nm(A).

En prenant & = % on en déduit :

AeT, m(A)§6:>J |fldm < 2e.
A

N.B. : Au lieu d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (|f| - f,)neN, on peut aussi faire cet question
en appliquant le théoréme de convergence monotone a la suite (f,;)neN et en utilisant le fait que f € ch
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2. Montrer que : Ye>0,3Ce T tq.:
(i) m(C) < +o0, (ii) j |fldm <e, (iii) sup|f| < +oo.
Cce C

[Considérer C,, = {x € E; — <|f(x)| < n}, et montrer que pour 1 > ngy ol 1 est bien choisi, C,, vérifie (i), (ii) et
n
(iii).]
1
Corrigé — Pour n e N*, on pose C;,; = {x € E; — < |f(x)| < n}. Soit neN*, on a |f| < n sur C, et %m(Cn) <
n

j|f|dm < o0. Les conditions (i) et (iii) sont donc vérifiées si on prend C = C,,.

Soit € > 0. On va maintenant montrer qu’on peut choisir n de maniére avoir aussi (ii). Pour cela, on pose g, = flcg, de
sorte que g, — 0 p.p. (et méme partout) et |g,| < |f| p.p. (et méme partout), pour tout n € N*. On peut donc appliquer
le théoréme de convergence dominée a la suite (g,)neN (ou la proposition 4.29). Il donne que f|gn|dm — 0 quand
n — +oo. Il existe donc n € N* t.q. (ii) soit vérifiée. En prenant C = C,;, on a donc (i), (ii) et (iii).

Exercice 4.17 (Intégration par rapport a une mesure image) Cet exercice est une généralisation a un espace
mesuré quelconque du théoreme de la loi image (théoreme 4.58) qui est restreint a un espace probabilisé. Soit
(E, T, m) un espace mesuré, (F,S) un espace mesurable et f de E dans F. On suppose que f est mesurable, c’est-a-dire
que f~1(B) € T pour tout B € S. Pour tout B € S, on pose p(B) = m(f~!(B)) (On note souvent p = f,m).

1. Montrer que p est une mesure sur S (on I’appelle mesure image de m par f).

Corrigé—  On remarque tout d’abord que . est bien application de S dans R, et que w(®) = 0 (car f1(0) = 0 et
m(0) =0).

On montre maintenant la 6-additivité de . Soit (B,),eN une suite d’éléments de S disjoints deux a deux. On pose
B = UyenBy,. On veut montrer que w(B) = )_,,en 1(Byy).
La suite (ff1 (By))neN est une suite d’éléments de T, disjoints deux a deux. La c-addivité de m donne alors

m(Upenf " (Bu)) = ) m(f 7 (By).
neN
Comme Upenf~ (By) = f 1 (UnenBy) = f71(B), on a done

B(B) = m(f~ (B) = m(Upenf T (Bu)) = ) m(f (Bu) = ) p(By)
neN neN
Ceci prouve bien que W est 6-additive et donc que p est une mesure (surS).

2. p est-elle finie (resp. o-finie, diffuse) lorsque m est finie (resp. o-finie, diffuse) ?

Corrigé — Onap(F) = rn(f_1 (F)) = m(E). La mesure p est donc finie si la mesure m est finie,

Par contre, si la mesure m est o-finie, la mesure y n’est pas nécessairement o-finie. Un exemple simple est obtenu en
prenant E=F =R, T =S = B(R), m= X et f(x) = 0 pour tout x € R. On a alors, pour tout A € B(R),
+oosi 0 €A,
WA) = .
0si0¢A.
La mesure m est bien o-finie mais la mesure y n’est pas o-finie.

Le méme exemple montre que m peut étre diffuse sans que W soit diffuse. En effet, dans I’exemple précédent, la mesure
m est diffuse alors que u({0}) = +oc0 > 0.

3. Montrer qu’une fonction @ mesurable de F dans R est p—intégrable si et seulement si @ o f est m-intégrable et

que dans ce cas
J@ofdm:fqbdp. (4.29)
E F
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Corrigé —  On raisonne ici en commengant par considérer ® = 1g (avec B € S) puis © € £, (F,S) et & € M (F,S).

Soit Be S et ® = 1. On a alors
Lq)dV = ”(B) = m(f_l (B)) = J;E 1f—1(B)dm

:j 1B(f (x))dm(x) :f Do fdm. (4.30)
E E

On suppose maintenant que P € £, (F,S). Il existe donc p e N, ay,...,ap ERy et Ay,...,Ap €519 O = Zf’zl o; D;
avec ©; = lAi' Par linéarité positive de |y et m, on en déduit, avec (4.30),

P P
J Qdp = Zaij bidp = Z“if diofdm
F i=1 JF i=1 E
4
:f ) ai®iofdm= f Do fdm.
B E

On peut maintenant considérer le cas ® € M (F,S). Il existe alors une suite (Py,),ecN d’éléments de £, (F,S) t.q.
D, T ©. Comme IF bpdp = IE &y o fdm pour tout n €N, le théoreme de convergence monotone (ou simplement
la définition de 'intégrale sur M, ) donne alors IF ddp = qu) o fdm. L’égalité (4.29) est donc vraie pour tout
® e M, (FS).

Enfin, soit ® mesurable de F dans R (c’est-a-dire ® € M(F,S)). En utilisant (4.29) avec ®F et ®~ (et en notant que
(@of)t=@%ofet(Dof)” =D of)on obtient que O est p-intégrable si et seulement si D o f est m-intégrable et
que, si D est p-intégrable, (4.29) est vraie.

Exercice 4.18 (m—mesurabilité) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit A € T t.q. m(A) = 0 et f une application

de A€ dans R. Montrer que :

il existe ¢ mesurable de E dans R t.q. f = g p.p. si et seulement s’il existe (f,,),en. suite de fonctions étagées, t.q.

fu— f p-p., quand n — +oo.

Corrigé — On suppose d’abord qu’il existe g mesurable de E dans R t.q. f = g p.p.. Il existe donc Be T t.q. m(B) =0
et f = g sur BE (et B C A%, i.e. ACB).

Comme g € M, la deuxieme caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.20 page 91) donne I’existence d’une suite
(fi)neN C & t.q. fu(x) — g(x) pour tout x € E. On a donc aussi f,(x) — f(x) pour tout x € B€. Comme m(B) =0, on a

bien f,, — f p.p..

On suppose maintenant qu’il existe (f;)neN C € t.q. fy = f p.p.. Il existe donc Be T t.q. m(B) = 0 et f,,(x) — f(x) pour
tout x € B (on a donc aussi B¢ C A°). On pose g, = f1pc et on définit ¢ par g(x) = f(x) si x € B er g(x) = 0 si x € B.
Avec ces choix de g, et g, on a (gy)neN € € et §,(x) — g(x) pour tout x € E. On a donc, par la proposition 3.20, g € M.
Onaaussi f = g p.p. car f = g sur B et m(B) = 0.

Exercice 4.19 (Mesure complete, suite de ’exercice 2.33) On reprend les notations de 1’exercice 2.33 page 78.

On note donc (E, T, 71) le complété de I’espace mesuré (E, T,m1).
Montrer que £]§(E, T,m) C ﬁﬁg(E,T,m). Soit f € Kﬁ(E,T,W), montrer qu’il existe g € [l]%(E, T, m)tq. f =g p.p.

et que J-fdmz jgdm.

Corrigé — 1. On commence par montrer que Eﬁg(E, T,m)C Kﬁ(E,i, ™).

Comme T C T, on a M(E,T) € M(E,T), M,(E,T) € M,(E,T), £E,T)C EE,T) et £.(E,T) C E.(E,T). Puis,
comme m = m sur T, on a jfdm = jfdﬁ pour tout f € E.(E,T). Si f € M, (E,T), il existe une suite (f,)neN C
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EL(ET)tq. fu T f quand n — +co, la définition de ’intégrale sur M. donne alors :
dem = deﬁ, pour tout f € M (E,T). (4.31)

Soit f € K%R(E, T, m), on a donc f € M(E,T) € M(E,T) et (4.31) donne Ilfldﬁ = f|f|dm < oco. Donc, f €
EIIR(E,T,W). En appliquant (4.31) & f*, on montre aussi que dem = ffdﬁ.
2. On va montrer la deuxieme partie de la question en raisonnant en trois étapes :

(a) Soit C € T. Il existe donc A€ T, N e N, t.q. C=AUN. Il existe Be T t.q NCBet m(B)=0. Ona
{1o = 1c} C N CB. Donc, {1a # 1¢c} € Ny, = Ni, ¢’est-a-dire 15 = 1¢c m-p.p. et m-p.p.. En fait, comme
Ny = N, il est identique de dire “m-p.p.” et “m-p.p.”, on dira donc simplement “p.p.”.
(b) Soit f € E(E,T). I existe ay,...,a, € Ret Cy,...,C, €T t.q. f = Y. ailc,. D’apres (a), on trouve
Ay,..., Ay €T g 14, =1c, p-p., pour tout i. On pose alors g = Z:’zl ailp,, de sorte que g€ E(E, T)etg=f
p-p-.
(c) Soit f € [:%R(E,T,m). Comme f € M(E,T), il existe (d’apreés la proposition 3.20) (fy)nen C E(E,T) t.q.
fu(x) = f(x) pour tout x € E. D’aprés (b), pour tout n € N, il existe g, € E(E, T) t.q. f, = g, p-p.. Pour tout
neN, il existe Ay, € T t.q. m(A,) =0 et f, = g, sur AY. On pose A = J,enAy- Ona A€ T, m(A) =0 et
fn = gu sur AS, pour tout n € N. On définit alors g par g = f sur A® et g =0 sur A. Ona g€ M(E,T) car g est
limite simple de (g,1ac) € E(E, T) (cf. proposition 3.20) et f = g p.p. (car f = g sur A°).
Comme |f|,|g| € M,(E,T) et |f| = |g| p.p., on a co > j|f|dﬁ = J|g|dW. Puis, comme |g| € M, (E,T), (431)
donne f|g|dﬁ = f|g|dm. On en déduit donc que g € EIE(E, T, m).

Enfin, en utilisant le fait que f* = g% p.p., f~ =g p.p. et (4.31) (avec g* et g~) on a aussi :

dem: ff*dm-ff*dm: jg*dm— Jg*dm
= Jgﬂim—fg‘dm = fgdm.
On a bien trouvé g € L]%%(E, T, m)tq. f=gpp. et ffdﬁ = jgdm.

Exercice 4.20 (Petit lemme d’intégration) Soit (E, T,m) un espace mesuré et f € M(E,T). (On rappelle que
M(E, T) est I’ensemble des fonctions mesurables de E dans R.)

1. On suppose (dans cette question) que f € EllR(E, T, m). Montrer que
(Apnen CT, m(A,) >0 = JflAndm - 0. (4.32)
Corrigé — Comme f € tllR(E’ T, m), la question 1 de I’exercice 4.16 page 159 donne : Ve >0,3n>0tq. (A€T,
m(A) <n) = [ fladm <. Ceci donne (4.32)....

2. On prend (dans cette question) (E, T, m) = (R, B(R), A). Donner un exemple pour lequel f € M(E,T), f > 0 (de
sorte que f € M, (E, T)) et (4.32) est faux.

Corrigé — Onprend f(x) = x1g, (x) et A, =]n,n+1/n[. Ona m(A,) — 0 (quand n — +oo) et fflA”d)\ > 1 pour
tout n € N. Donc, fflA”d)\ + 0.

3. On suppose (dans cette question) que m(E) < co et que f > 0 (c’est-a-dire f(x) > 0 pour tout x € E). Montrer que
(Ap)uenC T, JflAndm -0 =>m(A,)—0. (4.33)

[On pourra utiliser le fait que, pour p e N*, A, C {f < %} U{xeA,; f(x)> %}.]
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Corrigé— Onalf < p%}c {f < Il,}, Npeneif < %} =0 erm({f < Il,}) < 00, pour tout p € N* (car m(E) < o). La

propriété de continuité décroissante de la mesure m donne alors que m({f < %}) — 0 quand p — co.
Soit € > 0. Il existe donc p € N* t.q. m({f < %}) <e& Onaalors m(A,) <e+m({x € Ay; f(x) > %}) < £+pff1Andm.

Comme fflAndm — 0, il existe donc ng t.q. m(A;,) < 2€ pour n > ng, ce qui prouve (4.33).

4. On prend (dans cette question) (E, T, m) = (R, B(R), A) (de sorte que m(E) = +o0). Montrer que si f € K]E(E, T,
m) et f >0, alors (4.33) est faux. Donner un exemple de f € L]ﬁ(E, T, m)tq. f >0.

Corrigé — On prend A, =]n,n + 1[. En appliquant la proposition 4.29 page 133 (ou le théoréme de convergence
dominée) a la suite (f 14, )ueN, on obtient que fflAnd}\ — 0 (quand n — +o0). D’autre part A(A;) =1 /4 0. La
propriété (4.33) est donc fausse.

On obtient un exemple de f € ﬁﬁ(R,B(R), A) t.q. f >0 en prenant f(x) = exp(—|x|).

Exercice 4.21 (Fatou sans positivité) Soit (E, T, ) un espace mesuré. Soit (f,,),en C L%(E, T,m), f e Lﬂ{(E, T,

m) et h € M(E, T). (On rappelle que M(E, T) est I’ensemble des fonctions mesurables de E dans R.)

1. On suppose que f,, — h p.p. quand n — +oo, f, > f p.p. pour tout n € N, et on suppose qu’il existe C € R t.q.
andm < C pour tout n € N.

(a) Montrer qu’il existe (g,,),en C [Z]}Q(E, T, m)etge [)ﬁk(E, T, m) t.q.
i. fy=g,p.p,pourtoutneN, f =g p.p.,
ii. g,(x) — h(x), quand n — +oo, pour tout x € E,
iii. g, > g pour tout n € N.

Corrigé — Soit A€ T r.q. m(A) = 0 et f,(x) — h(x) pour tout x € A€. Pour tout n € N, soit A;; € T t.q. m(A,;) =0
et fu(x) > f(x) pour tout x € (A,)°. On pose B=AU (U,enAn)- Ona Be T, m(B) =0, f,(x) = h(x) pour tout

x € BC et f,,(x) > f(x) pour tout x € BC.
On pose, pour n €N, g, = f,1pc + hlp et g = f1pc + hlp. On a bien (gy;)neN C EIIR(E, T, m), ge E]E(E, T, m) et

les 3 conditions demandées sont vérifiées.

(b) Montrer que h € Eﬁg(E, T, m).
Corrigé — On applique le lemme de Fatou a la suite (g, — )neN C My (noter aussi que (h—g) € M..).
On obtient | (h-g)dm <liminf, o [(gy—g)dm < C— [ gdm < co.
On en déduit que (h—g) € L%R(E, T, m)etdonch=h—-g+ge¢ /L%&(E, T, m).

2. (question plus difficile) On reprend les hypotheses de la question précédente sauf “f,, > f p.p., pour tout n € N”
que I’on remplace par I’hypothese (plus faible) “il existe D € R t.q. j fndm > D pour tout n € N”. Donner un
exemple pour lequel & ¢ K%&(E, T, m). [Prendre (E, T, m) = (R, B(R),\).]

Corrigé —  On prend f, = 1[1/n,n41/n] — nzl[o’l/n[ eth=1g, .Ona f;, = hp.p., andm =0ethe [II%Q(E, T, m).

Exercice 4.22 (Application du théoréme de convergence monotone)

Soit f € £ = £1([0,1],B([0,1]),A) (A désigne donc ici la mesure de Lebesgue sur B([0,1]).

1. Soit n € N. Montrer que la fonction x > ¢ f (x) appartient a £!.

Corrigé — Lafonction x — e est continue donc mesurable (de [0,1] dans R, tous deux munis de la tribu borélienne).
La fonction x — e"* f (x) est donc mesurable comme produit de fonctions mesurables.

On remarque ensuite que J|e”xf(x)|dk(x) <e"|fll1 < co. On en déduit que la fonction x > e"™ f(x) appartient & £l
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On suppose, dans la suite de 1’exercice, que f > 0 p.p. et qu’il existe M € R, t.q. que Je”xf(x) d\(x) < M pour
tout n € N.

2. Montrer que f = 0 p.p.. [Appliquer le théoréme de convergence monotone.]

Corrigé — Onpose A={f >0} ={x€E; f(x) >0} et B=A\{0}. Comme f est mesurable, on a A,B € B([0,1]).
Pour n € N, on pose g,,(x) = e"*|f (x)| pour x € [0,1]. Ona g, € M et g, 1 g avec g définie par :

g(x) =00, sixeB,

g(x)=0, six€]0,1]\B

=1£(0)

Le théoreme de convergence monotone donne que g € M et jgndm - Igdm quand n — +oo. Comme g, = e™ f
p.p., ona _[gndm = Ie”xf(x) d\(x) <M et donc, en passant a limite quand n — +oo, jgdm <M.
On a aussi hy, T g avec hy = nlg +|f(0)|1;g).
La définition de ’intégrale sur M, donne alors jgdm = lim;,_, 4 oo nA(B) et donc fgdm = oo si A(B) > 0. Comme
jgdm <M, on a donc \(B) = 0 et donc aussi M(A) = 0, ce qui donne f =0 p.p..

3. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f(x) = 0 pour tout x € [0,1].

Corrigé — On pose toujours A ={f >0} ={x € E; f(x) > 0}. Comme f est continue, I’ensemble A est un ouvert de
[0,1]. Si A # 0, il existe un intervalle ouvert non vide inclus dans A et donc A(A) > 0 en contradiction avec le résultat
de la question précédente qui donne M(A) = 0. On a donc A =0, c’est-a-dire f = 0 sur tout [0,1].

Exercice 4.23 (Distance associée a la convergence en mesure) Soient (E, T, ) un espace mesuré fini. On pose,
pour f et g fonctions mesurables de E dans R (c’est-a-dire f,g € M)

_ If -l
d‘f'g"f1+|f—g|d’”

1. Montrer que d est bien définie et prend ses valeurs dans R, (c’est-a-dire que % € L%Q(E, T, m) pour tout

f,8 € M) et que d est une semi—distance sur M (c’est-a-dire que d(f,g) = d(g, f), pour tout f,g € M, et que
a(f,h)<d(f,g)+d(g h), pour tout f,g,h e M).

2. Soient (f,)pen C /\/l et f C M. Montrer que f,, converge en mesure vers f lorsque # — +co si et seulement si
hm d(f,,, f) = 0. [1l est probablement utile de considérer, pour € > 0, les ensembles A, = {x € E;|f,,(x)— f(x)| >

e}.]
Exercice 4.24 (Lemme de Fatou et convergence en mesure)

Soit (E, T,m) un espace mesuré, (f,),en une suite de fonctions mesurables (de E dans R) et f une fonction
mesurable (de E dans R). On suppose que f, tend vers f en mesure quand n — +co.

1. Soit € > 0.

(a) Soit k € N*. Montrer qu’il existe 1 € N tel que m({|f, — f| > €}) < 1/2% pour tout 1 > 1. En déduire qu’il
existe une sous suite ( f(P(n))neN (la fonction ¢ est donc strictement croissante de N dans N) telle que

Zm {lfon) = f1= €}) < +oo.

neN
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Corrigé —  Selon la définition de la convergence en mesure, définition 3.40, on a limy,_, o, m({|f,, — f| > €}) = 0.
On en déduit ’existence de ny.
11 suffit, par exemple, de prendre @(0) = ng, puis, pour tout k > 1, @(k) = max{ng, @(k — 1)+ 1}. La fonction @ est

strictement croissante et .
Y mlllfpu = flzel <) o5 <o
neN neN

Pour n € N, on pose g, = fo(n), An = {lgn — fl 2 €}, et B, =UpZ, A
(b) Montrer que lim,,_, ., m(B,,) = 0.
Corrigé — Par o-sous additivité de m, on a
+00
m(B,;,) < Zm(AP) — 0 quand n — +oo
p=n

car la premieére question donne que ), ey M(A;;) < +oo.

(c) Soit n € N. Montrer que {|f| > 2¢} N A, C {|f] < 2|g,,|}. En déduire que

j \fldm < J |fldm < 2j|gn|dm. (4.34)
BN (If1>2¢) ASIfl22¢)

Corrigé —  Soir x € {|f| = 2¢} N AS,. Comme x € AS, on a |g,(x)— f(x)| < € et donc |g,,(x)| > |f (x)| — &. Comme
|f(x)| = 2¢€ on a donc |g,,(x)| > &. On en déduit que

If (O < 1f (%) = gn ()] + |gn (x)] < &+ 185 (x)] < 285 (x)].
On a bien montré que {|f| > 2e} N AS C{|f] < 2|gul}-

Comme A, C By, ona BS, N{|f| > 2¢e} € AS, N{|f| > 2¢}. Cette inclusion donne la premiére inégalité de (4.34). Puis
comme |f| < 2|gy| sur A§, N{|f| > 2¢}, on obtient la seconde inégalité de (4.34).

2. On suppose qu’il existe M € R t.q., pour tout n € N, f|fn|dm <M.
(a) Soit ¢ > 0. Montrer que

f |fldm < 2M. (4.35)
If1=2¢)

[On pourra noter que I| ¢,ldm < M, utiliser (4.34) et faire tendre n vers +c0.]
Corrigé — En reprenant les ensembles B,, de la question précédente on a

J|f|lB£,n{|f|22e}d’” < 2J|gnldm <2M.

La suite d’ensembles (By,),eN est décroissante. La suite (BS),eN est donc croissante. On pose B = N,;enBy,, de
sorte que U, e B¢, = BS. La suite de fonctions (|f|1B,C,ﬁ{|f|225})n€N converge donc (simplement) en croissant vers
If11Beny) f|>2¢)- Le théoreme de convergence monotone donne alors que

f|f|1BCm{|f|22e}dm <2M.

On utilise maintenant la continuité décroissante de m et la question 1(b). On obtient que m(B) = lim,,_, ., m(B;,) =
0. On en déduit que

j|f|l{|f|22s}d’” = j|f|lscn{|f|225}dm <2M.
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(b) Montrer que
f|f|dm < 2M. (4.36)

[On pourra utiliser (4.35) avec € = 1/n et faire tendre n vers +co.]

Corrigé — Soit n € N*, la question précédente donne

thHWR%deZM.

Quand n — +oo, |f|1 1f1=2) T1f]. On peut encore appliquer le théoréme de convergence monotone, il donne (4.36).
-n

(c) En modifiant 1égérement la technique utilisée a la premiére question, montrer que (4.36) reste vrai avec «M au

lieu de 2M des que o > 1.
En déduire que (4.36) reste vrai avec M au lieu de 2M.

Corrigé —  Soit 1> 0. A la question 1(c), on remplace I’ensemble {|f| > 2¢} par {|f| > (1 + n)e}.

Soit x € {|f| = (1 +n)g} N AY. Comme x € AS, on a |g,(x) - f(x)| < € et donc |g,(x)| > |f(x)] — &. Comme

|f (x)| = (1 +1n)e on a donc |g,(x)| > ne. On en déduit que

+1
[f GOl < 1f (%) = gn ()] + Ign ()] < €+ g (x)] < 11Tlgn(X)l-

On adone (If|> (1+ e} N AG < (If] < g

On obtient ainsi, au lieu de (4.34),
+1
i ldm < 12 [ g ldm.
BLN{If12(1+n)e) "

On reprend alors les questions 2(a) et 2(b) en appliquant toujours le théoreme de convergence montone. On obtient
jummg$$M.

Si o > 1, il est possible de choisir 1> 0 pour que (1 + 1)/1 = o. On obtient donc J|f|dm < aM. Enfin, comme o
est arbitrairement proche de 1, on en déduit bien que I|f|dm <M.

NB. Une autre méthode pour démontrer (4.36) (avec M au lieu de 2M) consiste a remarquer qu’il existe une sous
suite (fo(n))nen t9- fom) — f P-p- (ceci est une conséquence de la convergence en mesure de f,, vers f, exercice
3.28). 1l suffit alors d’appliquer le lemme de Fatou pour conclure.

Exercice 4.25 (Convergence p.p. et convergence vague)
On note £! I’espace E%&([O, 1], B([0,1]), A). Pour n € N, on définit la fonction f,, de [0, 1] dans R par

1. Montrer que f,, € L' et que ||f,|l; = 1.
2. Montrer que f,, — 0 p.p..
3. Soit ¢ € C([0,1],R). Montrer que

fol fu)p(x)dx - Z

1 :
(p(%) — 0 quand n — +oo0.
i=0

S |-

En déduire que fol fa(x)p(x)dx — Iol @(x)dx quand n — +co.

4. Peut-on appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (f;,),en+ ?
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4.11.2 L’espace L!

Exercice 4.26 (Mesure de densité) Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M,. Pour A € T, on pose u(A) =

[, fdm.

1. Montrer que p est une mesure sur T.
Corrigé — On rappelle que, par définition, pour tout A € T, on a jAfdm = _[flAdm avec f1p =0 sur AS et
fla=f sur A(onabien f1p € M, etdonc fAfdm est bien définie).
On montre maintenant que | est une mesure.

11 est clair que w(0) = 0 car f1a = 0 (sur tout E) si A = 0. Pour montrer que y est un mesure, il reste & montrer que

est o-additive.

Soit (Ay)uen C T t.g. Ay N Ay =0 sin=m Onpose A=J,eNyAy et on remarque que 1p(x) = ) en 14, (%)
pour tout x € E et donc f1x(x) = ¥ peN f 1A, (x) pour tout x € E. Le premier corollaire du théoreme de convergence

monotone (corollaire 4.18) donne alors
fflAdm - folAndm,
neN

c’est-a-dire W(A) = ), eN W(Ay). Ceci prouve que y est 6-additive et donc que p est une mesure.

2. Soit g € M. Montrer que g € [I]%(E, T, p) siet seulementsi fg € Lﬁg(E, T,m) (on pose fg(x)=0si f(x) =coet
g(x) = 0). Montrer que, pour g € L%(E, T, ), jgdu = ffgdm.
Corrigé — On raisonne en trois étapes :

(a) Soit g € £, \{0}. Il existe donc ay,...,ap € Ry et Ay,...,Ap €T tq g= Zle a;la,. On a alors (en posant
fg(x):Osif(x):ooetg(x):O)fg:ZleaiflAi EM,et:

Jfgdm = iaiJ‘flAidm: igi”(Ai) - J‘gd%

(Ce qui, bien siir; est aussi vrai pour § = 0.)

(b) Soit g € M. Il existe alors (g,)neN C E+ t.q. gy 1 g L’item précédent donne que ffgndm = Jgndpt. Avec le
théoréme de convergence monotone (pour y et pour m, puisque f g, T f g en posant toujours f g(x) =0 si f(x) = oo
et g(x) = 0), on en déduit que fge M, et :

jf gdm= fgdu- (4.37)

(c) Soit maintenant § € M. En appliquant (4.37) a |gle M, ona:

[ vrgtam= [ sigiam= [ gian,

fgeLL(E T, m) & ge LL(ET,p).

et donc :

En fait, on peut ne pas avoir f g € K%R(E, T, m) car f g peut prendre les valeurs +oco. L’assertion “f g € LIE(E, T,m)”
est a prendre, comme d’habitude, au sens “il existe h € [:IlR(E' T, m) t.q. fg =h p.p.”. Ceci est vérifié car si
I|fg|dm < oo, ona|fg| < oo p.p.. Il suffit alors de changer f g sur un ensemble de mesure nulle pour avoir une
fonction mesurable prenant ses valeurs dans R.

Sige C]%Q(E, T, ), en écrivant (4.37) avec g* et g~ (qui sont bien des éléments de M. ) et en faisant la différence
on obtient bien que ffgdm = fgdy.
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Exercice 4.27 (Suite bornée convergeant dans L!) Soit (E, T, ) un espace mesuré, (f;,),en C L]ﬁ(E, T, m) et
fe L%&(E, T, m). On suppose que f,, — f dans L]}Q(E, T, m) et qu’il existe C > 0 tel que |f,| < C p.p. et pour tout

n € N. Montrer que f|fn — fI?dm — 0 lorsque 1 — +co.

Corrigé — Comme la suite (f,;)eN converge vers f dans L]%Q(E, T, m), elle contient une sous-suite qui converge p.p..
c’est-a-dire qu’il existe application ¢ strictement croissante de N dans N t.q. f(P(n) — f p.p.. Comme, pour tout n € N,
|f<P(”)| < Cp.p., on en déduit que |f| < C p.p..

Pour conclure, on remarque maintenant que

0< J|fn—f|2dm§ f(|fn|+|f|)|fn_f|dm < 2CJ|fn—f|dm—>0 quand n — +oo.

Exercice 4.28 (Comparaison de convergence dans L') On considere ici I’espace mesurable (R, B(R)), out B(R)
est la tribu des boréliens sur R. On note A la mesure de Lebesgue et, pour a € R, on note 0, la mesure de Dirac en
a. On pose p = 01 + 0, + 3\ (noter que p est une mesure sur 5(R)). Soit f 1’application de R dans R définie par
f(x)=x3.On pose f, = f1{_,) pour tout n € N. On pose Li(p) = LI}Q(R,B(R),M).

1. Montrer que, pour tout n € N, £, € L!(p), et calculer a,, = Ifndu.

2. A-t-on convergence simple, convergence uniforme, convergence en mesure, convergence dans L ( ) de la suite

(fn)neN 2.

Exercice 4.29 (Convergence uniforme et convergence des intégrales)

Soient (E, T, ) un espace mesuré et (f,),en C L (= LIlR(E, T,m)); on suppose que f,, converge uniformément
vers f quand n — +oo (plus précisément : il existe des représentants des f,,, encore notés f,, t.q. f, converge
uniformément vers f).

1. A-t-on f € L! (plus précisément : existe-t-il F€ L t.q. f = g p.p. si g € F) ? [Distinguer les cas m(E) < +co et
m(E) = +00.]

2.Sifellet (Jf,,dm)neN converge dans R, a-t-on : liIJIrl andm = J‘fdm ?
n—+00

Exercice 4.30 (Convergence dans L' de fonctions positives) Soit (E, T, 7) un espace mesuré. On note L! I’espace
Lﬁa(E, T, m). Soit (f,)uen € L et f € LL. On suppose que, pour tout n € N, f, > 0 p.p., que f, — f p.p. et que
ffndm — jfdm lorsque 1 — +oco. Montrer que f, — f dans L!. [On pourra examiner la suite (f — f,,)*.]

Corrigé— Onpose h, = (f — f,)*. On a donc (hy)penN C L]k(E, T,m) et hy, — 0 p.p.. De plus, comme f,; > 0 p.p., on
a0<h, <f* pp. Eneffet, soit x € E t.q. hy(x) = 0. On a alors, si f,(x) > 0 (ce qui est vrai pour presque tout x),
0 <hy(x) = f(x) = fu(x) < fx) = f7(x).

Comme f+ € L%R(E, T, m), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a cette suite (hy,)uenN, il donne que
h;,, — 0 quand n — +oo, ¢’est-a-dire

j(f — fu)Tdm — 0, quand n — +co. (4.38)
On remarque ensuite que
[ frdm= [ = gam- [ - g,
et donc, comme Ifndm — dem lorsque n — +oo,

J(f —fu)"dm — 0, quand n — +oco. (4.39)

168



De (4.38) et (4.39), on déduit
J-|f — fuldm — 0, quand n — +oo,

c’est-a-dire f,, — f dans L[}Q(E' T, m), quand n — +co.

Exercice 4.31 (Exemple de convergence)
On pose (E, T,m) = ([-1,1], B(R),A). Pour n € N, on pose f, = nli-1

2wzl
1. Montrer que la suite (f,),cn est bornée dans L! et que la suite (I fndA),en converge.
2. Peut-on appliquer le théoréme de convergence dominée ?

3. A-t-on convergence de la suite (f;),cn dans L]%{(E, T, m)?

4. Montrer que pour toute fonction ¢ continue de [-1,1] a valeurs dans R, f fapdX — I(pd O lorsque 1 — +co.
Exercice 4.32 (Théoréme de Beppo-Lévi)
Soient (E, T, ) un espace mesuré, (f,,),eny C L (= LIlR(E, T,m))et f : E > R, tels que

() f, — f p-p. lorsque n — +co.

(ii) La suite (f,;),en est monotone, ¢’est-a-dire :

fnr1 = fu p-p-, pour tout n € N,
ou

fns1 < fo p-p-, pour tout n € N.

1. Construire (g,),en C L£1(= ﬁ]ﬁ(E, T,m))etge Mtq. f, =g, p-p-» f =g p-pP-» u(x) = g(x) pour tout x € E, et
gn41 = &, pour tout n € N (ou g,,11 < g, pour tout n € N).

Corrigé —  Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, que I’on note encore f,.
L’hypothese (i) donne qu’il existe A € T t.q. m(A) = 0 et f,,(x) — f(x) pour tout x € A°.

L’hypothése (ii) donne que la suite ( f,;),eNest monotone. On suppose que cette suite est monotone croissante (le cas
monotone décroissante est similaire). Il existe alors, pour tout n € N, A, € T t.q. m(Ay,) =0 et fr41 = f, sur AS,.

On pose B=AU (U,enAp)- Onadonc BeT et m(B) = 0. Puis on pose g, = f,1pc et on définit g par g(x) = f(x) si
x€BCerg(x)=0sixeB. Onabien f =gp.p., (gn)neN C L%&(E, T,m)), fy = g p-P. €t n+1 = &y (pour tout n € N).
Enfin g,(x) — g(x) pour tout x € E, et g € M car g est limite simple d’éléments de M (voir la proposition 3.19 sur la
stabilité de M).

On remarque aussi que, pour tout n €N, f, et g, sont deux représentants du méme élément de L]i(E, T, m) et

jfndm = fgndm.

2. Montrer que f €L! & lim J‘fndm eR.
n—+00
Corrigé — On reprend la suite (g,)neN et la fonction g construites a la question précédente et on distingue maintenant
les 2 cas de I’hypothese (ii).
Cas 1 : La suite () neN est supposée monotone croissante.

Dans ce cas, on a (g, — 80) T (¢ — g0) quand n — +oo et, comme (g, — go) € M. pour tout n € N, on peut utiliser
le théoreme de convergence monotone dans M. (théoreme 4.16). Il donne ((g — go) € M, et)

J(g,, —-go)dm — j(g—go)dm quand n — +oo. (4.40)
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On sait déja que (g — go) € M et que f|g —goldm = I(g —go)dm car (g — go) € M. La propriété (4.40) donne
alors que (g — go) € LI]%R(E, T, m) si et seulement si la limite de la suite (croissante) (I(gn —80)dm)enN est dans R
(c’est-a-dire différente de ).

Comme gy, g0 € LIE(E, T, m), ona f(gn—go)dm = fgndm—fgodm etdonc (§—g0) € Ei(E, T, m) si et seulement
si la limite de la suite (croissante) (Igndm)neN est dans R.

Enfin, comme g = (g —g0) + g0 et que gy € L]%Q(E, T, m),onage ﬁﬁQ(E, T, m) si et seulement (g — go) € £I}£(E’ T,

m) et finalement on obtient bien que g € LIIR(E, T, m) si et seulement la limite de la suite (croissante) (Igndm)neN
est dans R.

On conclut en remarquant que Ifndm = fgndm pour tout n € N et f = g p.p.. Plus précisément :

— Si la limite de la suite (croissante) (ffndm)neN est dans R, on obtient que g € £1) et donc que f € L]}Q(E, T, m)
au sens oul il existe g € ﬁ]ﬁ(E, T, m) t.q. f = g p.p. (on confond donc f et la classe de g, c’est-a-dire {h € ,C%&(E,
T, m); h=gpp})

— Réciproquement, si f € L]ﬁ(E, T,m), cela signifie qu’il existe h € LI]}{(E, T, m) t.q. f = h p.p. (on a donc
confondu f et la classe de h). Comme f = g p.p., on a aussi h = g p.p.. Comme g € M, on obtient donc que g
€ .C%&(E, T, m) et donc (g —go) € LIIR(E, T, m) ce qui donne, par (4.40), que la limite de la suite (croissante)
(jfndm)neN est dans R.

Cas 2 : La suite (g,)neN est supposée monotone décroissante.

La démonstration est trés voisine de la précécente. On remarque que (g0 — £5,) T (20 — g) quand n — +oo et, comme
(80 — &) € M. pour tout n € N, on peut utiliser le théoréeme de convergence monotone dans M (théoréme 4.16).
Il donne ((go — g) € M et)

J(go—gn)dma\f(go—g)dm quand n — +oo. (4.41)

On sait déja que (g — go) € M et que J|g—g0|dm = J(gg —g)dm car (g9 — g) € M. La propriété (4.41) donne
alors que (g — go) € [l%&(E, T, m) si et seulement si la limite de la suite (croissante) (f(go —gy)dm)yeN est dans R
(c’est-a-dire différente de o).

Comme gy, 80 € Lﬁg(E, T, m), ona f(go—gn)dm = fgodm—fgndm et donc (§—g0) € Lﬁ%(E, T, m) si et seulement

si la limite de la suite (décroissante) (fgndm)neN est dans R (c’est-a-dire différente de —co).

Enfin, comme g = (g—g0)+g0 et que gy € KIIR(E, T,m),onage E]E(E, T, m) si et seulement (§—go) € ﬁi(E, T, m)

et finalement on obtient bien que g € Lﬁg(E, T, m) si et seulement la limite de la suite (décroissante) (Igndm)neN
est dans R.

On conclut en remarquant que Ifndm = fgndm pour tout n € N et f = g p.p., comme dans le premier cas.

3. On suppose ici que f € L!, montrer que f, — f dans L', lorsque 1 — +co.

Corrigé —  On utilise toujours la suite (g,,)neN et la fonction g construites a la premiére question.

Comme f € LIIR(E, T,m)onage EI}%(E, T, m) et la propriété (4.40) (ou la propriété (4.41)) donne fgndm - Igdm
quand n — +oo et donc

J|gn —gldm — 0 quand n — +oo.

(On a utilisé ici le fait que (g, — g) a un signe constant et que g € K%R(E, T, m).)

Comme ||f, — fll1 = Ilgn —gldm, on en déduit que f,, — f dans L%R(E, T, m), quand n — +oo.

Exercice 4.33 (Préliminaire pour le théoreme de Vitali)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit f € L' (= L]ﬁ(E, T, m)).
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1. Montrer que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que :
AeT, m(A)Sé:J |fldm <e.
A

[Choisir un représentant de f et introduire f,, = inf(|f|, n)].

Corrigé — En choisissant un représentant de f, cette question est démontrée a la question 1 de ’exercice 4.16.

2. Soit € > 0, montrer qu’il existe C € T t.q. m(C) < +o0 et f |fldm <e.
CC

1
[Choisir un représentant de f et considérer C,, = {x € E; — <|[f (x)|}.]
n

Corrigé —  On choisit un représentant de f, encore noté f, et on pose, pour tout n € N*, C, = {|f| > %}

Comme |f| > + Lc,, on a, par monotonie de I'intégrale, m(C,) < nl|fl1 < +oo pour tout n € N*.

On pose maintenant g, = |f|Lcc. On remarque que g,(x) — 0 pour tout x € E et que |g,| < |f|. On peut donc appliquer

le théoréme de convergence dominée a la suite (g,,)neN (ou la proposition préliminaire 4.29). Il donne que I gndm — 0
quand n — +oo.

Soit € > 0, il existe donc ny € N* .q. Igndm <& On prend alors C = Cy,, on a bien m(C) < +oo et JCC |fldm <e.
Exercice 4.34 (Théoréme de Vitali)
Soient (E, T, ) un espace mesuré, (f;,),eny € L' (= L]E(E, T,m))etf:E—>Rtq. f, > f p.p..

1. On suppose #1(E) < +co. Montrer que f € L! et f, — f dans L! lorsque 1 — +co si et seulement si (f;,),,cyy est
équi—intégrable i.e. : Pour tout ¢ > 0, il existe 0t.q. (A€ T, neN, m(A) <o = jA |fuldm < €).

[Pour montrer le sens =, utiliser la question 1 de I’exercice 4.33. Pour le sens <, remarquer que f| fu—fldm =
JA |f— fldm+ JAE |f — f|dm, utiliser le théoréme d’Egorov et le lemme de Fatou...]

Corrigé — Sens(=) Soit ¢ > 0. D’apres ’exercice 4.33 (premiére question), il existe, pour tout n €N, o, >0 t.q. :
AeT, m(A) <o, > J [fuldm <. (4.42)
A
On ne peut pas déduire de (4.42) I’équi-intégrabilité de (f,,)neN car on peut avoir inf,eN 6, = 0.
Comme f € LY, il existe aussi 8> 0 tq.:

A€eT, m(A)SézJ |fldm <e. (4.43)
A

On va déduire I’équi-intégrabilité de la suite (f,)neN en utilisant (4.42) et (4.43).

L fuldm < L lf— fldm + L Fldm < f|fn ~ fldm+ L IFldm. (4.44)

Comme f, — f dans L! quand n — +oo, il existe ng eNrg. |Ifu—flli S esin>ng. Pour n>ng et m(A) <9, (4.44)
et (4.43) donne donc JA |fuldm < 2&. On choisit alors & = min{dy, ..., dy,, 0} > 0 et on obtient, avec aussi (4.42) (pour
tout n < ng) :

SoitAeT, ona:

neN,AeT, m(A) ngf |fuldm < 2e.
A
Ce qui donne I’équi-intégrabilité de la suite (f;)neN-

Sens (<)

171



on veut montrer ici que f € L1 et ||f,, — flli = 0 quand n — +co.

Soit € > 0. L’équi-intégrabilité de la suite (f,,)yeN donne Iexistence de > 0 t.q. :
neNAeT, m(A)SSﬁJ‘ [fuldm < 2e. (4.45)
A

Pour tout n € N, on choisit maintenant un représentant de f,,, encore noté f,,. Comme f, — f p.p., il existe BE T t.q.
m(B) =0 et f,, = f sur BC. En remplagant f par f1pc (ce qui ne change f que sur un ensemble de mesure nulle, donc
ne change pas les hypothéses du théoréme), on a alors f € M car f est limite simple de la suite (f,;,1pc)eNn C M
(noter que f est bien a valeurs dans R). Comme m(E) < +o0, on peut utiliser le théoréme d’Egorov (théoréme 3.39) ; il
donne Iexistence de A € T t.q. f,, — f uniformément sur A°, c’est-a-dire sup e ac | fu(x) — f (x)| = 0 quand n — +oo.
On a donc aussi, pour ce choix de A,

J |fi = fldm < m(E) sup |f,,(x) — f (x)| = 0, quand n — +co.
Ac xXEAC

1l existe donc ny(e) € N .q. IAC |fi = fldm < & pour tout n > ng(e). Avec (4.45), on en déduit, pour tout n > ng(e) :

1= pams [ if=piame [ ttdme [ ipiam <2+ [ 1pidm.

Pour majorer le dernier terme de ’inégalité précédente, on utilise le lemme de Fatou sur la suite (|f,|1 A)neN (qui est
bien dans M ). Comme liminf, . |fy|1a =|f|1a, il donne avec (4.45),

[ st < tmmint [ 11 <

On a donc, finalement,

n2n0(£)2J|fn—f|dm$3€. (4.46)

En choisissant n = ny(1), on déduit de (4.46) que f, — f € L! e donc que f=(f-fu)+fue LL. Cette appartenance
étant, comme d’habitude a prendre au sens oi il existe g € £ g f =g p.p. (en fait, ici, comme nous avons remplacé
f par f1ge ci-dessus, on a méme f € L1).

Puis, (4.46) étant vraie pour tout € > 0, on a bien montré que ||f,, — f|li — 0 quand n — +oo.

2. On suppose maintenant m(E) = +co. Montrer que : f € L! et f,, — f dans L! lorsque 1 — +oco si et seulement si
(fi)nen est équi-intégrable et vérifie : Ve > 0,AC e T, m(C) < +co et JCC |fuldm < e pour tout n.
[Pour montrer le sens =, utiliser 1’exercice 4.33. Pour le sens <, utiliser 1’exercice 4.33, le lemme de Fatou et le
résultat de la question 1.]
Corrigé — Sens (=)

(a) L’hypothése m(E) < +oo n’a pas été utilisée a la question précédente. La méme démonstration donne donc ici
I’équi-intégrabilité de la suite (f,;)neN
(b) On utilise maintenant la deuxieme question de [’exercice 4.33.

Soit € > 0. Pour tout n €N, il existe C,, € T t.q. m(C,;) < +oo et IC‘ fndm < e. Comme f € L!, il existe aussiD € T
n

t.q. m(D) < +oo et IDE fdm < . Enfin, comme f,; — f dans LY quand n — +oo, il existe ng t.q. Ilfi = fll1 <epour
tout n > ny.

On choisit maintenant C = DU (UZOZ() C,), de sorte que

0
m(C) < m(D) + Zm(Cn) < t00,
n=0

C¢ c D€ et C¢ c C§, si n < ng. Ce choix de C nous donne, pour tout n > n,

JCC |fuldm < JDC If|dm + J. f— fldm < 2e,
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et, pour tout n < no,

f |fn|dmsj foldm <
Ce C

On a donc m(C) < +o0 et fo | fuldm < 2¢ pour tout n € N.

Sens (&)
on veut montrer ici que f € L! et Ilfii = flli = 0 quand n — +co.

Soit € > 0. La deuxieme hypothése donne ’existence de C € T t.q. m(C) < +oo et

J |fuldm < € pour tout n € N. (4.47)
CC

Comme dans la question précédente, on peut supposer (en changeant éventuellement f sur un ensemble de mesure
nulle) que f € M. En appliquant le lemme de Fatou
a la suite (|fy|1ce)neNn C My, on déduit de (4.47) que

J |fldm<e. (4.48)
CC
La premiére hypothése (c’est-a-dire I’équi-intégrabilité de la suite (f,;)nen) donne Uexistence de 6> 0 t.q.
neN,AeT, m(A)§6:>j |[fuldm < e. (4.49)
A

On peut maintenant utiliser le théoreme d’Egorov sur la suite (fn|c)n€N (qui converge p.p. vers flc) dans ’espace
mesurable (C,Tc) oi Tc est la tribu {B € T ; B C C}. Il donne I’existence de AC C, AeT, t.q. m(A)<det f, > f
uniformément sur A° N C. On en déduit que
J |fy = fldm <m(C) sup |fu(x)-f(x)]— 0 quand n — +oo.
ANC xeANC
1l existe donc ng t.q.

n>ng= |fy—fldm <e. (4.50)
AcNC
Enfin, en appliquant le lemme de Fatou a la suite (|f|1 A)neN C M., on déduit de (4.49) que
f |fldm <e. (4.51)
A

11 suffit maintenant de remarquer que

J R R s WA

+j |fn|dm+f |fldm,
Ce Ce
pour déduire de (4.50), (4.49), (4.51), (4.47) et (4.48) que

n2n0:>'[|f,,—f|dm55£.

On conclut comme a la question précédente. En prenant d’abord € = 1, on montre que f € L! puis, comme € > 0 est
arbitraire, on montre que f, — f dans L! quand n — +oo.

3. Montrer que le théoréme de convergence dominée de Lebesgue peut étre vu comme une conséquence du théoréeme
de Vitali.

Corrigé —  Soient (f;;)peN C LlerFell g |ful < F p.p., pour tout n € N.

En utilisant I’exercice 4.33 sur ¥, on montre facilement I’ équi-intégrabilité de la suite (f,),, et I’existence, pour tout & >
0,de CeTtgqg m(C)<+ooet ICC |fuldm < € pour tout n € N (noter que si m(E) < +co cette propriété est inmédiate
en prenant C = E). Il est alors facile de montrer le théoréme de convergence dominée a partir du théoreme de Vitali.
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Exercice 4.35 (Théoréme de “Vitali-mesure”) Soit (E, T, ) un espace mesuré. On note £! = L} (E, T, m). Soit
(fu)new C L1 et f € M(E, T).

1. On suppose que m(E) < +co. On se propose ici de montrer que [f € £! et ||f,, — f|l; — 0 quand 1 — +oo] si et
seulement si on a les deux propriétés suivantes :

pl. f, — f en mesure, quand n — +co,
p2. La suite (f,,),en est équi-intégrable.

(a) Montrer le sens direct (c’est-a-dire que la convergence pour la norme de L' implique p1 et p2).
Corrigé —  On montre tout d’abord la convergence en mesure. Soit 1> 0. On a alors :
1
m({lfy, - fl=n}) < HJ‘|fn—f|dm—> 0, quand n — +oo.

Ce qui donne que f,, — f en mesure, quand n — +oco.

Pour montrer I’équi-intégrabilité, il suffit de remarquer que, pour tout A€T,ona:

L |fuldm < J|fn — fldm+ L |f|dm.

Soit e > 0. Comme f € L1, il existe (voir la proposition 4.50) 6> 0 tq.
m(A)s6:>J. |fldm <e.
A
Comme ||f,, — flli = 0, quand n — +oo, il existe ng t.q.

n2n0:>J|fn—f|dm§£.

On en déduit :
(n>ng et m(A)<d) = j |[fuldm < 2e. (4.52)
A

Puis, pour tout n € N, il existe (voir la proposition 4.50) d,, > 0 t.q.
m(A) <o, = J |fuldm < e (4.53)
A
En posant & = min{®, 8y, ..., d,} on a donc, avec (4.52) et (4.53) :
(neNet mA)<d) = j |fuldm < 2e.
A
Ce qui montre I’équi-intégrabilité de (f,;)eN-
(b) Pour montrer la réciproque, on suppose maintenant que f, — f en mesure, quand # — +oo, et que (f,;),en est

équi-intégrable.
i. Montrer que pour tout 3> 0 et 11> 0, il existe n € N t.q.: p,g > n= m({|f, — fg = n} < 0.

Corrigé — On remarque que, pour tout p,q € N et tout x € E, |fp - fl(x) < g et |fq - fl(x) < g implique
Ify = f4l(x) < 1. Onadone (|fy - fol = n} Cllfp = f1 = ) ULlfy - F1 2 31, ce qui donne :

mllfy =yl = ) < m(llfy = £12 TD+{fy = £1> 3.
Comme f,, — f en mesure, il existe n€ N t.q. :

o
pzun=mlify-f12 )<,
on en déduit :
p,gzn= m({|fp _fq| >n}) <o
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ii. Montrer que la suite (f;,),en est de Cauchy dans L.

Corrigé — Soitp,qeNetn>0,0na:

Ify - fyll :f |fp|dm+j [fyldm + ym(E). (4.54)
{lfp=falzn} Ifp—fal=n}

fp=fal=
Soit € > 0. D’apres I’équi-intégrabilité de (f,,)neN, il existe 3> 0 t.q.

(AeT,m(A)saetneN):j Ifl <. (4.55)
A

On commence a choisir v > 0 t.q. Wm(E) < . Puis, la question précédente donne Iexistence de n t.q. m({|f,— fg| >
n}) <& i p,q = n. On a donc, par (4.55) :

J pr|S£etJ‘ fgl <esip,g>n.
“fp_fqlzn} {lfp_fqlzn}

Finalement, (4.54) donne :

pa=n=llfp—follh <3e

La suite (f,;)neN est donc de Cauchy dans L.

iii. Montrer que f € £L! et que ||f,, — f]l; — 0 quand 1 — +co.

Corrigé— Comme L! est com let, il existe ¢ € L! tq. — ¢ dans Ll, uand n — +oo. On peut supposer
g D g q- Jn 8 q p pp

g€ £ (en confondant g avec l'un de ses représentants). La question (a) donne alors que f, — g en mesure,
quand n — +oo. Comme f,; — f en mesure, on a donc nécessairement f = g p.p., ce qui donne bien f € Ll et

fu = flly =1fu = gllh = O, quand n — +oo.

2. On ne suppose plus que m(E) < +co. Montrer que “f € L! et||f, — fll; — 0 quand 1 — +co si et seulement si
on a les propriétés suivantes :

pl. f, — f en mesure, quand n — +co,
p2. la suite (f,,),en est équi-intégrable,
p3. pour tout € > 0, il existe A € T t.q. m(A) < +oo et, pour tout n € N, IAC [fuldm < e.

Corrigé — Etape 1 On montre tout d’abord le sens direct.

Les propriétés pl et p2 ont déja été démontrées dans la question 1-(a) (car I’hypothése m(E) < +oo n’avait pas été
utilisée).

Pour démontrer la propriété p3, on utilise la proposition 4.50 du cours. Soit € > 0. Pour tout n € N, Il existe B, € T t.q.
m(B;;) < +oo et

f |fuldm < e. (4.56)

n

Il existe aussi B€ T t.q. m(B) < +oo et

_f |fldm <e. 4.57)
BC

| dam< 1= fiame [ 1piam,

on obtient, en utilisant le fait que ||f,, — f|l{ — 0, quand n — +oo, et (4.57), lexistence de ny t.q.

n=ng :>J |fuldm < 2e.
Be

En remarquant que
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En prenant A =BU (U Bp), on obtient alors (avec (4.56)) m(A) < +oo et :

p=0
neNzJ [fuldm < 2e.
AC

Etape 2 On montre maintenant la réciproque.
On reprend la méme méthode que dans le cas m(E) < +oo.

On remarque tout d’abord que pour tout 8> 0 et 1> 0, il existe n€Nt.q. : p,g2n=m({|fy - fyl 2 n} <o La
démonstration est la méme que précédemment (I’hypothése m(E) < +oo n’avait pas été utilisée).

On montre maintenant que la suite (f,;),eN est de Cauchy dans L. Soit p,geEN, AecTetn>00na:

||fp—fq||15L5<|fp|+|fq>|dm+f“f Ul fidm (A (459)

p*fq =1}
Soit € > 0. D’apres I’équi-intégrabilité de (f,,)neN, il existe 8> 0 t.q.

(BeT,m(B)séetneN)zj|fn|§a. (4.59)
B
D’apres la propriété p3, il existe A€ T t.q. m(A) < +oo et
neNzJ [fuldm <e. (4.60)
AE

On commence a choisir 11> 0 t.q. nm(A) < &. Maintenant que 6 et v sont fixés, il existe n € Nt.q. m({|fp — fgl = n}) <o
si p,q > n. On a donc, par (4.59), I{lfp_fqlzﬂ} lfpl<eet f{lfp—fqlzﬂl |fgl < &5ip,q>n. Avec (4.58) et (4.60), on obtient

alors :

p.g=n=|lfp - folh <5e
La suite (f,;)neN est donc de Cauchy dans Ll

On conclut, comme dans le cas m(E) < +oo, que f € Ll et Ilfiu—flli = O, quand n — +oo (car I’hypothése m(E) < +o0
n’avait pas été utilisée pour cette partie).

Exercice 4.36 (Convergence en mesure dominée) Soit (E, T, #1) un espace mesuré, ( f,,),.cy une suite de fonctions
intégrales de E dans R et f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que les conditions suivantes sont
vérifiées :

e f, — f enmesure quand 1 — +oo.

e Il existe g, fonction intégrable de E dans R, t.q., pour tout n € N, |f,,| < g p.p..

1. Soit p € N*. En remarquant que |f| < |f — f,| +|f,|, montrer que, pour tout # € N,

1

m({lf1- D<m({lfu=flz -}

\%
"dl»—
ﬁ

Corrigé — Soit n € N. Comme |f,| < g p.p., ona

If1=g <If = ful +ful =g <If = ful PP

A un ensemble de mesure pres, on a donc {|f|— g > %}) inclus dans {|f,, — f| > +} et donc

mi{lf] - ; )< m({lf, - f|25}>. @.61)

2. Soit p € N*. Montrer que m({|f|—g > 11—,}) = 0. En déduire que |f| < g p.p. et que f est intégrable.

176



Corrigé — Comme f,;, — f en mesure, on obtient, en passant a la limite dans (4.61) quand n — +oo, que m({|f|-g >

sh=o.

Comme {|f| - g > 0} = Upen+{lfl - g = [17} etm({|f|—-g=> %}) = 0 pour tout p, on obtient (par c-additivité de m ou
par convergence croissante de m) que m({|f| — g > 0}) = 0 et donc que |f| < g p.p..
Comme g est intégrable, on en déduit bien que f est intégrable (et f|f|dm < Igd m).

3. On suppose, dans cette question, que m(E) < +oo.
(a) Soit 1} > 0. Montrer que, pour tout 1 € N,

jlfn—fIdMSnm(E)+J 2gdm.
{Ifu=f1>n)

Corrigé — Comme |f, - f| <|ful +|f| < 2g p.p., on a
f|fn ~ fldm = j I3 —f|dm+f \fu— fldm
{Ifu—fl<n) {Ifu=f1>n}

<nm{lf, - fl < n}>+j“f oy 260
n-. >q

Snm(E)+I 2gdm.
{Ifa=f>n)

(b) Montrer que lim,,_, , J |fu— fldm=0.
[On rappelle que si, i est une fonction intégrable de E dans R, pour tout € > 0 il existe 0 > 0 t.q.

AeT, m(A)§6:>J‘ |hldm < &.]
A

Corrigé — Soit ¢ > 0. D’apres le rappel, il existe d> 0 t.q.

AeT, m(A)SéﬁJ‘ 2gdm <e. (4.62)
A

Pour majorer limnﬁﬁoﬂfn — fldm, on choisit d’abord v > 0 t.q. wm(E) < e. Puis, pour ce choix de 1, la
convergence en mesure de f,, vers f donne ’existence de ng € N t.q.

nzng=m({|fy—fl>n}) <o.
En utilisant ’inégalité montrée a la question 3(a), on obtient alors, grdce a (4.62),

n>ng 2nngj|fn—f|dms2£.

Ce qui montre bien que lim,,_, , o, j |fy—fldm=0.

4. On ne suppose plus que m(E) < +c0. Montrer que lim,,_, , o J |fu—fldm=0.
[On rappelle que si, h est une fonction intégrable de E dans R, pour tout € > 0 il existe C € T t.q. m(C) < +o0 et
f e lhldm < €]
CC

Corrigé —  On remarque d’abord que pour tout C € T, tout )> 0 et tout n €N, on a

w— fldm < W — fldm w— fldm w— fldm
J|f Il <Lﬁ{|fn‘f|£ﬂ}|f Il +Lflf 4 +J;|fn—f|>'1}|f 4

< r]m(C)+f 2gdm+f 2gdm. (4.63)
¢ {Ifa=f>n}
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Soit € > 0. D’apreés le rappel, il existe C € T t.q. m(C) < 400 et fo 2gdm < e. On choisit donc un tel ensemble C.
On choisit maintenant 1 > 0 t.q. ym(C) < € et on peut conclure comme a la question précédente, c’est-a-dire que la
convergence en mesure de f,, vers f donne ’existence de ng € N t.q.

n>ng=m({lfu - fI>n}) <9,
avec 0 satisfaisant (4.62). En utilisant ’inégalité (4.63), on obtient alors

> i — < 3¢
n=ng 3nngJ|fn fldm < 3e,

ce qui montre bien que 1im,,_, , oo I |fu—fldm =0.

Exercice 4.37 (Continuité de p — ||-||,) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M(E, T).

1
1. Pour p € [1, +oo, on pose ||f|l, = (J|f|pdm)p (noter que |f|P € M,) eton dit que f € LF si|[[f]|, <+co. On

pose I = {p € [1,+oo], f € LP}.
(a) Soient py et p; € [1,+00[, et p € [p1,p2]. Montrer que si f € LP1 N LP2, alors f € LP. En déduire que I est un
intervalle.

[On pourra introduire A = {x;|f (x)| < 1}.

Corrigé — Soit o € R. On remarque que of < oP? si 1 < a et af < Pl si o« < 1. On en déduit que |f|P <
[fIPL +|f|P2 (en fait, on a |fIP < |fIPV sur A={|f| <1} et|f|P <|f|P2 sur A€) et donc que f € LP si f € LP1 N LP2.

On suppose que 1 # 0. On pose a=infl et b =supl. Onadonc 1 <a <b < oo et1C[a,b]. On montre maintenant
que la,b[C I (ce qui donne que 1 est bien un intervalle dont les bornes sont a et b).

Soit p €la, b[. La définition de a et b permet d’affirmer qu’il existe py €1 t.q. p1 < p et qu’il existe pp €1t.q. pp > p.
Onadonc f € LPV N LP2 et p €]py, pa, d’oi I’on déduit que p € 1. on a donc bien monté que |a, b[C I et donc que
I est un intervalle.

(b) On montre sur des exemples que les bornes de I peuvent étre ou ne pas €tre dans I. On prend pour cela :
(E, T, m) = ([2,+00[, B([2,00[), A) (A estici la restriction & [2, oo[ de 1a mesure de Lebesgue sur B(R)). Calculer
I dans les deux cas suivants :

i f(x)= %,x €[2,+00].
ii. f(x) X2,x€[2 +o00[.
Corrigé — i f(x) = x,x € [2,+00[. Soit 1 < p < co. Pour savoir si f € LP ou non, on utilise le théoréme de
convergence m()n()mne et lintégrale des fonctions continues sur un intervalle compact de R.

Pour n €N, on pose f, = |f|P1[3,). On a donc (fu)uen € My et fy TIfIP ce qui donne, grace au théoreme de
convergence monotone,

J‘fnd)\—> J‘|f|pdk, quand n — +oo.

Les intégrales ci-dessus sont des intégrales sur [2,+oco[, muni de la mesure de Lebesgue sur les boréliens. La
comparaison entre l’intégrale des fonctions continues et l’intégrale de Lebesgue (voir les exercices 4.4 et 4.5)

donne que
J-fnd}\ J —dx

On distingue maintenant les casp =1 et p > 1.

*Sip>1,0ona

fﬂ ) < quand n .
bard o0 — +00

Onadonc f € LP.
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*Sip=1,0na
jfndk =1In(n) - In(2) - oo quand n — +co.

Onadonc f e L.
On a donc 1=]1,00(.
ii. f(x)= x(liix)z,x € [2,+00[. Pour 1 < p < o, on a clairement f € LP car la fonction f est positive et majorée
1

par Wg ou g est la fonction de I’exemple précédent, c’est-a-dire g(x) = % Pour p =1, on utilise la méme

méthode que pour I’exemple précédent :

Pour n €N, on pose fy = |f|1[3,,) de sorte que fy T|f|= f et donc

and)\—>J‘|f|d)\, quand n — +oo.

On a ici, quand n — +oo,

jfndxz Ln — L dx=1n2)" () 1) <o,

x(Inx)?
On en déduit que f € LY donc1= [1,00].
(c) Soit (py)peny C I et p € I, (I désigne 1’adhérence de I dans R), t.q. p, T p (ou p, | p). Montrer que
[fIPrdm — J-|f|pdm quand 1 — +oo.
[On pourra encore utiliser I’ensemble A.]
Corrigé — Onutilise ici A={|f|<1}eT.

(a) On suppose d’abord que p, 1 p quand n — +co. On pose g, = |f|Pn 1 et hy, = |f|Pn1 ac, de sorte que g, € L1,

hye Ll et
jg,,dm+fhndm = J|f|p”dm.

On remarque alors que hy, T h = |f[P1ac, quand n — +oo. Comme (hy,)yeny C My, le théoréme de convergence
monotone donne

J-hndm — Jhdm, quand n — +oo. (4.64)

Noter que ceci est vrai méme si p € 1 (dans ce cas, on a, en fait, jhdm = 00).

On remarque maintenant que g, — ¢ = |f[P1a p.p., quand n — +oo, et que 0 < g,, < |f|PO car la suite (g,)neN est
ici décroissante. Comme pg €1, on a |f|P0 € L eton peut appliquer le théoreme de convergence dominée (ou la
proposition 4.29). Il donne

jgndm — Jgdm, quand n — +oo. (4.65)
Avec (4.64) et (4.65) on obtient, quand n — +oo,

J|f|p"dm:J‘gndm+Jhndmandm+Jhdm:f|f|pdm,

(b) On suppose maintenant que p, | p quand n — +oco et on reprend la méme méthode que ci-dessus. On pose
g =|fIPr1a et hy =|f|Pn1ac, de sorte que g, el h,erl e

jgndm+Jhndm = j|f|p“dm.
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les roles de g, et hy, sont inversés par rapport au cas précédent : On remarque que g, T g =|f|P1a, quand n — +oo.
Comme (g,)neN C My, le théoréme de convergence monotone donne

J-gndm — J-gdm, quand n — +oo. (4.66)

Ceci est vrai méme si p & 1 (dans ce cas, on a, en fait, Igdm = 00).

On remarque que h, — h = |f|P1ac p.p., quand n — +oo, et que 0 < hy, < |f|PO car la suite (h,)ueN est ici
décroissante. Comme pg € 1, on a |f|P0 € LY et on peut appliquer le théoréme de convergence dominée (ou la
proposition 4.29). Il donne

Jhndm — Jhdm, quand n — +oo. (4.67)

Avec (4.66) et (4.67) on obtient, quand n — +oo,

J|f|p"dm:J\gndm+jhndm—>Jgdm+Jhdm:J|f|pdm.

La conséquence de cette question est que I'application p v ||fll, est continue de 1 dans R, oit 1 est Uadhérence de 1
dans R. Dans la suite de I’exercice, on va introduire le cas p = co et montrer la continuité de p +— ||f ”p sur l’adhérence

de I dans R,.

2. Ondit que f € L= s’il existe C € R t.q. [f| < C p.p.. On note || f||, = inf{C e R t.q. |f| <Cp.p.}. Si f € L=, on
pose [|flleo = +o0.
(a) Montrer que f <||f|lc p-p-- A-t-on f <||f|lco P-P-?

Corrigé —  Si||f|lco = +00, on a, bien sir, f <||f|loo p-p.. On suppose donc maintenant que ||f||co < +oco. Par
définition d’une borne inférieure, il existe (Cy;)nen C{C € R t.q. |[f| < Cp.p.} t.q. Cpy L|Iflloo quand n — +oo. Pour
tourn €N, il existe A, € T t.q. m(Ay) =0 et |f| < C, sur AS,.

On pose A = J,enAy- Onadonc A€ T, m(A) =0 et |f(x)| < C,, pourtout n €N, si x € A°. Comme C;; | ||f||lco
quand n — +oo, on en déduit |f| < ||f ||co sur A€ et donc que |f| < ||f |lco P-P--

En prenant (E,T,m) = (R,B(R),A) et f(x) =1 pour tout x e R. On a ||f||lco = 1 et I'assertion f <||f||co p.p- est
fausse.

Noter aussi que ||f]loo =inf{C e R t.q. |[f| < Cp.p.}.

Onpose ] = {p e[l,+c0]; f € LP} CR,.
(b) Remarquer que ] = I ou J = U {+co}. Montrer que si p € I et +c0 € ], alors [p, +co] C J. En déduire que J est
un intervalle de R, .
Corrigé —  Soit p € 1 et on suppose que oo € J. Soit q €]p,oo[. Comme |f| < ||fllco p-p-» On a|f17 < IFILFIfIP
p.p.. On en déduit que f € L9, c’est-a-dire q € 1. On a ainsi montré que |p,oo[C 1 et donc [p,o0] CJ.

On raisonne maintenant comme dans la question 1. On pose a = inf] et b = sup], de sorte que ] C [a, b]. Puis, soit
ptq. a<p<b.Onanécessairement a < co et il existe p1 €1 t.q. p1 <p. Ona b < oo et il existe py €] t.q. p < p».
Si py €1, on utilise la question 1 pour montrer que p €1 et si pp = oo la premiére partie de cette question donne que
p € 1. On a bien ainsi montré que la,b[C ]. ] est donc un intervalle dont les bornes sont a et b.

Noter aussi que inf1 = inf] et supI = sup].

(c) Soit (p;;)neny C1t.q. p,, T +00. On suppose que ||f||o > 0 (noter que f = 0 p.p. © ||f]leo = 0).
i. Soit 0 < ¢ <||f |- Montrer que liminfllfllpn > c¢. [On pourra remarquer que I|f|l’dm > cPm({x, |f(x)| >
n—+00

c}.]
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Corrigé —  Comme |f|P > cP1{f|5), la monotonie de I’intégrale donne bien

[1gpam= s> e,
et donc, comme I|f|pdm =0,

Ifll, > cm({If 1> c})7. (4.68)

1
Comme ¢ < ||f|loo, on a m({|f] = c}) > 0, d’oit I’on déduit que m({|f| = c})? — 1 quand p — oo (p € [1,00]).
En passant a la limite inférieure quand n — +oo dans (4.68) pour p = p,, on obtient alors
liminf |, > c.

Comme c est arbitrairement proche de ||f||co, on en déduit :

. S

timinl|fll, = 11fllc (4.69)
ii. On suppose que ||f|lo, < +oco. Montrer que : limsup||fll,, < |lfllco- [On pourra considérer la suite g, =

n—+00

If1 P
——— | et noter que g, < gy p-p-. |

11/l

Corrigé — Comme # <1 p.p. et que p,, > po (car la suite (p)neN est croissante), on a g, < go p.p. et

donc fgndm < Igodm, d’on I’on déduit (en notant que toutes les normes de f sont non nulles) :

Ifully, < ||f||m<fgodm>p%.

En remarquant que f godm = 0, on obtient bien, en passant a la limite supérieure dans cette inégalité,
timsupl|fll,, < flle. (4.70)
n—+oo

iii. Déduire de (a) et (b) que [[f]l,, = I|flo lorsque 7 — +co.
Corrigé — On distingue deux cas :

Cas 1 On suppose ici que ||f ||o = 00. (4.69) donne alors que ”f”I?n — oo et donc ”f”pn = ||fllco quand n — +co.
Cas 2 On suppose ici que ||f || < 0o, de sorte que 0 < ||f]|co < co0. Les assertions (4.69) et (4.70) donnent alors

timsupl|flly, <lflloo <liminflifllp,

et donc ”f”Pn = ||flloo quand n — +oco.

3. Déduire des deux parties précédentes que p — ||f ||p est continue de J dans R, ol J désigne 1’adhérence de J
dans R (c’est-a-dire ] = [a,b] si ] = |a,b|, avec 1 <a < b < +oo, et | désigne | ou [).
Corrigé— Sif=0pp,ona]=]=[1,00]et ||f||p = 0 pour tout p € J. Donc, p — ||f||p est continue de ] dans R,.
On suppose maintenant que f n’est pas nulle presque partout. On a donc ||fl|, > 0 pour tout p € [1, co].
On pose ] = [a,b] (si ] 20). On distingue 3 cas :
* Cas 1 - Soit p €]a, |, de sorte que p € 1.

(a) Soit (py)neNn C1t.q. p,y T p. La question I-c¢ donne que || ||p” — || ”p quand n — +co. On en déduit que
P Pnlp Pn p
Ifllp, = Ifll, quand n — +co (pour s’en convaincre, on peut remarquer que In((|f|lp,) = pi,, 1n(||f||§2) N

%ln(||f||5) =1In(lIfllp))- Ceci donne la continuité a gauche de q — | f|lq au point p.
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(b) Soit (py)nen C L t.q. py | p. La question 1-c¢ donne aussi ||f||5: — ||f||5 quand n — +oo et on en déduit,

comme précédemment, que ||f||p” — ||f||p quand n — +oo. Ceci donne la continuité a droite de q — ”f”q au
point p.
* Cas 2 — On prend ici p = a et on suppose a # co (sinon a = b et ce cas est étudié au Cas 3). Soit (py)neN C1 1.q.

pnla.

(a) On suppose d’abord que a € 1. Ici encore, la question 1-c donne ||f |, — 115 quand n — +oo et on en déduit
que ||f||p” — |Ifll; guand n — +oo. Ceci donne la continuité a droite de q — ”f”q au point a.

(b) On suppose maintenant que a ¢ 1, de sorte que ||f||; = co. La question 1-c donne alors ||f||§:; — oo quand

n — +oo et donc ”f”p,, — o0 quand n — +o0. Ceci donne la continuité a droite de q — ”f”q au point a.
* Cas 3 - On prend ici p = b. Soit (py,)pen C L 1.q. py T a.

(a) On suppose d’abord que b € 1. Ici encore, la question I-c donne ||f||§: - ||f||g quand n — +oo et on en déduit
que ||f||p” — ||flly quand n — +oo. Ceci donne la continuité a gauche de g — ”f”q au point b.

(b) On suppose maintenant que b ¢ 1.

Si b # oo, on a donc ||f|| = co. La question 1-c donne alors ||f||p:§ — oo quand n — +oo et donc ”f”Pn — 00
quand n — +oo. Ceci donne la continuité a gauche de q — ||f||q au point b.

Si b = o0, la continuité a gauche de q — ||f||q au point b a été démontré a la question 2-c-iii.

Exercice 4.38 (Exemple de continuité et dérivabilité sous le signe f)
Soit f : RxR, — R, définie par f(t,x) =ch(¢/(1 +x))— 1.

1. Montrer que pour tout ¢ € R, la fonction f(t,.) appartient a L' (R,, B(R), ).

2. Pour t € R, on pose F(t) = IR f (¢, x)dx. Montrer que F est continue, dérivable. Donner une expression de F’.
Exercice 4.39 (Contre-exemple a la continuité sous le signe J)
Soit f de ] —1,1[x[0,1] dans — R, définie par f(t,x) = 0 si t €] —1,0], puis, pour ¢ €]0, 1[, par

4 t
t—zx sixG[O,E],
_J4 t
Lx)=< : i
f(t,x) t2(t x)s1x€]2,t],

0sixe€lt1].
1. Montrer que la fonction f(¢,-) est continue sur [0, 1] pour tout t €] — 1, 1].

1
Pour t €] - 1,1[, on pose F(t) = f(t,)dXr= f f(t,x)dx.
10,1] 0

2. Montrer que f(¢,x) — 0 lorsque t — 0, pour tout x € [0, 1].

3. Montrer que F(t) / F(0) lorsque t — 0, ¢ > 0. Pourquoi ne peut on pas appliquer le théoréme de continuité sous
le signe f ?

Exercice 4.40 (Continuité d’une application de L! dans L') Soient (E, T, m) un espace mesuré fini et soit g une
fonction continue de R dans R t.q. :

ACeR}; |g(s) <Cls|+C, Vs eR. 4.71)

1. Soit u € L%(E, T, m). Montrer que gou € E%(E, T, m).
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Corrigé — u est mesurable de E (muni de la tribu T) dans R (muni de la tribu B(R)) et g est borélienne (c’est-a-dire
mesurable de R dans R, muni de la tribu B(R)). On en déduit que g o u est mesurable (de E dans R).

Puis, comme |g o u(x)| = |g(u(x))| < Clu(x)| + C pour tout x € E, on a

f|g ouldm < C||lul|; + Cm(E).

Donc, gou € Lﬁ{(E, T, m).

On pose L! = LIIR(E, T,m). Pour u € L', on pose G(u) = {h € K]E(E, T,m); h=govpp.)eLl,avecv € u.
2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est-a-dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans u.

Corrigé — Soient v,w € u. Il existe A€ T t.q. m(A) = 0 et v = w sur A°. On a donc aussi gov = gow sur A€ et
donc gov = gow p.p.. On en déduit que {h € E]}Q(E,T,m); h=govppl}=i{he [%R(E,T,m); h=gowp.pl}

G(u) ne dépend donc pas du choix de v dans u.

3. Soit (1t,,),eny € L1. On suppose que 1, — u p.p. et qu’il existe F € L! t.q. |u,| < F p.p., pour tout n € N. Montrer
que G(u,,) — G(u) dans L!.

Corrigé — Pour tout n € N, on choisit un représentant de u,,, encore notée u,,. On choisit aussi des représentants
de u et F, notés toujours u et F. Comme u,;, — u p.p. quand n — +oco et que g est continu, il est facile de voir que
gouy — gou p.p.. Onadonc G(uy,) — G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o u,| < Clu,|+ C < CF+C p.p. et donc |G(u,,)| < CF + C p.p., pour tout n € N.

Comme CF+CeLl, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée, il donne que G(u,) — G(u) dans L!
quand n — +oo.

4. Montrer que G est continue de L! dans L!.

[On pourra utiliser la question 3. et le théoréme appelé réciproque partielle de la convergence dominée.]
Corrigé — On raisonne par I’absurde. On suppose que G n’est pas continue de L! dans LY. Il existe donc u € L! et
(ty)nen C LY t.q. u, — u dans LY et G(u,,) 4> G(u) dans LY quand n — +oo.

Comme G(uy,) /> G(u), il existe e>0et @ : N— Nt.q. @(n) — co quand n — +oo et :
IIG(u(P(n)) —G(u)|l; = € pour tout n € N. 4.72)

(La suite (G(“(p(n)))neN est une sous-suite de la suite (G(uy,))eN-)

Comme Ugp(n) = U dans LY, on peut appliquer le théoreme de réciproque partielle de la convergence dominée

(théoréme 4.49). 1l donne Uexistence de O : N—>Netde Fe Ll 1q. n) — oo quand n — +oo, U — up.p. et
q q @o(n) p-p
|u(poq,(n)| < F p.p., pour tout n € N. (La suite (u(potp(n))nEN est une sous-suite de la suite (uq,(n))neN).

On peut maintenant appliquer la question 3 a la suite (”cpoq;(n))neN- Elle donne que G(”@Oll)(n)) — G(u) dans L1
quand n — +oo, ce qui est en contradiction avec (4.72).
Exercice 4.41 (Paris groupés) Soit (), A, p) un espace mesuré tel que p(Q2) = 1. On se donne une suite (A,,),cn

déléments de A telle que A,,,; C (UzzlAp)C et p(A,) =1/2", pour tout n € N*.

1. En prenant (), A, p) = (]0,1[, B(]0, 1[), A), ou A est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1], donner un
exemple d’une suite (A,,),cn+ Vérifant les hypothéses demandées.

Corrigé — 1] suffit de prendre A, :]%, 2,1171 [
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On se donne aussi une suite (o) ,en+ de R, avec o = 0. Pour n € N*, on pose
Gy =(~a, - 1)1An + 04 1A,,+1-

2. Montrer qu’il existe une unique suite (o), telle que fGnd p =1 pour tout n € N*. Avec ce choix de (o;;)ene»
on pose, pour n € N*, H, =Y ' | G;. Montrer que, pour tout n € N*,

andp =n.

Corrigé —  On construit la suite (0.;)yeN* par récurrence.
Soit n € N*. 8i Gy = (o, = 1)1, + apy1la,,,, ona

fcndp = (=t~ 1)p(An) + Qs 1 p(Any1) =

On choisit donc, pour 1> 1, 0,41 = 2(0t, + 1)+ 2", On a bien jGndp =1 pour tout n € N*,
On a alors, pour tout n € N¥, IHndp =yr, JGidp =n.

—ap—1  ops
on on+l’

3. Pour x € 3, on pose H(x) =}, o+ G, (x). Montrer que H(x) est bien défini pour tout x € () et que H = -1 p.p..

Corrigé — Les ensembles A,, sont disjoints deux a deux, on a donc p(Uyen+Ay) = Y pen P(AR) = L pent 1727 = 1.
On en déduit que p((Upen+Ay,)¢) = 0. Pour montrer que H = —1 p.p., il suffit donc de montrer que H(x) = -1 pour
tout x € UyeN+Ay,.

Soit x € Uyen+ Ay, il existe un unique n € N tel que x € A,,.

Sin=1, onaalors Gy (x) = -1 et G,,(x) = 0 pour n> 1. Donc H(x) = —1.

Sin>1,onaalors G,(x) = —a,—1, G,_1 = oy et Gy (x) = 0 si m = n et m = n—1. On en déduit bien que H(x) = —1.
On a bien montré que H= -1 p.p..

4. On choisit la suite (o, );,,en pour que fGn dp =1 pour tout n € N*. Peut-on appliquer le théoréme de convergence
dominée a la suite (H,,),,cn+ définie a la question 2 ?

Corrigé - On a H,, > H p.p. mais andp + fHdp. Ceci montre que la suite (H,),eN ne vérifie pas les
hypotheses du théoréme de convergence dominée (c’est, bien siir, I’hypothese de domination qui est manquante).

N.B. Cet exercice a une interprétation probabiliste un peu inattendue. Il permet de montrer que le fait de faire une
infinité de paris favorables peut étre défavorable.

4.11.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Exercice 4.42 (Espérance et variance de lois usuelles) Soient (E, T) un espace probabilisé et X une variable
aléatoire réelle, de loi de probabilité py. Calculer I’espérance et la variance de la variable aléatoire X dans les cas
suivants :

1. px est la loi uniforme sur [4,b] (a,b € R, a < b);
2. px est la loi exponentielle ;

3. px estla loi de Gauss.
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