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Chapitre 7

Produits d’espaces mesurés

7.1 Motivation

Au chapitre 2, on a introduit la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de R (notée 5(R)), ce qui nous a
permis d’exprimer la notion de longueur d’une partie (borélienne) de R. On peut se poser la question de savoir s’il
existe une mesure sur une tribu convenable de R? qui exprimerait la notion de surface (et une mesure sur une tribu
convenable de R qui exprimerait la notion de volume. . .).

La question est donc : existe-t-il une mesure A, sur une tribu de R? contenant B(R) x B(R), vérifiant :

A (AxB)=AA)AB), YA,Be B(R) ?
La tribu T,, sur laquelle on veut définir A,, doit donc contenir B(R) x B(R). On remarque tout d’abord que
B(R) x B(R) = {A x B, A € B(R), B € B(R)} n’est pas une tribu. En effet, B(R) x B(IR) n’est pas stable par passage
au complémentaire ni par union (par contre, B(R) x 3(IR) est stable par intersection dénombrable). On définit alors
T, comme la tribu engendrée par B(R) x 5(RR), qu’on note B(R) ® B(R).

On cherche alors une mesure A, : T, — R, telle que A,(A x B) = A(A)A(B) pour tout A, B € B(RR). On peut montrer
I’existence et I’unicité de la mesure A, (voir le théoréeme 7.3). On peut aussi montrer que la tribu T, est la tribu
borélienne sur R?, ¢’est-a-dire la tribu engendrée par les ouverts de R? (voir la proposition 7.2).

Une autre question qu’on abordera dans ce chapitre concerne I’intégration des fonctions a plusieurs variables.
Considérons par exemple une fonction f définie de R? dans R. Sous quelles hypothéses (faciles a vérifier. .. )

peut-on écrire :
J J.fx, dydx J jfx, dxdy"

Une réponse a cette question est apportée par le théoreme de Fubini, que nous verrons dans ce chapitre.

On introduira aussi le produit de convolution de deux fonctions, qui sera utile, par exemple, pour démontrer des
théoremes de densité. Mais la convolution est une notion utile pour beaucoup d’autres raisons (elle est utile, par
exemple, en théorie du signal).

7.2 Mesure produit

On rappelle ici qu’un espace mesuré (E, T,m) est o-fini (on dit aussi que m est o-finie) s’il existe une famille

(Ay)neny C T telleque E = U A, et m(A,,) < +oo, pour tout 1 € N. L’espace mesuré (R, B(R), \) est o-fini (prendre,
neN



par exemple, A, = [-n,n]). Il existe par contre des mesures non o-finies. L’exemple le plus simple sur (R, B(RR))
consiste a prendre m(A) = +oo pour tout A € B(R), A = 0. Un exemple plus intéressant (intervenant pour certains
problemes) consiste a se donner un borélien non vide B de R (B peut étre, par exemple, réduit a un point) et a définir
mp par mp(A) =+cosi A€ B(R)et ANB=0etmpg(A)=0si Ae B(R)et ANB=0.

Définition 7.1 (Tribu produit) Soient (E{,T;) et (E,, T,) des espaces mesurables. On pose E = E{ XE,. On appelle
tribu produit la tribu sur E engendrée par T; x T, = {A; x Ay, A1 € Ty, A, € Ty}. Cette tribu produit est notée
Tl ® T2.

Un exemple fondamental est (E;, T;) = (E,, T,) = (R, B(R)). On va montrer que, dans ce cas, B(R)®B(R) = B(R?).
Proposition 7.2 (Tribu B(RN))  Pour tout N > 2, on a B(RN"1)® B(R) = B(RN).

DEMONSTRATION — La démonstration est faite pour N = 2 dans I’exercice 2.6). Elle s’adapte facilement pour traiter
aussi le cas N > 2 (exercice 7.1). u

Théoreme 7.3 (Mesure produit) Soient (E, Ty, my) et (E,, Ty, m,) deux espaces mesurés o-finis, E = E{ X E, et
T =T, ®T,. Alors, il existe une et une seule mesure m sur T vérifiant :

m(Ay x Ag) = my(A)ma(Asz), Y(Ay, Ag) € Ty x To;m;i(A;) <oo,i=1,2. (7.1)

Cette mesure est notée m = my ® my. De plus, m est o-finie.

DEMONSTRATION —
Existence de 7. On va construire une mesure m sur T vérifiant (7.1).

Soit A € T. On va montrer, a I’étape 1, que, pour tout x1 € Eq, on a 1o(x1,+) € M, (Ep, T2). On pourra donc poser
falxy) = I 1a(x1,-)dmy, pour tout x1 € Eq. Lapplication f sera donc une application de E dans R,. On va montrer,

al’étape 2, que fo € M, (Eq, Ty). On posera alors m(A) = ffAdml. Enfin, il restera a 1’étape 3 a montrer que m est
bien une mesure vérifiant (7.1) et que m est o-finie.

Etape 1. Pour A € P(E) et x1 € E1, on note S(x1,A) = {x3 € Ep; (x1,x2) € A} C Ep, de sorte que 14 (x1,7) = 1g(x, A)-
Soit x; € E1. On pose © ={A € P(E); S(x1,A) € T,}.

On remarque tout d’abord que ©® D Ty x T,. Eneffet, si A= A; xApy avec Ay e Ty et Ay e Tp,onaS(x1,A)=AreT,
six; €AjetS(x1,A)=0€T,six| A

On remarque ensuite que © est une tribu. En effet :

* De® carS(x1,0)=0€ Ty,

* O est stable par passage au complémentaire. En effet : S(x1,A) = (S(x1,A))¢ (c’est-a-dire S(x1,E\ A) =
E5 \ S(x1,A)). On a donc S(x1,Af) € T, si A € ®, ce qui prouve que A € ©.

* O est stable par union dénombrable. Il suffit de remarquer que
S(r1, Unen AM) = Uyen S(x1, A™) € Ty si (A™) ey C ©.
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L’ensemble © est donc une tribu contenant T} x Ty, et contient donc T; ® Tp = T, tribu engendrée par T; x Tp.. On a
donc S(x1,A) € T, pour tout A € T.

Pour tout A € T, on peut donc définir une application f5 de E; dans R, en posant, pour x| € Ej,
fa(x1) =mp(S(xq,A)) = j Lg(x,,a)dmy = j 1a(x1,)dmy € R, (7.2)

Etape 2. Dans cette étape, on démontre que fp € M, (Eq,Ty) pour tout A € T. Cette étape est plus difficile que la
précédente.

Onnote X ={AeT; fp € M:(E{,T1)} et on va montrer que ¥ D T et donc que £ =T.
On suppose d’abord que m; est finie.

Il est facile de voir que ¥ contient T; x T,. En effet, si A = A; x Ay avec Ay € Tj et Ay € Tp, on a alors fp =
ma(Ap)1a, € E4(By, Ty) C M4 (B, Ty).

On note maintenant .A 1’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de Ty x T, (A s’appelle I’algébre engendrée
par Ty x Ty, voir ’exercice 7.2). Si A € A, il existe donc (A(p))pzlw,n CTixTytelque APV MA@ =@sip=get
A= U;Zl AP On a alors fa(x1) = mp(S(x1,A)) = 2:1 mo(S(xy, AP))) = 22:1 falp) € My (Eq,Ty) car AP ¢
Ty xTpcX.Onadonc ACX.

On montre maintenant que ¥ est une classe monotone, c’est-a-dire que :

(AM) ey c 2, AN c Al Y eN= | JaW ey (1.3)
neN
et
(AM),en T, AW 5 A Dy e N = ﬂ A ey, (7.4)
neN

Pour démontrer (7.3), on considere une suite (A),cy C T telle que A c A1) pour tout 7 € N. On pose
A=Uen A Soit x; € By ; ona (S(x1, A™)),en € Ty (par I'étape 1, car ¥ c T), S(x1, AM™) € S(x;, Al*1) pour
tout n € N et

S (w1, Unena™) = U S(xq, A,

neN

On en déduit, par continuité croissante de m;, que

ma(S(x1, A)) = sup ma(S(x1, A))

neN

et donc que fo = sup,cy fo(m ce qui prouve que fa € M (Eq,Ty) car f,m € M, (E1, Ty) pour tout n € N. On a donc
A=U,enAMex.

La démonstration de (7.4) est similaire, il faut utiliser la continuité décroissante de 11, au lieu de la continuité croissante.
C’est pour utiliser la continuité décroissante de m, qu’on a besoin du fait que m, est finie.

On a ainsi montré que X est une classe monotone contenant I’algebre A. On peut en déduire (cela fait I’objet de
I’exercice 2.13) que X contient la tribu engendrée par A et donc aussi la tribu engendrée par Ty x T, (car Ty x T, C A),
c’est-a-dire que X contient T = Ty ® T;. On a bien montré, finalement, que ¥ = T.

Il reste maintenant a montrer que ¥ = T sans ’hypothese 1, finie. Comme m, est o-finie, on peut construire une

(n)

suite (F,;),en C T telle que F,;, C E, 1 et my(F,;) < oo pour tout n € N. Pour n € N, on définit alors la mesure mzn

par m(zn)(Az) =my(Ay NE,) pour tout A, € T,. La mesure m(zn) est finie, I’étape 1 et la premiere partie de 1’étape 2

donne donc que, pour tout A€ T, le) € M (Eq, T;) ou fjgn) est définie par 7.2 avec m(zn) au lieu de m, (c’est-a-dire

flgn)(xl) = m(zn)(S(xl,A)) pour tout x1 € Eq). On conclut alors en remarquant que fgn) T fa quand n — +oo, ce qui
donne que fp € M, (Eq,Ty).
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On a donc montré que fp € M, (Eq,T;) pour tout A € T. Ceci nous permet de définirm : T — R, par:

m(A) = ijdml, pour tout A € T. (1.5)

Etape 3. Dans cette étape, on montre que m, définie par (7.5), est une mesure sur T et que m vérifie (7.1) et est o-finie.

On montre d’abord que m est bien une mesure sur T :
* m(0) = 0 car fp(x1) = ma(S(x1,0)) = m(0) = 0.

« (0-additivité de m) Soit (A"),,cry C T telle que A N A =@ si 11 m. On pose A = Unen A Pour x; € Ey,
ona:
S(x1,A) = U S(x1, AM) et S(x1, AM) N S(xy, A™) = 0 sin = m.
neN

La ¢-additivité de m, donne alors m5(S(x1,A)) =) ,eN mz(S(xl,A("))), c’est-a-dire

falxr) = ZfA(m(Xl )-
neN
Le premier corollaire du théoreme de convergence monotone (corollaire 4.18) donne alors :

m(A) = ijdml = ZJwadml = Zm(A(")),

neN neN
ce qui donne la g-additivité de m.

On montre maintenant que m vérifie (7.1). Soient A; € T; et Ay € T; tels que m1 (A1) < oo et m(Aj) < co. On pose
A=A1xAjp. Onaalors fa = mp(Ap)1a, etdonc m(A) = ijdml =my(Ap)mq(Aq).

Il reste a vérifier que m est o-finie. Comme 1 et m, sont o-finies, il existe (B(ln))neN CcTpet (B(zn))neN C T, tels

que By = Uen B(ln), Er = Ujen Bgn) et, pour tout n € N, ml(B(ln)) < oo et mz(Bg_n)) < 0. Pour (1,m) € N2, on pose

Com = B(ln) X B(Zm), de sorte que E = U(n,m)eN2 Ciym et m(Cy, 1) = ml(B(ln)) X mg(B(zm)) < co. Comme N2 est

dénombrable, on en déduit que m est o-finie.

Unicité de m.

La partie existence de la démonstration donne une mesure #1 sur T vérifiant (7.1). La partie unicité du théoréme peut se
montrer avec la proposition 2.31 ; nous développons cette méthode ci-apres, ou avec le lemme des classes monotones
(exercice 2.13) comme cela est expliqué dans la remarque 7.4.

Soit m et p deux mesures sur T vérifiant (7.1). Pour montrer que m = p, on va appliquer la proposition 2.31. On pose :
C= {A1 X A2, A1 (S Tl, Az € Tz, mq (Al) < 0o, n’I2(A2) < oo}

Comme m; et my sont g—finies, il est facile de montrer que tout élément de T; x T, est une réunion dénombrable
d’éléments de C. On en déduit que C engendre T. Il est clair que C est stable par intersection finie et, par (7.1), on a
m = p sur C. Puis, comme 17 et my sont o—finies, il existe deux suites (E1 ;),eN C Ty et (Ep,;)neny C To d’éléments
de T et T, disjoints deux a deux et t.q. Ey = {J,;enE1,1, E2 = Upen E2,1 et m;(E; ;) < co pour tout i € {1, 2} et tout
ne€N. Pour n,m € N, on pose F,; ;, = Eq ;, X Ep ;. La famille (E, ;;;),, men est une famille dénombrable d’éléments
de C, disjoints deux a deux et t.q. E = Uy, jyen By, m et m(By ;) = m1(By,)m2(Eq,4,) < co. On peut alors utiliser la
Proposition 2.31. Elle donne m = p sur T et termine la démonstration du théoréme. n

Remarque 7.4 Comme cela a été dit, un autre moyen de montrer la partie unicité du théoreme précédent est
d’utiliser le lemme des classes monotones (exercice 2.13). Supposons tout d’abord que m1; et 1, sont finies. On a
alors (par (7.1)) :

m(E) = w(E) = my (Ey)my(E;) < co.
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La condition (7.1) donne également que m = p sur T; x T,. On a alors aussi m = p sur 1’algebre engendrée par
T; x T,, notée A (cette algebre a été définie dans la partie existence de la démonstration). En effet, si A € A, il
existe (A(P))pzl‘_",n CTyxT, t.q AP NAWD =0 si prqetA= U;zl AP)._ On a alors, par additivité de m et i’y

m(A) = Luenm(A™) = ey p(A™) = p(A).

On pose maintenant ¥ = {A € T; m(A) = p(A)}. On vient de montrer que X O A. Il est d’autre part facile de
voir que X est une classe monotone. En effet, les propriétés de continuité croissante et de continuité décroissante
appliquées a m et yu permettent facilement de vérifier (7.3) et (7.4) (on utilise ici, pour montrer (7.4), que m et p
sont des mesures finies). Comme dans la partie existence de la démonstration, 1’exercice 2.13 donne alors que ¥
contient la tribu engendrée par A et donc que X contient T = T} ® T,, ce qui donne X = T et donc m = .

Dans le cas ol m; et m, ne sont pas finies, mais o-finies, il existe (B(ln))neN C T et (B(Z”))%N cT, tqg. E| =
Unen B(ln), E; = Unen B(zn) et, pour tout n € N, ml(B(ln)) < oo et mz(B(zn)) < 00. On peut également supposer que
B(ln) C B(lnH) et B(zn) C B(2n+l) pour tout n € N (il suffit, par exemple, de remplacer Bgn) par UZ:O Bf-p)). Par un
raisonnement analogue a celui fait dans le cas ol m; et m, sont finies, on peut montrer que # = p sur {A € T ;

AcC B(ln) X B(zn)}. On conclut alors, en utilisant la propriété de continuité croissante, que m = p sur T.

Remarque 7.5 Dans le théoreme précédente (théoréme 7.3), on peut aussi remarquer que :

1. m(Ay xAyp) =mq(A1)my(Ay) =ocosi A; € Ty et Ay € T avec my(Aq) = 0 et m(A,) = oo (ou avec m(Aq) = oo
et mz(Az) * O),

2. m(A; xAy)=0si A; €Ty et Ay € T) avec my(Ap) =0 et m(A,) = oo (ou avec my (Ay) = oo et my(A,) = 0).

En effet, on suppose par exemple que m;(A;) = 0 et m(A,) = co. Comme m, est o-finie, on peut construire

une suite (F,),eny € Tp t.q. F, C F, 1 et my(E,) < co pour tout n € N. On a alors, par continuité croissante

de m, m(Ay x Ay) = lim,_,, m(A; x (A, NE,)) = lim,,_,, o, m;(A1)my(A, NE,) = 0 (on a d’ailleurs aussi

my(Ay NE,) T oo, ce qui permet de conclure si 0 < 711 (A1) < oo que m(A; X A,) = 00). Les autres cas se traitent

de maniere analogue.

Définition 7.6 (Espace produit)
L’espace (E, T, m), construit dans le théoréeme 7.3, s’appelle I’espace (mesuré) produit des espaces (E1, Ty, my) et
(EZI TZI m?.)‘

Un exemple fondamental d’espace produit est I’espace (RN, B(RN), \y) pour N > 2 que nous verrons dans la
section 7.4.

7.3 Théoremes de Fubini-Tonelli et Fubini

Théoreme 7.7 (Fubini-Tonelli) Soient (B, T;,m,) et (Ey, Ty, m;) des espaces mesurés o-finis. On note (E, T, m)
I’espace produit (donc, T =Ty ® T, et m = my ® my). Soit f : E — R, une fonction mesurable positive (i.e.
T-mesurable positive). Alors :

1. f(xq,-) € M, (E,, Ty) pour tout x; € Eq,

on pose

orxa) = [ £Gadma = [ fxixa)dmatoe) pour tous x, €,
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de sorte que @f : Eq —>@+,
2. (pf €M+(E];T1):

3 dem = J.(Pfd”ﬁ = J(jf(x1,xz)dm2(xz))dm1(x1)’

4. les mémes résultats sont vrais en inversant les roles de m; et m,, de sorte que :

J ffxl,xz i) (31 f jf (x1 2 ) () ).

DEMONSTRATION — la démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1. Soit f =14, A € T. La partie existence de m de la démonstration du théoréme 7.3 donne alors que f fdm=
A)= I(pfdml.
Plus précisément, on a, pour tout x1 € E1, f(x1,7) = 1a(x1,-) = 1g(x,,A)» avec
S(x1,A) ={xp € Ep t.q. (x1,x2) € A} CEy
(comme dans la démonstration du théoreme 7.3). L’étape 1 de la démonstration (de la partie existence) du théoreme 7.3

donne que S(x1,A) € T, pour tout x; € Ey, et donc f(x1,-) € M (Ep, T). Ceci donne le premier item (pour f =14)
de la conclusion du théoréme 7.7.

On pose ¢f(x1) If x1,-)dmy = my(S(x1, A)) pour tout x1 € E;. (Cette fonction ¢ est notée f5 dans la démons-
tration du théoreme 7.3). L’étape 2 de la démonstration du théoreme 7.3 donne que ¢f € M, (Eq,Tq). Ceci donne le
deuxieme item (pour f = 1) de la conclusion du théoréme 7.7.

On a alors posé, dans la démonstration du théoréme 7.3, m(A) = j(p fdml et I’étape 3 a montré que m est une mesure
sur T vérifiant (7.1) (et la seule mesure sur T vérifiant (7.1), d’apres la partie unicité de la démonstration du théoréeme
7.3). Ceci donne le troisieme item (pour f = 1,) de la conclusion du théoréme 7.7.

Pour avoir le quatriéme item (pour f = 1) de la conclusion du théoréme 7.7, il suffit de remarquer que I’on peut inverser
les roles de m; et mj dans la démonstration du théoréme 7.7. On obtient ainsi que f(-,x2) € M+(E1,T1) pour tout
x2 € Ep. On pose alors {¢ ( X2) ff ,xp)dmy. On obtient que Py € M, (Ey, Tp). Enfin, on pose (A jq)fdmz et
on obtient que # est une mesure sur T vérifiant (7.1). La partie unicité de la démonstration du théoréme 7.3 donne alors
que 1 = 111, ce qui est exactement le quatrieme item (pour f = 1) de la conclusion du théoreme 7.7.

Etape 2. On prend maintenant f € £, (E, T).
lexiste donc ay,...,ay €Ry et Ay,..., Ay eTtq. f =11  ajla,.

On a alors, pour tout x1 € Eq, f(x1,-) = Z?:l aila;(x1,7) € My (E2, Tp) car I’étape 1 donne 14,(x1,) € M, (Ep, Tp)
pour tout i. Ce qui donne le premier item de la conclusion du théoréme 7.7.

On pose @ (x7) ff x1,-)dmy pour tout x1 € E;. On a @ € M, (Eq,Ty) car @5 = Y aiP1,, etque @1, €
M (Eq, Tp) pour tout i (d’apres 1’étape 1), ce qui donne le deuxieme item de la conclusion du theoreme 7.7.

Enfin, on utilise la linéarité de I’intégrale et I’étape 1 pour f = 14, on obtient :

[ pam- Z Zazfm ami= (3 avpr, pim,

i=1

J- Za’_[lA X1,°) dmz)dml (x1) f jf X1,- dmz)dml(xl)
:j(pfdml.
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Ce qui donne le troisieme item de la conclusion du théoreme 7.7.

Pour avoir le quatrieme item de la conclusion du théoreme 7.7, il suffit de changer les roles de m; et m,.

Etape 3. On peut enfin prendre f € M (E, T). Il existe une suite (f;;)en € E+(E, T) t.q. f; T f quand n — +oo.

On a donc, pour tout x1 € Eqy, f,;(x1,+) T f(x1,+) quand n — +oo. On en déduit que f(x1,-) € M (Ep, T,) car (d’apres
I’étape 2) f,(x1,-) € M(E, T,) pour tout n € N (ce qui donne le premier item).

Le théoreme de convergence monotone (pour #15) donne que

o) = [ S 1 [ i, dma = gyto)

pour tout x1 € E;. Done, ¢y, T ¢f. Comme @ € M, (Ey, Ty) (d’apres I'étape 2), on en déduit que @ € M, (E;,Ty)
(ce qui donne le deuxiéme item).

On applique maintenant le théoréme de convergence monotone pour #11 et pour 1, ils donnent :

J(pfndml TJ-(pfdml et anmejfdm quand 1 — +oo.

L’étape 2 donne J'fndm = J(pf”dml, on en déduit donc que ffdm = fq)fdml, ce qui donne le troisiéme item de la
conclusion du théoréme 7.7.

Enfin, ici encore, pour avoir le quatrieéme item de la conclusion du théoreme 7.7, il suffit de changer les roles de m; et
my. L]

Corollaire 7.8 Soient (E{, Ty, m;) et (E,, Ty, my) des espaces mesurés o-finis. On note (E,T,m) I’espace produit.
Soit f : E — R une fonction T-mesurable. Alors :

feLl(BT,me I(J|f|dm2)dm1 <too o f(f|f|dm1 )dm2 < +oo. (7.6)

DEMONSTRATION —  Le corollaire découle immédiatement du théoréme 7.7 appliqué a la fonction | f| qui appartient a
M, (E, T). Dans (7.6), la notation (f|f|dm2)dm1 signifie :
(J|f(x1;x2)|dm2(x2))dm1(x1)-

La notation est similaire en inversant les rles de 1 et m5. ]

Voici une conséquence immédiate du théoreme 7.7 pour la mesurabilité :

Proposition 7.9 Soient (E{,T;) et (E,, T,) deux espaces mesurables. On pose E = E; xE, et T = T) @ T,. Soit
f € M(E,T) (c’est-a-dire f : E — R, T-mesurable). Alors :

1. f(x1,-) € M(E,, Ty), pour tout x € Eq,

2. f(-,xp) € M(Ey, Ty), pour tout x, € E,.

DEMONSTRATION — La démonstration est facile, il suffit de remarquer que f = f* — f~ etque f*,f~ € M+(E T)
Le premier item de la conclusion du théoréme 7.7 donne alors, pour tout x; € By, f*(x1,-) € M, (Ep, Tp) et f(x1,-)
€ M, (Ep, Tp). Comme f(x1,-) = f+(x1,-) = f~(x1,-), on en déduit que f(x1,-) € M(Ej, Tp). En changeant les roles
de (Eq, Ty) et (E, T), on montre aussi que f(-,xp) € M(Eq, T1), pour tout x, € E;. L]

Remarque 7.10 La réciproque de la proposition précédente est fausse. Soient (E;, T;) et (E,, T,) deux espaces
mesurables, E=E{ xE, et T=T; ® T,. Soit f : E > R t.q.
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L. f(x1,-) € M(E;,, T;), pour tout x; € Eq,
2. f(-,x5) € M(Eq, Ty), pour tout x; € E,.

Alors, f n’est pas forcément T-mesurable. Un exemple est donné dans 1’exercice 7.4. Un cas particulier intéressant
pour laquelle cette réciproque est vraie est donné par la proposition 7.11.

Proposition 7.11 Soient (E{,T;) et (E,, Ty) deux espaces mesurables. On pose E = E; xE, et T = T; ® T,. Soient
F e M(E{, Ty) et F, € M(E,, T;). On définit f : E — R par f(x1,x;) = Fi(x1)F(x2) pour tout (x1,x;) € E. Alors
f est T-mesurable (c’est-a-dire f € M(E, T)).

DEMONSTRATION —  On procede en trois étapes.

Etape 1. On prend d’abord F; = 1o, et F) = 15, avec A; € Ty et Ay € Tp. On a alors f = 14,xa, € M(E,T) car
A1 xAreTixThcTi®T, =T.

Etape 2. On prend maintenant F; € £(E;, Ty) et F, € E(Ep, Ty).

11 existe alors a(ll),...,agll) eR, A(ll), ceey AE}) e Ty, u(lz),...,ai,%) eRet A(lz),...,ASZ) €T, tq.:

n
F = Zagl)Ai.l) et Af»l) ﬂA;{l) =0sii=k,

i=1
m

2 2 2 1 ..
FZ:Za; )A§. )etA§ "nall —gsij=k

j=1

Onaalors f =), ;":1 agl)af)lA(_nXA(‘z) € E(E, T) c M(E,T).
i X8

Etape 3. On prend enfin F; € M(Eq, Ty) et F, € M(E,, T;). Il existe (Fr(,l))neN suite de E£(E{, Tp) et (F,(Iz))neN suite
de E(Ey, T) t.q. F,Sl)(xl) — Fy(x1) pour tout x1 € Eq et F,gz)(xQ) — Fp(x,) pour tout x, € E>. On en déduit que

fulx1,x2) = F,(ll)(xl )F,sz)(xz) — f(x1,x2) pour tout (x1,x7) € E et donc que f € M(E, T) car f,, € M(E, T) pour tout
n € N (étape 2). [

Théoreme 7.12 (Fubini)  Soient (E{, T, my) et (E,, Tp,m;) des espaces mesurés o-finis. On note (E, T, m)
I’espace produit. Soit f une fonction T-mesurable de E dans R (c’est-a-dire f € M(E, T)) et intégrable pour la
mesure m, c¢’est-a-dire f € KIIR(E, T, m). Alors :

1. f(x1,") € EIIR(EZ, T,, my) pour presque tout x| € Eq,

on pose @ (x1) = Jf(xl, -)dmy pour x1 € Eq t.q. f(x1,-) € ﬁﬂ{(Ez,Tz,mz). La fonction @y est donc définie p.p.
sur Eq (et a valeurs dans R).

2. @5 € L%&(El,Tl,ml) (au sens : il existe g € K%@(EI:leml) tq. f =gp.p.).

3. { gam= [ grami = [[( [ fonxdmstas)Jam ),

4. les mémes résultats sont vrais en inversant les roles de m; et m,, de sorte que :

f(jf(xl,x»dmz(xz))dml(xl) - f(f Flosa ) (1) Jamo(s).
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DEMONSTRATION —  Comme f € M(E, T),ona f*, f~ € M, (E,T). On peut donc appliquer le théoréme de Fubini-
Tonelli (théoréme 7.7) a f* et f~. Il donne :

1. f*(x1,), f(x1,-) € M4 (Ep, Ty), pour tout x1 € Eq,

2. @f+, of- € My (Ey, Ty ) avec Qg (x1) = ffi(x1,~)dm2 pour tout x; € Eq.

3. frdm=[qpedm.

Le premier item donne que f(x1,-) = f*(x1,-) — f~(x1,-) € M(E3, Ty) (noter que f, f* et f~ sont & valeurs dans R).
Comme ff+dm < ooet ff_dm < oo (car f € L]%(E, T, m)), le troisiéme item donne que @+ < oo p.p. (sur E1) et que
@f- <oop.p. (sur E1). On a donc ft(x1,-) e £]§(E2,T2,m2) et f7(xy,-) € Lﬁ%(Ez,Tz,mz) pour presque tout x1 € Eq.
On en déduit donc que f(xq,7) = f1(x1,)— f(x1,") € ﬁﬁ%(Ez,Tz,mz) pour presque tout x1 € E1. Ce qui donne le
premier item de la conclusion.

La fonction ¢y est donc définie p.p. sur Ey eton a @ = @+ —@f- p.p. (0n a @5 (x1) = @f+(x1) — @f-(x1) en tout
point x1 t.q. @f+(x1) <ocoet @f-(x]) < oo). Comme Qg+ < oo et @f- < oo p.p, on peut trouver A € Ty t.q. m(A) =0
et @f+ <coet@s- <ocosur A°=Ej \ A. Enposant g = @f+ — @s- sur A et ¢ =0 sur A, on adonc g € M(Ey,Ty),
g=@fpp.etge [IlR(El,Tl,ml) car f|g|dm1 < f(pf+dm1 +f(pffdm1 < o0. Ceci donne le deuxieme item de la
conclusion (le fait que ¢ ¢ appartienne a L]%(El, Ty, m1)) et donne aussi le troisieme item car :

J(Pfdml = Jgdrm = J‘Pf*dml _J(Pf*dml
- jﬁm-frm = jfdm.

Enfin, comme pour le théoréme de Fubini-Tonelli, le quatrieme item de la conclusion s’obtient en changeant les roles de
mjp et myp. |

Le théoréeme de Fubini est souvent utilisé sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 7.13 Soit (E{, Ty, my) et (E,, Ty, my) des espaces mesurés o-finis, (E, T, m) I’espace produit et
f : E — R une fonction T-mesurable t.q. :

J(f|f(x1,xz)|dm2(x2))dm1(xl) < too
ou

f(J-|f(X1;x2)|dm1(x1))dmz(xz) < +oo.

([ soncadm e Jam = [ { { gt xardms e Jams ).

(Toutes les intégrales ayant bien un sens.)

Alors :

DEMONSTRATION —  Le corollaire est une conséquence immédiate du théoreme 7.12 et de 1I’équivalence (7.6).
[

Remarque 7.14 (Contre-exemple lié au théoreme de Fubini) On cherche ici a construire une fonction pour
laquelle la conclusion du théoréme de Fubini n’est pas vérifiée. Soit a une fonction (continue) de R dans R et
f :R? — R définie par f(x,y) = a(x) six>0et x <y < 2x, f(x,9) = —a(x) si x> 0et 2x <y < 3x, f(x,9) =0
six<0oux>0ety ¢ [x,3x]. On pose b(x) = xa(x). On peut montrer que les hypothéses du théoréme de
Fubini ne sont vérifiées que si b € Lﬁk(R,B(R), A). En prenant par exemple a(x) = 1/(1 + x)2, on montre que

[(J fx,v)dy)dx = [([ f(x,p)dx)dy (voir exercice 7.5).
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7.4 Mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de RN

On a déja vu que B(RN) = B(RN-!) ® B(R) pour tout N > 1 (exercice 2.6 pour N = 2 et exercice 7.1). Le
paragraphe précédent permet alors de définir la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RN (c’est-a-dire sur la
tribu B(RN), engendrée par les ouverts de RN) pour tout N > 1.

Définition 7.15 (Mesure de Lebesgue sur B(RN))

1. La mesure de Lebesgue sur B(R?) est la mesure A® ), on la note ).

2. Par récurrence sur N, la mesure de Lebesgue sur B(RN), N > 3, est la mesure Ay_; ® ), on la note \y.
On note L! (RN) I’espace LI}Q(RN,B(RN), An). et pour f € LY(RN), on note

ff(x)dem - f Fx)dx.

On donne maintenant quelques propriétés de la mesure de Lebesgue sur B(RN). 11 s’agit de propriétés élémentaires
ou de généralisations simples de propriétés vues pour la mesure de Lebesgue sur 5(R). Les démonstrations seront
proposées en exercices.

Proposition 7.16 (Propriétés élémentaires de \y)

Soit N > 2. On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur B(RN).
1. La mesure A\ est o-finie.

2. Soit Ay, ..., Ay € B(R). Alors, [T, A; € B(RN) et

N N
XN(I_lAi) = I_[X(Ai)-
1 i=1

i= i

3. Soit aq,...,an €Ret By,...,pN €R t.q. a; <P; pourtouti € {1,...,N}. Alors :

N N N
)‘N(I—[]ai'ﬁi[) = I—[K(]ai,ﬁi[) = ]_[(131‘ - ;).
] . ]

i i=1 i

4. Soit K un compact de RN (noter que K € B(RN)). Alors, An(K) < +oo.

5. Soit O un ouvert non vide de RN. Alors, AN (O) > 0.

6. Soit f,g € C(RN,R). Alors f = g p.p. (c’est-a-dire A\-p.p.) implique f(x) = g(x) pour tout x € RN,

7. C/(RN,R) Lﬁk(RN,B(RN), AN). (En confondant f avec sa classe, on écrira donc souvent C.(RN,R) C
L (RN).)

DEMONSTRATION — Comme Ay est une mesure produit, le fait que Ay est o-finie est (par récurrence sur N) une
conséquence du théoreme donnant I’existence (et I’unicité) de la mesure produit (théoreme 7.3) car ce théoréme donne
que le produit de mesures o-finies est o-finie.

La démonstration des autres propriétés fait I’objet de 1’exercice 7.10. ]
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Une propriété trés importante de Ay est sa régularité, c’est-a-dire que pour tout élément A de B(RN) et pour tout
e > 0, il existe O ouvert de RN et F fermé de RN tels que

FCAcCOetAN(O\F)<e

Cette propriété est une conséquence du fait que toute mesure sur B(RN), finie sur les compacts, est réguliére
(proposition 7.17).

Proposition 7.17 (Régularité d’une mesure sur B(RN), finie sur les compacts) Soit m une mesure sur B(RN)
t.q. m(K) < oo pour tout compact K de RN. (Noter que ceci est vrai pour m = \y.) Alors :
1. Pour tout A € B(RN) et pour tout € > 0, il existe O ouvert de RN et F fermé de RN tels que :

FCAcCOetm(O\F)<e
2. Pour tout A € B(RN), on a m(A) = inf{m(0O), O ouvert t.q. A c O}.

DEMONSTRATION —  Cette proposition fait I’objet de I’exercice 7.11. ]

On donne maintenant des généralisations au cas de Ay de propriétés déja vues pour A.

Proposition 7.18 (Densité de C, dans L' (RN)) Pour tout N > 1, I’espace C.(RN, R) est dense dans L' (RN)
(c’est-a-dire que, pour tout f € LY(RN) et tout ¢ > 0, il existe ¢ € C.(RN, R) t.q. ||f — ¢ll; < e).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition fait 1’objet de ’exercice 7.14, elle découle essentiellement
de la régularité de Apy. Cette démonstration est tres voisine de celle faite pour le cas N = 1, théoreme 5.20. [

Comme cela a déja été dit apres le théoreme 5.20, le résultat de densité que nous venons d’énoncer n’est pas limité a
la mesure de Lebesgue. Il est vrai pour toute mesure sur B(RN), finie sur les compacts. Il est aussi vrai en remplagant
C, par C°. On obtient donc le théoréme suivant :

Théoréme 7.19 (Densité de C° dans L' (RN)) Soit N > 1 et p sur une mesure sur B(RN), finie sur les compacts.
Alors, ’espace C?(RN, R) est dense dans L! (RN, B(RN), 1) (c’est-a-dire que, pour tout f € Ll(RN, B(RN), D)
et tout € > 0, il existe @ € C.(RN, R) t.q. ||f —ll; < ¢).

La démonstration de ce théoreme fait 1’objet de I’exercice 7.15.

Proposition 7.20 (Invariance par translation) Soient N > 1, aq,...,an € R* et By,...,pny €R.
Pour x = (x1,...,x5)" € RN, on pose @(x) = (a1 X1 +P1,..., anxN + pn)! (noter que @ est une bijection de RN
dans RN). Pour tout A € B(RN), on a alors @(A) = {@(x), x € A} € B(RN) et An((A)) = ]_Hil | | AN (A).

Pour o; =1 pour tout i, cette propriété s’appelle invariance par translation de \y.

DEMONSTRATION —  Cette proposition a déja été vue pour N = 1, proposition 2.48. La démonstration de la proposition
2.48 utilisait, par exemple, le fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux
(et la régularité de A). La démonstration proposée ici pour N > 1 utilise une récurrence sur N et la partie unicité du
théoréme 7.3 sur la mesure produit. Elle fait I’objet de 1’exercice 7.16.

On peut aussi noter que la partie unicité du théoreme 7.3 peut étre faite (voir la remarque 7.4) avec le lemme des classes
monotones (exercice 2.13). Ce lemme pourrait aussi étre utilisé pour démontrer la proposition 2.48 (au lieu du théoréme
de régularité et du fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux). ]
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Proposition 7.21 (Changement de variables simple)

Soient N > 1, ay,...,an € R et By,...,pxy €R

Pour x = (x1,...,xx5)" € RN, on pose @(x) = (a1 x1 + B1,--., anxN + BN)! (de sorte que ¢ est une bijection de RN
dans RN). Alors :

1. Pour tout f € M, = M (RN, B(RN)), ona fope M, et:

[ ran- @m [ e

2. Pourtout f € L} = £]§(RN,B(RN), An), onafopellet:

[ ran- ]:Nllm [ropun

DEMONSTRATION — La démonstration est une conséquence simple de la proposition 7.20. Elle fait 1’ objet de 1’exercice
7.17.

Noter aussi que ]_[N 1 |o;| est la valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne de ¢ au point x. Cette matrice
est notée De(x), elle ne dépend pas de x pour les applications considérées dans cette proposition. Cette proposition sera
généralisée au théoreme 7.29. ]

7.5 Convolution

On rappelle que L' (RN) = LIlR(RN, B(RN), Ay) et que, pour f € LIY(RN), fdeN Jf YdAN(x Jf
(c’est-a-dire que dx signifie toujours d Ay (x)).

On note aussi £1(RN) = LL(RN, B(RN), Ay).

Soient f, g € L' (RN). On souhaite définir la fonction convoluée de f et g, c’est-a-dire définir f » g par :

- [ ringea-

La définition de cette fonction nécessite les deux conditions suivantes :
1. 11 faut que la définition ne dépende pas des représentants choisis pour f et g.

2. 11 faut que, ayant choisi des représentants pour f et g, encore notés f et g, la fonction g(x —-)f(-) appartienne
a LY(RN) (au sens “il existe 1 € L} (RN) t.q. g(x —-)f(-) = h p.p.”). Ceci n’est pas immédiat car, en général, le
produit deux fonctions intégrables n’est pas une fonction intégrable.

La condition 1 est satisfaite, car, pour x € RN si f. fi, g et g1 sont des fonctions de RN dans R, on a :

f=hpp,g=g pp = f()gx—)=fi()g1(x=-) p.p- (7.7)
(p.p. signifiant ici Ax-p.p..) En effet, il suffit de remarquer que si f = f; p.p.etg=g; p.p il existe A,Be B(RN)
t.q. AN(A) = An(B) = 0, f = f; sur A® et ¢ = g; sur BC. Pour x € RN, on aalors f(-)g = f1(-)g1(x —-) sur
A°NBS = (AUB,)° avec B, = {x—z, z € B}. On en déduit bien f(-)g(x—-) = f1(-)g1(x—- pp car XN(AUB ) <

AN(A) + AN (By) = AN(A) + An(B) = 0 (on utilise ici la propriété d’1nvar1ance par translation donnée dans la
proposition 7.20).
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On en déduit que, si f et f; [resp. g et g;] sont des représentants d’un méme élément de L' (RN), ona f(.)g(x—.) €
L!(RN) si et seulement si f;(.)g1 (x—.) € L'(RN) et si f(.)g(x—.) e L'Y(RN), ona [ f(t)g(x—t)dt = [ fi(t)g (x -
t)dt.

On montre dans la proposition suivante que la condition 2 est satisfaite pour presque tout x € RN,

Proposition 7.22 (Convolution) Soient f, g € LY (RN) (que I’on confond avec I'un de leurs représentants). Alors :
* Pour presque tout x € RN, la fonction g(x —-)f (-) appartient a L1 (RN) (en la confondant avec sa classe). On

pose donc : f *g(x) = ff(t)g(x —t)dt. La fonction f + g est donc définie p.p. sur RN,

o f+geLY(RN) (au sens “il existe he LY(RN) t.q. f+g=hpp.”).
o Mlf =gl < Ml liglh-

DEMONSTRATION —  On donne la démonstration pour N = 1 (le cas N > 1 est similaire, en ayant d’abord montré que
AN = AN @ AND-
On choisit des représentants de f et g, de sorte que f,g € L1(R) = Kﬁk(R, B(R), A). On souhaite appliquer le théoréme
de Fubini (théoreme 7.12) 2 H : R2 — R, définie par H(x,v) = f(y)g(x —v), avec les espaces mesurés (E;, T;, m;) =
(R,B(R),\) pouri=1,2.
Comme X est o-finie, pour appliquer le théoréme de Fubini, il suffit de vérifier que H est B (]RZ)-mesurable et que
[ (J H(x,v)ldx)dy < co.
On montre d’abord que H est B(R?)-mesurable. Ona H = Hy o P avec :

Hi : (x,9) f(x)2®), ¥ : (x,9) > (v, x-v).

La fonction Hy est mesurable de R? dans R (car f et g sont mesurables de R dans R, on applique ici la proposition
7.11) et P est mesurable de R? dans R? car continue (R et R? sont toujours munis de leur tribu borélienne). La fonction
H est donc mesurable de R? dans R comme composée de fonctions mesurables. On peut maintenant calculer I’intégrale
de [H]|:

[ e pnandy = [ ([ 1ristc-piany = 1w [ lgt-piandy.
La proposition 7.21 donne J|g(x—y)|dx = J|g(x)|dx =|gll1, Donc :

f(f [H(x,p)ldx)dy = gl flf(yndy = Il lIfl; < co.

Le théoréme de Fubini peut donc s’ appliquer. Il donne que H(x,-) € £!(R) pour presque tout x € R. Donc, gx=)f()e
o (R) pour presque tout x € R. Ceci montre bien que f * g est définie p.p.. Le théoréme de Fubini donne alors aussi que
fxge L!(R) (au sens “il existe h € £1(R) t.q. f+g=hpp)).

Enfin pour montrer que ||f = gll1 <||fll11lgll1. il suffit de remarquer que :

If +glly = f|jf<y>g<x—y>dyldx < j(j IH(x,)ldx)dy = gl I -

Remarque 7.23 On a vu précédemment que L!(RN) muni de I’addition (loi de composition interne), de la
multiplication par un scalaire (loi de composition externe) et de la norme || - ||; est un espace de Banach. L’ajout de
la convolution (loi de composition interne) confere a L' (RN) Ia structure d’algébre de Banach.

On sait aussi que Cy(IR,R) muni de I’addition, de la multiplication interne, de la multiplication par un scalaire et de
la norme de la convergence uniforme || - ||,, est aussi une algébre de Banach. En fait, nous montrerons par la suite
qu’il existe un isomorphisme d’algébre, appelé transformation de Fourier, entre L' (RN) et son image (par cette
transformation) dans Cj,(RN,R).
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Remarque 7.24 On donne ici quelques propriétés supplémentaires de la convolution. Soit N > 1. Pour p € [1, o0],

on pose LP(RN) = LE (RN, B(RN), Ay).

1. Soit f,g € LY(RN). On a alors f *g = g+ f p.p.. Ceci découle de I'invariance par translation de la mesure de
Lebesgue (propositions 7.20 et 7.21) et est démontré dans I’exercice 7.19.

2. Soitl < p < co. Soient f € LP(RN) et g € LY(RN). Alors, f * g est définie p.p. sur RN, f+g € LP(RN) et
IIf *gllp < [IfIl,lIglly - Cette propriété fait I'objet de I’exercice 7.21.

3. Soit p,q € [1,00] t.q. (1/p) +(1/q) = 1. Soient f € LP(RN) et ¢ € LY(RN). Alors, f * g est définie partout sur RN
et f +g € C,(RN,R), voir I’exercice 8.7.

4. Soit p € [1,00]. Soient f € LP(RN) et g € C(RN, R). Alors, f *g est définie partout sur RN et f+g € C*(RN,R),
voir I’exercice 7.20.

5. (Régularisation par convolution) Soit f : RN — R. On dit que f € LIIOC(RN) si f1x € LY(RN) pour tout compact
K de RN. On suppose que f € LIIOC(RN). Soit k € N et g € CK(RN,R). Alors, f * g est définie partout sur RN et
f +g € CK(RN,R) (voir I’exercice 7.20, noter que LP(RN) ¢ LIIOC(RN)).

6. Soit f,g € LY(RN). On suppose que f et g sont & support compact (f & support compact signifie qu’il existe K,
compact de RN t.q. f = 0 p.p. sur K¢). Alors, la fonction f * g est aussi a support compact. Ceci fait partie de
I’exercice 7.19.

La convolution est un outil tres utile pour “régulariser” des fonctions. Elle est a la base de résultats de densité
fondamentaux que nous verrons dans le chapitre suivant (densité de C°(RN,R) dans LP(RN) pour p < oo, par
exemple).

Il est aussi intéressant de généraliser la convolution de fonctions en convolution de mesures. On commence par
remarquer qu’une fonction f dans LIIOC(RN, B(RN), \y) (voir la remarque 7.24) est entierement déterminée par la
mesure qu’elle induit sur les parties boréliennes bornées de RN, ¢’est-a-dire par la mesure m définie par m = fAN
(qui est une mesure signée sur Q) si () est une partie borélienne bornée de RN). Ceci est précisé dans le lemme

suivant (en remarquant que f(pd m= I(p fdAn pour tout @ € C.(RN,R)).

Lemme 7.25 SoitN>1et f,g € L}OC(RN,B(RN), AN) 2.4 ff(pd)\N = fg(pd)\N, pour tout @ € C.(RN,R). Alors,
f=gpp.

DEMONSTRATION —  Soit M € N*. On note By la boule (fermée) de centre 0 et rayon M dans RN et hy la fonction
définie par :

flx)-gx) sixeByet|f(x)-gx)] <M,

M) =1, six & Byg ou |f(x) — g(x)| > M,

Onahypell (RN,B(RN), AN) (car By est un compact de RN). Comme CC(RN,R) est dense dans L1 (RN, B(RN),
AN) (théoréme 5.20 pour d = 1 et théoréme 7.18 pour N > 1), il existe une suite (@;)neN t.q. @, — hy dans
LY(RN, B(RN), AN) quand 7 — +oco. On peut aussi supposer (quitte A extraire une sous-suite) que ©n — hwm pp-
(théoréme 6.11). Enfin, en remplacant ¢,, par max(min(¢,,, M),—M) on obtient :

§p € CC(RN,R) pour tout n € N,

Pn = hm p-p.

|@u| <M pour tout n € N.
Comme @, € C.(RN,R), on a I( f—92)9ndAN = 0. Le théoréme de convergence dominée (la domination est par
M1g,,|f —gl) donne alors IhM( f—g)dAN = 0. En faisant maintenant tendre M vers I’infini, le théoréme de convergence
monotone donne I|f —gldAN =0, etdonc f =g p.p. m
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Pour que la convolution de mesures soit une généralisation de la convolution de fonctions, on souhaite que
mxp = (f+g) AN, lorsque m = f Ay et g = gy avec f,g € LYRN, B(RN), Ay) (et donc fxg € LY (RN, B(RN), Ax)).
Noter que 1, p et m * p sont des mesures signées. Soient f,g € LL(RN, B(RN), Ay). On pose m = fAy et g = gAx.
Pour toute fonction ¢ borélienne bornée de RN dans R (par exemple, @ € Cb(RN, R)),

Jiregioan= [ ([, ety ot

(On rappelle que dx désigne d A(x)). En utilisant le théoreme de Fubini, qui s’applique bien ici car

“v x = 9)g()pIdxdy < llllallf gl

et avec le changement de variable z = x — v (pour y fixé), on obtient :

Joresioan= [ ([ rix=setaxeay
- [ e s ezt

[resionn=[ ([ otzpiamta)ann = [ ot+aamopney), a8)

On a donc :

ou la dernicre égalité découle de la définition de m ® p. Plus précisément, si m et p sont des mesures finies (c’est-a-
dire des applications c-additives de B(RN) dans R*), la derniére égalité de 7.8 est donnée par le troisieme item
du théoreme de Fubini (théoréme 7.12). Si m et p sont des mesures signées, on se ramene au cas précédent avec
la décomposition de Hahn (proposition 2.33) qui donne m = m*™ —m™ et p = p* — p~. La mesure m @ p est alors
définie a partir de m* Q@ p*.

On est ainsi amené naturellement a définir m = p en utilisant le deuxiéme membre de (7.8) pour définir j(pd(m ).

Définition 7.26 (Convolution de mesures) Soit N > 1 et m, u des mesures signées sur B(RN). On définit la
mesure signée m* p sur B(RN) par :

mx*pu(A) = J];{ZN 1a(x+v)d(m@p)(x,v) pour tout A € B(RN).

onm@v=mtQut+m @u —m @ut —m* @u~ et m* p* sont données par la décomposition de Hahn de m et
W (proposition 2.33).

Le fait que m * p est une mesure signée sur 3 (RN) est facile (la o-additivité de m * p découle, par exemple, du
théoreme de convergence dominée). On déduit de cette définition la proposition suivante.

Proposition 7.27 Soit N > 1 et m, y des mesures signées sur B(RN).
1. On a alors, pour tout @ borélienne bornée de RN dans R (par exemple, ¢ € C,(RN,R)) :

f <pd<mw>=f Plx+ ) (m @ p)(x, ).
RN B(RZN)

344



2. Si m et y sont des probabilités, la mesure m * y est aussi une probabilité.

3.8i f,g e LYRN, B(RN),AN), m = fAn et p=gAn, onamsp=(f*g)An.

DEMONSTRATION — Le premier item se démontre, comme souvent, en considérant des fonctions étagées, puis en
écrivant ¢ comme limite de fonctions étagées (bornées par la borne supérieure de ||, exercice 7.23). Le deuxieme
item est immédiat en remarquant que m * p(A) > 0 si m et p sont des mesures (positives) et 11 * M(RN) = m(RN)},L(]RN).
Enfin, le troisieme item a été vu avant la proposition 7.27. [

Remarque 7.28 Il aurait aussi été possible de définir m = p grace au théoreme de Riesz dans Co(RN,R) (théo-
réme 5.16 pour N > 1). Si m, p sont des mesures signées sur 3 (RN) (ou, directement, des formes linéaires continues
sur Co(RN,R)). On définit, I’application L de Co(RN,R) dans R par :

= J J @(x+y)dm(x)du(y), Vo € CO(]RN,]R).
RN JRN

L application L est une forme linéaire continue sur Co (RN, R). Par le théoréme de Riesz, il existe donc une unique
mesure de Radon, notée T (c’est la mesure convoluée de m et p) t.q. :

- f<p<s>dr<s)

7.6 Formules de changement de variable

La proposition 7.21 donne un résultat sur les changements de variables “simples”. On donne maintenant une
généralisation dans le cas ol les intégrales portent sur des ouverts bornés de RN,

Théoreme 7.29 (Formules de changement de variable) Soit N > 1, U et V des ouverts bornés de RN ¢f @ un
C!-difféomorphisme de U dans V (i.e. ¢ est une bijection de U dans V, @ € C1(U, V) et ¢~! € C'(V,U)). On note
D@(v) la matrice jacobienne de @ en y et Det(D@) la fonction y — Det(De(y)).

1. Soit f € M, = M, (RN, B(RN)). Alors,
(f o UDet(DIy € M, et | fhix= [ F(pu)IDet(Doty)ids
2. Soit f € M(RN, B(RN)) t.q. f1y € £ = LL(RN, B(RN), Ay). Alors,

(f o @)IDet (D)1 € L1 esz )dx = ff DIDet(Do(y)Idy.

DEMONSTRATION —  Comme ¢ est de classe C!, 1a fonction (f o @)|Det(De)|1y est mesurable si f est mesurable. Il
est plus difficile de montrer I’égalité donnée dans 1’item 1 du théoréme. Cette démonstration n’est pas faite ici. Elle
consiste a se ramener par un procédé de localisation au cas de changements de variable affines.

Le deuxi¢me item du théoréme est une conséquence facile du premier. En effet, soit f € MERN, BRN)) t.q. flyecl.

En appliquant le premier item a la fonction |f| € M., on obtient que (f o (p)IDet(D(p)|1U € El Puis en appliquant

le premier item & f* et f et en faisant la différence, on obtient bien que JV x)dx = IU y))|Det(De(p))|dy.
L]
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Un exemple de changement de variable On conclut cette section en donnant I’exemple des coordonnées
polaires pour N = 2. Soit f € M_,(R?, B(R?)) (ou f € Kﬁg(Rz, B(R?), A;)). On veut calculer (par exemple)
fBl f(x)dx, ot By est la boule unité (ouverte) de R?, en passant en coordonnée polaires.

On a donc B; = {x € R?; |x| < 1}, ol | - | est la norme euclidienne dans R?, c’est-a-dire |x|* = xf + x% six =
(Xl,XQ)t € R2.

On pose L = {(x;,0)?, x; € [0,1[} et on remarque que A,(L) = A([0,1[) x A({0}) = 0. Donc, en posant V = B; \ L,
ona:

N f(x)dx = Bl\Lf(x)dx = Lf(x)dx(: J:/fd)\z).

On pose aussi U =]0, 1[x]0, 27|, de sorte que U et V sont de ouverts bornés de R?. L’ application ¢ : (r,0)!
(rcos ©,rsin 0)! est alors une bijection de U dans V. Elle est de classe C! et son inverse est de classe C! (pet (p‘l
sont méme de classe C*). On peut calculer la matrice jacobienne de ¢ et son déterminant :

cos® -—rsinO

sin® rcosO )’ [Det(De(r, 0))] = r.

De(r,0) :(

On peut donc appliquer le théoreme 7.29, il donne :

f(x)dx = J f(x)dx = J f(rcosB,rsinO)rdA,(r,0)
B, \Y u
:J f(rcos®,rsin@)rdX,(r,0)
10,1[x]0,2m[

En appliquant maintenant le théoréme de Fubini-Tonelli pour évaluer la derniére intégrale (si f € £! au lieu de
f € M,, on raisonne d’abord sur |f| puis on utilise le théoréme de Fubini), on obtient :

21 1
f(x)dx:f0 (J; f(rcos®,rsin@)rdr)do.

By

Si f(x) ne dépend que de |x|, c’est-a-dire s’il existe P t.q. f(x) = P(|x]), on obtient alors :

1
f(x)dx = 2TIJ- P(r)rdr.
B 0
En particulier, on voit que f1p, € L(R?) si et seulement si g € z:}R(]o, 1[, B(R), A), avec g définie par g(r) = r{(r)
pour r €]0, 1].

Prenons toujours f € M, (R?, B(R?)) (ou bien f € [Z[}Q(RZ,B (R?), \,)). Le raisonnement que nous venons de faire
pour B peut étre fait pour B, = {x € R?; |x| < a} avec a > 0. On obtient alors, pour tout a > 0 :

2m a
Laf(x)dx :L (J; f(rcos®,rsinO)rdr)do. (7.9)

En prenant a = n, n € N*, dans (7.9), on obtient aussi, quand #n — +co (avec le théoréme de convergence monotone
si f € M, eten raisonnement avec f*si f € L1):

27 0
Jf(x)dx:fo (J; f(rcos®,rsinB)rdr)do. (7.10)
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7.7 Exercices

7.7.1 Mesure produit
Exercice 7.1 (Mesure borélienne sur R") Montrer que, pour tout 72 > 2, on a B(R") = B(R""1)®B(R). [S’inspirer
de la démonstration faite pour n = 2 dans 1’exercice 2.6.]
Corrigé — Onnote T = B(R" 1)@ B(R), ¢’est-a-dire la tribu (sur R") engendrée par {A x B; A € B(R"™1), B € B(R)).
On veut montrer que T = B(R™).
Etape 1, B(R") c T.

Soit O un ouvert de R". On va montrer que O € T. On suppose O = 0 (on sait déja que O € T). Pour tout x = (x1,...,X,) €
O, il existe r > 0 t.q. ]_[?Zl]xi —1,x; + r[C O. Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver, pour tout
ie{l,...,n}, ;i € Qnlx; —r,x;[ et z; € QN|x;, x; + r[. On a donc x € [, ]y;, zi[C O.

On note alors 1 = {(v,z) € Q%" ; 1 i zi[c O} (avec y = W1, 90) et z2=(z1,...,2,)"). Pour tout x € O, il existe
donc (y,z) € 1t.q. x € [T\ vi,zi[. On en déduit que O = U,z)et [T 1vi, zil.

L’ensemble ]_[:1:_11 |vi, zi[ est un ouvert de R 1 appartient donc a B(R”_1 ) (qui est la tribu engendrée par les ouverts de
R"1), L'ensemble |y, z,,| appartient a B(R). Donc, i lvirzile B(R""1) x B(R). Comme 1 est au plus dénombrable
(car an est dénombrable), on en déduit que O € T. On a ainsi montré que T est une tribu contenant tous les ouverts de
R", et donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R" (c’est-a-dire B(R™)). Donc, B(R") C T.

Etape 2, B(R") D> T.

On reprend ici aussi le méme démarche que dans ’exercice 2.6.

1. Soit A un ouvert de R~ et T) = {B € B(R); A x B € B(R")}. On montre d’abord que Ty est une tribu (sur R)
—0eTy car Ax0D=0e B(R").

— On montre ici que Ty est stable par passage au complémentaire. Soit B € Ty, on a donc B¢ € B(R) et Ax B¢ =
Ax(R\B) = (AXR)\(AxB). Or; (AxR) est un ouvert de R" (car A est un ouvert de R"~1 et R est un ouvert de R),
on a donc (AxR) € B(R"). D’autre part, (AxB) € B(R") (car B € Ty ). Donc, AxB° = (AxR)\ (AxB) € B(R").
Ce qui prouve que B¢ € Ty et donc que Ty est stable par passage au complémentaire.

— Enfin, Ty est stable par union dénombrable. En effet, si (Bp)pen C T1, on a A x (UpEN Bp) = UpeNA x By, €
B(R") (car Ax B € B(R") pour tout p € N). Donc, Upen Bp € T
On a donc montré que Ty est une tribu.
On montre maintenant que Ty contient les ouverts de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R", on a A x B € B(R"). On a donc
Be Tl-

Ty est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, T = B(R).

La conséquence de ce résultat est :
A ouvert de R"1 1 Be B(R) = A xB € B(R"). (7.11)

2. Soit Be B(R) et T, = {A € B(R"™1); Ax B e B(R")}. On va montrer que T, = B(R"1).

On commence par remarquer que (7.11) donne que Ty contient les ouverts de R""L. En effet, soit A un ouvert de R
la propriété (7.11) donne que A x B € B(R"), et donc A € T,.

On montre maintenant que Ty est une tribu (on en déduira que T, = B(R"™1)).

—~0eT, car@xB=0¢eBR").
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— On montre ici que Ty est stable par passage au complémentaire. Soit A € Ty, on a A € B(R" 1) et A°xB =
(R"~1 x B)\ (A x B). La propriété (7.11) donne (R"~1 x B) € B(R") car R"L est un ouvert de R"1. D autre
part, (A xB) € B(R") (car A € Tp). Donc, A° x B € B(R"). Ce qui prouve que A€ € Ty et donc que T, est stable
par passage au complémentaire.

— Enfin, T, est stable par union dénombrable. En effet, si (Ap)pen C Tp, ona (UpeN Ap)xB= UpeN(Ap xB) e
B(R") (car Ap x B € B(R") pour tout p € N). Donc, UpenAp € To.

Ty est donc une tribu (sur ]R”_l) contenant les ouverts de R"~!, ce qui prouve que Ty D B (R”_l) et donc, finalement,
T, = B(R"1).

On a donc obtenu le résultat suivant :

AeB([R"1),BeB(R)= AxBeB(R". (7.12)
3. On montre maintenant que T C B(R") (et donc que T = B(R™)).

Grice a (7.12), on a {Ax B; A € B(R"™1), B e B(R)} c B(R"). On en déduit que T C B(R"). On a donc bien, avec
Iétape 1, T = B(R™).

Exercice 7.2 (Algebre engendrée par un produit de tribus) Soient E{, E, deux ensembles, T; une tribu sur E;
et T, une tribu sur E,. On note E = E; X E, et on rappelle que T; x T, = {A; x Ay, A; € Ty, Ay € T}

Montrer que I’algebre engendrée par T; x T, est égale a I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de
Ty x T, c’est-a-dire que, pour tout A € P(E), A appartient a 1’algebre engendrée par T; x T, si et seulement si il

existe (A(p))pzl,.,.,n CTxT,t.q APNAWD =0sipzget A= U;,’:l AP,

Corrigé — On note A I’algébre engendrée par Ty x T, et B I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de
T1 X Tz.
Comme A contient Ty x T et que A est stable par union finie, il est immédiat que B C A. Pour montrer que B = A, il

suffit alors de montrer que que B est une algébre (puisque A est la plus petite algébre contenant T x Ty et que B contient
Ty xTy).

Pour montrer que B est une algébre, on montre d’abord (étape 1) que Ty x Ty est stable par intersection finie et que le
complémentaire d’un élément de Ty X T, est la réunion de 2 éléments disjoints de Ty x T, (en fait, pour montrer que B est
une algébre, il suffirait de savoir que le complémentaire d’un élément de T1 x Ty est une union finie disjointe d’éléments
de T1 x Ty). Puis, on en déduit (étape 2) que BB vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1 de I’exercice 2.9, ce qui
donne que B est bien une algebre.

Etape 1. Propriétés de T1 x T;.

— Soient A1,B1 € Ty et Ay, By € Ty. On a clairement (A1 x Ay) N (By xBy) = (A1 NAy) % (By NBy). Comme Ty et
T, sont stables par intersection finie, on en déduit que (A1 x Ay) N (By x By) € Ty x T et donc que Ty x T est
stable par intersection finie.

— Soient Ay € Ty et Ay € Ty. On remarque que (A1 x A2)¢ = (Ey x A5) U (A] x Ay). Comme (E1 x AS) € Ty x Ty,
(Ag x Ap) € T} x T et que (Eq X AE) N (Ag x Ap) =0, on a bien montré que le complémentaire d’un élément de
Ty x Ty est la réunion de 2 éléments disjoints Ty x Ty.

Etape 2. On montre maintenant que B vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1 de I’exercice 2.9. La propriété (a)
est immédiate car E = Eq x Ey € Ty x T, C B. Pour montrer (b), on montre d’abord que B est stable par passage au
complémentaire.

Soit B€ B. Il existe (BW)g_y_,y CTy xTo 1.q. BP) B =0sip=qetB= Uity B). On a alors B¢ = Nty (B@)c.
Le complémentaire d’un élément de Ty x T, est la réunion de 2 éléments disjoints de Ty x T,. Pour tout g, il existe
donc Cg1,Cga € Ty x Ty £.q. (BW)¢ = Cgy UCyp et Cgy NCyo = 0. On a donc B = "1 (Ca1 U Cq2) =
U<pe1(ﬂ;”:1 Cq,(p(q)) ou 1 désigne I’ensemble des applications de (1,...,m} dans {1, 2}. Ceci prouve que B € B. En effet,
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on remarque d’abord que, pour tout ¢ €1, on a ﬂ q o(q) € Tt x Ty car Ty x T, est stable par intersection finie.
Puis, pour @, Y € 1 @ =, il existe k € {1, ,m}tq (p( ) = ¥(k). Onadonc( n 1C @) N (ﬂ;” 1Cq0(g) =0 car
ﬂZLl Ca0(q) € Cko(k) ﬂZLl Cau(g) C Ck,gb(k) et Cr,q(k) N Cr,yp(k) =0- Ona donc bien montré que B¢ est une union
finie disjointe d’éléments de Ty x Ty, ¢’est-a-dire que B® € B.

On montre maintenant que B vérifie la propriété (b) de la question 1 de I'exercice 2.9. Soit A,B € B. Comme on
vient de voir que B € B, Il existe (A(p))p 1,0 CT1x Tz et (C(q))q 1.,m CT1xT tq AP AW =g sip =g,
clP)ncla )—(Z)sipiq A=Up_ AP erBC = Cl OnaalorsA\B ANB = (Up_, AP)n (UL, €)=
U -1 Um )ncla )) On en déduit que A\ B € B. En effet, AP ACl) e Ty x Ty pour tout p et tout q (car T; x T,

est stable par intersection finie) et (AP1) 0 ClA) 0 (AP2) 0 C92)) = 0 5i (p1,91) # (p2, 92) (car APY) N AP2) = ¢ i
p1#ps et C) N Cl2) = 5i gy = g).

On a donc montré que B vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1 de I’exercice 2.9, ce qui donne que B est bien une
algebre et donc que B = A.

Exercice 7.3 (Exemple de mesure produit) Soit 71, et m, des mesures o—finies, non nulles, sur (R, 5(RR)) et t.q.
my ® my(R?\ D) = 0, ot D = {(x,x), x € R}. Montrer qu’il existe a, a, p € R t.q. m; = ad, et my = pd,, ot §, est
la mesure de Dirac en a.

Corrigé—  On remarque d’abord que R%\ D est un ouvert de R2, donc appartient & B(R?). la quantité my @ my(R2\ D)
est donc bien définie.

La construction de la mesure my ® my donne (voir la démonstration du théoreme 7.3) :
my @my(E2\D) = [ (R () ().

Cette égalité est aussi une conclusion du théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) avec f =1, A = RZ\D.

De I’hypothése my ® my(R% \ D) = 0, on déduit donc que my(R \ {x}) = 0 my-p.p.. Comme mj(R) = 0, il existe donc
aeR t.q. my(R\{a}) = 0. Ceci donne que m, = ad, avec o = my({a}). Comme my #0, on a o > 0.

Dans la construction de la mesure m1 ® my (démonstration du théoréme 7.3), on aurait pu inverser les roles de my et my.
On aurait obtenu la méme mesure m| ® my (grdce a la partie unicité du théoréeme 7.3). On a donc aussi :

my @my(R2\ D) = jmuR\ (s ().

(Cette égalité est aussi une conclusion du théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) avec f =1, A = R? \D.)

Comme my = ad,, on a donc my @ my(R2\ D) = am; (R \ {a}). De "hypothése my ® my(R%\ D) = 0, on déduit donc
m1(R\ {a}) = 0, ce qui donne my = o, avec p = my({a}). (On peut aussi remarquer que, comme my =0, ona p > 0.)

Exercice 7.4 (Fonction dont les traces sont boréliennes) Pour B C R?, on note ¢(B) I’ensemble des x; € R t.q.
(x1,0) € B. On pose T = {B c R?; t(B) € B(R)}.
Soit 0 €]0, Z[. Pour x = (xy, ;)" € R?, on pose g(x) = (x1 cos © — x,sin 0, x; sin O + x, cos 0).

1. Montrer que T est une tribu contenant B(R?).

Corrigé — On montre assez facilement que T est une tribu sur RZ. En effet, on peut remarquer, par exemple, que
RZ €T (car t(R?) =R € B(R)), T est stable par union dénombrable (si B,, € T pour tout n € N, on a tH(UnenBn) =
Uen t(By) € B(R) par stabilité de B(R) par union dénombrable) et T est stable par passage au complémentaire (si
B €T, ona t(B°) = t(B) € B(R) par stabilité de B(R) par passage au complémentaire).
Pour montrer que T > B(R?), on pose

C= {A1 X A2, Al, A2 € B(R)}
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On sait que C engendre B(]Rz). On remarque maintenant que C C T (car si A1, Ay € B(R), on a t(A1 X Ap) = Aq
ou O selon que 0 € Ay ou 0 & Ay). La tribu T contenant C, elle contient nécessairement la tribu engendrée par C,
c’est-a-dire B(R?).

2. Soit AC R t.q. A ¢ B(R). On pose B = A x {0}.
(a) Montrer que B & B(R?).
Corrigé — Comme t(B) = A & B(R), ona B & T et donc B & B(R?) car T 2 B(R?).

(b) On pose f = 1 o g. Montrer que la fonction f n’est pas une fonction borélienne de R? dans R mais que les
fonctions f(xy,-) et f(-,x;) sont boréliennes de R dans R, pour tout xq,x, € R.

Corrigé — La fonction g est linéaire bijective de R? dans R2. On note h sa fonction réciproque. La fonction h
est donc aussi linéaire. La fonction h est donc borélienne (car continue) et on a 1g = f o h. Comme B ¢ B(RZ),
la fonction 1p n’est pas borélienne. On en déduit que f n’est pas borélienne (si f était borélienne, on aurait 1
borélienne car composée de fonctions boréliennes).

sin©
cos0"

Soit x1 € R. On va montrer que la fonction f(x1,-) est borélienne. On pose x, = —x1 On distingue alors deux
cas possibles :

Premier cas. On suppose que x1 cos 0 —x,sin0 ¢ A. La fonction f(x1,-) est alors la fonction nulle (c’est-a-dire
que f(x1,x) = 0 pour tout x € R). La fonction f(x1,-) est donc borélienne.

Second cas. On suppose que x1cos 0 —xpsin© € A. La fonction f(x1,-) est alors la fonction nulle partout sauf
au point xy ou elle vaut 1 (c’est-a-dire que f(x1,x) = 1{y,}(x) pour tout x € R). La fonction f(x1,-) est donc
borélienne.

De maniére analogue on peut montrer que f (-, x3) est borélienne pour tout x € R.

7.7.2 Fubini-Tonelli et Fubini
Exercice 7.5 (Contre-exemple au théoréme de Fubini) Soit L! = LﬁQ(R B(R), ). Pour (x,y) € R?, on pose :

six>0etx<y<2x

(x+1)2
flry)={ “wp Six>0et2r<y<dx
’ 0 six>0ety ey, 3x|
0 six<0.

1. Montrer que f : R? — R est B(R?)- mesurable.

Corrigé — Onpose A ={(x,y)! € RZ:x>0,x< y < 2x}et, pourn e N, A, ={(x,p)} € RZ;x>0,x< y < 2x+%}.
A, est, pour tout n € N*, un ouvert de R2, il appartient donc & B(R2). On en déduit que A = Nnent Ay € B(Rz).

De méme, en posant B = {(x,y)t €ER?:x>0,2x< y < 3x}et, pourn e N*, B, = {(x,y)t €ER?;x>0,2x< y < 3x+%},
on montre que B = (,,en+ By, € B(R2).

On pose maintenant g(x,y) = W pour (x,y)t eR2 La fonction g est continue de R? dans R, elle est donc

mesurable ( R2 et R étant munis de la tribu borélienne ).

On remarque maintenant que f = g1 p — g1p. On en déduit que f est mesurable (car f est une somme de produits de
fonctions mesurables).

2. Montrer que pour tout y € R, f(.,) € L' ; on pose $(y) = Jf(x,y)d)\(x). Montrer que ¢ € L.
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Corrigé —  Onnote L = L, (R, B(R), A).

Soit y € R. La fonction f(-,y) est mesurable de R dans R (voir la proposition 7.9). Elle appartient aussi & L1 (et
donca Lt en confondant f (-, y) avec sa classe dans LY carﬂf NAA=0siy<0 etﬂf NdA <y siy>0car
f(x,v)=0sixe[0,p] er|f( x, )| <1 pour tout x,y. On peut deﬁmr d().

Poury <0, ona d(y)=0etpoury>0,o0na:

= [fp)dr=— jy m —L_dx+ j (1 dx
3 Ca 1

y+3 + y;Z y+1

_ v
@+3)(y+2)(p+1)’
La fonction ¢ est continue donc mesurable de R dans R. elle prend ses valeurs dans R, on peut donc calculer son
intégrale sur R :

. "3 4 1
j¢dk—nngJ; (_y+3 + )2 - y+1)dy——31n3+4ln(2).

Ceci donne bien, en particulier, ¢ € L! (en confondant ¢ avec sa classe dans L)

3. Montrer que pour tout x € R, f(x,.) € L' ; on pose {(x ff x,9)d\(y). Montrer que { € L.

Corrigé — Soit x € R. La fonction f (x,-) est mesurable de R dans R (voir la proposition 7.9). Elle appartient aussi a
L1 (et donc a L en confondant f(x,-) avec sa classe dans LY carﬂf NAA=0six <0 et j|f JdA < 3x si
x>0car f(x,y)=0siye[0,3x] et |f x, V)| < 1 pour tout x,y. On peut donc définir P(x).

Pour x <0, on a P(x) =0 et pour x>0, ona:

2x 1 3x 1
:Jf("")’“:fx (x+1>2d”_Lx =0

Onadonc peLl er fq)(x)dx =0.

4. Montrer que Jq)d A+ JLPd A (¢ et P sont définies dans les questions précédentes).

Corrigé — On a déja montré que fq)d)\ =-3In3+4In(2)20= Jl!)d}x

5. Pourquoi le théoréeme de Fubini ne s’applique-t-il pas ici ?

Corrigé — Le théoréme de Fubini ne s’applique pas ici car la fonction f n’est pas intégrale pour la mesure produit,
c’est-a-dire la mesure de Lebesgue sur RZ, notée Ap. On peut d’ailleurs le vérifier en remarquant (par le théoreme de

Fubini-Tonelli) que :
< 2x
Jinara = [ [ ipepiarpnane = | -

Exercice 7.6 (Intégrale d’une fonction positive) Soit (E, T, m) un espace mesuré o-fini, et f : E — R, une
application mesurable. On pose F =1, avec A = {(f,x) e RXE; 0 < t < f(x)}.

1. Montrer que F est 5(R) ® T- mesurable

Corrigé — Comme f € My, il existe (f,) € E; t.q. fy T f quand n — +co. On a alors A = J,,cn Ay, avec A, =
{(t,x) e Ry xR; 0 <t < fyy(x)}. Pour montrer que F est mesurable (ce qui équivalent & montrer que A € B(R)®T), il
suffit donc de montrer que A,;, € B(R)® T pour tout n € N.

Soit donc n € N. Il existe ay,...,ap € RY et By,...By €Ttg BiNBj=0sii=jetf,= Zle ailp,. On a donc
A, = U?Zl]O,ai[xBi € B(R)®T car 0,a;[xB; € B(R)x T Cc B(R)®T pour tout i.
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2.M0ntrerquejfdm:f0+c>o ({x € E; f(x) > t})dt et que A @ m( ):ffdm.
[Utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli.]

Corrigé — On peut appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréeme 7.7) a la fonction F, il donne :

JFdX@A jj F(t, x)d\(t))dm(x jf F(t, x)dm(x))dA(t). (7.13)

Pourerthxd/\ A0, f(x)

PourteR. Sit <0, onaF(t,-)=0. Donc, jF(t,x)dm(x) =0.8it>0, onaF(t,) =1(f54. Donc, jF(t,x)dm(x) =
m({f > t}).

On déduit donc de (7.13) :

de(A@A) = Jf(x)dm(x) = J‘]R m({f > t})dA(t) = L m({x € E; f(x)>t})dt.

Comme F = 1p, on a aussi IFd(A@ m) = AQ m(A), ce qui termine cette question.

3. Montrer que dem = f;m m({x € E; f(x) > t})dt.

Corrigé —  On reprend le raisonnement de la question précédente en remplacant F par G = 1g avec B = {(t, x) € RXE;
0 <t < f(x)}. On remarque d’abord que B est B(R) ® T-mesurable. En effet, on a B = (,,en+ By, avec By, = {(t,x) €
RxE 0<t< fy(x)}etf=f+ % Comme f,, € M., la premiére question donne B,, € B(R)® T. On en déduit que
B € B(R) ® T. On peut maintenant appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli a la fonction G, il donne :

jf (£, x)dA())dm(x JJ G(t, x)dm(x))d\(t). (7.14)

PourerjGtxd)\ MJO, f(x)]) = f(x
PourteR. Sit <0, onaGl(t,-) =0. Donc, JG(t,x)dm(x) =0.85it>00naGl(t,-)= L{f>t}- Donc, fG(t,x)dm(x) =

m({f = t}).
Jf(x)dm(x) = Loo m({x € E; f(x) > t})dt.

On déduit donc de (7.14) :
Exercice 7.7 (Une caractérisation de L) On munit R [resp. R?] de sa tribu borélienne, notée B(R) [resp. B(R?)].
Soit f une application mesurable de R dans R. Pour tout y € R, on pose A, = {x € R; |f(x)| > y}. Pour tout y € R,
on pose A, = 0.
1. Montrer que I’application (x,y)" — 1 A, (x) est mesurable de R? dans R. [On pourra commencer par montrer que
{(x,9)! € R?%; |f(x)| > v} est un borehen de R? ]

Corrigé —  On pose B = {(x,p)! € R%; |f (x)| > v}, de sorte que
B=(F-G)~ (]O oo[)

ou F et G sont définies par :
=f(x), G(x,v) =, (x,)} € RZ.

La fonction x +— |f(x)| est mesurable (de R dans R) ainsi que I’application y — 1(application constante). La
proposition 7.11 nous donne alors que F est mesurable de R? dans R (puisque B(R?) = B(R) ® B(R)). La fonction
G est aussi mesurable de R? dans R (il suffit de remarquer qu’elle est continue, ou d’utiliser une nouvelle fois la
proposition 7.11). La fonction F — G est donc mesurable de RZ dans R, ce qui prouve que B € B(]Rz). La fonction 1p
est donc mesurable de R? dans R.

On remarque maintenant que 1g(x,y)1rxR, (x,3) = 1Ay (x) pour tout (x,)" € R2. L'application (x,9)f 1Ay (x) est

donc mesurable de R? dans R car elle est égale a un produit de fonctions mesurables.
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Soit p € [1,00[. Pour y € R, on pose g,(y) = |y|P_1)\(Ay) (en convenant que g,(0) = 0 si A(Ag) = ).
2(a) Montrer que I’application (x,p)! > [y|P~!1 Ay(x) est mesurable positive de R? dans R.

Corrigé — L’application (x,y)t — |3/|P—1 1 A, (x) est mesurable comme produit de fonctions mesurables. Cette

application est, bien siir, a valeurs dans R . Elle est donc mesurable positive de R? dans R.

(b) Montrer que g, est intégrable sur R si et seulement si f € K%(R, B(R), A). [On pourra, par exemple, utiliser le
théoreme de Fubini-Tonelli.]
Corrigé — On pose H(x,y) = |3,)|p_1 1Ay(x) pour (x,y)t € R2. La question précédente donne que H € M, (R2,
B(Rz)). On peut donc appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.7) a la fonction H, il donne :

JJ (2, v)dA(x))d Xy JJ (2, 9)dX(p))dA(x). (7.15)

Pour y € R, on a IH x,p)dA(x) = [y]P~IA(A y) = §p(v) (en convenant que gp(0) = 0 si AM(Ag) = o0). Ceci
donne, en particulier, que g, est mesurable de R dans R (car I'une des conclusions du théoréme 7.7 est que
Y jH(x,y)d)\(x) est mesurable de R dans R..).

Pour xeR, ona

[f (x)l
f (6, 9)d\(p) JW o) (o[ (9)AA() = fo P ldy
= I

L’égalité (7.15) donne alors :
1
jgpdh I;flflpdx. (7.16)

Sife E%(R,B(]R), A), on remarque d’abord que gy, prend ses valeurs dans R, car
1
MAy) < |3}7‘f|f|pdk< oo pour tout y > 0.
La fonction g, est donc mesurable de R dans R, et (7.16) donne alors que 8 € [:IlR(R’ B(R), ).

Réciproquement, si g, € Lﬁ%(R,B(R), A), (7.16) donne que f € L%(R, B(R), A).

On a donc bien montré :
8 € LE(RB(R),\) & f € LE(R,B(R), ).

Exercice 7.8 (A propos de Fubini) Dans cet exercice, on munit R et R? de la tribu de Lebesgue et de la mesure
de Lebesgue et on note £! ’espace EI}Q([O, 1], B([0,1]), A).

Soit, pour n > 1,1, = [1-1/n,1-1/(n+1)[. On pose ¢, = n(n+ 1)1, et f(x,) = ¥ ;51 (Pu(x) = Pp11(x)) P (p)-
1. Montrer que f : [0,1]?> — R est bien définie et mesurable (c’est-a-dire borélienne).

Corrigé — La fonction f est bien définie pour tout (x,7y) € [0, 112 car si (x,v) €0, 112 la somme définissant flxp)
n’a, au plus, qu’un seul terme non nul (@, (y) ne peut étre non nul que pour une seule valeur de n).

Pour tout n € N*, la fonction x > (@ (x) — ©,41(x)) est borélienne et la fonction @,, est borélienne. On en déduit que
la fonction (x,v) = (@ (%) — @11 (X)), (v) est aussi borélienne (en appliquant, par exemple, la proposition 7.11).
Pour n € N*, on définit f,, (sur R?) par fu(x,p) = Z=1 (9p(x) = Pp+1(x))9p (). La fonction fy, est borélienne comme
somme (finie) de fonctions boréliennes.

Finalement, la fonction f est donc borélienne car c’est une limite simple de fonctions boréliennes (f(x,y) =
limy, s 10 fu(x,))-
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2. Montrer que, pour tout x € [0, 1], y — f(x,p) est intégrable sur [0, 1] et que, pour tout y € [0,1], x — f(x,p) est
intégrable sur [0, 1].
Corrigé — Soit x € [0, 1], pour étudier la fonction f(x,-) on distingue plusieurs cas.
Six =1, f(x,) = 0 pour tout y et donc f(x,) € L et F(x jo y)dy = 0.
Sixely, f(x,y)=2¢1(p) = 4l{o,1/2[, donc f(x,-) € L1 et F(x jo dy 2.

Sixely, nz2, f(x,9) = @u(X)Pn(v)—@n(x)pyu—1(v) donc f(x, el:l et F(x Io (x,p)dy = Ocarf0 Pp(y)dy =
0 pour tout p > 1.

Soit maintenant y € [0, 1], pour étudier la fonction f(-,y) on distingue deux cas.
Siy =1, f(x,9) = 0 pour tout x et donc f(-,y) € L et G(y JO y)dx=0
Siyel,n>1, f(x,)=(0n(x) = @ui1(x)@u(y) donc f(-,v) € Ll et G(y IO (x,v)dx =0 car IO Pp(x)dx =
pour tout p > 1.
3. Montrer que F : x I[o 1]f(x,y)dy etG:p J[O’”f(x,y)dx sont intégrables sur [0,1]. Calculer alors
J[ 0 1] x)dx et fo (0.1] v)dy. Peut on appliquer a f le théoreme de Fubini ?

Corrigé — A la question précédente, on a vu que F = 210,1/2[, ona donc F € LY et IO x)dx = 1. On a vu aussi
que G =0 et donc G € L1 etjo y)dy = 0.

Comme IO x)dx # JO v)dy, les conditions pour appliquer le théoréme de Fubini ne peuvent pas étre vérifiées. La

condition non vérifiée est l intégrabilité de |f|. On peut, par exemple, remarquer que |f (x,v)| = n2(n+1)% sur I% et
lintégrale de |f| sur 1,21 est donc égale a 1, ce qui donne

+o0
J;o,l]Z If (x,v)ldxdy > ;L% If (x,9)|dxdy = +o0.

Exercice 7.9 (Intégrale de Dirichlet)

n _: n ()
1. Vérifier que si n > 1,, j SIOX iy = j (J e dt)sinxdx.
o Jo

0 X

smx , elle est donc bien

Corrigé — Soit n € N. En posant
intégrable pour I’espace mesuré ([0, n] ([0, n]), )

Pour tout x > 0, on a ex‘ € M+(R+, (R4)). Pour calculer foo e~ dt, on remarque que, pour tout p € N, on a

t
jg e ¥dt = [=¢— - ]p = -5 Quand p — oo, on en déduit, avec le théoréme de convergence monotone, que
fooo e*dt = % On obttent bten ;
n .; n [oe]
sinx _ .
J dx:f (j e dt)sinxdx.
0o X 0 Jo

n
2. Calculer E,(t) = j e sinxdx (t > 0).
0

Corrigé - Pourt=0,0na Igl e sinxdx = fg sinxdx = 1 —cosn. On a donc F,;(0) = 1 —cosn.

Soit maintenant t > 0. Comme les fonctions x — e > et x > sin x sont indéfiniment dérivables sur R, on peut calculer
n _ . . P . .
IO e *tsinxdx en intégrant deux fois par parties :

n n
j e sinxdx = —f tef"tcosxdx—[ef"tcosx]g
0 0

n
- _ t2€—xt —xt

0

sinxdx —[te™" sinx]{j — [e ™ cos x].
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Ce qui donne :

n
(2 + l)f e sinxdx=1—te ™ sinn—e ™ cosn.
0

et donc : ) » »
Fy(t) = j e sinxdx = 1—te"sinn—e™ cosn-
0 t2+1
[Se]
3. Calculer lim E,(t)dt. (E, est définie a la question précédente.)
n—+o00
0

Corrigé — Pour tout n € N, F,, est continue de R, dans R, elle est donc mesurable de R, dans R.

On a, pour tout n € N et tout t > 0, te™™ < te™t < 1/e. On en déduit :
1 1
[E () <(2+ 7)1‘71 pour tout t € R+ et pour tout n € N.
e’ t2 4

(en fait, on a méme 0 < F, (t) < .) Comme t — t21+1 est intégrable pour la mesure de Lebesgue sur les boréliens

t2 1
de R, ceci donne F, € Ll (R4, B(R,), A) pour tout n € N.
Enfin comme F,(t) — t2 :
la suite (E,;)) N, il donne :

quand n — +oo, pour tout t > 0, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a

j Fn(t)dt—>J‘ ——dt = —, quand n — +co.
0 0 t2+1 2

0o
s . sinx e

4. En déduire que lim dx=—.
n—+oo ) X 2

Corrigé — Soit n € N. On définit H de R? dans R par
H(x,t) = sinx1[g,,](%)1[0,00](t)-

La fonction H est B(R?)-mesurable et elle appartient & £1(R?) car; par le théoréme de Fubini-Tonelli :

n
J|H X, )|dAg (x, t J |smx|J _Xtdt)dx:j |Sl)r:x|dx<oo,
0

|sin x|

car la fonction x +— est continue que [0, 1] en posant % =1 pour x = 0, elle est donc bien intégrable pour
I’espace mesuré ([0, n], B([0,n]),\)

On peut donc appliquer le théoréme de Fubini a la fonction H, il donne, avec la premiére question :

n o; n [ee] 0 n
J- SIY e = J (J e dt)sinxdx = f (J‘ e sinxdx)dt
0o X 0 Jo 0o Jo

- J:o F,(t)dt.

La question 3 donne alors 1im,,_, , jon Si;lxdx =1lim; 400 f(;x’ F,(t)dt =

s
5

7.7.3 Mesure de Lebesgue sur 3(RN)

Exercice 7.10 (Propriétés élémentaires de Ay) Soit N > 2. On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur
B(RN).
1. Soit Ay,..., AN € B(R).

Montrer que [T, A; € B(RN) et An(TTY; Ar) = TTN, MA,).
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Corrigé — On va démontrer cette question en supposant tout d’abord que M A;) < oo pour tout i. Le cas général
s’obtient alors en utilisant A; N [—p, p] au lieu de A; et en faisant ensuite tendre p vers ’infini. On obtient bien la
propriété voulue (en convenant que 0 x co = 0). Cette méthode est décrite dans la remarque 7.5.

On démontre donc, par récurrence sur N, la propriété suivante :
Aq,...,AN € B(R), A(A;) < oo pour tout i =

MY, A € BERN) e AT, Aj) =TT, MA). 7.17)

La propriété (7.17) est vraie pour N = 2. En effet, on sait que B(R?) = B(R)®B(R) (proposition 7.2) et que Ay =A@\
(définition 7.15). On a donc bien (avec la définition d’une mesure produit, théoréme 7.3) :

A1,Ay e B(R), AM(A1) <0, A(Ap) <00

= A xAp € B(R?) er A2(A] x Ay) = MA7)AMAy).
On suppose maintenant que la propriété (7.17) est vraie pour un certain N > 2, et on la démontre pour N + 1.
Soit donc Aq,...,AN+1 € B(R) t.q. M(A;) < oo pour tout i.
Par (7.17), on a TIN | A; € BRN) er AN(TT, Aj) = [T, MA;). On rappelle que BRN*!) = B(RN) @ B(R)
(proposition 7.2) et que AN+1 = AN ® A (définition 7.15).
On en déduit que [T Aj = (TTY,; Aj) x Ang1 € BRN) x B(R) ¢ BRN) @ B(R) = BRN*!) er

N+1 N+1

N
At ([ A =] JanrAana = | ma).
i=1 i=1 i=1

ce qui donne bien (7.17) avec N + 1 au lieu de N et termine donc la démonstration par récurrence.

2. Soit ay,...,an €Ret fy,...,pn € Rt.q. a; < B; pour tout i € {1,...,N}. Montrer que

N

N
XN(I_[]ai,ﬁi[) = l_[)‘(]ai:ﬁi[)-
i=1

i=1

Corrigé — Cette question est une conséquence immédiate de la précédente en prenant A; =], B;[.

3. Soit K est un compact de RN (noter que K € B(RN). Montrer que Ay (K) < +oo.

Corrigé — Comme K est compact, il est borné. Il existe donc a € R}, t.q. K C ]_[fil] —a,a[. On en déduit que
AN(K) AN )= a,a) =TT M - a.a) = (20)N < oo,

4. Soit O un ouvert non vide de RN. Montrer que Ax(O) > 0.

Corrigé — Soit x = (x1,...,xN)! € O. Comme O est ouvert, il existe ¢ > 0 t.q. ]_[?il]xi —¢&x; +¢[C O. On a donc
AN(O) > )‘N(]_[?Ll Jxi—exi+¢) = ]_[1»11 Mlxi—exj+¢]) = (2e)N > 0.

5. Soit f,g € C(RN,R). Montrer que f = g p.p. (c’est-a-dire Ay-p.p.) implique f(x) = g(x) pour tout x € RN,

Corrigé — SoitO={f zgl={xe RN; f(x) = g(x)}. Comme f et g sont continues, O est ouvert. Comme f = g p.p.,
on a nécessairement A\ (O) = 0. Enfin, la question précédente donne alors que O =0 et donc que f(x) = g(x) pour
tout x € RN,

6. Montrer que C.(RN,R) ¢ LL(RN, B(RN), Ay).

Corrigé — Soit f € C.(RN,R). Comme f est continue, on a f mesurable de RN dans R (RN et R étant munis de
leur tribu borélienne, on dit aussi que f est borélienne). Comme f est a support compact, il existe a € R t.q. f =0
sur K¢ avec K = ]_[?il [~a,a). Enfin, f est bornée, il existe donc M t.q. |f (x)| < M pour tout x € RN. On en déduit que
[1fldAn < M(2a)N < 0o et donc que f € LL(RN, BRN), Ay).
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Exercice 7.11 (Régularité de \y) Soit m une mesure sur B(RN) t.q. m(K) < co pour tout compact K de RN,
(noter que ceci est vrai pour m = Ay.)

1. Soient A € B(RN) et £ > 0. Montrer qu’il existe O ouvert de RN et F fermé de RN tels que :

FCAcOetm(O\F)<e

Corrigé — On reprend ici la démonstration de la régularité d’une mesure sur B(R), finie sur les compacts (théoréme
2.43).

On appelle T I’ensemble des A € B(]RN) t.q. pour tout € > 0, il existe O ouvert et F fermé vérifiant F C A C O
et m(O\ F) < & On va montrer que T est une tribu contenant C = {]_[?il]ai,bi[, —00 < a; < b;j < oo pour tout
i€{l,...,N}}. Comme C engendre B(RN) (voir Uexercice 2.7, il est méme démontré qu’on peut, dans la définition de

C, se limiter au cas oi les a; et b; sont dans Q), ceci donnera T = B(RN).

On démontre tout d’abord que C C T. Soit —co < a; < b; < oo pour tout i € {1,...,N} et A = ]_[?il]ai,b,‘[. Soit e > 0.
On veut montrer qu’il existe O ouvert et F fermé t.q. FC AC O et m(O\ F) <e.

Soit ng € N 1.q. (2/ng) < b; —a;j pour tout i € {1,...,N}. Pour n > ng, on pose F,, = ]_[il[a,- +(1/n),b; — (1/n)] et
O = A. On a bien F,, fermé, O ouvert et F, C A C O. On remarque ensuite que O\ F,, C C,, avec :

N N
Co=|JCung Cug=| 1.
q=1 i=1
.. 1 1
Ii-j;) =la;, bi[sii=gq, I(qnq) =lag,ag+ Z[U]bq - ;,bq[.

Soit g €{l,...,N}. Ona Cy11,4 C Cp g (pour tout n 2 ng), ngno Cy,q =0 et, comme m est finie sur les compacts,
N
m(Cug) < m(| [lasbi)) < oo.
i=1
On peut donc utiliser la propriété de continuité décroissante d’une mesure. On obtient m(Cnrq) — 0 quand n — +co.
On a alors aussi m(C,;) < Z;\LI m(Cy,q) — 0 quand n — +oo. Il existe donc n t.q. m(Cy,) <&. On prenant F = F, on
a bien alors O ouvert, F fermé et m(O \ F) < ¢, ce qui montre que A € T et donc que C C T.

On montre maintenant que T est une tribu. On remarque tout d’abord que 0 € T (il suffit de prendre F = O = () et
que T est stable par passage au complémentaire (car, si F C A C O, ona O° C A° C FC et F¢\ O° = O\ F). Il reste &
montrer que T est stable par union dénombrable.

Soit (Ay)peNn C T et A = ey Ay On veut montrer que A € T. On va commencer par traiter le cas (simple) oit
m(A) < oo puis le cas (plus difficile) o m(A) = oo.

Premier cas. On suppose que m(A) < co. La démonstration est ici identique a celle faite pour N = 1. Soit € > 0.
Pour tout n €N, il existe O, ouvert et B, fermé t.q. F, C A, C Oy, et m(Oy, \ E;) < (¢/2"). On pose O = |J,,eny On
et F=U,enFy. OnaFc AcO, mO\F) < 2¢ car (O\F) € U,en(On \ By), et O ouvert mais F n’est pas
nécessairement fermé. . .

Cependant, puisque m(A) < oo, on a aussi m(F) < co. Par continuité croissante de m on a m(UZ:O

1 — oo, d’oil (puisque m(F) < co) m(F) — m( ;:O F,,) — 0. On prend alors F = UZZO F,, avec n assez grand pour

E,) — m(F), quand

que m(F)—m(F) <e. Onabien F C A C O, O ouvert, F fermé et m(O \ F) < 3e. Ceci prouve que A € T.

Deuxieéme cas. On suppose maintenant que m(A) = oo (et le raisonnement précédent n’est plus correct si m(F) = co).
On raisonne en trois étapes, en adaptant la démonstration faite pour N =1 :
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(a) Soit p = (p1,...,PN) € ZN. On remarque d’abord que A, N ]_Hil [pi,pi + 1[€ T pour tout n € N. En effet, soit
neNete> 0. Il existe Oouvertethermétq FCcA,COet m(O\F) <& Pour k € N*, on a donc

Fk—Fﬂ]_[ pup1+1—*]CA ﬂ]_[ pirpi +1[C O
i=1

—Om]_[]Pz 'Pz+1

On a ¥y fermé, Oy ouvert et (O \ F,) C (O \ F) U Dy, avec :
N N )
D¢ = JDrg Drg=[ 1y
q=1 i=1

k 1 iy
fq) =lpi - E,pi +1[sii=p,
1

]qq ]pq 'Pq[ ]Pq+1_?pq+l[~
En utilisant la continuité décroissante de m et le fait que m est finie sur les compacts (ce qui donne m(Dy) <
m(]_[?il [pi — 1,pi +1]) < 0), on démontre (comme pour les C,, précédemment) que m(Dy) — 0 quand k — oo.
1l existe donc k € N* t.q. m(Dg) < ¢ et donc m(Og \ ) < m(O \ F) + m(Dy) < 2e. Ce qui donne bien que
A TN, [pipi +1[T.

(b) Soit pI\:I (p1,.--»PN) € ZN. Comme K]I(A N ]_[%\il [pi,pi +1[) < oo, on pI\eIut maintenant utiliser le premier cas avec
AN[T;L, [pirpi+ 1= Unen(AnOTT;2 [pis pi+ 1) 1l donne que AN[T;Z, [pi, pi+1[€ T pour tout p = (p1,...,pN)
ezZN.

(c) On montre enfin que A € T. Soit € > 0. Pour tout p = (p1,...,PN) € ZN, il existe un ouvert Oy et un fermé ¥y t.q.
F,C Aﬂ]_[?il[pi,pi +1[C Op et m(Op \ Fy) < €/(2|p|), en posant |p| = Z?Ll |pil.- On prend O = UpGZN Op et
F= UpeZN Fy. On obtient F C A C O, m(O \F) < 3N¢ et O est ouvert. Il reste & montrer que F est fermé.

Soit (x;;)nen C F t.q. x;, — x (dans RN) quand n — +co. On veut montrer que x € F. Il existe p = (p1,...,PN) € ZN
tq. x € [—[?il]pi —1,p; + 1[. Il existe donc ny € N t.q. x,, € ]_[%\il]p,' —1,p; + 1[ pour tout n > ng. Comme
Xy € quZN E; et que Fy C ]_[?il (gi,q; + 1[ pour tout 9 = (q1,...,qn)" € ZN, on a donc x,, € UQEEP F,, pour tout
nxnp, ouBg={g= (91,---9n)f € ZN ; qi € {pi,pi — 1} pour tout i € {1,...,N}}. Comme E est de cardinal fini
et que By est fermé pour tout q, I’ensemble UqGEp E, est donc aussi fermé, on en déduit que x € UqGEp F,cFer
donc que F est fermé.

Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que T est une tribu. Comme cela a déja été dit, on
en déduit que T = B(RN).

2. Soit A € B(RN). Déduire de la question précédente que m(A) = inf{m(O), O ouvert t.q. A C O}.

Corrigé — Par monotonie de m on a m(A) < m(O) si A C O, donc m(A) < inf{m(O), O ouvert t.q. A C O}. Il reste
donc a montrer que m(A) > inf{m(O), O ouvert t.q. A C O}.

Soit € > 0, d’apres la question précédente, il existe O ouvert et F fermé t.q F C A C O et m(O \ F) < &. On a donc
aussi m(O \ A) < € et donc m(O) = m(A) + m(O \ A) < m(A) + e. Ceci montre bien que inf{m(O), O ouvert t.q.
A c O} <m(A).

Exercice 7.12 (fonction de Carathéodory)

Soit f une fonction de R? dans R. On suppose que pour tout s € R I’application x - f(x, s) est borélienne (de R
dans R) et que pour tout x e R I’ appllcatlon s> f(x,s) est continue (de R dans R). Pour tout #n € N* on définit f,,
de R? dans R par f,(x,s —f(x,n)51 <s< 2 ’” zeZ

1. Soit n € N*. Soit B € B(R). Montrer que f,” ' (B) € B(R?).
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2. Montrer que, pour tout x,s € R, f,(x,s) = f(x,s) quand n — +co. En déduire que f est une fonction borélienne
de R? dans R.

Exercice 7.13 (Fonction de Carathéodory et composition)

Soit N, p,q € N* et Q un ouvert de RN. Soit a une application de Q x R dans R7. On suppose que a est une
fonction de Carathéodory, c¢’est-a-dire que a(-,s) est borélienne pour tout s € RP et a(x, -) est continue pour presque
tout x € Q.

1. Montrer que la fonction a est borélienne de (O x RP dans R4. (Noter que ceci peut &tre faux si a était seulement
borélienne par rapport a chacun de ses arguments, un exemple est donné dans I’exercice 7.4.)

2. Soit v est une fonction borélienne de () dans R”. Montrer que la fonction x — a(x, v(x)) est alors borélienne de
Q) dans RY.

3. Soient v1, v, deux fonctions de () dans RP. On suppose que v; = v, p.p.. Montrer que les fonctions x — a(x, v;(x)
et x > a(x, v,(x) sont égales p.p. sur Q.

Exercice 7.14 (Densité de C, dans L' (RN) pour la mesure de Lebesgue)
Montrer que I’espace C.(RN,R) (N > 1) est dense dans L' (RN) (c’est-a-dire que, pour tout f € L'(RN) et tout
e> 0, il existe @ € C.(RN,R) t.q. ||f — @ll; < ¢). [S’inspirer de la démonstration faite pour le cas N = 1, théoréme
5.20.]
Corrigé — On reprend la démonstration du théoreme 5.20, les modifications a apporter sont mineures. Le point essentiel
est la régularité de A\ (proposition 7.17).
Etape 1. On suppose ici que f =15 avec A € B(RN) er AN (A) < +o0.

Soit ¢ > 0. Comme AN est une mesure réguliere (proposition 7.17), il existe un ouvert O et un fermé F tels que FC A C O
et AN(O\ F) < e. Pour n € N, on pose F,, = FN\ By, ou By, est la boule fermée de centre O et de rayon n. Comme dans le
cas N =1, Il existe ng tel que AN(F\ Fy ) <e. On pose K =E, et on obtient donc KCF C A C O, ce qui donne

AN(O\K) < AN(O\ F)+ AN(F\ K) < 2e.

On a donc trouvé un compact K et un ouvert O tels que K ¢ A C O et AN(O \ K) < 2¢e. Ceci va nous permettre de
construire @ € Co(RN, R) telle que ||f — ¢l|; < 2e.

On pose
d =d(K,0°% =inf{d(x,y),x €K,y € O°}.

On montre, comme dans le cas N =1 que d > 0 et on définit alors la fonction ¢ par
Vx e RN,(p(x) = %(d —d(x,K))* avec d(x,K) = inf{d(x,), v € K}.

La fonction @ est continue car x — d(x,K) est continue (et méme lipschitzienne car |d(x,K)—d(y,K)| < |x—v|). Elle est a
support compact car il existe A > 0 tel que K C Bp et on remarque alors que ¢ = 0 sur Bf\+d. On a donc ¢ € CC(]RN,]R).
Enfin, on remarque que @ =1 sur K, ¢ = 0 sur O° et 0 < ¢ < 1 (partout). On en déduit que f — @ = 0 sur KU OF et
0 <|f — | <1, ce qui donne

If =l < AN(OVK) < 26,

et termine donc la premiére (et principale) étape.

Les étapes suivantes (étapes 2, 3 et 4) sont identiques a celles du cas N = 1 en remplacant C.(R,R) par CC(RN,R) et A
par AN-

Exercice 7.15 (Densité de C. et C° dans L! pour une mesure finie sur les compacts) Soit d > 1 et § une
mesure sur les boréliens de R?. On suppose que p vérifie les deux propriétés suivantes :

(p1) p est finie sur les compacts de RY, ¢’est-a-dire que W(K) < +o0 si K est un compact de R4,
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(p2) p est réguliere, c’est-a-dire que pour tout A € B(R) et tout € > 0, il existe O ouvert et F fermé t.q. FC A ¢ O
et pW(O\F) <e.

En fait, la propriété (p1) entraine la propriété (p2) (voir la proposition 7.17) mais cette démonstration n’est pas

demandée ici.

On note [I}A I’espace L]}Q(Rd,B(Rd), ). Pour f € L, on note ||f||; = f|f|dy. Enfin, pour x € R?, on note |x| la

norme euclidienne de x.

1. Soit @ € C.(R%,R) (c’est-a-dire @ continue de R¥ dans R et a support compact). Montrer que Q€ Elll.

(n=d(xX))"

2. Soit K un compact de R¥ et 1> 0. Pour x € R4, on pose @(x) = 0

avec d(x,K) = inf{|x — y|, y € K}.
Montrer que ¢ € C.(R%,R) et que p(x)=1sixekK.
3. Soit A € B(R?) t.q. p(A) < +co.
(a) Soit € > 0, montrer qu’il existe O ouvert et K compactt.q. KC Ac Oet p(O\K)<e.
(b) Soit & > 0. Montrer qu’il existe ¢ € C.(R4,R) t.q. lo—14all; <e
4. Soit f une fonction borélienne positive de R dans R. On suppose que fe [Z}li. Soit € > 0. Montrer qu’il existe
¢ € C(RY,R) t.q. |If — @ll; <e&. [On pourra approcher f par une fonction étagée. ]
5. (Densité.) Soit f € [l]lA ete>0.
(a) Montrer qu’il existe @ € C.(R%,R) t.q. IIf —lly <e.
(b) Montrer qu’il existe P € C2(R4,R) t.q. ||f — ¢|l; < & [On pourra montrer que, si ¢ € C.(R%,R), on a
I —@ully = 0, quand 1 — +o0, avec @, = @ = p, et (py,),en+ une famille régularisante, voir la définition 8.9.]
6. (Continuité en moyenne ?)
(a) Soit p € C.(R%,R). Montrer que llg(-+ k) —ll; = 0 quand h — 0.
(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement f et ) qu’on peut avoir f € ,C}A
et||f(-+h)—fll; / 0 quand h — 0.

7. On suppose maintenant que Q est un ouvert de R? et que  est une mesure sur les boréliens de (), finie sur
les sous ensembles compacts de (). Indiquer brievement comment on peut montrer la densité de C.(Q,R) et
C(Q,R) dans L, (Q, B(Q), p).

Exercice 7.16 (Invariance par translation de \y) Soient N > 1, ay,...,an € R* et B4,...,pn € R. Pour x =
(x1,...,xx)" € RN, on pose @(x) = (a1 x1 + B1,..., anXn + pn)’, de sorte que ¢ est une bijection de RN dans RN,
1. Soit A € B(RN), montrer que @(A) = {¢@(x), x € A} € B(RN).

Corrigé — On pose T = (A € B[RN) r.q. (A) € BRN)).

Comme @ est bijective, il est facile de montrer que T est une tribu. En effet, il suffit de remarquer que (p(RN) =RN,

@(A%) = (9(A))" et @(Uyen An) = Unen 9(An).

Comme @ est continue, ¢ transforme les compacts en compacts. On note C I’ensemble des compacts de RN, on a donc

C C T (on rappelle que les compacts sont des boréliens). Comme I’ensemble des compacts de RN engendre B (]RN)

(noter que tout ouvert peut s’écrire comme une réunion dénombrable de compacts), on a donc T = B(RN), ce qui
donne bien @(A) € B(RN) pour tout A € B(RN).

2. Montrer que An(@(A)) = il laj|An(A) pour tout A € B(RN). [On pourra faire une récurrence sur N : la
proposition 2.48 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue sur B(R), notée A. On suppose que le résultat
est vrai pour Ay_; (et pour toute famille ay,...,an_1 € R", B1,...,fNn-1 € R). On le démontre alors pour Ay
en posant m(A) = ( }\il la;]) " An((A)) et en montrant que m est une mesure sur B(RN) égale a Ay sur
B@®RN-1)® B(R). On utilise pour conclure la partie unicité du théoréme 7.3 sur la mesure produit. ]
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Corrigé — On procéde par récurrence sur N. La proposition 2.48 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue
sur B(R), ¢’est-a-dire pour N = 1 en posant A| = \. On suppose maintenant que le résultat est vrai pour N — 1 avec
un certain N > 2, c’est-a-dire que AN_1(P(B)) = ]_[ |OLZ|>»N 1(B) pour tout B € BRN-1), ay,...,an_1 € RY,
B1,...,PN=1 € R et | définie par P(y) = (a1v1 + ﬁl,...,aN_lyN_l + ﬁN_l)t pour tout y = (yl,.,.,yN_l)t e RN-1,
et on démontre le résultat pour N.
Soit donc ay,...,an € R, B,..., N € R et @ définie par

@(x) = (01 x1 +P1,..., ONXN + [SN)tpour tout x = (x1,...,xN) € RN,

Pour A € B(]RN), on pose m(A) = (]_[?i1 o)t AN(@(A)). On montre tout d’abord que m est une mesure. On a bien
m(0) = 0 car @(0) = 0. Puis, soit (Ay)neny C BRN) avec A, NA,, =0sin=m. Ona
@( U Ay) U @(Ay) avec (Ay) NQ(Ay,) =0 si n+#m (car @ est bijective).
neN neN

Done, AN(Q(UnenAn)) = Luen AN(P(Ay)) et done m(U ey An) = ey M(Ay). Ce qui prouve la o-additivité de
m et donc le fait que m est une mesure sur B(R™).

On montre maintenant que m(Aj x Ay) = AN-1(A1)X(Ap) pour tout A1 € B (RN=1) et pour tout Ay € B(R) t.q.
AN-1(A]) < 00 et M(Ay) < o0. Soit donc A1 € B(RN"1) er Ay € B(R) £.q. AN—1(A1) < 00 et M(Ap) < c0. Ona

N
m(A1 x Ag) = (| Jleil) ™ An(ep(Ar x Ag)).
i=1

On pose P(y) = (191 +PB1,---, AN-1YN-1 + PN=1)’, pour tout y = (y1, ..., yn—1)' € RN7L, et 1(2) = anz + BN,
pour tout z € R. On a donc @(A] xAp) = P(A1) x T(A3). L’hypothése de récurrence et la proposition 2.48 donne
que AN-1(D(A1)) = ]_[ |OLZ|>»N 1(A1) < oo et que A(t(A2)) = anMAj) < 0o. Comme AN = AN—_1 ® A (car c’est
la définition de AN) on en dedult

N-1

AN(P(A] X A2)) = AN-1(P(A1)A(T(A2)) = ]_[ loi|AN-1(A1)anA(A2),

i=1

et donc :

N
(A1 xAg) = ([ loi)™ An((A1 x Az)) = An-1(A1A(A2).

On peut maintenant conclure. Comme m est une mesure sur B(RN) = B(RN_I) ® B(R)vérifiant m(Aq x Ay) =
AN-1(A1)AAR) pour tout Ay € BRN™YY er pour tout Ay € B(R) t.q. AN—1(A1) < 00 ef AM(Ap) < o0, la partie unicité
du théoréme 7.3 donne que m = A\N_1 ® A, ¢’est-a-dire m = AN. On a donc bien AN(@(A)) = ]_[?il || AN (A) pour
tout A € B(RN).

Exercice 7.17 (Changement de variable simple) Soient N > 1, «y,...,an € R* et Bq,...,pn € R. Pour x =
(x1,...,%n)" € RN, On pose @(x) = (a;x +B1,..., anxn + P! (de sorte que @ est une bijection de RN dans RN).

1. Soit f € £, = £, (RN, B(RN)), montrer que f o ¢ € &, et que

J-fd)‘N = Ii[|%|f(f o @)dAN.

[Utiliser I’exercice 7.16.]

Corrigé —  Soit A € B(RN) ez f =1A.Onaalors f o =1p avec B = (pfl(A). En appliquant I’exercice 7.16a
Uinverse de @, noté P, on a donc AN(B) = AN(P(A )) = (]_[N1 |0‘i|)_1)\N( A), ¢’est-a-dire :

[ ran=ania ]_[|a DAn(B I_lla ) [ 7opiry.
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Soit maintenant f € £, \ {0}. Il existe donc ay,...,a, e R} et Ay,..., A, € B(RN) 1.q. f= Z?:] aifi, avec fi = 14,.
On a alors, par linéarité de ’intégrale :

n N n
[rame=Y o [ an = ) [ fiogir
i=1 i=1 i=1

N n N
= ([ Tt [ )_asfioarn =] Jroib [ £oparn:
i=1 i=1 i=1
(Ce qui est, bien siir, aussi vrai si f =0.)

2. Soit f € M, = M, (RN, B(RN)), montrer que f o @ € M, et que | fdAy =TT, loil [(f o @)dAn.

Corrigé — 1l existe (f)uen C E+ t.q. fu T f quand n — +oo0. On a donc aussi (f; 0 )ueNn CE+ et fuo@ T fo@
quand n — +oo (ce qui donne, en particulier que f o @ € M_.). La question précédente donne :

[ uian - (i[minffn o gd)x.

La définition de l'intégrale sur M. donne alors, quand n — +oo :
N
[ = e [ £ogarn:
i=1

3. Soit f € £1 = LL(RN, B(RN), Ay), montrer que f o € L! et que [ fdAx =TT lai] [(f o @)dAn.

Corrigé — Comme f est mesurable de RN dans R et @ est mesurable de RN dans RN (RN er R étant munis de leur
tribu borélienne), on a bien f o ¢ mesurable de RN dans R.

En appliquant la question précédente a la fonction |f | on obtient que J|f| odAN = j|f o @ldAN < oo car j |fldAN <
o0. Onadonc foge cl.

Enfin, en remarquant que (f o @)™ = fT o et (f o)™ = f~ o @ et en utilisant la question précédente avec f* et f~,

on obtient : N
[rran=( Jeah [+ o0iry,
i=1

Jf_dXN = (ﬁ[lail).[f_ o PdAN.

En faisant la différence, on en déduit :
N
[ = b [ £ogann:
i=1

Exercice 7.18 (Primitives de fonctions L?)
Soit p € [1,00[. On note L? = L%(]O,l[,B(]O,l[), A). Soit f,g € LP. On définit F et G de [0, 1] dans R par, pour
x€[0,1],

F(x)zfo fwds = | gan, G<x>=J0 g()dt (= J]O )

_1
1. Montrer que F et G sont des fonctions continues et qu’il existe C € R t.q. |F(y) — F(x)| < Cly - xl1 P et
1
|G(y) - G(x)| < Cly —xll_P , pour tous x,y € [0,1], x <.
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Corrigé — On note L! = Lﬂk(]o,l[,B(]O,l[), A). F (et G) sont bien définies partout sur [0,1] car 1oy € L!
(et gliox] € LY) pour tout x € [0,1] (on confond, comme d’habitude, un élément de L' ou LP avec I'un de ses
représentants).

Soit x,y € [0,1], x <y. En utilisant I'inégalité de Holder avec f et 1[x'y], on obtient, avec g = p/(p—1) :

1-1
[F(y) - B(x)| = |ff1[x,y]dM <l I yllg < Ifllply -2 7. (7.18)
On a de méme : .
1-1
IG(y) - G(x) < ligllply —xI" 7. (7.19)
Ce qui donne les inégalités demandées en prenant C = max(||f 1l llgllp)-
Les inégalités (7.18) et (7.19) donnent aussi la continuité (uniforme) de F et G lorsque p > 1 (et donc 1 —(1/p) > 0),
mais pas pour p = 1.
Pour p = 1, on montre la continuité de F (et de G par un raisonnement semblable) en remarquant que, pour x,7 € [0,1],
X<y:
|E(y) - F(x)| < j|f|l[x’y]dk — 0, quand M[x,y])=y—-x— 0,

ceci découle de ’exercice 4.16 et donne méme la continuité uniforme de ¥ comme cela a été démontré dans ’exercice
5.5.

2. On suppose p > 1. Soit n € N* et k € {0,...,n — 1}. Montrer que, pour tout x € [%, k%l], on a (F(x),G(x)) €
A,k x By, ot A, ¢ et B, i sont des intervalles de R (indépendants de x) dont les longueurs tendent vers 0 quand
n — +oo. [Utiliser la question 1.]

Corrigé — On pose toujours C = max(||f||p,||g||p). Pour x € [%, k+71] on a, avec % =1- % >0:

k 1 k
B(x) = F(5 )l < C()1, 1G() - GOl <
On en déduit que (F(x), G(x)) € Ay, X By, i avec :
k Lk 1
A = [F(C) = )T, B(S) + C()T],
k Lk 1
B =[G() = C) .G+ €)1 ]

1
On a bien MAy i) = MBy k) = ZC(%)‘i — 0 quand n — +co.

3. On suppose p > 2. Montrer que E = {(F(x), G(x)); x € [0, 1]} est une partie négligeable de R? (muni de la mesure
de Lebesgue sur les boréliens de R?). [En utilisant une majoration convenable des longueurs de A,k etByg,
inclure E (pour tout n € N) dans une partie de R? dont la mesure de Lebesgue tend vers 0 quand 7 — +c0.]

Corrigé — Pour tout n € N*, on pose

n—1

H, = U Ak X By i € B(R?) = B(R)® B(R).

k=0

La question précédente donne E C Hy,. On en déduit que
EcH= ﬂHneB(RZ).
neN

On utilise maintenant I’hypothése p > 2 pour montrer que Ay(H) = 0 (et donc que E est négligeable). En effet, on a,
pour tout n € N* :

n—1 n—1
1 1-2
Ao (H) <o (Hy) €Y Xo(Apk X Buk) =) MAup)MBy k) < ndCE - = 4C%n 4,
k=0 k=0 n



1-2 .
avec C = max(||f||p,||g||p) et % =1- % Comme p>2,onaq<2etdoncn 9 — 0 quand n — +oo. Ceci donne

que A (H,,) = 0 quand n — +o0 et donc que Ap(H) = 0.

7.7.4 Convolution
Exercice 7.19 (Propriétés élémentaires de la convolution) Soit f,g € L'(RN) = LﬁR(RN, B(RN), Ay).

1. Montrer que f * g = g* f p.p.. [Utiliser I’invariance par translation de la mesure de Lebesgue et sa conséquence
pour les changements de variable simples (propositions 7.20 et 7.21).]

Corrigé — On confond, comme d’habitude f (et g) avec I'un de ses représentants, et on choisit comme représentant
de f = g (qui est définie comme un élément de L! (RN)) la fonction définie par

fegle)= ff(y)g(x ~)dan(y) si fOglx—) € L1ERN).

On sait que cette fonction est définie p.p. car f(-)g(x—-) € [l (RN) pour presque tout X € RN. On choisit de maniére
analogue comme représentant de g = f la fonction définie par

g*flx)= jg(y)f(x ~y)AAN(Y) si g()f (x—) € L1 (RN).

Soit x € RN un point pour lequel f =g est définie. On a donc f(-)g(x—-) € LYRN). On pose h(-) = f()g(x—"-). On
utilise alors la proposition 7.21 (changement de variable simple) avec @ définie par @(y) = —y + x pour tout y € RN,
Elle donne ho @ € LY®RN) e :

fh«p(y))dxmy) - jh(y)dxmm.

Comme h(@(v)) = f(9(v))g(x—@(v)) = f(x—)g(v), on en déduit que g+f est définie au point x et que g+f (x) = f*g(x)

)=
Ceci montre bien que f xg =g+ f p.p..

2. On suppose que f et g sont a support compact (f & support compact signifie qu’il existe K, compact de RN, t.q.
f =0 p.p. sur K. Montrer que la fonction f * g est alors aussi a support compact. [On désigne par B(0, «) la
boule ouverte de centre 0 et de rayon . Comme f et ¢ sont & support compact, il existe a et b € R, tels que
f =0p.p.sur B(0,a)° et g = 0 p.p. sur B(0, b)°. Montrer que f *g = 0 p.p. sur B(0,a + b)°.]

Corrigé — Comme pour la question précédente, on confond f (et g ) avec l'un de ses representants et on choisit
comme représentant de f « g la fonction définie par f = g(x jf (x—9)dAN() si f(-)g )e L1 (RN).
Soit a,b € Ry t.q. f =0 p.p. sur B(0,a)¢ et g = 0 p.p. sur B(0,b)". (RN est muni d’une norme, notée || -||.) Soit
x € B(0,a+ b)°. On va montrer que f(-)g(x —-) = 0 p.p. (et donc que f % g(x) = 0, noter aussi que f(-)g(x — ) est
mesurable car f et g le sont).
Comme f = 0 p.p. sur B(0,a)%, on a aussi f(-)g(x —-) = 0 p.p. sur B(0,a)°. Comme ¢ = 0 p.p. sur B(0,b), on a
f(-)g(x—=-) =0 p.p. sur B(x,b)" (car y € B(x,b)* < (x—y) € B(0,b)). On a donc :

f(-)g(x—+) =0 p.p. sur B(0,a)° UB(x,b)". (7.20)
OrB(0,a)NB(x,b) =0 cary € B(0,a) N B(x, b) implique ||y|| < a et ||x—y|| < b et donc ||x|| = ||[x -y +v|| < a+b, ce qui
contredit x € B(0,a+b)°. On a donc B(0,a)°UB(x,b)¢ = (B(0,a)NB(x, b)) = RN et (7.20) donne alors f(-)g(x—-) = 0
p.p. et donc f + g est définie au point x et f + g(x) =
On a bien montré que f +g =0 p.p. sur B(0,a+ b) et donc que f = g est & support compact.

Exercice 7.20 (Convolution L? — C)
Soit 1 < p < co. Soit f € LP(RN) = i R(RN,B(RN), Ay) (ou f € £}
aucas N =1.

(RN)) et pEe C®(RN,R). On pourra se limiter

10c
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1. Montrer que pour tout x € RN, 1a fonction f (-)p(x — -) appartient 2 £! (RN). On pose alors

- ff(-)p(x—-)dm.

Corrigé — On rappelle que f € E}OC(RN) sifeM= M(RN, B(RN)) et flg e LY®RN) pour tout compact K de
RN. On a donc U’(RN) C E}OC(RN) (pour tout 1 <p < oo)carsif € EP(RN), on abien f € M et, grace a I'inégalité
de Holder, f1x € LY(RN) (et ||f 1kl < Ifllplltklly < co,avec g = p/(p = 1)).

On suppose donc dans la suite de ce corrigé que f € l: (RN) car cette hypotheése est plus générale que f € LP RN)
Pour simplifier la rédaction, on se limite au cas N = 1

Soit x € R. La fonction f(-)p(x —-) est mesurable (c’est-a-dire ici borélienne car R est muni de sa tribu de Borel) car f
est mesurable et p(x — ) est mesurable (car continue). Comme @ est a support compact, il existe a € R, t.q. p =0 sur
[~a,al. On a donc p(x —-) = 0 sur K§ avec Ky = [x —a,x + a), ce qui permet de montrer que f(-)p(x —-) € LY(R) car
If(Op(x =) < If 1k Mlplly, avee llpll, = max{lp(2)l, z € R} < oo, er f1x, € L} (R).

La fonction f » p est donc définie sur tout R.

2. Montrer que f *p € C*(RN,R).

Corrigé — Comme dans la question précédente, on va utiliser a € Ry t.q. p = 0 sur [—a,a]° et ||p||,, = max{|p(z)|,
z € R} (on va aussi utiliser les normes des dérivées de o, ||P(k)||u). On raisonne maintenant en trois étapes.

Etape 1. On commence par montrer que f * p est continue en tout point de R. Soit xo € R. La continuité de f + p en xq
découle du théoreme de continuité sous le signe f théoréme 4.52. En effet, on pose, pour x,y € R :

F(x,) = f(y)p(x =)
OnaF(x,-) € LY(R) pour tout x € R et frolx _[F -)d\. La fonction F vérifie alors les 2 hypothéses suivantes :
(a) x — F(x,v) est continue en xq, pour tout y € R,
(b) [E(x,v)| < G(v) pour tout x €]xg—1,x0 + 1{ et pour tout y € R, en prenant G = |f 1x|llpll,, avec K = [xg—1—a,x0 +
1+al.
Comme K est compact, ona G € s (R) et le théoréme 4.52 donne bien la continuité de f = p en x.
Etape 2. On montre maintenant que f * p est dérivable en tout point et que (f )’ = f * ¢’. Soit xg € R. Pour montrer

la dérivabilité de f +p en xg, on utilise le théoréme de dérivabilité sous le signe j théoréme 4.53. On reprend la méme
fonction F que dans I’étape 1, elle vérifie les 2 hypotheses suivantes :

(a) x — F(x,v) est dérivable pour tout x €]xg —1,x0 + 1] et pour tout y € R,
(b) |ax x,9)| =1f (v)p"(x—v)| < H(y) pour tout x €]xg—1,x¢ + 1] et pour tout y € R, en prenant H = |f 1¢|ll¢’ll,, avec
=[x0 - —a,xo +1+a].

Comme K est compact, on a H € L1(R) et le théoréme 4.53 donne bien la dérivabilité de f *pen xq et le fait que
(f*p)(x0) = f *p (x0)-
Etape 3. On montre enfin que f +p € C*(RR,R). Pour cela, on va montrer, par récurrence sur k, que f +p € Ck(R,R)
et (f* p)(k) =f= p(k) pour tout k € N (ce qui donne bien f +p e C*°(R,R)).
L’étape 1 montre que f * p € CO(]R R) (et on a bien (f * p)(o) =fxp=1f=» p(o)). On suppose maintenant que
frpe Ck(R R) et (f * p =fx p pour un certain k € N. L’étape 2 appliquée a p(k) (qui appartient aussi a
C°(R,R)) au lieu de p donne alors que f*p(k) est dérivable et que sa dérivée est f*p(kﬂ). L’étape 1 appliquée a p(k+1)
donne que f +p\k*1) € C(R,R). On a donc bien finalement montré que f +p € CKtL(R,R) et (f + p)k+1) = f plkt1))
ce qui termine la récurrence.
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3. On suppose maintenant que f est a support compact, ¢’est-a-dire qu’il existe un compact de R, noté K, t.q. f =0
p-p- sur K¢, montrer que f * p est aussi a support compact.

Corrigé — Comme f et p sont a support compact, on démontre que f * p est aussi a support compact, comme cela
a été fait dans exercice 7.19. Plus précisément, si f = 0 p.p. sur B(0,a)¢ et p = 0 sur B(o,b)¢, ona f +p =0 sur
B(0,a+ b)° (voir lexercice 7.19).
Exercice 7.21 (Inégalité de Young) Soient 117 <p < +oo,f € Lp(RN,B(RN),Ay) et g € L%(RN, BRN), An).
Montrer que f * g est définie p.p., que f *g € LR(RN, B(RN), \y) et que ||f *gllp <IIfllllgll,- [Ecrire

f(ﬁf(x—y)g(yndy)!’dx - f(ﬁf(x—y)ﬁf|f<x—y>|i|g<y>|dy>f’dx,

avec q = p/(p —1). Appliquer I'inégalité de Holder puis le théoreme de Fubini-Tonelli. ]

Corrigé —  Pour simplifier les notations, on ne traite ici que le cas N = 1. On suppose aussi que f et g ne sont pas nulles
p.p. (sinon, il est immédiat que f = g est définie partout et f = g(x) = 0 pour tout x € R).

On confond f et g avec I'un de leurs représentants.

Pour x,y € R, on pose H(x,v) = g(v)f (x—v). La premiére partie de la démonstration de la proposition sur la convolution
(proposition 7.22) montre que H, et donc |H|, est B (Rz)—mesurable. On peut alors utiliser les deux premieres conclusions
du théoréeme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.7) pour affirmer que |g(-)f (x —-)| € M (R, B(R)) pour tout x € R et que
¢ € M, (R, B(R)) avec @ définie par @(x I|g (x —)|dX pour tout x € R. Par composition de fonctions mesurables,
on a donc aussi P € M (R, B(R)).

1 1
Soit x € R. Les fonctions |f (x —-)|1 et |f (x —)|? |g(-)| sont aussi mesurables. On peut alors utiliser I’inégalité de Holder
avec q =p/(p—1). elle donne :

)P = <f|f<x— JTIf (= NP IgOlIdAP
< (flf(x—-ndx )i j|f x—llg(PdN) (7.21)

P
<IN <f £ (=g (PN,

Noter que (7.21) est vraie si | f (x—)||g(-)IP € LL(R) et si If (x=)|lg(-)IP & LY(R). Dans ce dernier cas on obtient seulement
@(x)P < co. On a aussi utilisé la proposition 7.21 pour dire que Ilf x—-)d\= j|f|d)\ =|Ifllr-

On peut maintenant utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) avec les fonctions |f| et |g|P. Il donne :

P
j@(X)pd)\(X) <y j(j If (x =)lIg(-)IPAN)dN(x)
P
<IfIIy j(jIf(x—y)llg(y)lpdk(x))d)\(y) (7.22)

P
<A I IS = IR IgllG.
Ceci donne que ¢ € LP(R) et, en particulier que @(x) < oo p.p., c’est-a-dire M(A) = 0 avec A = {¢ = oo} (noter
que A 6 B(R )pmsque @ € M,). Pour tout x € A, on a donc g(-)f(x—-) € El(R) et on peut définir g * f (x) par
)= J8®)f (x=3)dA(y).
La fonclzon g* f est donc définie p.p.. On remarque maintenant qu’elle est égale p.p. a une fonction mesurable. En effet,
les fonctions H* et H™ sont B (Rz)-mesumbles (d’apres la premiere partie de la démonstration de la proposition 7.22, on
rappelle que H(x,y) = g(v)f (x — ). Les deux premiéres conclusions du théoréme 7.7) donnent alors (g(-)f (x —-)* €
M (R, B(R)) pour tout x € R et que @1, 9 € M (R, B(R)) avec @1 et ¢, définies par, pour x € R,

@1(x) = J(g(~)f(x— NN, @a(x) = J(3(~)f(x =) dA
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On pose alors h = @1 — @y sur A€ et h = 0 sur A. On a bien que h est mesurable (de R dans R) et h= g+ f p.p..

On remarque enfin que h € LP(R) car |h| < @ p.p. et @ € LP(R). On en déduit bien que g+ f € LP(R) (avec la confusion
habituelle entre g+ f et la classe de h dans LP(R)).

Le fait que ||g * fllp < |fl1lIglly est conséquence immédiate de (7.22) puisque g+ f < ¢ p.p..

Enfin, le raisonnement fait dans la premiére question de I’exercice (7.19) montre que, pour tout x € R, f(-)g(x—) € LY(RN)
si et seulement f(x—-)g(-) € £l (RN) et que ces deux fonctions ont alors méme intégrale. Ceci permet de montrer que

f = g est aussi définie p.p. et que f +g=g*f p.p.

Exercice 7.22 (Itérations de convolution) Soient L! = Li (R, B(R),\) et f € L! t.q. f = 0 p.p. sur R_. On définit,
pour n € N*, f*" par :

fr=fet =Dy fpourn>1.
+00
Pour A > 0, on pose : g(a) = j e~ f(t)\dt.
0
1(a) Montrer que f*" est bien définie pour tout n € N*, et que f*" = 0 sur R_.
(b) Montrer, par récurrence sur n, que f0+°° e | (t)|dt < (g(a))", pour tout o > 0 et tout 7 > 1.

(c) En déduire que J(;C [f*7(t)|dt < e**(g(ar))", pour tout o > O tout 1 > 1 et tout x > 0.

2. Soit h € Cy(R,R). Montrer que /= f (x) est définie pour tout x € R et que h = f € C,(RR,R). Remarquer de méme
que h* " € C,(R,R). On suppose maintenant que, 2 = 0 sur R_ ; montrer que, pour tout x € R, h = f*(x) — 0
quand n — +oco.

Exercice 7.23  Soient y et v des mesures sur ’espace mesurable (IR, T). On rappelle que p + v est défini par :

prv(A) = J;Qz 1a(x+)du(x)dv(p).

1. Montrer que p* v est une mesure.
2. Montrer que si p et v sont des probabilités, alors p * v est une probabilité.

3. Montrer que si p et v sont des mesures de densités respectives f et g (par rapport a Lebesgue), alors p * v est une
mesure de densité f *g.

7.7.5 Changement de variable

Exercice 7.24 (Mesure de boules de R?)
On considere ici I’espace mesuré (R?, B(R?), \,). Montrer que A,({x € R?;|x| < R}) = wR? pour tout R > 0.

Exercice 7.25 (Coordonnées polaires)

1. Calculer LR+)2 e~ (*+9%) dx dy (on rappelle que dx dy désigne d),(x,v)).

[On pourra utiliser le passage en coordonnées polaires. ]

Corrigé — Pour x,y € R, on pose f(x,y) = ef(x2+y2)1R+(x)1R+ (). Onafe M, (R2, B(R?)) (noter que f estle
produit de fonctions mesurables). On peut donc lui appliquer la formule (7.10) :

jf(x,y)dkz(x,y) = J: (J:Of(rcos 0, rsin B)rdr)dﬁ.

J- e_(x2+3’2)d)»2(x,}/)=ﬁj e rdr.
(R+)2 2 Jo
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. n o _,2 —n? PN
Puis, comme IO e rdr= %(1 —e ) et que, par le théoréme de convergence monotone,

o ®
lim e " rdr= e " rdr,
n—+oo 0 0

2
on en déduit Jgo e rdr = % et donc

J( )2 ANy (xy) = T

2. Calculerj e dx.
R+

Corrigé — On applique le théoréme de Fubini—Tonelli (théoréme 7.7) a la fonction f définie a la question précédente.

1l donne :
Jf x,9)dA2(x,p _J (j flxp dy)dx,
e 2.2 Rl B e 2 o, )2
= :f ey )dkz(x,y)zf (J. e dy)e"‘ dx:(j e dx) .
4 Jry2 o \Jo 0

On en déduit que I(;X) e dx = @

et donc

Exercice 7.26 (Cordonnées polaires dans RN) On note SN~! la sphere de centre 0 et rayon 1 dans RN (i.e.
SN-T = {x e RN | |x| = 1}, ou1 || désigne la norme euclidienne e usuelle). Pour A C SN-1 on pose A = {tx, t €
[0,1], x € A}. Montrer que si A est un borélien de SN~!, alors A est un borélien de RN,

On définit alors, quand A est un borélien de SN7!, ¢(A) = NAN( ). Montrer que ¢ définit une mesure sur les
borélien de SN~

Montrer que, pour tout f : RN — R mesurable positive ou intégrable on a

_ ® N-1
Swax= ([ fteerdote|o o

Trouver alors les o € R tels que x — |x|® soit intégrable sur RN\B; ou sur By, avec B; = {x e RN ; |x| < 1}.
Corrigé — Pour R € Ry, on note Bg = {x e RN ; |x| <R}.

1. On montre tout d’abord que A est un borélien de RN si A est un borélien de SN=1. Pour cela, on pose T=1{A €
B(SN-1); A e B(RN)).
On montre que T est une tribu. En effet, A=0¢ B(]RN) si A =0 et donc O € T. Puis, on remarque que T est stable par

complémentaire car, pour A € T, SN=1\ A = B; \Ae B(RN), ce qui montre que SN™1\ A € T. Enfin, il est facile de
voir que T est stable par union dénombrable car, pour (Ay)yeN C T, on a | J,eny Ay = UneNA; € B(RN) et donc
U,enAn € T. On a bien montré que T est une tribu.

Soit C I’ensemble desfermés de SN=1.Si A eC, on voit que A est un fermé de RN. En effet, si (ty, Xp)neN C [0, 1] X A
estt.q. tyx, — v dans RN, on peut supposer, par compacite de [0,1] et de gN-1 , apres extraction d’une sous-suite
encore notée (ty, Xy)ueN, que t, —t € [0,1] et x,, > x € gN- quand n — +oo. On en déduit que y = tx € A, ce qui
prouve que A est fermé. Comme les fermés sont des boréliens, on a donc C C T.

SN—l )

Pour conclure, il suffit de remarquer que la tribu engendrée par C (sur SN_I) est B( . On en déduit bien que

B(SN-1)=T.

2. 1l est facile de montrer que o est une mesure. Il suffit en effet de remarquer quijQ)- = Q{et donc o(0) = 0) et que, pour
(Ap)nenCTtg AyNAy =0sin=m, ona avec A=\, eNnAn A= enAn et AyNA,, =0 sin+m. On déduit
alors la 6-additivité de o de la o-additivité de AN .
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3. On va montrer maintenant :

Joroax=["([ . rteerdate|o-tap 0.2

pour tout f =1p avec E€ B (RN ). Cette démonstration est difficile (le reste de la démonstration sera plus facile). On
raisonne en trois étapes.

Etape 1. Pour A € B(SN™1) et pour 0 < r < R < oo, on pose A, r =1{p& p e[ R, &€ A). Dans cette étape, on prend
f =1g avec E = A, R et on montre alors que les deux membres de (7.23) sont bien définis et sont égaux.

Pour montrer que Ay R € B(RN), il suffit de remarquer que A, R = AR \ A, avec
Ay = U tAoi Q,={teQ,t<a)sia>0, et Ag = 0.
teQ,

Comme A € B(RN), on a tA € B(RN) pour tout t > 0 (voir la proposition 7.20) et donc A, € B(RN) pour tout a > 0.
On en déduit que A, R € B(RN).

On calcule maintenant AN (A, R) (qui est le membre de gauche de (7.23)). D’apres la proposition 7.21, ona AN(tK)

tN)\N( A) pour tout t > 0. la continuité croissante d’une mesure donne alors A\N(Ag) = aNAN(A )pour tout a> 0 et
donc :

AN(ArR) = AN(AR \ Ay) = AN(AR) — AN(A,) = (RN - N)Ay(A) =

Soit p > 0.
«Sipe[r,R], ona f(r&) = 0 pour tour £ € SN~1. On a donc

flp)=1pe M (SN"L BN er ff(p-)da =0.
e Sipe[r,R], ona f(r&) =1 pour tour & € A et f(r€&) = 0 pour tour & € SN"1\ A. On a donc
flp)=1a € MM BN ) er [ fpdo oA

On en déduit que la fonction p — Jf -)do est égale a 6(A)1 [r,R[> ¢lle appartient donc a M (RLB(RY), A etona:

fo ( lefpE Jdo(E )N Hdo= J- Hrri(p™ o

On a bien montré que les deux membres de (7.23) étaient bien définis et étaient égaux.

Etape 2. On pose D={A, R, 0<r<R<oo, A€ B(SN-1)). On montre ici que D engendre B(RN).

On a déja vu que D C B(RN). Donc, T(D) C B(RN). Pour montrer inclusion inverse, on va montrer que tout ouvert
de RN peut s’écrire comme une union au plus dénombrable d’éléments de D.

On commence par remarquer qu’il existe une partie dénombrable de SN=1 dense dans SN~V (ceci découle de la
séparabilité de RN). Soit S une telle partie. On peut alors démontrer (on ne détaille pas ici cette démonstration, assez
simple) que si x € O, O ouvert de RN, il existe une boule ouverte de SN~ dont le centre est dans S et donc le rayon
est rationnel, on note A cette boule, et il existe r,R € Q t.q. x € Ay R C O. On en déduit facilement que O est une union
au plus dénombrable d’éléments de D (voir ’exercice 2.7 pour des résultats semblables). Ce résultat montre que les
ouverts de RN sont dans T(D) et donc que BERN) c T(D).

On a bien finalement B(RN) =T(D).

Etape 3. On montre dans cette étape que (7.23) est vraie pour tout f = 1g avec E€ B (RN).
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En admettant que le deuxieme membre de (7.23) est bien défini pour tout E € B(]RN), on peut définir une mesure m sur

B(RN) en posant
E N_l 3
”l( ) - J;) (LN—I lE(P‘E)dO(E))P dP

On a montré que m = A\ sur D (Etape 1) et que D engendre B (RN) (Etape 2). Le fait que deux mesures sur une tribu
T soient égales sur une famille engendrant T est insuffisant pour dire qu’elles sont égales sur T (voir exercice 2.21),
mais cela est suffisant si cette famille est une semi—algébre (une famille C est une semi—algebre si 0,0° € C, C est stable
par intersection finie, et le complémentaire de tout élément de C est une réunion finie disjointe d’éléments de C), et si
les mesures sont finies. C’est ainsi que nous allons montrer que (7.23) est vraie pour tout f = 1 avec E € B(RN).

Soit R > 0. On note Dy = {E € D; E C BR} et Br = B(BR) = {A € B(RN); A c BR}. L’étape 2 donne que la tribu
engendrée (sur BR) par DR, notée T(DR), est égale a Bg.

On remarque tout d’abord que si C € Dy, (BRr \ C) est la réunion disjointe d’au plus 3 éléments de DR. On en déduit,
comme dans ’exercice 7.2, que l’algebre engendrée par DR sur BRr (voir la définition 2.5 pour la définition d’une
algebre), notée AR, est 'ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de DR. Soit E € AR. Il est alors facile de
montrer (par linéarité de l'intégrale et avec I’étape 1) que les deux membres de (7.23) sont bien définis et égaux si
f=1g.

On note MR I’ensemble des éléments E € B(BR) t.q. les deux membres de (7.23) soient bien définis et égaux si f = 1.
Une application facile du théoreme de convergence monotone donne que My est une classe monotone. (en fait, si
(En)nen C MR est une suite décroissante, on applique le théoreéme de convergence monotone a la suite 1g, — 1g,
alors que si (Ey)neN C MR est une suite croissante, on applique le théoreme de convergence monotone a la suite 1g, ).
MR est donc une classe monotone qui contient AR, MR contient donc la classe monotone engendrée par Ag, or, le
lemme sur les classes monotones (exercice 2.13) montre que cette classe monotone est égale a la tribu engendrée par
AR, elle méme égale a la tribu engendrée par DR. Ceci montre que MR = B(BR) et donc que les deux membres de
(7.23) sont bien définis et égaux si f = 1g avec E € B(BR).

En appliquant une nouvelle fois le théoreme de convergence monotone, il est alors facile de conclure que les deux
membres de (7.23) sont bien définis et égaux si f = 1§ avec E € B(RN).

4. La fin de la démonstration est maintenant facile (elle utilise un raisonnement souvent utilisé dans des exercices
précédents). Par linéarité de 1’intégrale, on montre que les deux membres de (7.23) sont bien définis et égaux si
fe (RN, B(RNY), puis, par convergence monotone, si fe M, (RN, B(RNY). Enfin, on traite le cas fe LY®RN) en
décomposant f = f+—f~.

5. Comme application simple de (7.23) pour f € M, (RN, B(RN)), on trouve que x — |x|* est intégrable sur RN\By si
et seulement si a+ N — 1 < —1 et est intégrable sur By si et seulement si o + N —1 > —1.

Exercice 7.27 (Changement de variable W!'! croissant) Soit f € L} (R, B(R),A) t.qg. f > 0 p.p.. Pour x € R, on
pose @(x) = Liof(t)dt. (On rappelle que, pour a < b, Lbf(t)dt désigne j Ligp fdA)

1. Montrer que ¢ € C(R,R) et que ¢ est strictement croissante.

Corrigé — Pour x,y € R, x <y, ona @(y)— @(x) = ﬁ}f(t)dt. On en déduit que @ est continue (sur R) et méme
uniformément continue en utilisant la proposition 4.50. On en déduit aussi que @ est strictement croissante car f >0
p-p-

On note I, I'image de ¢ (I,, est donc un intervalle dont les bornes sont 0 et I fdMetonnote p : I,, >Rla
fonction réciproque de ¢. La fonction 1 est donc continue de I,,, dans R et on a @(1{(s)) = s pour tout s € I,, et
P(@(s)) = s pour tout s € R.

On rappelle que si I est un intervalle de R et B(I) est sa tribu borélienne, on a 5(I) = P(I) N B(R).
Pour A C R, on note @(A) = {¢(x), x € A}. Pour A CI,,, on note P(A) = {{(x), x € A}.
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2. Montrer que {¢(A), A € B(R)} = B(I,,) et que {{(A), A € B(1,,)} = B(R).
Corrigé — Les fonctions @ et \p sont continues, elles sont donc boréliennes (c’est-a-dire que 1’'image réciproque, par

¢ ou P, d’un borélien est un borélien).

Soit A € B(R), Comme @(A) = 11)_1 (A) et que ) est borélienne, on a donc @(A) € B(R). Puis, comme Im(@) = I,
ona @(A) Cl,, et donc o(A) € B(1,,). Réciproquement, si C € B(1,,), ona C = (p((p_l (C)) et donc C = @(A) avec
A= (971 (C). Comme @ est borélienne, on a A = (p71 (C) € B(R) et donc C € {@(A), A € B(R)}. On a bien montré que
{@(A), A€ BR)} = B(I).

De manieére semblable on montre que {{(A), A € B(1,)} = B(R).

3. Soit I un intervalle de R. Montrer que AM(¢(I)) = Lfd)\.

Corrigé — Soit a,b les bornes de 1, avec a < b. L’ensemble (1) est alors un intervalle dont les bornes sont @(a) et
@(b). On a donc, en utilisant aussi la définition de @,

b
A(D) = o(b) - pla) = f fdr= flfdk

4. Soit O un ouvert de R. Montrer que A(@(O)) = fofd)\. En déduire que, pour tout € > 0 il existe 0 > 0 t.q. :
O ouvert, A(O) < 0= AM@(0)) <e.

Corrigé — L’ouvert O est une union dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux (lemme 2.44). Il existe
donc une suite (1,)),eN d’intervalles ouverts disjoints deux a deux t.q. O = J,,en 1, (noter que certains intervalles
ouverts peuvent étre vides). On a alors @(O) = |J,en @(1y,) et les @(1,,) sont aussi disjoints deux a deux (par injectivité
de @). On a donc, par c-additivité de ) et par la question précédente,

Mp(0) = Y Mglly) = ZJI fdr= jU far- jo fn,
n neNn

neN neN
On utilise maintenant la proposition 4.50. Soit € > 0, il existe d > 0 t.q.

AeB(R), MA) < 5= f fdr<e (7.24)
A

On en déduit, en particulier, que si O est un ouvert et que \(O) < 6, on a alors IO fd\ < eetdonc M@(O)) <e.

5. Soit A € B(R). Montrer que A(@(A)) = JA fdA\. [On pourra, par exemple, utiliser la régularité de A et la question
précédente.]
Corrigé — On commence par remarquer que @(A) C 1, et donc M@(A) < MIy,) = Ifd)\ < 400. On a aussi
0< [, fAX< [ fdr< +oo.

Soit € > 0. On va montrer que |M@(A)) — fAfd}\l < 2&. Pour cela, on utilise & donné par (7.24). La régularité de A
donne Uexistence de O ouvert contenant A et F fermé inclus dans A t.q. M(O \ F) < 6. On en déduit, grace a (7.24), en
remarquant que O \ F est un ouvert,

0 < Me(0)) = Mp(A)) = Me(O\ A)) < Me(O\ F)) = - fdi<e

On a aussi, toujours, grdce a (7.24),

0< jofdk— Lfdx = J-O\Afdks e.

Comme la question précédente donne A(@(O)) = IO fdX, on en déduit que
(A - J.Afdkl <2

Il reste a remarquer que € > 0 est arbitraire pour conclure que AM@(A)) — fAfd)\.
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6. Soita,beRt.q.a<b.
(a) Soit B € B(R). On pose g = 1. Montrer que :

@(b) b
f g(t)dt:f ¢lp(s))f(s)ds. (7.25)

¢(a)

[Prendre A = P(BN1,,)N]a, b[ et utiliser la question précédente.]

Corrigé — Puisque g=1p, ona

@(b)
f g()dt = f dx = A(BN]g(a), (b))
@(a) BN]e(a),o(b)]

Comme Im(@) =1, ona
BN]¢p(a), 9(b)[) = (BN 1y,)N]ep(a), p(b)[-
Puis, comme @ o est lidentité sur 1, on en déduit, avec A = P(BN1,;)N]a, bl,
(BNTn)N]e(a), (b)[ = @(P((BNIu)N]¢p(a), @(b)[))
= @(Y(BNLy) NP(Je(a), (b)) = @(A).

On a donc, avec la question précédente et la définition de A,

@(b)
f ¢(t)dt = A((A)) = f fdr= j fx
@(a) A P(BNL,)N]a,b[

b
= j LyBnL,,)(s)f (s)ds.
a
Pour conclure, il reste a remarquer que s € P(B N1,,) si et seulement si @(s) € B. On obtient bien ainsi

¢(b) b b
f g(t)dt :f Lp((s)f(s)ds =f ¢lols))f(s)ds.
(p(a) a a

(b) Montrer que (7.25) est encore vraie si ¢ appartient a £, (R, B(R)), puis si g appartient a M, (R, B(R)).
Corrigé — Si g€ &, (R, B(R)), il existe n e N*, ay,...,a, €R} et By,...B,, € B(R) ©.q.

n
g= Z“lei'
i=1

Pour chaque i, la question précédente donne

@(b) b
f gimdt:j g F()ds.
¢(a) a

On multiplie les termes de cette égalité par a;, on somme sur i et on obtient bien (7.25).

Soit maintenant g € M, (R, B(R)). Il existe une suite (g,)neN d’éléments de £, (R, B(R)) t.q. g, T g (convergence
simple en croissant). Par convergence monotone on peut passer a la limite quand n — +co dans (7.25) écrit avec g,
au lieu de g. On obtient bien ainsi (7.25).

(c) Soit g : R — R mesurable. On suppose que g1}o(a), ) € [l]}g(R,B(R), A). Montrer g o @f 1,5 €
L]%Q(R, B(R), A) et que (7.25) est vraie.
Corrigé — On applique la question précédente a g* et ¢~ (parties positive et négative de g), ¢’est-a-dire qu’on
écrit (7.25) avec g% et g~. On en déduit que les fonctions gil](P(u)’(P(b)[f sont intégrables et donc que leur différence

est intégrable. Ceci donne que gl]‘P(“%‘P(b)[f est intégrable (pour \). Puis en faisant la différence de (7.25) avec g*
avec (7.25) avec g, on obtient bien (7.25) avec g.
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N.B. On peut montrer que ¢ est dérivable p.p. et que ¢” = f p.p.. La formule (7.25) est alors la formule habituelle de
changement de variable. Noter aussi que la fonction ¢, restreinte a I’intervalle ]a, b[, appartient a un espace appelé
WU1(]a, b)) (ce qui explique le titre de 1’exercice).
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Chapitre 8

Densité, séparabilité et compacité

Ce chapitre est consacré en majeure partie aux espaces L%(Q, B(Q), \y) ott Q un ouvert de RN, N > 1, B(Q) est
la tribu borélienne de Q, Ay désigne la restriction & B(QQ) de la mesure de Lebesgue sur B(RN) (aussi notée Ay) et
1<p<co.

On notera toujours LP(Q)) = L%(Q,B(Q), AN)-

8.1 Théoremes de densité pour les espaces L”(())

Nous avons vu au chapitre précédent que les espaces LP sont trés intéressants car ils sont en particulier complets.
Cependant, les éléments de ces espaces sont des objets avec lesquels il est malaisé de travailler. Pour démontrer des
propriétés sur ces objets, on travaille tres souvent par densité : on travaille sur des fonctions régulieres, qui sont
faciles a manipuler, et on passe ensuite a la limite, a condition d’avoir établi au préalable un résultat de densité, qui
nous permet justement ce passage a la limite.

8.1.1 Densité des fonctions C.(Q),R) dans L?(Q))

Définition 8.1 (Fonction & support compact) Soient N > 1, Q un ouvert de RN et f une fonction définie de Q)
dans R. On dit que f est a support compact (dans Q) s’il existe un compact K C Q) tel que f = 0 sur Q \ K.

On note souvent supp(f) I’adhérence dans () de I’ensemble des x € () t.q. f(x) = 0. On peut montrer que f est a
support compact si et seulement si supp(f) est compact.

Définition 8.2 (C2(Q,R)) Soient N > 1, Q un ouvert de RN et f une fonction définie de Q) dans R. On dit que
f e CX(Q,R)si

— f estde classe C* (de Q) dans R).

— f est a support compact (dans Q).
On note aussi D(Q)) = CX(Q,R).



Remarque 8.3 Si N =1 et (O =]0, 1[, la fonction f définie par f(x) = x(x — 1) est de classe C* sur (2, mais elle
n’est pas a support compact. En effet, il n’existe pas de compact 1nclus dans 10, 1] t.q. f soit nulle en dehors de ce
compact.

Par contre, si f est de classe C* sur |0, 1] et s’il existe ¢ > 0 tel que f(x) = 0 pour x €]0, [ et pour x €]1 —¢, 1],
alors f € C®°(Q,R).

Théoréme 8.4 (Densité de C.(Q,R) dans LP(Q)) Soient N > 1, p € [1,+00[ et Q un ouvert de RN (par exemple,
Q =RN). Alors :

C.(Q, R) est dense dans LP(Q) c’est-a-dire :

Vf eLP(Q), Ve>0, I € C(QR) tq. |If — gll, <e.

DEMONSTRATION — La démonstration de ce résultat est faite dans I’exercice 6.4 pour le cas Q2 = R. La généralisation
donnée ici se démontre de maniere tres voisine (grice au résultat de régularité, proposition 7.17), voir 1’exercice 8.1.
u

Une conséquence importante du théoréeme 8.4 est la continuité en moyenne que 1’on donne maintenant.

Théoréme 8.5 (Continuité en moyenne) Soient N > 1, p € [1,+oo[,et f € LP(RN). Alors, ||f (- + h) —fllp =0
quand h — 0, c’est-a-dire :

jlfx+h x)|IPdx — 0, quand h — 0.

La démonstration est ici encore tres similaire a la démonstration vue pour N = 1 dans I’exercice 6.4, elle est
proposée dans I’exercice 8.2.

Remarque 8.6 (Attention a L™ !) Les deux résultats précédents sont faux dans L*°. Considérer par exemple le cas
N =1 et la fonction f = 1 (qui appartient a L*(IR), en confondant f avec sa classe). On peut montrer que (voir
I’exercice 8.4) :

1
Ve € CR,R), If - @l = 5,
>0, If (41~ fllo =1

8.1.2 Régularisation par convolution

Sia e R,, on note B, la boule fermée de centre 0 et de rayon a de RN,

Définition 8.7 (L, .)  Soient N > 1 et Q un ouvert de RN. Soit f : Q — R. On définit que f est localement
intégrable sur Q) si flK € LY(Q) (au sens “il existe g € L(Q) t.q. f = g p.p. sur K”) pour tout compact K € Q.
On note Lllo AQ)(=L;, C(Q B(Q), A\N)) l'ensemble des fonctions localement intégrables sur Q).
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Remarque 8.8 Soient N > 1 et Q un ouvert de RN. Pour tout p tel que 1 < p < +00, ona LP(Q) C Llloc( ) (ceci
est une conséquence immédiate du résultat d’inclusion entre les espaces LP, proposition 6.25).

Définition 8.9 (Famille régularisante) Soit N > 1 et soit p € C°(RN,R) .. p > 0, {x € RN, p(x) = 0} C B,
et fp(x)dx = 1. On appelle famille régularisante (ou famille de noyaux régularisants) la famille de fonctions
(Pn)nen C C2 (RN, R) définie par : p,(x) = n'Np(nx),x € RN, n e N*.

Remarque 8.10 Dans la définition précédente, il est facile de vérifier que

(xeRN; Pu(x) =0} C By et jpn(x)dx: 1.

Notons qu’il existe bien des fonctions vérifiant les propriét€s demandées pour p dans la définition 8.9. Pour N =1,
par exemple, il suffit de prendre

o(x) = ocexp(le—_l) sixe]-1,1],
Osixe]-1,1],

avec o > 0 choisi pour avoir fp x)dx =1.

Lemme 8.11 (Régularisation par convolution) Soient N > 1, (p,,) e une famille régularisante et f € LZOC(RN).
Alors, f *p,, est définie partout sur RN et f on € C®(RN,R). De plus, s’il existe a> 0 t.q. f =0 p.p. sur BS, ona
alors f *p,, =0 sur B;Jrl (f * py, est donc a support compact).

DEMONSTRATION — La démonstration du fait que f = p,, € CW(RN,R) est donnée dans I’exercice 7.20. La seconde

partie est donnée dans les exercices 7.20 et 7.19. L’indication de la seconde question de I’exercice 7.19 donne le support

indiqué ici pour f * py,. L]
Proposition 8.12 Soit N > 1, (p,,)en- une famille régularisante. Soient p € [1,+oo] et f € LP(RN). Alors,

f*p, — f dans LP(RN) lorsque n — +co.

DEMONSTRATION — La démonstration est une conséquence du théoréme de continuité en moyenne (théoréeme 8.5).
On choisit un représentant de f, encore noté f. Pour n € N*, on pose f;, = f * p,,. Pour x e RN, on a :

fulx) = fo V)en(v)dy — f(x Jpn

et donc :

fulx)~ W<~pfxy (X)lon(v)d9)P.

Pour p > 1, on utilise I'inégalité¢ de Hoder en écrivant p,, = pn pn (avec g = p/(p — 1)) et on obtient (ce qui est aussi
immédiatement vrai pour p = 1) :

Qh::

o) - W<foy )P puly @f% \dy) (8.1)

Jny )P on(v)dy 8.2)
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On remarque maintenant que 1’application (x,y)! > (f(y) — f(x)) est mesurable de R? dans R (munis de leurs tribus
boréliennes respectives) ; ceci est une conséquence (par exemple) de la proposition 7.11 et de la mesurabilité de la
somme d’applications mesurables. L’application (x,y)t — (x,x —y) est mesurable de R? dans R2 (car continue). Par
composition, I"application (x,y)! + (f(x —y) — f(x)) est donc mesurable de R? dans R. On en déduit, en utilisant
une nouvelle fois la mesurabilité de la composée d’applications mesurables (et du produit d’applications mesurables),
que (x,9)f = |f(x =) = f(x)|P pu(v) est mesurable (positive) de R? dans R. On peut donc appliquer le théoréme de
Fubini-Tonelli pour déduire de (8.2) que :

j|fn<x> —fPdx < j(f 1 (=) — F P ou(p)dy)dx
- f(f|f<x—y>—f<x>|f’pn<y>dx>dy ®.3)
:j 1F (= 9)~ FIEpu(v)dy.
B1

n

On utilise maintenant le théoréme 8.5. Soit € > 0. Il existe 11> 0 t.q. :

heRN, [l <n = |f(-—h)-fll, <.
On déduit donc de (8.3) que :
sn=lfu—flp <e

Ce qui termine la démonstration. ]

S

Les deux résultats précédents permettent de démontrer le théoréme de densité suivant :

Théoreme 8.13 (Densité de C2°(RN,R) dans LP(RN)) Soient N > 1 et p € [1,+oo[, C°(RN,R) est dense dans
LP(RN),

DEMONSTRATION — La démonstration proposée ici utilise une méthode dite de troncature et régularisation.

Pour f € LP(RN), on dit que f est a support compact s’il existe K compact de RN t.q. f =0 p.p. sur K. On note A
I’ensemble des fonctions f € LP (RN) a support compact.

Etape 1. On montre dans cette étape que A est dense dans LP (RN). Soit fe LP(RN). Pour # € N, on pose fu=f1g,.
Comme f; — f p.p. quand n — +oo et |f,;| < |f]| p.p. (pour tout n € N), on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée dans LP (on utilise ici le fait que p < oco). Il donne que f, — f dans LP(RN) quand n — +oc0. Comme
(fu)neN C A, on a bien montré la densité de A dans LP (RN).

Etape 2. Soit maintenant f € A. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer qu’il existe une suite (f;;)en C
C(‘?O(RN,R) t.q. f, — f dans LP(RN) quand 1 — +o0. Or cette suite est donné avec fn=f *pn ot (py)nen+ est une
famille régularisante. En effet, le lemme 8.11 donne que (f;;)yen+ C Cg"(RN,]R) et la proposition 8.12 donne que
fn— f dans LP(RN) quand n — +o0. [

On rappelle (remarque 8.6) que C.(RN, R) (et donc aussi C°(RN, R)) n’est pas dense dans L (RN). Il est intéressant
aussi de remarquer que le théoreme précédent (théoreme 8.13) est encore vrai si on remplace la mesure de Lebesgue
par une mesure sur les boréliens de RN (N > 1), finie sur les compacts. Toutefois la démonstration donnée ici
doit alors étre modifiée. Ceci est fait dans ’exercice 7.15 pour p = 1 (et la généralisation pour traiter tous les cas
p € [1, 00[ est assez simple).
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8.1.3 Densité de C°(Q),R) dans LP(Q)

On a aussi un résultat de densité pour les fonctions définies sur un ouvert de RN,

Théoréme 8.14 (Densité de D(Q) dans LP(Q)) Soient N > 1, p € [1,+0o[ et Q un ouvert de RN. Alors, D(Q) =
C2(Q, R) est dense dans LP(Q)).

DEMONSTRATION —  Pour Q # RN, on pose K, = {x e RN ; d(x, Q) > L} N B, si n e N".

Soient f € LP(Q) et € > 0. On remarque d’abord (en utilisant, comme pour le théoréme précédent, le théoreme
de convergence dominée dans LP) que f1g, — f dans LP(Q) quand n — +oco. On peut donc choisir ng € N* t.q.

If = fapllp <&

On pose maintenant g = fno. On peut considérer que g € LP (RN) etonag=0p.p.sur K avec K = Ky, - En prenant
une famille régularisante, (p;);eN+, le lemme 8.11 et la proposition 8.12 donnent que g * p,, — g dans LP(RN) quand
n — +oo et (g*pn)neN C C?(RN,R). 11 suffit alors de remarquer que la restriction de g * p,; 4 () est & support compact
dans Q dés que n > ng pour conclure la démonstration. ]

Ici aussi, le théoreme 8.14 est encore vrai si on remplace la mesure de Lebesgue par une mesure sur les boréliens de
Q), finie sur les compacts. La démonstration donnée ici doit alors étre modifiée (voir I’exercice 7.15).

8.2 Séparabilité de L”(Q)
Proposition 8.15 Soient N > 1, Q un ouvert de RN et p tel que 1 < p < +oco. Alors, I'espace LP(Q) est séparable.

La démonstration fait I’objet de I’exercice 8.5 (et de 6.5 pour le car Q = R).

Les espaces du type L™ ne sont, en général, pas séparables. L’exercice 8.6 montre que, par exemple, Lp'(R, T,
A) n’est pas séparable. Une adaptation simple de la démonstration de 1’exercice 8.6 montre aussi que 1’espace
Cb(Rd ,R) (ensemble des fonctions continues bornées de R? dans R), muni de la norme de la convergence uniforme,
n’est pas séparable. Par contre 1’espace CO(R"Z,R) (ensemble des fonctions continues de R? dans R tendant vers 0
quand le norme de la variable tend vers I’infini), muni de la méme norme, est séparable. Ceci est une conséquence
des deux premieres questions de 1’exercice 8.5 (car C,. est dense dans Cy).

8.3 Compacité dans les espaces L?(Q))

Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E ; on rappelle que A est (séquentiellement) compact si de
toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite qui converge. Notons que cette notion de compacité
séquentielle est équivalente a la notion de compacité de Borel -Lebesgue (i.e. de tout recouvrement de A par des
ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini) dés que E est un espace métrique (ce qui est notre cas, car E est
un espace vectoriel normé).

Une partie A de E est dite relativement compacte si son adhérence est compacte (ou encore s’il existe un compact K
de E tel que A C K).

Dans le cas ou E est un espace de dimension finie, A est compacte si et seulement si A est fermée bornée, et A est
relativement compacte si et seulement si A est bornée.
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Ces deux caractérisations sont fausses si dim(E) = +co0. On sait par un théoreme de Riesz (différent des deux
théoremes de Riesz donnés dans ce livre !) que la boule unité fermée d’un e.v.n. E est compacte si et seulement si la
dimension de E est finie.

On s’intéresse ici au cas E = LP(Q) (Q ouvert non vide de RN), espace vectoriel normé de dimension infinie, et on
voudrait caractériser les parties relativement compactes ; en particulier, étant donnée une suite de fonctions de LP(Q),
sous quelles hypothéses peut-on en extraire une sous-suite qui converge ? Une condition nécessaire évidente est
que la partie considérée soit bornée (une partie relativement compacte est toujours bornée). La deuxiéme condition
est, pour 1 < p < +oo et QQ bornée, que la partie soit équicontinue en moyenne, au sens précisé dans le théoreme
suivant :

Théoréme 8.16 (Kolmogorov) Soit Q € B(RN) et 1 < p < +oo; on considere ici I'espace mesuré (E,T,m)
= (Q, B(RN), Ay). Soit A c LP(Q); A est relativement compacte si et seulement si :

1. 1l existe C€ R t.q. ||fl, < C pour tout f € A,

2. la partie A est équicontinue en moyenne, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe d > 0 t.q. :
pour tout f € A, |1 < 5= |f(-+h) - fll, <&,

3. la partie A est équi-petite a 'infini, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe a e R, t.q.
j |fIPdm < & pour tout f € A,
B;

ou f est la prolongée de f par 0 en dehors de Q).

DEMONSTRATION — La démonstration de ce théoréme se fait en utilisant la densité de 1’espace de fonctions C.(Q,R)
dans LP(Q) et le théoréme d’ Ascoli que nous rappelons ci aprés (théoreme 8.17). Elle est laissée a titre d’exercice, le
cas p =1 et Q =]0, 1[ est donné dans I’exercice 8.9. [

Dans le cas ol Q est un intervalle borné de R, le théoréeme 8.16 peut s’énoncer plus simplement sans introduire f .
Ceci est développé dans I’exercice 8.10.

Théoreme 8.17 (Ascoli) Soient K une partie compacte de R et A une partie de I’espace vectoriel C(K,R) muni de
la norme uniforme ; A est relativement compacte si et seulement si A est bornée et uniformément équicontinue, i.e.

YV e>0,30>0;V x,peK [x—y|[<o=|f(x)-f(¥)|<e V feA

Corollaire 8.18 Soient QO € B(RN), 1 < p < +c0 et (f,)eny C LP(Q). On suppose que la famille A = {f,, n € N}
vérifie les conditions 1, 2 et 3 du théoréme de Kolmogorov. On peut alors extraire de (f,),en une sous-suite, notée
(fo(n)nen, et il existe f € LP(Q) .q. fo(u) — f dans LP(Q)) quand n — +oco.

8.4 Compacité faible-+

On a introduit au chapitre 6 la convergence faible-+ dans le dual d’un espace de Banach. On a une propriété de
compacité tres utile lorsque I’espace de Banach considéré est séparable :
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Proposition 8.19 (Compacité faible-+ séq. des bornés de E’ si E est séparable) Soit F un espace de Banach
séparable et F’ son dual topologique. Soit (T,),en une suite bornée de F'. Alors, il existe une sous-suite (T, )xen
et T € ¥’ t.q. la sous-suite (T, )ren converge vers T x-faiblement dans ¥’ (i.e. T, (u) — T(u) (dans R) pour tout
élément u de F.)

k

DEMONSTRATION — La démonstration va se faire en trois étapes. L’étape principale est probablement la deuxieéme
étape (qui décrit le procédé diagonal).
On commence par remarquer que, comme F est séparable, il existe une partie A de F, dénombrable et dense. Comme A

est dénombrable, il existe uns suite (fp)pen+ t-q. A = {f,, p € N*}. On note aussi C = sup,, || Ty|lp> (on a C < +o0 car
la suite (T;;),eN est bornée dans F’).

Etape 1. Dans cette premiere étape, on montre, par récurrence, I’existence d’une suite d’applications strictement
croissantes (Pp)pen+ de N dans N t.q., pour tout p € N*, la suite (Tq,lomo%(n)( »))neN converge dans R.

L’existence de {1 découle du fait que la suite (T;,(f])),eN est bornée dans R (en effet, on a |T,,(f1)| < Cl|f1||p). Puis,
pour p > 1, en supposant {1, ..., Py, construits, on utilise le fait que la suite (Tq,lomo%(n)(fpﬂ))neN est bornée dans R.
On obtient I'existence d’une application strictement croissante Pp1 de N dans N t.q. la suite (Tq,l 0..0Ppys (n)( fp+1 )neN
converge dans R.

Etape 2 (procédé diagonal). On note @, I’application {; o... o ;. La deuxiéme étape consiste a définir ¢ de N dans
N en posant

P(n) = @y(n), pour n e N.

La fonction 1 est strictement croissante de N dans N. On va montrer que, pour tout p € N*, la suite Tq) fp neN
converge dans R. En effet, soit p € N*. Pour n > p,ona:

1p(n):1p10...ol[)p(lpp+1o Oan( )):(Pp(lppﬂo -0 Py (n)).
La suite (Ty;)(fp))nen est donc extraite de la suite (Tq, () (fp))nen a partir de n = p. Ceci prouve que (Ty () (fp))neN
converge dans R.

Etape 3. On utilise maintenant la densité de A dans F. L’étape 2 nous donne, pour tout g € A, la convergence dans
R de la suite (Tll,)(n)(g))i’lEN' La densité de A dans F et le fait que la suite (T,;),,en est bornée dans F” nous permet
d’en déduire que la suite (Ty,,)(f))nen converge dans R pour tout f € F. En effet, soit f € F. Pour tout g € A et tout
m,n €N, ona

[Ty () () = Ty (I < 2CNf = glle + [ Tp(1) (8) = Tip ()1

On en déduit facilement que la suite (Tq)(n)( f))nen est de Cauchy dans R et donc est convergente.

Pour tout f € F, on note T(f) la limite (dans R) de la suite (Tq)(n)(f»neN. Comme les applications T,, sont linéaires,
I’application T est aussi linéaire (de F dans R). Puis, comme ||T,||p < C pour tout n € N, on a aussi |T(f)| < C||f|p
pour tout f € F.Onadonc T € F’ et, finalement, Tq,(n) — T =-faiblement dans F’, quand 1 — +oco. Ce qui termine la
démonstration. ]

La proposition 8.19 s’applique aux suites bornées de L*(Q). En effet, grice au théoreme 6.70 et a la proposition
8.15, I’espace L®(Q)) peut étre identifié au dual de I’espace L' (Q)), qui est un espace séparable (CQ) est ici un borélien
de RN). On a donc, par exemple, le résultat suivant :

Proposition 8.20 (Compacité faible-+ séquentielle des bornés de L)  Soit d > 1. On note L™ I’espace
LI‘?K?(Rd,B(Rd), Ag)- Soit (u,),eN une suite bornée de L°°, i.e. telle qu’il existe M € R, t.q. ||u,llee < M pour

tout n € N. Alors, il existe une sous-suite, encore notée (i) ,cn, et il existe u € L t.q. u, — u *faiblement dans
L.

Dans le cas p €]1,+oo[, on peut écrire une propriété de compacité faible :
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Proposition 8.21 (Compacité faible séquentielle des bornés de L?) Soit d > 1 et soit p €]1,+o0[. On note LP
I’espace LfR(Rd,B(Rd), Xa). Soit () ner une suite bornée de 17, i.e. telle qu’il existe M € R, t.q. |[u,||, <M pour
tout n € N. Alors, il existe une sous-suite, encore notée (u,),cn, et il existe u € LP t.q. u,, — u faiblement dans LP,
c’est-a-dire t.q. j(unv —uv)dm — 0 pour tout v € L1, oit g = l%'

On donne maintenant une conséquence, trés utile pour les probabilités, de la proposition 8.19. Cette conséquence a
déja été évoquée dans la remarque 6.95.

Proposition 8.22 (Convergence étroite d’une suite tendue) Soir d > 1 et (m,,),en une suite de mesures finies sur
B(R?). On suppose que SUp,.cN m,(R?) < +oo. Il existe alors une sous-suite, encore notée (1, ex, et une mesure
finie sur B(R?) notée m t.q.

J-(pdmn — J(pdm pour tout @ € Co(RY, R).

De plus, si la suite (m,)),cN est tendue, on a alors m,, — m étroitement. (Ce dernier résultat est aussi vrai si on
remplace I’hypothése “(m,) ey est tendue” par “m,(R?) — m(R)”).

DEMONSTRATION —  On rappelle que CO(Rd,]R) ={pe C(Rd,R), @(x) — 0 quand |x| — co}. On munit CO(Rd,R)
de la norme de la convergence uniforme, c¢’est-a-dire ||¢||,, = sup{|p(x)|, x € R%)}. Lespace Co(R?,R), muni de cette
norme, est un espace de Banach séparable (alors que I’espace Ch(Rd,R) muni de cette méme norme n’est pas séparable).
On note E I’espace CO(R"Z ,R) (muni de la norme de la convergence uniforme). Pour n € N et ¢ € E, on pose L, (@) =
fcpd m,,. La suite (L,;),eN est donc bornée dans E’, car on a

ILaller < (RY).

11 existe donc une sous-suite de la suite (1,,),cN, encore notée (m,),eN, et il existe L € B’ t.q.

j(pdmn — L(¢) pour tout ¢ € E.

L’application L est donc une application linéaire positive (c’est-a-dire @ > 0 = L(¢) > 0) de E dans R. D’apres le
chapitre 5, il existe alors une mesure finie m sur les boréliens de R? t.q. L(p) = f(pd m pour tout @ € E (en fait le
théoreme 5.12 donne ce résultat pour d = 1, la démonstration est semblable pour d > 1). Ceci donne bien le résultat
annoncé, ¢’est-a-dire

f(pdmn — f@dm pour tout ¢ € CO(Rd,R).

11 est intéressant de noter que si m,, est pour tout # € N une probabilité, la mesure m n’est pas forcément une probabilité
et la suite (m,),eN peut ne pas converger étroitement vers m. (Un exemple pour d = 1 consiste a prendre m1,, = o, et
m=0.)

Toutefois, si on suppose que la suite (#1;,),,cN est tendue (ou si on suppose que mn(Rd) — m(R)), la proposition 6.94
(ou la proposition 6.87 pour le cas mn(Rd ) — m(R)) donne la convergence étroite de m1,, vers m, c’est-a-dire

J.(pdmn — j(pdﬂ’l pour tout ¢ € Cb(]Rd,]R).

Du point de vue des probabilités, la conséquence de la proposition 8.22 est que si (X,,),en est une suite de v.a.r.
dont la suite des lois est tendue, il existe alors une v.a.r. X et une sous-suite de la suite X,, telle que cette sous-suite
converge en loi vers X (cf. proposition 9.21 pour le cas de vecteurs aléatoires).
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8.5 Exercices

Exercice 8.1 (Densité de C.(Q,R) dans L?(Q)) Soient, N > 1, p € [1,+0co[ et Q un ouvert de RN. Montrer que
C.(Q, R) est dense dans LP((Q2), c’est-a-dire que pour tout f € LP(Q) et pour tout € > 0, il existe ¢ € C.(Q),R) t.q.
lf — ¢ll, < . [Reprendre la démonstration de I’exercice 6.4 qui traite le cas (2 = R. Utiliser le résultat de régularité,
proposition 7.17.]

Exercice 8.2 (Continuité en moyenne) Soient N > 1, p € [1,+o0[ et f € LP(RN). Montrer que ||f(- + h) il
— 0 quand h — 0. [Reprendre la démonstration vue pour N = 1 dans I’exercice 6.4]

Exercice 8.3 (Convergence apres translation)
On note LP I’espace L%(RN,B(RN), An), N > 1. Soit 1 < p < 400, (U;,),en une suite d’éléments de LP et u € LP
tel que u,, — u dans LP. Soit (h,,),cn une suite dans RN telle que lim,,_,, o, /1, = 0.
1. On suppose que 1 < p < +co. Montrer que u,,(- + h,)) — u dans LP quand n — +co.

Corrigé — Il suffit de remarquer que (- +hy,)—u = u, (- + hy,) —u(- + hy) + u(- + hy,) — u et donc

llan (- + hy) = ully <llun(-+hy) = u(-+hy)llp + (- + hy) = ullp.
Comme |[uy (- + hyy) = u(- + hy)llp = lluy, —ullp, on a donc
ety (- + hy) = ””p < luy - ””p +llu(-+hy) - ””p-
Soit € > 0, comme u,, — u dans LP, il existe n] € N tel que
nzny = lluy —ull, <e
Puis, comme u € LP, la continuité en moyenne (théoréme 8.5) donne I’existence de & > 0 tel que
lh| < o= lu(-+h)-ull, <e
Comme lim,,_, ;oo hy, = 0, il existe ny € N tel que |h,| < & pour n > ny. On a donc
n 2 max{ny, na} = |luy (- + hy) —ull, < 2e.

Ce qui prouve bien que (- + h,) — u dans LP quand n — +co.

2. On suppose p = +oo. Donner un exemple pour lequel u,,(- + h,;) /> 1 dans LP quand #n — +co (on pourra se
limiter a N = 1).

Corrigé — 11 suffit de prendre u,, = u pour tout n et, par exemple, u = 1g . Pour tout h # 0, on a |lu(- +h) - ulloo = 1.
11 suffit donc de prendre, par exemple, h,, = 1/n.

Exercice 8.4 (Non densité de C. dans L*) On considere f = 1g_ (qui appartient a Ly (R, B(R), A), en confondant
f avec sa classe).

1. Montrer que ||f — @[loo = % pour tout ¢ € C(R,R).

Corrigé — Soit @ € C(R,R). On va montrer que || f —@||oo > L ¢ pour tour 0 < € < 1/2 (ce qui donne bien finalement
If = @llco > 5). fdece

Soit donc 0 < e < 1/2.

On suppose tout d’abord que @(0) > L. 1 existe alors, par continuité de @, 8 > 0 t.q. @(x) > % — ¢ pour tout x € [-9,0].
On a donc @(x)— f (x) > L _¢ pour presque tout x € [-8,0], ce qui prouve que A({|o— f| > %—8}) > A([-9,0])=06>0.
On adonc ||f = ¢lloo = % —-&

On suppose maintenant que @(0) < % De maniére analogue, il existe 6 > 0 t.q. @(x) < % + € pour tout x € [0,0]. On a
alors f(x)—@(x) > % — & pour presque tout x € [0, 9], ce qui prouve que A({|f —¢| > % -¢})>X[0,0])=6>0.0na
donc aussi ||f — @l = % —&

Comme ¢ > 0 est arbitrairement petit, on a bien montré que ||f — ¢lloo = %
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2. Montrer que ||f (- + 1) — f|loo = 1 pour tout & € R=.

Corrigé — Pourh>0,0onalf(-+h)—f(-)| =1 p.p. sur[-h,0] et donc X({|f (-+h)—f(-)| = 1}) > M[-h,0]) =h >0, ce
qui prouve que ||f (-+h) = flleo = 1. Comme il est clair que |f (-+h)— f (-)] < 1 p.p., on a finalement ||f (-+h) — flloo = 1.

Pour h<0,onalf(-+h)=f(-)lo =1 p.p. sur [0,=h] et donc M{|f (- +h)— f(-)] = 1}) = M([0,-h]) = -h > 0, ce qui
prouve que ||f (-+h)— flloo = 1. Comme il est clair aussi que |f (-+h)— f (-)| < 1 p.p., on a finalement ||f (-+h)— f||co = 1.

Exercice 8.5 (Séparabilité de LP(Q)), 1 < p < o0) Soient N > 1, Q) un ouvert de RN et p tel que 1 < p < +oo.
Montrer que I’espace LP(Q) est séparable.

On pourra se limiter au cas () = R et raisonner ainsi : Soit n € N¥, pour g = 0,1,..., 2n% — 1, on note : IZ =
[-n+d,-n+ %[ Onpose: A, ={f:R—>R;flp=r,otreQ et f=0sur [-n,n[¢}. On pose A = [, ,en+ A
1. Montrer que A est dénombrable.

Corrigé—  Soit neN". A f € Ay, on associe I’ensemble des valeurs prises par f sur les intervalles 1j, q =

Lo L 2 . . 2
0,1,...,2n2 — 1. On construit ainsi une bijection de A, dans Q¥ ce qui prouve que A, est dénombrable car Q2
est dénombrable.

On en déduit que A est dénombrable comme union dénombrable d’ensembles dénombrables.

2. Montrer que, pour tout f € C(IR,R) et pour tout ¢ > 0, il existe g € A t.q. [|f —gll, <e.

Corrigé — Soit f € C.(R,R) et soit £ > 0.

Comme f est a support compact, il existe a € Ry t.q. f =0 sur [—a,al".

Comme | est uniformément continue, il existe 5> 0 t.q. |[x—y| <d=|f(x)- f(y)| < e

On choisit maintenant n € N* t.q. n > a et 1/n < 8. On construit alors g € A, de la maniére suivante :
g(x)=0, sixe[-nnlC,
g(x)=rg, sixe[-n+ %,—n-r #[, g€{0,1,...,2n% -1},

avecrg € Qrq. |f(-n+ %)—rql Seetrg=0sif(-n+ %) =0.

OnageA (carge Ay), |g(x)— f(x)| < 2e pour tout x et |g(x) — f(x)| =0 si x € [~a—1,a+ 1]°. On en déduit :

jlg(x) — f(x)|Pdx < 2(a+1)2P¢P.

On peut donc trouver g € A arbitrairement proche de f en norme LP.

3. Conclure par la densité de C.(R,R) dans LP(R, ) (théoréme 8.4).

Corrigé —  Soit f € LP(R) et soit & > 0. Par le théoreme 8.4, il existe g € C(R,R) t.q. ||g — fllp < & Par la question
précédente, il existe h € A t.q. ||g = hll, <& Onadonc||f —hll, < 2¢. Ce qui prouve que A est dense dans LP (R).
Comme A est dénombrable, on en déduit que LP (R) est séparable.

Exercice 8.6 (Non séparabilité de Ly’ (R, T, \)) On note B I’ensemble des f appartenant a L*(R, T, A) t.q., pour
toutneN, f =0p.p.sur |n,n+1[ou f =1p.p.sur|n,n+1[.
1. Montrer que B est non dénombrable. [Construire une injection de I’ensemble des parties de N dans B.]

Corrigé —  Soit P une partie N. On construit @(P) € B en prenant @(P) =1 p.p. sur |n,n+1[ sin € P, (P) =0 p.p.
sur ln,n+1[sineP et (P)=0p.p. surR_.

@ est bien injective car, si P,Q € P(N), P = Q, il existe n € P t.q. n ¢ Q (ou il existe n € Q t.q. n € P). On a alors
@©(P)=1p.p.surlnn+1[ et (Q) = 0p.p. sur |n,n+1[ (ou @(P) = 0 p.p. sur |n,n+1[ et 9(Q) = 1 p.p. sur |n,n+1[).
On en déduit que ||@(P) — @(Q)llco = 1 car A(Jn,n+1[) > 0, et donc @(P) = @(Q).

Comme P(N) est non dénombrable (et non fini), I’ensemble B est aussi non dénombrable (et non fini).

383



2. Soit A une partie dense de Ly’(R, T, A). Montrer que pour tout f € B, il existe g € A t.q. ||f —g[les < %. En déduire
qu’on peut construire une application injective de B dans A.

Corrigé —  Soit f € B. Par densité de A dans Ly (R, T, )), il existe g € A t.q. ||f Qlloo < 4 On peut donc construire
(grdce a I’axiome du choix) une application \ de B dans A t.q. ||f — P(f)|lco < 4 pour tout f € B.

On monte maintenant que ) est injective. En effet, soit f1, f» € Bt.q. P(f1) = U(f2). On a alors, avec g = P(f1) = Y(f2),
11 = falloo < M1f1 = &lloo + 112 — &llco < % Ceci prouve que fi = fp car ||fi — falleo = 1 si fi # f (il suffit de remarquer

qu’il existe n e N t.q. |fi — fo| =1 p.p. sur ln,n+1[).
3. Montrer que L (R, T, A) n’est pas séparable.

Corrigé — Si L]‘l’g (R, T, ) est séparable, il existe A (au plus) dénombrable, dense dans L]‘l’g(]R, T,\). La question
précédente permet de construire une injection de B de A, ce qui est en contradiction avec le fait que B est non
dénombrable (et non fini).

Exercice 8.7 (Convolution L? — L9) Pour 1 < p < oo, on note £P = L5 (R, B(R), \) et L? = L2 (R, B(R), A).
1. Soit 1 < p < +o0, q=7 1,f€U’etge£”7
(a) Montrer que pour tout x € R, I’application f(-)g(x —-) est intégrable.

Corrigé — Soit x € R. L’application f(-)g(x — ) est mesurable car les applications f et g(x —-) sont mesurables.
Puis, on déduit de I’inégalité de Holder (inégalité (6.1)) que f(-)g(x—-) € L1 er:

If (g =1 <l llpligCx=-)llg =111l lIgllg-

On peut donc définir (f * g)(x) pour tout x € R.
(b) Montrer que |(f *g)(x)| < ||f||p||g||q, pour tout x € R.

Corrigé — Soit x e R. Ona |(f »g)(x)| = |[ f(-)g(x = )dN < [If(-)g(x = )ldX = |If (-)g(x = 1. En utilisant
I’inégalité montrée dans la question precedente on adonc :

10 * @) < Il ligll.

(c) Montrer que f * g est continue sur R.

Corrigé — Soitx,heR. Ona:

|f*g<x+h)—f*g<x>|sj|f- (cth—)-f)g (x—->|dx
< flllgt+ BT g(x =y = Il llg(— k)~ gl

Le théoreme de continuité en moyenne dans 19 (voir exercice 6.4,, le cas général de la mesure de Lebesgue sur RN
est donné dans le théoréme 8.5) donne que ||g(- —h) — g||q — 0, quand h — 0. Ceci prouve la continuité (et méme la
continuité uniforme) de f = g sur R.

2.Soit1<p<+oo,q:}%.

(a) Soit F e L? et G € LY. Montrer qu’on peut définir Fx G sur R en posant FxG = f g, avec f e Fet g€ G. [1l
suffit donc de démontrer que f * g ne dépend pas du choix de f dans F et g dans G.]

Corrigé— Soit fl,f2 € Fet g1,90 € G Comme f| = fp p.p. et § = g2 p.p., on a aussi, pour tout x € R,
fi()g1(x =) = f2()g2(x =) p.p. et donc fi +g1(x) = f2 g2 (x)

Pour tout x € R, on peut donc définir F = G(x) en posant Fx G(x) = f * g(x), avec f € F et g€ G (car f » g(x) ne
dépend pas du choix de f et g dans F et G).
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(b) Montrer que I’application (F, G) — F % G est bilinéaire continue de L? x L7 dans C;(RR,R) (on rappelle que
Cp(R,R) est ’ensemble des fonctions continues bornées de R dans R, muni de la norme de la convergence
uniforme).

Corrigé — On note || ||, la norme de la convergence uniforme (on rappelle que, sur Cy(R,R), elle coincide avec
la norme ||+ || so)-
SoitFelP et Ge14. Si f €F, g €G, on a déja vu que, pour tout x € R :

[F+G(x)| = |f *g(x) < lIfllplIgllg = IFllplIGllg-
On en déduit ||F = Gl|,, = sup{|F = G(x)|, x € R} < ||Fl|,||Gllg, ce qui prouve bien la continuité de la forme bilinéaire
(F,G) > FxGde LP x L1 dans Cp(R,R).

(c) Soit F € LP et G € L1. Montrer que F* G € Cy(R, R) (c’est-a-dire que la fonction F = G est continue de R dans
R et que (F*G)(x) — 0 quand x — +00).

Corrigé — On consideére tout d’abord le cas f € C.(R,R) et g € C.(R,R). On sait déja que f + g est continue
(par exemple, parce que f € LP et g € L9). D’autre part, comme f et g sont a support compact, il existe a > 0 et
b>0tq. f =0surB°(0,a) et g = 0 sur B(0,b). On en déduit que f +g = 0 sur B€(0,a+ b) (ceci est démontré, par
exemple, dans ’exercice 7.19). On a donc f * g € C.(R,R) € Cy(R,R).

Soit maintenant F € LP et G € LY. Le théoréme de densité dans les espaces LP (exercice 6.4, ou encore théoréme 8.4
pour un cas plus général) donne I'existence de deux suites (f;)nen € Co(R,R) ef (g1)nen € Co(R,R) 2.q. f, = F
dans 1P et g, — G dans L9, quand n — +co. La continuité de la forme bilinéaire (F,G) — F =G de LP x L1
dans Cyp(R,R) montre alors que f,, * g, — F* G dans Cy(R,R) (c’est-a-dire uniformément), quand n — +oco. Or
fu*8n € Co(R,R), pour tout n € N, et Co(R,R) est fermé dans Cy(R,R), on a donc F+G € Cy(R,R).

3. On prend maintenant p = 1 et g = +oo.

(a) Soit f € L' et g € L. Montrer que (f * g)(x) est bien définie pour tout x € R. Montrer que f * g € Cy(R,R).

Corrigé — On procéde ici comme dans le cas 1 < p,q < co.

Soit x € R. L’application f(-)g(x —-) est mesurable car produit d’applications mesurables. Puis, I'inégalité de
Holder pour le cas p = 1, q = oo (proposition (6.26)) donne f(-)g(x—-) € LY et

I1F (g =l <l illgx =Moo = llf 11 118]leo-

On peut donc définir (f  g)(x) pour tout x € R et on a |(f * g)(x)| < ||fl11gllco- Ceci donne sup{|(f = g)(x)|, x € R}
<|Ifll111glleo et donc que f = g est bornée.

Pour montrer que f = g est continue sur R, on utilise I’invariance par translation de la mesure de Lebesgue pour
écrire, pour tout x € R :

gt = | flx=gtir
Soit x,h € R. On a donc :

If +glxt )~ f o g(x)| < j|f<x+ h—)g()— F(x—)g(ldA
<FGet b= = Fx = Millglloo = IF ¢~ 1) = Fll1 gllo-

Le théoréme de continuité en moyenne dans LY (théoréme 5.21) donne que lf(-=h)=fll1 = 0, quand h — 0. Ceci
prouve la continuité (et méme la continuité uniforme) de f = g sur R.

On a donc bien f = g continue et bornée, c’est-a-dire f » g € Cy(R,R).

(b) Soit F € L! et G € L. Montrer que (F * G)(x) est bien définie pour tout x € R en posant F+G = f * g, avec
feFetgeG
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Corrigé — La démonstration est identique a celle du cas 1 < p,q < oo. Elle n’est pas redonnée ici.

(c) L’application (F, G) — F % G est-elle continue de L! x L™ dans C;, ?

Corrigé — La réponse est oui car nous avons vu que ||f * gll, = sup{|(f * 2)(x)|, x € R} <||f]l11gllco-

(d) A-t-on F* G € Cy(R,R), pour tout FEL! et GE L™ ?

Corrigé — La réponse est non. On prend, par exemple, G=1 p.p. et F € LY, F#0. Onaalors F+ G(x de)\
pour tout x € R. Donc, F+G(x) /0, quand x — +oo, et F+ G & Cy(R,R).

Exercice 8.8 (Caractérisation d’une fonction par son action sur C°) Soit d € N*. On rappelle que A; est la
mesure de Lebesgue sur les boréliens de R? et que 1’élément d’intégration par rapport A, est noté dx (au lieu de
d\(x)). On rappelle aussi que | - | dénote la norme euclidienne dans R?. On se donne une fonction pe Cg"(Rd,JR)

tqg.:
—- p(x)=0sixeR?, |x|>1,
p(x) > >0sixeRY,
—fp x)dx =1.

Pour n € N*, on note p,, 1a fonction définie par p,(x) = ndp(nx), de sorte que (p,;) en est une famille de noyaux
régularisants (voir le chapitre 8 du cours).

1. Soit f € L1(R?, B(RY), \y).
(a) Soit p € C(R?,R). Montrer que f¢ € LR, B(R?), \y).
Corrigé — La fonction f @ est mesurable car produit de fonctions mesurables. Elle est intégrable car on a

If () < If ()lliepllu,

pour tout x € R? (avec [lolly = max{|e(x)|, x € R} < oo car Cw(Rd R) est inclus dans Cb(]Rd,]R)) et donc :

f|f ldx < [l lplloo < co.

Ce qui donne bien f @ € £ R4, B(Rd ) Ad)-

On suppose maintenant que Jf(x)(p(x)dx = 0 pour tout @ € C®(RY,R).
(b) Soit n € N*. Montrer f *p,(x) est bien défini pour tout x € R4 et que f *pu(x) = 0 pour tout x € R4,
Corrigé — Soit x € R4, On pose ©(y) = pp(x —y) pour v € R4 (n est fixé). On a donc ¢ € CS"(Rd,R) (car
on € CR(RYR)) et £ = f()on(x ).

La premiére question donne f(-)p,(x—-) = fo € El(Rd,B(Rd), Ag) et f = py(x) est donc bien défini. De plus,
I’hypothese satisfaite par f donne :

fon(x Jf Y)pn(x-y)dy = ff (¥)dy =0

(c) Montrer que f =0 p.p..

Corrigé — La proposition 8.12 donne f +p, — f dans L! (Rd,B(Rd), Ad) quand n — +oo. Comme f; = 0 p.p.,
on en déduit que f =0 p.p.

2. Soit Q un ouvert de R? et g€ ‘Cloc( ) (c’est-a-dire que g est une fonction de R? dans R t.q. gl € L£Y(RY
B(R%), A;) pour tout compact K de Q).
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(a) Soit ¢ € CX(Q,R). Montrer que g¢ € £ (R?, B(R%), \4). (La fonction @ est prolongée par 0 hors de (2.)

Corrigé —  Soit K un compact de Q) t.q. ¢ = 0 sur K. On a alors g = gl .
Comme gl € ! (Rd,B(]Rd), Ag), la question 1(a) donne g € Y (]Rd, B(Rd), Ad)-

On suppose maintenant que Jg(x)(p(x)dx = 0 pour tout @ € CX(Q, R).

(b) Soit n € N*. On note Q),, ’ensemble des x € Q) t.q. [x —y| > % pour tout y € QO°. Montrer g * p,,(x) est bien
définie pour tout x € (2, et que g * p,(x) = 0 pour tout x € Q2.

Corrigé —  Soit x € Q. On pose @(y) = py(x — ) pour y € RY (n et x sont fixés). On a donc @ € C?"(Rd,R) ;
comme p(z) = 0 si |z| 2 1/n, on a @ = 0 sur K° ot K est la boule fermée de centre x et de rayon 1/n, c’est-a-dire
K =B(x,1/n). Comme x € Q,, on a K C Q. La fonction @ (ou, plus précisément, la restriction de ¢ a ()) appartient
donc a CZ(Q,R)).

Ona g =g(-)pn(x—-). On conclut comme dans la question 1(b) :

La question 2(a) donne g(-)p,(x—-) =g € [l (Rd, B(Rd), Ag) et g+, (x) est donc bien défini. De plus, I’hypothése
satisfaite par g donne :

g*pn(x) = jg(y)pn(x—y)dy = fg(y)qv(y)dy =0

(c) Soit K un compact de (), montrer que glg = 0 p.p.. En déduire que g = 0 p.p. sur Q.

Corrigé — On note « la distance de K a QF, c’est-a-dire o = inf{|ly —z|, y € K, z € QF}. Certe distance est
strictement positive car K est compact, Q° est fermé et KN O = Q (le fair que cette distance est strictement positive
est démontré, par exemple, dans la démonstration du théoréme 5.20). Soit ng € N* 1.q. 1/ng < a, de sorte que
K c Q,, pour tout n > nq (avec Q,, défini dans la question 2(b)).

La question 2(b) donne alors que, pour tout n > ng, g*py, est bien défini sur K et g+ p,, = 0 sur K.

Pour passer & limite sur n (et montrer que g = 0 p.p. sur K), on pose K = {z € RY; d(z,K) < 1/ng} (ot d(z,K) est
la distance de z a X, c¢’est-a-dire d(z,K) = inf{|z — y|, v € K}). K est un compact de RY et comme 1/ng<a, ona
K c Q. On en déduit :

glg € L' (RY, B(RY),\y).
La proposition 8.12 donne alors g1 * 0, — gl dans L! (Rd,B(Rd), Ad), quand n — +oo. On a donc aussi, en
prenant la restriction a K de ces fonctions :

(8lg *pn)K — g dans L! (K, B(K),Ag), quand n — +co. 8.4)

Soit n > ng. On remarque que glg * p; = g * Py, sur K. En effet, pour xe Kety ¢ Konalx—y|>1/ng>1/net
donc p(x —v) = 0. On en déduit, pour tout x € K,

glg *pn(x) = jglg(X)Pn(X—y)dy = jg(x)Pn(x —9)dy = g*pn(x).
On a bien montré que gl %y = g0y sur K. Comme g+, = 0 sur K (question 2(b)), on déduit de (8.4) que g = 0
p.p. sur K.

Pour montrer que g = 0 p.p. sur Q, on remarque que Q) = |J ey Ky, avec Ky, = Q, NB, (oit Q,, est 'adhérence
de Q) et B, est la boule fermée de centre O et de rayon n). Comme K, est un compact de Q, la démonstration
précédente donne g = 0 p.p. sur K,;, pour tout n € N*. On en déduit que g = 0 p.p. sur Q).

Exercice 8.9 (Théoréme de compacité dans L', Kolmogorov)

On pose L!(]0,1]) = Lﬁk(]o,l[,B(]O,l[), \) et LY(R) = Lﬁg(R,B(R), A) (ou A désigne la mesure de Lebesgue sur
B(R) ou sa trace sur 3(]0,1[)). Pour f € L'(]0,1[[), on identifie f avec I’un de ses représentants et on note f la
fonction définie par f = f sur ]0,1[ et f = 0 sur R\]0, 1[.
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Soit A une partie de L' (]0, 1]).

On rappelle que A est relativement compacte dans L!(]0, 1]) si et seulement si A est précompacte (c’est-a-dire que
pour ¢ > O il existe p e N et fy,..., f, € Atq. AC Ule B(f;, €), ot B(f,€) désigne la boule ouverte dans L'(]0, 1[)
de centre f et de rayon ¢).

Partie I (Condition suffisante). On suppose, dans cette partie, que .A est relativement compacte dans L' (]0, 1[).
1. Montrer que .A est une partie bornée de L'(]0, 1[).

Corrigé —  On utilise la précompacité pour € = 1. Il existe f1,..., fy € At.q.

ACOB(ﬁ,l)

En posant M = max{l|fill1, i = 1,...,p} on a donc ||f|l; <M pour tout f € A, ce qui prouve que A est une partie
bornée de L1(]0, 1[).

2. Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe a > 0 t.q. :

heR W <o feA=|f(-+h)-fl <e (8.5)

Corrigé —  On utilise encore la précompacité, il existe peN* et f1,..., fp e At.q AC Ule B(fi,€)
Le théoréme de continuité en moyenne (théoréme 5.21) donne que pour i € {1,...,p} il existe o; > 0 t.q.
heR, |h <o; = |Ifi(-+h) - fill <e

On pose o = min{a;j, i = 1,...,p}. On a bien o > 0 et pour tout f € A, il existe i € {1,...,p} t.q. f € B(fi,¢). Ona
alors

IF (1)~ fllt <IFCH+m) = fi-+ Rl +1fC+h) = fills +11fi = flh
=i +h) = fills +20f = fill.

On en déduit que B }
heR, | <a=|f(-+h)-fll1 <3¢

ce qui termine cette question.

Partie IT (Condition nécessaire). On suppose, dans cette partie, que A une partie bornée de L'(]0, 1[) et que pour
tout € > 0 il existe o > 0 vérifiant (8.5).

Soit pe CP(R,R) t.q. p=> 0, p(x)=0si|x|=1et Jp(x)dx = 1. Pour n € N*, on définit p,, par p,(x) = np(nx) si
xeR.

1. Soit € > 0. Montrer qu’il existe ny € N* t.q. :
neN nxnyfeA=|frp,—flh <e (8.6)

[On pourra remarquer que f * p,,(x) — f(x) = [(f(x = )~ f(x))p(y)dy.]

Corrigé — Soit n € N* et f € A. Pour tout x € R on a (avec le changement de variable z = ny)
f*onlx jfx Y)en(y)dy = fo y)np(ny)dy = ffx—f
Ce qui donne bien, comme fp ydx=1, f» Pnlx - f(x) j(f(x %) f(x)) p(v)dy et donc

IF * oul)— F |<j|f ) f
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L’application (x,y) v~ f(x —y/n) est borélienne de R? dans R (car ¢’est la composée de (x,9) ¥ x —v/n qui est
continue donc borelzenne et de S f ) qui est borélienne). Par stabilité de I’ensemble des fonctions boréliennes,
Uapplication (x,v) — |f (x = Z) = f( x)|p(v) est donc aussi borélienne de R? dans R. La mesure de Lebesgue étant
o-finie, on peut donc appllquer le théoréme de Fubini-Tonelli pour obtenir

17 +0u = < [ ([ 176x=20= Feoloy )

f f F(x=2) - F)ldx)o(w)dy.

2. Soit n € N*. Pour f € A, on note f; la restriction 2 [0, 1] de la fonction f * p,,.

En prenant ny > 1/, oit « est donné par (8.5), on obtient (8.6).

(a) Montrer qu’il existe C;, C, > 0 ne dépendant que de n, p et de la borne de A dans L!(]0,1]) t.q. :
x€[0,1], fe A=|f,(x)| <Cy,

%y €0,1], feA=fu(x) - fu()l < Colx -yl

En déduire que ’ensemble {f,, f € A} est relativement compact dans C([0,1], R) [Utiliser le théoréme
d’Ascoli (théoréme 8.17).]

Corrigé — Soit n € N*. Pour tout x € R, ona |f + en () < allfll1llpllco-
On peut donc prendre Cq = n||p||oo SqueA 1f11-

Pour tout X,y €R, ona f +p,(x)— f *pu(y IR p(nx —nz) — p(ny — nz))dz et donc, avec le théoréme des
accroissements finis appliqué a p,

If % pn(x) = F = pu ) < NF Il 12 M9 oo lx = 9.
On peut donc prendre Cy = n?||p|l SUp fe 4 [1£11-

L’ensemble {f,, f € A} est donc borné dans C([0,1], R) et est composé de fonctions uniformément équicontinues.
Le théoréme d’Ascoli donne alors sa compacité dans C([0,1], R).
(b) Montrer que I’ensemble {f,,, f € A} est relativement compact dans L' (]0, 1] ).
Corrigé — 1l suffit ici d’utiliser la caractérisation de la relative compacité par la précompacité et le fait que pour
toute fonction bornée sur [0,1], on a ||gll; <1£llco-
3. Montrer que la partie A est relativement compacte dans L'(]0, 1[).

Corrigé — On utilise encore la caractérisation de la relative compacité par la précompacité. Soit € > 0. D’aprés
(8.6), il existe n € N* t.q. ||f, — flli < € pour tout f € A (oi f, est la restriction a [0,1] de f  py,). Puis, comme
l’ensemble {f,, f e A est relativement compact dans L1(]0, 1[ ), il existe p € N* et f),..., f(P) € A 1.q. {f,,

feAcUr, B e

Soit f € A, il existe i € {1,...,p} tel que f, € B(f,ﬁi),s), on a alors

IF = £l < = fulls + 0o — 270 + 1A = £ Ol < 36

Ce qui prouve que A C Ule B(f(i), 3¢) et donc que A est relativement compacte dans L1(]0, 1]).

Exercice 8.10 (Théoréme de Kolmogorov, autre énoncé) Soit T > 0. On note L' I’espace Lﬁ(]o, T[,B(]0, T[), A
Soit (11,,),en une suite bornée de L! (on a donc sup,,ey lluyll < +c0).
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On suppose que pour tout & €]0, T[ et tout n € Non a

T-h
j (£ + h) — s (1))t < (1),
0

ol 1] est une fonction croissante de ]0, T[ dans R, t.q. limy,_,+ n(h) = 0.
L’ objectif de I’exercice est de démontrer que la suite (14,,),,cy est relativement compact dans L!.

1. Soitd, h €]0, T[ t.q. d + h < T. Montrer que
d d d
J Iun(t)ldtsj |un(t+h)|dt+f |, (+ h) — 1y, (2)]dt. (8.7
0 0 0

Corrigé — Pour tout t €]0,d[ on a |u, ()| < [uy,(t + h)| + |1y, (t + h) — uy,(¢)|. En intégrant cette inégalité entre 0O et d,
on obtient bien (8.7).

2. Soit hy €]0, T[ et d €]0, T — hy[, montrer que

d
hoJ- (D1t < dll s + Fon(ho): 8.8)
0

Corrigé — Comme d’habitude, on choisit pour u,, I'un de représentants, de sorte que u, € L%&(]O, T[,B(]0, T[), A
(pour tout n € N).

L’inégalité (8.7) est vraie pour tout h €]0, hg[. En intégrant (8.7) entre 0 et hg et en remarquant que J: o4y, (£ + 1) —
uy(£)|dt < n(h) <n(hg) (car h < hg et d < T —hy <T —h) on obtient

d h d h d
hofo |u,,(t)|dtgf0 O(L |un(t+h)|dt)dh+£) O(L it ( + 1) = 1y ()|t )l

h d
< J:) ' (jo | (t + W)ldt)dh+ hon(ho).

La mesure de Lebesgue est o-finie et I’application (t,h) & u,,(t + h) est borélienne de 10,d[x]0, hg[ dans R (car c’est
la composée de (t,h) — t + h qui est continue donc borélienne et de s v« u,/(s) qui est borélienne). On peut donc
appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli pour obtenir que

ho =~ rd d rhg
L (L Iun(t+h)|dt)dh:J; (J; |un(t + h)ldh)dt

On en déduit (8.8).

d T
SJ:) (J; |un(s)|ds)Sd||Mn||1-

3. Montrer que Jod |, (£)|dt — 0 quand d — 0%, uniformément par rapport a 7.

Corrigé —  Soit ¢ > 0. On choisit d’abord hy €]0,T| t.q. )(ho) < €. Puis, avec C = sup,,cy llunll1, on pose & =
min{T — hq, eho/C}. On obtient alors, pour tout n € N,

d
0<d< 62J |, (8)|dt < 2e.
0

On a donc Igl [uy(t)|dt — 0 quand d — 0, uniformément par rapport a n.

. . T , 2 N ,
Une démonstration analogue donne aussi que JT— d |ty (t)|dt — 0 quand d — 0%, uniformément par rapport a n (il
suffit de raisonner avec v, (t) = u, (T —t)).
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4. Montrer que la suite (1,,),c est relativement compacte dans L.
[Appliquer le théoreme de Kolmogorov, théoreme 8.16, qui utilise le prolongement de u,, par 0.]

Corrigé — On prolonge u, par 0 hors de 10, T[ (et on note toujours uy la fonction prolongée). Pour appliquer le
théoréme 8.16, il suffit de montrer que

J‘ |, (t + h) — 1, (t)|dt — O quand h — 0F, uniformément par rapport a n € N.
R

Pour cela, on remarque que pour h> 0 et n € N,

f £+ 1) — (1)t
R

0 T-h T
sj |un(t+h)|dt+.[ |un(t+h)—u,,(t)|dt+j |1y, ()|t
h 0 T

h T-h T
:J;) Iun(l‘)ldﬂ—f0 Iun(t+h)—un(t)|dt+f hlun(t)ldt.

Soit € > 0. Il existe h1 > 0 t.q. n(h1) < e. Puis, avec la question précédente, il existe hy > 0 t.q. (pour tout n € N)

h T
0<h<h)= J- |y (t)|dt <€ et J [y, (2)|dE < e.
0 T-h
Avec h3 = min{hy, hy}, on a donc (pour tout n € N)
0<h<hy;= f [t (£ + ) — 1y, (£)|dE < 3e.
R

Ceci termine la question.
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100 CHAPITRE 2. TRIBUS ET MESURES

Devoir 1, exercice 2.29

Exercice 2.29 (Non existence d’'une mesure sur P(R) donnant la longueur) Cet
exercice est plus général que le précédent car on veut montrer qu’il n’existe pas de
mesure sur P(R) telle que m([a, b]) = b —a pour tout a,b € R, a < b, sans ’hypotheése
d’invariance par translation de I’exercice précédent.

Soit E un ensemble infini non dénombrable, sur lequel on suppose qu’il existe un
ordre total, noté <, tel que pour tout x € E, I’ensemble {y € E;y < x} est dénombrable,
c’est-a-dire qu’il existe une application f, injective de cet ensemble dans N. Si E =R
ou E = [0, 1], on peut démontrer 1’existence d’un tel ordre (ceci est une conséquence
de I’axiome du continu). Soit 2 une mesure sur P(E) ; on suppose que m est finie, i.e.
m(E) < +o0, et diffuse. On se propose de montrer que m est nulle, i.e. m(A) = 0, pour
tout A € P(E). On pose, pourx e Eetn €N, A, ={y € E;y > xet f,(x) = n}.

1. Montrer que pour tout X,y € E, x 2y, etn €N, A, , N Ay, = 0.

En déduire que, pour tout n € N, {x € E;m(A, ;) # 0} est au plus dénombrable
(utiliser le fait que m est finie).

Corrigé —  Soient x,y € E, x #y, et n € N. On suppose que Ay, N A, # 0. Soit
z€Ay, NAy,. Commeze Ay, onaz>xet f,(x) =n. De méme, comme z € A, ,,
onaz>yetf,(y) =n Onadonc f;(x) = f,(v) et, comme f, est injective, x =y, en
contradiction avec I’ hypothese.

On en déduit bien que Ay, N A, = 0.

Soit n € N. On remarque que {x € E;m(A,,) # 0} = UpenC, avec C, = {x €
E;m(Ay,,) > 1/p} puis que, pour tout p € N*, C,, est de cardinal fini. En effet, si
X1,...,Xq € C, avec x; # xj pouri#j, ona

ESUL A,
et donc par monotonie et additivité de m,
q
mE)2 Y m(Ag) =,
i=1 Z p

ce qui donne q < pm(E) et donc que C, a un nombre fini éléments. L’ensemble
{x € E;m(A, ;) = 0} est donc au plus dénombrable comme réunion dénombrable
d’ensembles au plus dénombrables (et méme finis dans le cas présent).

2. Montrer qu’il existe x € E tel que, pour tout n € N, m(A, ;) = 0.

Corrigé — Pour n €N, on pose B, = {x € E;m(A, ;) = 0}. La question précédente
montre que B,, est au plus dénombrable. L’ensemble U,cNB,, est donc aussi au
plus dénombrable. Comme E est infini non dénombrable, il existe donc x € E tel
quex & U,enB,,. Pour cet élément x de E on a donc m(A, ;) = 0 pour tout n € N.

3. En déduire que m est nulle (montrer pour cela que m(E) = 0 en utilisant la question
précédente et le fait que m est diffuse).
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Corrigé — On choisit x € E tel que m(A,, ;) = 0 pour tout n € N. On peut écrire E =
BUCavecB={y€E; v <x}et C={y € E; v >x}. L’ensemble B est dénombrable.
Comme m est diffuse, on a donc m(B) = 0.

On montre maintenant que C = U,cNA, , (et donc, par o-sous-additivité de m,
m(E) <} ,enm(Ay,) =0). Ona Ay, C C pour tout n € N. Pour montrer I'inclusion
inverse, soit y € C, c’est-a-dire y € E, y > x. Comme f, est une application de
{z€E;z<yldans N, ona f,(x) € N. Il existe donc n € N tel que f,(x) = n, c’est-a-
direy € A ,,. On a donc bien C = U, cnA, .

On en déduit m(C) = 0 et donc m(E) = m(B)+m(C) = 0.

4. Montrer qu’il n’existe pas de mesure m sur P(R) telle que m(]a, b[) = b — a pour
touta, beR,a<b.

Corrigé — On suppose qu’il existe une mesure m sur P(R) telle que m(]a, b[) = b—a
pour touta, b e R, a<b.
Par continuité croissante de m, on a

m([0,1]) = lim m(]+1/n,1-1/n[)=1.

n—+oo

Par continuité décroissante de m, on a, pour tout a € R,

m({a}) = lim m(Ja—1/n,a+1/n[) = 0.

n—+oo

On choisit E = [0, 1]. La restriction de m a P(E) est donc une mesure finie et diffuse.

La question précédente nous donne donc que m est nulle, en contradiction avec
m(E) = 1.
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Devoir 1, exercice 3.30

Exercice 3.31 (suite bornée et convergence en mesure) Soit (E, T, m) un espace
mesuré, (f,),en une suite de fonctions mesurable de E dans R et f une fonction
mesurable de E dans R. On suppose que f, — f en mesure, quand 1 — +oco.

On suppose aussi qu’il existe M € R t.q., pour tout n € N, |f,| <M p.p.

1. Soit € > 0. Montrer que {|f| > M + ¢} C {|f,, — f| > e} U{|f,| > M}. En déduire que
|fl<M+ep.p..
Corrigé — Soir n € N. Pour tout x € E, on a |f (x)| < |f(x) = fu(x)| + |fu(x)]. On a

donc
{Ifu = fl<etn{lfull <M} C{lf| <M +e¢}.

En passant au complémentaire, on en déduit
{Ifl=M+¢e}c{lf, - fl=elU{lfu] >M}.
Par monotonie de m, on en déduit
m({lf| 2 M+ e} <m({|fy — fl 2 &) + m({|ful > M}). (3.14)

Comme |f,,| <M p.p., on a m({|f,| > M}) = 0. En faisant maintenant n — +oco dans
(3.14), la convergence en mesure de f, vers f nous donne que m({|f| > M + ¢} = 0,
etdonc |f|<M+ep.p.

2. Montrer que |f| <M p.p..
Corrigé — 1l suffit de remarquer que
1
{If1>M} = Upen{lf| 2 M + 1_7}'

La o-sous-additivité de m donne alors m({|f| > M}) < ZpEN* m{|f| =M+ 1/p}). La
question précédente donne m({|f| > M + 1/p}) = 0 pour tout p € N*. On en déduit
que m({|f]>M}) = 0, ce qui donne bien |f| <M p.p..
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Devoir 1, exercice 4.9

Exercice 4.9 (Majoration d’une fonction intégrable décroissante) Soit f une fonc-
tion de R dans R, nulle sur R_ et positive décroissante sur RY.

1. Montrer que f est borélienne (et donc borélienne positive).

Corrigé —  Soit o> 0. comme f est décroissante sur R et nulle sur R_ I’ensemble
F~ Y[, +oo[) est un intervalle du type 10,p[ ou 10,p] (avec p > 0), c’est donc un
borélien. Si « <0, on a f’1 ([o, +00[) = R, qui est aussi un borélien. Comme [’en-
semble des intervalles [a, +oo[, avec a € R, engendre B(R), on en déduit que f est
borélienne.

2. On suppose que dek < +o00. Montrer qu’il existe C € R t.q. f(x) < C/x pour tout
x>0.

Corrigé — Soit x> 0. Comme f est décroissante sur RY on a f(y) > f(x) pour tout
v €]0,x[ et donc |f| 2 f(x)1) ). En intégrant cette inégalité sur R, on en déduit
xf(x) <||fll, ce qui est I’inégalité demandée avec C = ||f||;.

3. Montrer que le résultat de la question précédente est faux si on retire I’hypothese de
décroissance de f sur RY (méme si f est continue sur RY).

Corrigé — 1l suffit de prendre une fonction f intégrable, positive, nulle sur R_ et
qui ne tend pas vers 0 en +oo. Un tel exemple est f =), ., @, avec

1 1
(pn(x):nz(x—n+ﬁ)sin—ﬁ <x<mn,

1 1
(pn(x):—nz(x—n—ﬁ)sin<x$n+ﬁ,
o 1 1
(Pn(x)—OSlXE[n—ﬁ,[l/lﬂ'ﬁ].
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Devoir 1, exercice 4.25 (écrit de maniere 1égérement plus détaillée)

Exercice 4.25 (Convergence p.p. et convergence vague) '

On note £! I’espace KIIR(]R,B(]R), A). Pour n € N*, on pose B,, = U}, 1]% -+ L[eton
définit la fonction f,, de R dans R par f, = nzlgn.

1. Montrer que f,, € £! et que [|f,|l; = 1.

Corrigé — L’ensemble B, est un borélien et donc f,, est borélienne positive. on a
ensuite, par - additivité de ),
n—1 n—

1

) i1 9 1

ffndk—n X —Tl )\ E Z —3[)—71 ' F
1:0 i=0

Onadonc f, € L' et||f,lli =1 (ce qui est équivalent a dire \(B,)) = n?).

2.SoitpeN"etC, = Ug‘X;,Bq Soit x € Cj,. Montrer que f,,(x) — 0 quand n — +oo.

Corrigé - Cj = N2, BL. Pour tout q > p, on a donc x € By et donc fu(x) = 0. On
en déduit bien que lim,_,  , f;(x) = 0.

3. Montrer que f,, — 0 p.p., quand n — +oo.

Corrigé —  Avec les notations de la question précédente, on a lim,,_, o f5(x) = 0
pour tout x € UpeN*C’C,, c’est-a-dire pour tout x € C° avec C = Npen+C,. Pour en
déduire que f,, — 0 p.p., il suffit de montrer que MC) =

Soit p € N*. En utilisant la monotonie et la 6-sous-additivité de A, on a

MC) < A(Cp) < Zx(Bq) < Z;—z

Comme Z+ q2 — 0 quand p — +oo, on en déduit M(C) = 0 et donc f,, — 0 p.p..

4. Soit @ € C(R,R). Montrer que
n—1 1 ; n—1
_ 2
J o=y tech=) o |
1= 1= n

En déduire que f fapdA — J x)dx quand n — +oo.

|~

+

==
Wl

n

(p(x) - @(%))dx — 0 quand 1 — +oco.

Corrigé — Soit n e N*,

et
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On en déduit bien que | fod\—Y /=) Lo(L) zf” "3 @(L))dx.
On pose maintenant 6,, = max{|Q(x) —@(y)|, x,v € [O, 1], |x—y| < 1/n}, de sorte que

lp(x) = @(£)| < &, sii/n < x <i/n+1/n>. Onadonc
2 I )
|an(Pd>‘ cp( )I<; f lp(x) (p(n)ldxsén.

Comme ¢ € C(R,R), la fonctton ¢ est uniformément continue sur [0,1] et donc
lim,,_,, .9, = 0. Ceci donne bien

i1
nl n-1 +

n—1

Jim | [ fipdr=) So(i=o

i=0
Comme @ est continue sur [0,1], il est bien connu que lim,,_, o, Zf (} ;(p(%) =
IO x)dx (voir le Chapitre 1). On a donc lim,,_, , o Ifn(pd)\ JO x)dx.

5. Peut-on appliquer le théoreme de convergence dominée a la suite ( f,),en- ?

Corrigé — Le théoreme de convergence dominée ne s’applique pas a la suite
(fi)nen+- En effet, ona f,, — 0 p.p.. Si le théoréme de convergence dominée pouvait
étre appliqué a la suite (f,))env, il donnerait, en particulier, lim,,_,, o ||full1 =0, ce
qui est faux.



