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Chapitre 8

Densité, séparabilité et compacité

Ce chapitre est consacré en majeure partie aux espaces L%(Q, B(Q), \y) ott Q un ouvert de RN, N > 1, B(Q) est
la tribu borélienne de Q, Ay désigne la restriction & B(QQ) de la mesure de Lebesgue sur B(RN) (aussi notée Ay) et
1<p<co.

On notera toujours LP(Q)) = L%(Q,B(Q), AN)-

8.1 Théoremes de densité pour les espaces L”(())

Nous avons vu au chapitre précédent que les espaces LP sont trés intéressants car ils sont en particulier complets.
Cependant, les éléments de ces espaces sont des objets avec lesquels il est malaisé de travailler. Pour démontrer des
propriétés sur ces objets, on travaille tres souvent par densité : on travaille sur des fonctions régulieres, qui sont
faciles a manipuler, et on passe ensuite a la limite, a condition d’avoir établi au préalable un résultat de densité, qui
nous permet justement ce passage a la limite.

8.1.1 Densité des fonctions C.(Q),R) dans L?(Q))

Définition 8.1 (Fonction & support compact) Soient N > 1, Q un ouvert de RN et f une fonction définie de Q)
dans R. On dit que f est a support compact (dans Q) s’il existe un compact K C Q) tel que f = 0 sur Q \ K.

On note souvent supp(f) I’adhérence dans () de I’ensemble des x € () t.q. f(x) = 0. On peut montrer que f est a
support compact si et seulement si supp(f) est compact.

Définition 8.2 (C2(Q,R)) Soient N > 1, Q un ouvert de RN et f une fonction définie de Q) dans R. On dit que
f e CX(Q,R)si

— f estde classe C* (de Q) dans R).

— f est a support compact (dans Q).
On note aussi D(Q)) = CX(Q,R).



Remarque 8.3 Si N =1 et (O =]0, 1[, la fonction f définie par f(x) = x(x — 1) est de classe C* sur (2, mais elle
n’est pas a support compact. En effet, il n’existe pas de compact 1nclus dans 10, 1] t.q. f soit nulle en dehors de ce
compact.

Par contre, si f est de classe C* sur |0, 1] et s’il existe ¢ > 0 tel que f(x) = 0 pour x €]0, [ et pour x €]1 —¢, 1],
alors f € C®°(Q,R).

Théoréme 8.4 (Densité de C.(Q,R) dans LP(Q)) Soient N > 1, p € [1,+00[ et Q un ouvert de RN (par exemple,
Q =RN). Alors :

C.(Q, R) est dense dans LP(Q) c’est-a-dire :

Vf eLP(Q), Ve>0, I € C(QR) tq. |If — gll, <e.

DEMONSTRATION — La démonstration de ce résultat est faite dans I’exercice 6.4 pour le cas Q2 = R. La généralisation
donnée ici se démontre de maniere tres voisine (grice au résultat de régularité, proposition 7.17), voir 1’exercice 8.1.
u

Une conséquence importante du théoréeme 8.4 est la continuité en moyenne que 1’on donne maintenant.

Théoréme 8.5 (Continuité en moyenne) Soient N > 1, p € [1,+oo[,et f € LP(RN). Alors, ||f (- + h) —fllp =0
quand h — 0, c’est-a-dire :

jlfx+h x)|IPdx — 0, quand h — 0.

La démonstration est ici encore tres similaire a la démonstration vue pour N = 1 dans I’exercice 6.4, elle est
proposée dans I’exercice 8.2.

Remarque 8.6 (Attention a L™ !) Les deux résultats précédents sont faux dans L*°. Considérer par exemple le cas
N =1 et la fonction f = 1 (qui appartient a L*(IR), en confondant f avec sa classe). On peut montrer que (voir
I’exercice 8.4) :

1
Ve € CR,R), If - @l = 5,
>0, If (41~ fllo =1

8.1.2 Régularisation par convolution

Sia e R,, on note B, la boule fermée de centre 0 et de rayon a de RN,

Définition 8.7 (L, .)  Soient N > 1 et Q un ouvert de RN. Soit f : Q — R. On définit que f est localement
intégrable sur Q) si flK € LY(Q) (au sens “il existe g € L(Q) t.q. f = g p.p. sur K”) pour tout compact K € Q.
On note Lllo AQ)(=L;, C(Q B(Q), A\N)) l'ensemble des fonctions localement intégrables sur Q).
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Remarque 8.8 Soient N > 1 et Q un ouvert de RN. Pour tout p tel que 1 < p < +00, ona LP(Q) C Llloc( ) (ceci
est une conséquence immédiate du résultat d’inclusion entre les espaces LP, proposition 6.25).

Définition 8.9 (Famille régularisante) Soit N > 1 et soit p € C°(RN,R) .. p > 0, {x € RN, p(x) = 0} C B,
et fp(x)dx = 1. On appelle famille régularisante (ou famille de noyaux régularisants) la famille de fonctions
(Pn)nen C C2 (RN, R) définie par : p,(x) = n'Np(nx),x € RN, n e N*.

Remarque 8.10 Dans la définition précédente, il est facile de vérifier que

(xeRN; Pu(x) =0} C By et jpn(x)dx: 1.

Notons qu’il existe bien des fonctions vérifiant les propriét€s demandées pour p dans la définition 8.9. Pour N =1,
par exemple, il suffit de prendre

o(x) = ocexp(le—_l) sixe]-1,1],
Osixe]-1,1],

avec o > 0 choisi pour avoir fp x)dx =1.

Lemme 8.11 (Régularisation par convolution) Soient N > 1, (p,,) e une famille régularisante et f € LZOC(RN).
Alors, f *p,, est définie partout sur RN et f on € C®(RN,R). De plus, s’il existe a> 0 t.q. f =0 p.p. sur BS, ona
alors f *p,, =0 sur B;Jrl (f * py, est donc a support compact).

DEMONSTRATION — La démonstration du fait que f = p,, € CW(RN,R) est donnée dans I’exercice 7.20. La seconde

partie est donnée dans les exercices 7.20 et 7.19. L’indication de la seconde question de I’exercice 7.19 donne le support

indiqué ici pour f * py,. L]
Proposition 8.12 Soit N > 1, (p,,)en- une famille régularisante. Soient p € [1,+oo] et f € LP(RN). Alors,

f*p, — f dans LP(RN) lorsque n — +co.

DEMONSTRATION — La démonstration est une conséquence du théoréme de continuité en moyenne (théoréeme 8.5).
On choisit un représentant de f, encore noté f. Pour n € N*, on pose f;, = f * p,,. Pour x e RN, on a :

fulx) = fo V)en(v)dy — f(x Jpn

et donc :

fulx)~ W<~pfxy (X)lon(v)d9)P.

Pour p > 1, on utilise I'inégalité¢ de Hoder en écrivant p,, = pn pn (avec g = p/(p — 1)) et on obtient (ce qui est aussi
immédiatement vrai pour p = 1) :

Qh::

o) - W<foy )P puly @f% \dy) (8.1)

Jny )P on(v)dy 8.2)
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On remarque maintenant que 1’application (x,y)! > (f(y) — f(x)) est mesurable de R? dans R (munis de leurs tribus
boréliennes respectives) ; ceci est une conséquence (par exemple) de la proposition 7.11 et de la mesurabilité de la
somme d’applications mesurables. L’application (x,y)t — (x,x —y) est mesurable de R? dans R2 (car continue). Par
composition, I"application (x,y)! + (f(x —y) — f(x)) est donc mesurable de R? dans R. On en déduit, en utilisant
une nouvelle fois la mesurabilité de la composée d’applications mesurables (et du produit d’applications mesurables),
que (x,9)f = |f(x =) = f(x)|P pu(v) est mesurable (positive) de R? dans R. On peut donc appliquer le théoréme de
Fubini-Tonelli pour déduire de (8.2) que :

j|fn<x> —fPdx < j(f 1 (=) — F P ou(p)dy)dx
- f(f|f<x—y>—f<x>|f’pn<y>dx>dy ®.3)
:j 1F (= 9)~ FIEpu(v)dy.
B1

n

On utilise maintenant le théoréme 8.5. Soit € > 0. Il existe 11> 0 t.q. :

heRN, [l <n = |f(-—h)-fll, <.
On déduit donc de (8.3) que :
sn=lfu—flp <e

Ce qui termine la démonstration. ]

S

Les deux résultats précédents permettent de démontrer le théoréme de densité suivant :

Théoreme 8.13 (Densité de C2°(RN,R) dans LP(RN)) Soient N > 1 et p € [1,+oo[, C°(RN,R) est dense dans
LP(RN),

DEMONSTRATION — La démonstration proposée ici utilise une méthode dite de troncature et régularisation.

Pour f € LP(RN), on dit que f est a support compact s’il existe K compact de RN t.q. f =0 p.p. sur K. On note A
I’ensemble des fonctions f € LP (RN) a support compact.

Etape 1. On montre dans cette étape que A est dense dans LP (RN). Soit fe LP(RN). Pour # € N, on pose fu=f1g,.
Comme f; — f p.p. quand n — +oo et |f,;| < |f]| p.p. (pour tout n € N), on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée dans LP (on utilise ici le fait que p < oco). Il donne que f, — f dans LP(RN) quand n — +oc0. Comme
(fu)neN C A, on a bien montré la densité de A dans LP (RN).

Etape 2. Soit maintenant f € A. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer qu’il existe une suite (f;;)en C
C(‘?O(RN,R) t.q. f, — f dans LP(RN) quand 1 — +o0. Or cette suite est donné avec fn=f *pn ot (py)nen+ est une
famille régularisante. En effet, le lemme 8.11 donne que (f;;)yen+ C Cg"(RN,]R) et la proposition 8.12 donne que
fn— f dans LP(RN) quand n — +o0. [

On rappelle (remarque 8.6) que C.(RN, R) (et donc aussi C°(RN, R)) n’est pas dense dans L (RN). Il est intéressant
aussi de remarquer que le théoreme précédent (théoreme 8.13) est encore vrai si on remplace la mesure de Lebesgue
par une mesure sur les boréliens de RN (N > 1), finie sur les compacts. Toutefois la démonstration donnée ici
doit alors étre modifiée. Ceci est fait dans ’exercice 7.15 pour p = 1 (et la généralisation pour traiter tous les cas
p € [1, 00[ est assez simple).
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8.1.3 Densité de C°(Q),R) dans LP(Q)

On a aussi un résultat de densité pour les fonctions définies sur un ouvert de RN,

Théoréme 8.14 (Densité de D(Q) dans LP(Q)) Soient N > 1, p € [1,+0o[ et Q un ouvert de RN. Alors, D(Q) =
C2(Q, R) est dense dans LP(Q)).

DEMONSTRATION —  Pour Q # RN, on pose K, = {x e RN ; d(x, Q) > L} N B, si n e N".

Soient f € LP(Q) et € > 0. On remarque d’abord (en utilisant, comme pour le théoréme précédent, le théoreme
de convergence dominée dans LP) que f1g, — f dans LP(Q) quand n — +oco. On peut donc choisir ng € N* t.q.

If = fapllp <&

On pose maintenant g = fno. On peut considérer que g € LP (RN) etonag=0p.p.sur K avec K = Ky, - En prenant
une famille régularisante, (p;);eN+, le lemme 8.11 et la proposition 8.12 donnent que g * p,, — g dans LP(RN) quand
n — +oo et (g*pn)neN C C?(RN,R). 11 suffit alors de remarquer que la restriction de g * p,; 4 () est & support compact
dans Q dés que n > ng pour conclure la démonstration. ]

Ici aussi, le théoreme 8.14 est encore vrai si on remplace la mesure de Lebesgue par une mesure sur les boréliens de
Q), finie sur les compacts. La démonstration donnée ici doit alors étre modifiée (voir I’exercice 7.15).

8.2 Séparabilité de L”(Q)
Proposition 8.15 Soient N > 1, Q un ouvert de RN et p tel que 1 < p < +oco. Alors, I'espace LP(Q) est séparable.

La démonstration fait I’objet de I’exercice 8.5 (et de 6.5 pour le car Q = R).

Les espaces du type L™ ne sont, en général, pas séparables. L’exercice 8.6 montre que, par exemple, Lp'(R, T,
A) n’est pas séparable. Une adaptation simple de la démonstration de 1’exercice 8.6 montre aussi que 1’espace
Cb(Rd ,R) (ensemble des fonctions continues bornées de R? dans R), muni de la norme de la convergence uniforme,
n’est pas séparable. Par contre 1’espace CO(R"Z,R) (ensemble des fonctions continues de R? dans R tendant vers 0
quand le norme de la variable tend vers I’infini), muni de la méme norme, est séparable. Ceci est une conséquence
des deux premieres questions de 1’exercice 8.5 (car C,. est dense dans Cy).

8.3 Compacité dans les espaces L?(Q))

Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E ; on rappelle que A est (séquentiellement) compact si de
toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite qui converge. Notons que cette notion de compacité
séquentielle est équivalente a la notion de compacité de Borel -Lebesgue (i.e. de tout recouvrement de A par des
ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini) dés que E est un espace métrique (ce qui est notre cas, car E est
un espace vectoriel normé).

Une partie A de E est dite relativement compacte si son adhérence est compacte (ou encore s’il existe un compact K
de E tel que A C K).

Dans le cas ou E est un espace de dimension finie, A est compacte si et seulement si A est fermée bornée, et A est
relativement compacte si et seulement si A est bornée.
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Ces deux caractérisations sont fausses si dim(E) = +co0. On sait par un théoreme de Riesz (différent des deux
théoremes de Riesz donnés dans ce livre !) que la boule unité fermée d’un e.v.n. E est compacte si et seulement si la
dimension de E est finie.

On s’intéresse ici au cas E = LP(Q) (Q ouvert non vide de RN), espace vectoriel normé de dimension infinie, et on
voudrait caractériser les parties relativement compactes ; en particulier, étant donnée une suite de fonctions de LP(Q),
sous quelles hypothéses peut-on en extraire une sous-suite qui converge ? Une condition nécessaire évidente est
que la partie considérée soit bornée (une partie relativement compacte est toujours bornée). La deuxiéme condition
est, pour 1 < p < +oo et QQ bornée, que la partie soit équicontinue en moyenne, au sens précisé dans le théoreme
suivant :

Théoréme 8.16 (Kolmogorov) Soit Q € B(RN) et 1 < p < +oo; on considere ici I'espace mesuré (E,T,m)
= (Q, B(RN), Ay). Soit A c LP(Q); A est relativement compacte si et seulement si :

1. 1l existe C€ R t.q. ||fl, < C pour tout f € A,

2. la partie A est équicontinue en moyenne, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe d > 0 t.q. :
pour tout f € A, |1 < 5= |f(-+h) - fll, <&,

3. la partie A est équi-petite a 'infini, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe a e R, t.q.
j |fIPdm < & pour tout f € A,
B;

ou f est la prolongée de f par 0 en dehors de Q).

DEMONSTRATION — La démonstration de ce théoréme se fait en utilisant la densité de 1’espace de fonctions C.(Q,R)
dans LP(Q) et le théoréme d’ Ascoli que nous rappelons ci aprés (théoreme 8.17). Elle est laissée a titre d’exercice, le
cas p =1 et Q =]0, 1[ est donné dans I’exercice 8.9. [

Dans le cas ol Q est un intervalle borné de R, le théoréeme 8.16 peut s’énoncer plus simplement sans introduire f .
Ceci est développé dans I’exercice 8.10.

Théoreme 8.17 (Ascoli) Soient K une partie compacte de R et A une partie de I’espace vectoriel C(K,R) muni de
la norme uniforme ; A est relativement compacte si et seulement si A est bornée et uniformément équicontinue, i.e.

YV e>0,30>0;V x,peK [x—y|[<o=|f(x)-f(¥)|<e V feA

Corollaire 8.18 Soient QO € B(RN), 1 < p < +c0 et (f,)eny C LP(Q). On suppose que la famille A = {f,, n € N}
vérifie les conditions 1, 2 et 3 du théoréme de Kolmogorov. On peut alors extraire de (f,),en une sous-suite, notée
(fo(n)nen, et il existe f € LP(Q) .q. fo(u) — f dans LP(Q)) quand n — +oco.

8.4 Compacité faible-+

On a introduit au chapitre 6 la convergence faible-+ dans le dual d’un espace de Banach. On a une propriété de
compacité tres utile lorsque I’espace de Banach considéré est séparable :
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Proposition 8.19 (Compacité faible-+ séq. des bornés de E’ si E est séparable) Soit F un espace de Banach
séparable et F’ son dual topologique. Soit (T,),en une suite bornée de F'. Alors, il existe une sous-suite (T, )xen
et T € ¥’ t.q. la sous-suite (T, )ren converge vers T x-faiblement dans ¥’ (i.e. T, (u) — T(u) (dans R) pour tout
élément u de F.)

k

DEMONSTRATION — La démonstration va se faire en trois étapes. L’étape principale est probablement la deuxieéme
étape (qui décrit le procédé diagonal).
On commence par remarquer que, comme F est séparable, il existe une partie A de F, dénombrable et dense. Comme A

est dénombrable, il existe uns suite (fp)pen+ t-q. A = {f,, p € N*}. On note aussi C = sup,, || Ty|lp> (on a C < +o0 car
la suite (T;;),eN est bornée dans F’).

Etape 1. Dans cette premiere étape, on montre, par récurrence, I’existence d’une suite d’applications strictement
croissantes (Pp)pen+ de N dans N t.q., pour tout p € N*, la suite (Tq,lomo%(n)( »))neN converge dans R.

L’existence de {1 découle du fait que la suite (T;,(f])),eN est bornée dans R (en effet, on a |T,,(f1)| < Cl|f1||p). Puis,
pour p > 1, en supposant {1, ..., Py, construits, on utilise le fait que la suite (Tq,lomo%(n)(fpﬂ))neN est bornée dans R.
On obtient I'existence d’une application strictement croissante Pp1 de N dans N t.q. la suite (Tq,l 0..0Ppys (n)( fp+1 )neN
converge dans R.

Etape 2 (procédé diagonal). On note @, I’application {; o... o ;. La deuxiéme étape consiste a définir ¢ de N dans
N en posant

P(n) = @y(n), pour n e N.

La fonction 1 est strictement croissante de N dans N. On va montrer que, pour tout p € N*, la suite Tq) fp neN
converge dans R. En effet, soit p € N*. Pour n > p,ona:

1p(n):1p10...ol[)p(lpp+1o Oan( )):(Pp(lppﬂo -0 Py (n)).
La suite (Ty;)(fp))nen est donc extraite de la suite (Tq, () (fp))nen a partir de n = p. Ceci prouve que (Ty () (fp))neN
converge dans R.

Etape 3. On utilise maintenant la densité de A dans F. L’étape 2 nous donne, pour tout g € A, la convergence dans
R de la suite (Tll,)(n)(g))i’lEN' La densité de A dans F et le fait que la suite (T,;),,en est bornée dans F” nous permet
d’en déduire que la suite (Ty,,)(f))nen converge dans R pour tout f € F. En effet, soit f € F. Pour tout g € A et tout
m,n €N, ona

[Ty () () = Ty (I < 2CNf = glle + [ Tp(1) (8) = Tip ()1

On en déduit facilement que la suite (Tq)(n)( f))nen est de Cauchy dans R et donc est convergente.

Pour tout f € F, on note T(f) la limite (dans R) de la suite (Tq)(n)(f»neN. Comme les applications T,, sont linéaires,
I’application T est aussi linéaire (de F dans R). Puis, comme ||T,||p < C pour tout n € N, on a aussi |T(f)| < C||f|p
pour tout f € F.Onadonc T € F’ et, finalement, Tq,(n) — T =-faiblement dans F’, quand 1 — +oco. Ce qui termine la
démonstration. ]

La proposition 8.19 s’applique aux suites bornées de L*(Q). En effet, grice au théoreme 6.70 et a la proposition
8.15, I’espace L®(Q)) peut étre identifié au dual de I’espace L' (Q)), qui est un espace séparable (CQ) est ici un borélien
de RN). On a donc, par exemple, le résultat suivant :

Proposition 8.20 (Compacité faible-+ séquentielle des bornés de L)  Soit d > 1. On note L™ I’espace
LI‘?K?(Rd,B(Rd), Ag)- Soit (u,),eN une suite bornée de L°°, i.e. telle qu’il existe M € R, t.q. ||u,llee < M pour

tout n € N. Alors, il existe une sous-suite, encore notée (i) ,cn, et il existe u € L t.q. u, — u *faiblement dans
L.

Dans le cas p €]1,+oo[, on peut écrire une propriété de compacité faible :
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Proposition 8.21 (Compacité faible séquentielle des bornés de L?) Soit d > 1 et soit p €]1,+o0[. On note LP
I’espace LfR(Rd,B(Rd), Xa). Soit () ner une suite bornée de 17, i.e. telle qu’il existe M € R, t.q. |[u,||, <M pour
tout n € N. Alors, il existe une sous-suite, encore notée (u,),cn, et il existe u € LP t.q. u,, — u faiblement dans LP,
c’est-a-dire t.q. j(unv —uv)dm — 0 pour tout v € L1, oit g = l%'

On donne maintenant une conséquence, trés utile pour les probabilités, de la proposition 8.19. Cette conséquence a
déja été évoquée dans la remarque 6.95.

Proposition 8.22 (Convergence étroite d’une suite tendue) Soir d > 1 et (m,,),en une suite de mesures finies sur
B(R?). On suppose que SUp,.cN m,(R?) < +oo. Il existe alors une sous-suite, encore notée (1, ex, et une mesure
finie sur B(R?) notée m t.q.

J-(pdmn — J(pdm pour tout @ € Co(RY, R).

De plus, si la suite (m,)),cN est tendue, on a alors m,, — m étroitement. (Ce dernier résultat est aussi vrai si on
remplace I’hypothése “(m,) ey est tendue” par “m,(R?) — m(R)”).

DEMONSTRATION —  On rappelle que CO(Rd,]R) ={pe C(Rd,R), @(x) — 0 quand |x| — co}. On munit CO(Rd,R)
de la norme de la convergence uniforme, c¢’est-a-dire ||¢||,, = sup{|p(x)|, x € R%)}. Lespace Co(R?,R), muni de cette
norme, est un espace de Banach séparable (alors que I’espace Ch(Rd,R) muni de cette méme norme n’est pas séparable).
On note E I’espace CO(R"Z ,R) (muni de la norme de la convergence uniforme). Pour n € N et ¢ € E, on pose L, (@) =
fcpd m,,. La suite (L,;),eN est donc bornée dans E’, car on a

ILaller < (RY).

11 existe donc une sous-suite de la suite (1,,),cN, encore notée (m,),eN, et il existe L € B’ t.q.

j(pdmn — L(¢) pour tout ¢ € E.

L’application L est donc une application linéaire positive (c’est-a-dire @ > 0 = L(¢) > 0) de E dans R. D’apres le
chapitre 5, il existe alors une mesure finie m sur les boréliens de R? t.q. L(p) = f(pd m pour tout @ € E (en fait le
théoreme 5.12 donne ce résultat pour d = 1, la démonstration est semblable pour d > 1). Ceci donne bien le résultat
annoncé, ¢’est-a-dire

f(pdmn — f@dm pour tout ¢ € CO(Rd,R).

11 est intéressant de noter que si m,, est pour tout # € N une probabilité, la mesure m n’est pas forcément une probabilité
et la suite (m,),eN peut ne pas converger étroitement vers m. (Un exemple pour d = 1 consiste a prendre m1,, = o, et
m=0.)

Toutefois, si on suppose que la suite (#1;,),,cN est tendue (ou si on suppose que mn(Rd) — m(R)), la proposition 6.94
(ou la proposition 6.87 pour le cas mn(Rd ) — m(R)) donne la convergence étroite de m1,, vers m, c’est-a-dire

J.(pdmn — j(pdﬂ’l pour tout ¢ € Cb(]Rd,]R).

Du point de vue des probabilités, la conséquence de la proposition 8.22 est que si (X,,),en est une suite de v.a.r.
dont la suite des lois est tendue, il existe alors une v.a.r. X et une sous-suite de la suite X,, telle que cette sous-suite
converge en loi vers X (cf. proposition 9.21 pour le cas de vecteurs aléatoires).
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8.5 Exercices

Exercice 8.1 (Densité de C.(Q,R) dans L?(Q)) Soient, N > 1, p € [1,+0co[ et Q un ouvert de RN. Montrer que
C.(Q, R) est dense dans LP((Q2), c’est-a-dire que pour tout f € LP(Q) et pour tout € > 0, il existe ¢ € C.(Q),R) t.q.
lf — ¢ll, < . [Reprendre la démonstration de I’exercice 6.4 qui traite le cas (2 = R. Utiliser le résultat de régularité,
proposition 7.17.]

Exercice 8.2 (Continuité en moyenne) Soient N > 1, p € [1,+o0[ et f € LP(RN). Montrer que ||f(- + h) il
— 0 quand h — 0. [Reprendre la démonstration vue pour N = 1 dans I’exercice 6.4]

Exercice 8.3 (Convergence apres translation)
On note LP I’espace L%(RN,B(RN), An), N > 1. Soit 1 < p < 400, (U;,),en une suite d’éléments de LP et u € LP
tel que u,, — u dans LP. Soit (h,,),cn une suite dans RN telle que lim,,_,, o, /1, = 0.
1. On suppose que 1 < p < +co. Montrer que u,,(- + h,)) — u dans LP quand n — +co.

Corrigé — Il suffit de remarquer que (- +hy,)—u = u, (- + hy,) —u(- + hy) + u(- + hy,) — u et donc

llan (- + hy) = ully <llun(-+hy) = u(-+hy)llp + (- + hy) = ullp.
Comme |[uy (- + hyy) = u(- + hy)llp = lluy, —ullp, on a donc
ety (- + hy) = ””p < luy - ””p +llu(-+hy) - ””p-
Soit € > 0, comme u,, — u dans LP, il existe n] € N tel que
nzny = lluy —ull, <e
Puis, comme u € LP, la continuité en moyenne (théoréme 8.5) donne I’existence de & > 0 tel que
lh| < o= lu(-+h)-ull, <e
Comme lim,,_, ;oo hy, = 0, il existe ny € N tel que |h,| < & pour n > ny. On a donc
n 2 max{ny, na} = |luy (- + hy) —ull, < 2e.

Ce qui prouve bien que (- + h,) — u dans LP quand n — +co.

2. On suppose p = +oo. Donner un exemple pour lequel u,,(- + h,;) /> 1 dans LP quand #n — +co (on pourra se
limiter a N = 1).

Corrigé — 11 suffit de prendre u,, = u pour tout n et, par exemple, u = 1g . Pour tout h # 0, on a |lu(- +h) - ulloo = 1.
11 suffit donc de prendre, par exemple, h,, = 1/n.

Exercice 8.4 (Non densité de C. dans L*) On considere f = 1g_ (qui appartient a Ly (R, B(R), A), en confondant
f avec sa classe).

1. Montrer que ||f — @[loo = % pour tout ¢ € C(R,R).

Corrigé — Soit @ € C(R,R). On va montrer que || f —@||oo > L ¢ pour tour 0 < € < 1/2 (ce qui donne bien finalement
If = @llco > 5). fdece

Soit donc 0 < e < 1/2.

On suppose tout d’abord que @(0) > L. 1 existe alors, par continuité de @, 8 > 0 t.q. @(x) > % — ¢ pour tout x € [-9,0].
On a donc @(x)— f (x) > L _¢ pour presque tout x € [-8,0], ce qui prouve que A({|o— f| > %—8}) > A([-9,0])=06>0.
On adonc ||f = ¢lloo = % —-&

On suppose maintenant que @(0) < % De maniére analogue, il existe 6 > 0 t.q. @(x) < % + € pour tout x € [0,0]. On a
alors f(x)—@(x) > % — & pour presque tout x € [0, 9], ce qui prouve que A({|f —¢| > % -¢})>X[0,0])=6>0.0na
donc aussi ||f — @l = % —&

Comme ¢ > 0 est arbitrairement petit, on a bien montré que ||f — ¢lloo = %
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2. Montrer que ||f (- + 1) — f|loo = 1 pour tout & € R=.

Corrigé — Pourh>0,0onalf(-+h)—f(-)| =1 p.p. sur[-h,0] et donc X({|f (-+h)—f(-)| = 1}) > M[-h,0]) =h >0, ce
qui prouve que ||f (-+h) = flleo = 1. Comme il est clair que |f (-+h)— f (-)] < 1 p.p., on a finalement ||f (-+h) — flloo = 1.

Pour h<0,onalf(-+h)=f(-)lo =1 p.p. sur [0,=h] et donc M{|f (- +h)— f(-)] = 1}) = M([0,-h]) = -h > 0, ce qui
prouve que ||f (-+h)— flloo = 1. Comme il est clair aussi que |f (-+h)— f (-)| < 1 p.p., on a finalement ||f (-+h)— f||co = 1.

Exercice 8.5 (Séparabilité de LP(Q)), 1 < p < o0) Soient N > 1, Q) un ouvert de RN et p tel que 1 < p < +oo.
Montrer que I’espace LP(Q) est séparable.

On pourra se limiter au cas () = R et raisonner ainsi : Soit n € N¥, pour g = 0,1,..., 2n% — 1, on note : IZ =
[-n+d,-n+ %[ Onpose: A, ={f:R—>R;flp=r,otreQ et f=0sur [-n,n[¢}. On pose A = [, ,en+ A
1. Montrer que A est dénombrable.

Corrigé—  Soit neN". A f € Ay, on associe I’ensemble des valeurs prises par f sur les intervalles 1j, q =

Lo L 2 . . 2
0,1,...,2n2 — 1. On construit ainsi une bijection de A, dans Q¥ ce qui prouve que A, est dénombrable car Q2
est dénombrable.

On en déduit que A est dénombrable comme union dénombrable d’ensembles dénombrables.

2. Montrer que, pour tout f € C(IR,R) et pour tout ¢ > 0, il existe g € A t.q. [|f —gll, <e.

Corrigé — Soit f € C.(R,R) et soit £ > 0.

Comme f est a support compact, il existe a € Ry t.q. f =0 sur [—a,al".

Comme | est uniformément continue, il existe 5> 0 t.q. |[x—y| <d=|f(x)- f(y)| < e

On choisit maintenant n € N* t.q. n > a et 1/n < 8. On construit alors g € A, de la maniére suivante :
g(x)=0, sixe[-nnlC,
g(x)=rg, sixe[-n+ %,—n-r #[, g€{0,1,...,2n% -1},

avecrg € Qrq. |f(-n+ %)—rql Seetrg=0sif(-n+ %) =0.

OnageA (carge Ay), |g(x)— f(x)| < 2e pour tout x et |g(x) — f(x)| =0 si x € [~a—1,a+ 1]°. On en déduit :

jlg(x) — f(x)|Pdx < 2(a+1)2P¢P.

On peut donc trouver g € A arbitrairement proche de f en norme LP.

3. Conclure par la densité de C.(R,R) dans LP(R, ) (théoréme 8.4).

Corrigé —  Soit f € LP(R) et soit & > 0. Par le théoreme 8.4, il existe g € C(R,R) t.q. ||g — fllp < & Par la question
précédente, il existe h € A t.q. ||g = hll, <& Onadonc||f —hll, < 2¢. Ce qui prouve que A est dense dans LP (R).
Comme A est dénombrable, on en déduit que LP (R) est séparable.

Exercice 8.6 (Non séparabilité de Ly’ (R, T, \)) On note B I’ensemble des f appartenant a L*(R, T, A) t.q., pour
toutneN, f =0p.p.sur |n,n+1[ou f =1p.p.sur|n,n+1[.
1. Montrer que B est non dénombrable. [Construire une injection de I’ensemble des parties de N dans B.]

Corrigé —  Soit P une partie N. On construit @(P) € B en prenant @(P) =1 p.p. sur |n,n+1[ sin € P, (P) =0 p.p.
sur ln,n+1[sineP et (P)=0p.p. surR_.

@ est bien injective car, si P,Q € P(N), P = Q, il existe n € P t.q. n ¢ Q (ou il existe n € Q t.q. n € P). On a alors
@©(P)=1p.p.surlnn+1[ et (Q) = 0p.p. sur |n,n+1[ (ou @(P) = 0 p.p. sur |n,n+1[ et 9(Q) = 1 p.p. sur |n,n+1[).
On en déduit que ||@(P) — @(Q)llco = 1 car A(Jn,n+1[) > 0, et donc @(P) = @(Q).

Comme P(N) est non dénombrable (et non fini), I’ensemble B est aussi non dénombrable (et non fini).
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2. Soit A une partie dense de Ly’(R, T, A). Montrer que pour tout f € B, il existe g € A t.q. ||f —g[les < %. En déduire
qu’on peut construire une application injective de B dans A.

Corrigé —  Soit f € B. Par densité de A dans Ly (R, T, )), il existe g € A t.q. ||f Qlloo < 4 On peut donc construire
(grdce a I’axiome du choix) une application \ de B dans A t.q. ||f — P(f)|lco < 4 pour tout f € B.

On monte maintenant que ) est injective. En effet, soit f1, f» € Bt.q. P(f1) = U(f2). On a alors, avec g = P(f1) = Y(f2),
11 = falloo < M1f1 = &lloo + 112 — &llco < % Ceci prouve que fi = fp car ||fi — falleo = 1 si fi # f (il suffit de remarquer

qu’il existe n e N t.q. |fi — fo| =1 p.p. sur ln,n+1[).
3. Montrer que L (R, T, A) n’est pas séparable.

Corrigé — Si L]‘l’g (R, T, ) est séparable, il existe A (au plus) dénombrable, dense dans L]‘l’g(]R, T,\). La question
précédente permet de construire une injection de B de A, ce qui est en contradiction avec le fait que B est non
dénombrable (et non fini).

Exercice 8.7 (Convolution L? — L9) Pour 1 < p < oo, on note £P = L5 (R, B(R), \) et L? = L2 (R, B(R), A).
1. Soit 1 < p < +o0, q=7 1,f€U’etge£”7
(a) Montrer que pour tout x € R, I’application f(-)g(x —-) est intégrable.

Corrigé — Soit x € R. L’application f(-)g(x — ) est mesurable car les applications f et g(x —-) sont mesurables.
Puis, on déduit de I’inégalité de Holder (inégalité (6.1)) que f(-)g(x—-) € L1 er:

If (g =1 <l llpligCx=-)llg =111l lIgllg-

On peut donc définir (f * g)(x) pour tout x € R.
(b) Montrer que |(f *g)(x)| < ||f||p||g||q, pour tout x € R.

Corrigé — Soit x e R. Ona |(f »g)(x)| = |[ f(-)g(x = )dN < [If(-)g(x = )ldX = |If (-)g(x = 1. En utilisant
I’inégalité montrée dans la question precedente on adonc :

10 * @) < Il ligll.

(c) Montrer que f * g est continue sur R.

Corrigé — Soitx,heR. Ona:

|f*g<x+h)—f*g<x>|sj|f- (cth—)-f)g (x—->|dx
< flllgt+ BT g(x =y = Il llg(— k)~ gl

Le théoreme de continuité en moyenne dans 19 (voir exercice 6.4,, le cas général de la mesure de Lebesgue sur RN
est donné dans le théoréme 8.5) donne que ||g(- —h) — g||q — 0, quand h — 0. Ceci prouve la continuité (et méme la
continuité uniforme) de f = g sur R.

2.Soit1<p<+oo,q:}%.

(a) Soit F e L? et G € LY. Montrer qu’on peut définir Fx G sur R en posant FxG = f g, avec f e Fet g€ G. [1l
suffit donc de démontrer que f * g ne dépend pas du choix de f dans F et g dans G.]

Corrigé— Soit fl,f2 € Fet g1,90 € G Comme f| = fp p.p. et § = g2 p.p., on a aussi, pour tout x € R,
fi()g1(x =) = f2()g2(x =) p.p. et donc fi +g1(x) = f2 g2 (x)

Pour tout x € R, on peut donc définir F = G(x) en posant Fx G(x) = f * g(x), avec f € F et g€ G (car f » g(x) ne
dépend pas du choix de f et g dans F et G).
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(b) Montrer que I’application (F, G) — F % G est bilinéaire continue de L? x L7 dans C;(RR,R) (on rappelle que
Cp(R,R) est ’ensemble des fonctions continues bornées de R dans R, muni de la norme de la convergence
uniforme).

Corrigé — On note || ||, la norme de la convergence uniforme (on rappelle que, sur Cy(R,R), elle coincide avec
la norme ||+ || so)-
SoitFelP et Ge14. Si f €F, g €G, on a déja vu que, pour tout x € R :

[F+G(x)| = |f *g(x) < lIfllplIgllg = IFllplIGllg-
On en déduit ||F = Gl|,, = sup{|F = G(x)|, x € R} < ||Fl|,||Gllg, ce qui prouve bien la continuité de la forme bilinéaire
(F,G) > FxGde LP x L1 dans Cp(R,R).

(c) Soit F € LP et G € L1. Montrer que F* G € Cy(R, R) (c’est-a-dire que la fonction F = G est continue de R dans
R et que (F*G)(x) — 0 quand x — +00).

Corrigé — On consideére tout d’abord le cas f € C.(R,R) et g € C.(R,R). On sait déja que f + g est continue
(par exemple, parce que f € LP et g € L9). D’autre part, comme f et g sont a support compact, il existe a > 0 et
b>0tq. f =0surB°(0,a) et g = 0 sur B(0,b). On en déduit que f +g = 0 sur B€(0,a+ b) (ceci est démontré, par
exemple, dans ’exercice 7.19). On a donc f * g € C.(R,R) € Cy(R,R).

Soit maintenant F € LP et G € LY. Le théoréme de densité dans les espaces LP (exercice 6.4, ou encore théoréme 8.4
pour un cas plus général) donne I'existence de deux suites (f;)nen € Co(R,R) ef (g1)nen € Co(R,R) 2.q. f, = F
dans 1P et g, — G dans L9, quand n — +co. La continuité de la forme bilinéaire (F,G) — F =G de LP x L1
dans Cyp(R,R) montre alors que f,, * g, — F* G dans Cy(R,R) (c’est-a-dire uniformément), quand n — +oco. Or
fu*8n € Co(R,R), pour tout n € N, et Co(R,R) est fermé dans Cy(R,R), on a donc F+G € Cy(R,R).

3. On prend maintenant p = 1 et g = +oo.

(a) Soit f € L' et g € L. Montrer que (f * g)(x) est bien définie pour tout x € R. Montrer que f * g € Cy(R,R).

Corrigé — On procéde ici comme dans le cas 1 < p,q < co.

Soit x € R. L’application f(-)g(x —-) est mesurable car produit d’applications mesurables. Puis, I'inégalité de
Holder pour le cas p = 1, q = oo (proposition (6.26)) donne f(-)g(x—-) € LY et

I1F (g =l <l illgx =Moo = llf 11 118]leo-

On peut donc définir (f  g)(x) pour tout x € R et on a |(f * g)(x)| < ||fl11gllco- Ceci donne sup{|(f = g)(x)|, x € R}
<|Ifll111glleo et donc que f = g est bornée.

Pour montrer que f = g est continue sur R, on utilise I’invariance par translation de la mesure de Lebesgue pour
écrire, pour tout x € R :

gt = | flx=gtir
Soit x,h € R. On a donc :

If +glxt )~ f o g(x)| < j|f<x+ h—)g()— F(x—)g(ldA
<FGet b= = Fx = Millglloo = IF ¢~ 1) = Fll1 gllo-

Le théoréme de continuité en moyenne dans LY (théoréme 5.21) donne que lf(-=h)=fll1 = 0, quand h — 0. Ceci
prouve la continuité (et méme la continuité uniforme) de f = g sur R.

On a donc bien f = g continue et bornée, c’est-a-dire f » g € Cy(R,R).

(b) Soit F € L! et G € L. Montrer que (F * G)(x) est bien définie pour tout x € R en posant F+G = f * g, avec
feFetgeG
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Corrigé — La démonstration est identique a celle du cas 1 < p,q < oo. Elle n’est pas redonnée ici.

(c) L’application (F, G) — F % G est-elle continue de L! x L™ dans C;, ?

Corrigé — La réponse est oui car nous avons vu que ||f * gll, = sup{|(f * 2)(x)|, x € R} <||f]l11gllco-

(d) A-t-on F* G € Cy(R,R), pour tout FEL! et GE L™ ?

Corrigé — La réponse est non. On prend, par exemple, G=1 p.p. et F € LY, F#0. Onaalors F+ G(x de)\
pour tout x € R. Donc, F+G(x) /0, quand x — +oo, et F+ G & Cy(R,R).

Exercice 8.8 (Caractérisation d’une fonction par son action sur C°) Soit d € N*. On rappelle que A; est la
mesure de Lebesgue sur les boréliens de R? et que 1’élément d’intégration par rapport A, est noté dx (au lieu de
d\(x)). On rappelle aussi que | - | dénote la norme euclidienne dans R?. On se donne une fonction pe Cg"(Rd,JR)

tqg.:
—- p(x)=0sixeR?, |x|>1,
p(x) > >0sixeRY,
—fp x)dx =1.

Pour n € N*, on note p,, 1a fonction définie par p,(x) = ndp(nx), de sorte que (p,;) en est une famille de noyaux
régularisants (voir le chapitre 8 du cours).

1. Soit f € L1(R?, B(RY), \y).
(a) Soit p € C(R?,R). Montrer que f¢ € LR, B(R?), \y).
Corrigé — La fonction f @ est mesurable car produit de fonctions mesurables. Elle est intégrable car on a

If () < If ()lliepllu,

pour tout x € R? (avec [lolly = max{|e(x)|, x € R} < oo car Cw(Rd R) est inclus dans Cb(]Rd,]R)) et donc :

f|f ldx < [l lplloo < co.

Ce qui donne bien f @ € £ R4, B(Rd ) Ad)-

On suppose maintenant que Jf(x)(p(x)dx = 0 pour tout @ € C®(RY,R).
(b) Soit n € N*. Montrer f *p,(x) est bien défini pour tout x € R4 et que f *pu(x) = 0 pour tout x € R4,
Corrigé — Soit x € R4, On pose ©(y) = pp(x —y) pour v € R4 (n est fixé). On a donc ¢ € CS"(Rd,R) (car
on € CR(RYR)) et £ = f()on(x ).

La premiére question donne f(-)p,(x—-) = fo € El(Rd,B(Rd), Ag) et f = py(x) est donc bien défini. De plus,
I’hypothese satisfaite par f donne :

fon(x Jf Y)pn(x-y)dy = ff (¥)dy =0

(c) Montrer que f =0 p.p..

Corrigé — La proposition 8.12 donne f +p, — f dans L! (Rd,B(Rd), Ad) quand n — +oo. Comme f; = 0 p.p.,
on en déduit que f =0 p.p.

2. Soit Q un ouvert de R? et g€ ‘Cloc( ) (c’est-a-dire que g est une fonction de R? dans R t.q. gl € L£Y(RY
B(R%), A;) pour tout compact K de Q).
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(a) Soit ¢ € CX(Q,R). Montrer que g¢ € £ (R?, B(R%), \4). (La fonction @ est prolongée par 0 hors de (2.)

Corrigé —  Soit K un compact de Q) t.q. ¢ = 0 sur K. On a alors g = gl .
Comme gl € ! (Rd,B(]Rd), Ag), la question 1(a) donne g € Y (]Rd, B(Rd), Ad)-

On suppose maintenant que Jg(x)(p(x)dx = 0 pour tout @ € CX(Q, R).

(b) Soit n € N*. On note Q),, ’ensemble des x € Q) t.q. [x —y| > % pour tout y € QO°. Montrer g * p,,(x) est bien
définie pour tout x € (2, et que g * p,(x) = 0 pour tout x € Q2.

Corrigé —  Soit x € Q. On pose @(y) = py(x — ) pour y € RY (n et x sont fixés). On a donc @ € C?"(Rd,R) ;
comme p(z) = 0 si |z| 2 1/n, on a @ = 0 sur K° ot K est la boule fermée de centre x et de rayon 1/n, c’est-a-dire
K =B(x,1/n). Comme x € Q,, on a K C Q. La fonction @ (ou, plus précisément, la restriction de ¢ a ()) appartient
donc a CZ(Q,R)).

Ona g =g(-)pn(x—-). On conclut comme dans la question 1(b) :

La question 2(a) donne g(-)p,(x—-) =g € [l (Rd, B(Rd), Ag) et g+, (x) est donc bien défini. De plus, I’hypothése
satisfaite par g donne :

g*pn(x) = jg(y)pn(x—y)dy = fg(y)qv(y)dy =0

(c) Soit K un compact de (), montrer que glg = 0 p.p.. En déduire que g = 0 p.p. sur Q.

Corrigé — On note « la distance de K a QF, c’est-a-dire o = inf{|ly —z|, y € K, z € QF}. Certe distance est
strictement positive car K est compact, Q° est fermé et KN O = Q (le fair que cette distance est strictement positive
est démontré, par exemple, dans la démonstration du théoréme 5.20). Soit ng € N* 1.q. 1/ng < a, de sorte que
K c Q,, pour tout n > nq (avec Q,, défini dans la question 2(b)).

La question 2(b) donne alors que, pour tout n > ng, g*py, est bien défini sur K et g+ p,, = 0 sur K.

Pour passer & limite sur n (et montrer que g = 0 p.p. sur K), on pose K = {z € RY; d(z,K) < 1/ng} (ot d(z,K) est
la distance de z a X, c¢’est-a-dire d(z,K) = inf{|z — y|, v € K}). K est un compact de RY et comme 1/ng<a, ona
K c Q. On en déduit :

glg € L' (RY, B(RY),\y).
La proposition 8.12 donne alors g1 * 0, — gl dans L! (Rd,B(Rd), Ad), quand n — +oo. On a donc aussi, en
prenant la restriction a K de ces fonctions :

(8lg *pn)K — g dans L! (K, B(K),Ag), quand n — +co. 8.4)

Soit n > ng. On remarque que glg * p; = g * Py, sur K. En effet, pour xe Kety ¢ Konalx—y|>1/ng>1/net
donc p(x —v) = 0. On en déduit, pour tout x € K,

glg *pn(x) = jglg(X)Pn(X—y)dy = jg(x)Pn(x —9)dy = g*pn(x).
On a bien montré que gl %y = g0y sur K. Comme g+, = 0 sur K (question 2(b)), on déduit de (8.4) que g = 0
p.p. sur K.

Pour montrer que g = 0 p.p. sur Q, on remarque que Q) = |J ey Ky, avec Ky, = Q, NB, (oit Q,, est 'adhérence
de Q) et B, est la boule fermée de centre O et de rayon n). Comme K, est un compact de Q, la démonstration
précédente donne g = 0 p.p. sur K,;, pour tout n € N*. On en déduit que g = 0 p.p. sur Q).

Exercice 8.9 (Théoréme de compacité dans L', Kolmogorov)

On pose L!(]0,1]) = Lﬁk(]o,l[,B(]O,l[), \) et LY(R) = Lﬁg(R,B(R), A) (ou A désigne la mesure de Lebesgue sur
B(R) ou sa trace sur 3(]0,1[)). Pour f € L'(]0,1[[), on identifie f avec I’un de ses représentants et on note f la
fonction définie par f = f sur ]0,1[ et f = 0 sur R\]0, 1[.
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Soit A une partie de L' (]0, 1]).

On rappelle que A est relativement compacte dans L!(]0, 1]) si et seulement si A est précompacte (c’est-a-dire que
pour ¢ > O il existe p e N et fy,..., f, € Atq. AC Ule B(f;, €), ot B(f,€) désigne la boule ouverte dans L'(]0, 1[)
de centre f et de rayon ¢).

Partie I (Condition suffisante). On suppose, dans cette partie, que .A est relativement compacte dans L' (]0, 1[).
1. Montrer que .A est une partie bornée de L'(]0, 1[).

Corrigé —  On utilise la précompacité pour € = 1. Il existe f1,..., fy € At.q.

ACOB(ﬁ,l)

En posant M = max{l|fill1, i = 1,...,p} on a donc ||f|l; <M pour tout f € A, ce qui prouve que A est une partie
bornée de L1(]0, 1[).

2. Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe a > 0 t.q. :

heR W <o feA=|f(-+h)-fl <e (8.5)

Corrigé —  On utilise encore la précompacité, il existe peN* et f1,..., fp e At.q AC Ule B(fi,€)
Le théoréme de continuité en moyenne (théoréme 5.21) donne que pour i € {1,...,p} il existe o; > 0 t.q.
heR, |h <o; = |Ifi(-+h) - fill <e

On pose o = min{a;j, i = 1,...,p}. On a bien o > 0 et pour tout f € A, il existe i € {1,...,p} t.q. f € B(fi,¢). Ona
alors

IF (1)~ fllt <IFCH+m) = fi-+ Rl +1fC+h) = fills +11fi = flh
=i +h) = fills +20f = fill.

On en déduit que B }
heR, | <a=|f(-+h)-fll1 <3¢

ce qui termine cette question.

Partie IT (Condition nécessaire). On suppose, dans cette partie, que A une partie bornée de L'(]0, 1[) et que pour
tout € > 0 il existe o > 0 vérifiant (8.5).

Soit pe CP(R,R) t.q. p=> 0, p(x)=0si|x|=1et Jp(x)dx = 1. Pour n € N*, on définit p,, par p,(x) = np(nx) si
xeR.

1. Soit € > 0. Montrer qu’il existe ny € N* t.q. :
neN nxnyfeA=|frp,—flh <e (8.6)

[On pourra remarquer que f * p,,(x) — f(x) = [(f(x = )~ f(x))p(y)dy.]

Corrigé — Soit n € N* et f € A. Pour tout x € R on a (avec le changement de variable z = ny)
f*onlx jfx Y)en(y)dy = fo y)np(ny)dy = ffx—f
Ce qui donne bien, comme fp ydx=1, f» Pnlx - f(x) j(f(x %) f(x)) p(v)dy et donc

IF * oul)— F |<j|f ) f
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L’application (x,y) v~ f(x —y/n) est borélienne de R? dans R (car ¢’est la composée de (x,9) ¥ x —v/n qui est
continue donc borelzenne et de S f ) qui est borélienne). Par stabilité de I’ensemble des fonctions boréliennes,
Uapplication (x,v) — |f (x = Z) = f( x)|p(v) est donc aussi borélienne de R? dans R. La mesure de Lebesgue étant
o-finie, on peut donc appllquer le théoréme de Fubini-Tonelli pour obtenir

17 +0u = < [ ([ 176x=20= Feoloy )

f f F(x=2) - F)ldx)o(w)dy.

2. Soit n € N*. Pour f € A, on note f; la restriction 2 [0, 1] de la fonction f * p,,.

En prenant ny > 1/, oit « est donné par (8.5), on obtient (8.6).

(a) Montrer qu’il existe C;, C, > 0 ne dépendant que de n, p et de la borne de A dans L!(]0,1]) t.q. :
x€[0,1], fe A=|f,(x)| <Cy,

%y €0,1], feA=fu(x) - fu()l < Colx -yl

En déduire que ’ensemble {f,, f € A} est relativement compact dans C([0,1], R) [Utiliser le théoréme
d’Ascoli (théoréme 8.17).]

Corrigé — Soit n € N*. Pour tout x € R, ona |f + en () < allfll1llpllco-
On peut donc prendre Cq = n||p||oo SqueA 1f11-

Pour tout X,y €R, ona f +p,(x)— f *pu(y IR p(nx —nz) — p(ny — nz))dz et donc, avec le théoréme des
accroissements finis appliqué a p,

If % pn(x) = F = pu ) < NF Il 12 M9 oo lx = 9.
On peut donc prendre Cy = n?||p|l SUp fe 4 [1£11-

L’ensemble {f,, f € A} est donc borné dans C([0,1], R) et est composé de fonctions uniformément équicontinues.
Le théoréme d’Ascoli donne alors sa compacité dans C([0,1], R).
(b) Montrer que I’ensemble {f,,, f € A} est relativement compact dans L' (]0, 1] ).
Corrigé — 1l suffit ici d’utiliser la caractérisation de la relative compacité par la précompacité et le fait que pour
toute fonction bornée sur [0,1], on a ||gll; <1£llco-
3. Montrer que la partie A est relativement compacte dans L'(]0, 1[).

Corrigé — On utilise encore la caractérisation de la relative compacité par la précompacité. Soit € > 0. D’aprés
(8.6), il existe n € N* t.q. ||f, — flli < € pour tout f € A (oi f, est la restriction a [0,1] de f  py,). Puis, comme
l’ensemble {f,, f e A est relativement compact dans L1(]0, 1[ ), il existe p € N* et f),..., f(P) € A 1.q. {f,,

feAcUr, B e

Soit f € A, il existe i € {1,...,p} tel que f, € B(f,ﬁi),s), on a alors

IF = £l < = fulls + 0o — 270 + 1A = £ Ol < 36

Ce qui prouve que A C Ule B(f(i), 3¢) et donc que A est relativement compacte dans L1(]0, 1]).

Exercice 8.10 (Théoréme de Kolmogorov, autre énoncé) Soit T > 0. On note L' I’espace Lﬁ(]o, T[,B(]0, T[), A
Soit (11,,),en une suite bornée de L! (on a donc sup,,ey lluyll < +c0).
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On suppose que pour tout & €]0, T[ et tout n € Non a

T-h
j (£ + h) — s (1))t < (1),
0

ol 1] est une fonction croissante de ]0, T[ dans R, t.q. limy,_,+ n(h) = 0.
L’ objectif de I’exercice est de démontrer que la suite (14,,),,cy est relativement compact dans L!.

1. Soitd, h €]0, T[ t.q. d + h < T. Montrer que
d d d
J Iun(t)ldtsj |un(t+h)|dt+f |, (+ h) — 1y, (2)]dt. (8.7
0 0 0

Corrigé — Pour tout t €]0,d[ on a |u, ()| < [uy,(t + h)| + |1y, (t + h) — uy,(¢)|. En intégrant cette inégalité entre 0O et d,
on obtient bien (8.7).

2. Soit hy €]0, T[ et d €]0, T — hy[, montrer que

d
hoJ- (D1t < dll s + Fon(ho): 8.8)
0

Corrigé — Comme d’habitude, on choisit pour u,, I'un de représentants, de sorte que u, € L%&(]O, T[,B(]0, T[), A
(pour tout n € N).

L’inégalité (8.7) est vraie pour tout h €]0, hg[. En intégrant (8.7) entre 0 et hg et en remarquant que J: o4y, (£ + 1) —
uy(£)|dt < n(h) <n(hg) (car h < hg et d < T —hy <T —h) on obtient

d h d h d
hofo |u,,(t)|dtgf0 O(L |un(t+h)|dt)dh+£) O(L it ( + 1) = 1y ()|t )l

h d
< J:) ' (jo | (t + W)ldt)dh+ hon(ho).

La mesure de Lebesgue est o-finie et I’application (t,h) & u,,(t + h) est borélienne de 10,d[x]0, hg[ dans R (car c’est
la composée de (t,h) — t + h qui est continue donc borélienne et de s v« u,/(s) qui est borélienne). On peut donc
appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli pour obtenir que

ho =~ rd d rhg
L (L Iun(t+h)|dt)dh:J; (J; |un(t + h)ldh)dt

On en déduit (8.8).

d T
SJ:) (J; |un(s)|ds)Sd||Mn||1-

3. Montrer que Jod |, (£)|dt — 0 quand d — 0%, uniformément par rapport a 7.

Corrigé —  Soit ¢ > 0. On choisit d’abord hy €]0,T| t.q. )(ho) < €. Puis, avec C = sup,,cy llunll1, on pose & =
min{T — hq, eho/C}. On obtient alors, pour tout n € N,

d
0<d< 62J |, (8)|dt < 2e.
0

On a donc Igl [uy(t)|dt — 0 quand d — 0, uniformément par rapport a n.

. . T , 2 N ,
Une démonstration analogue donne aussi que JT— d |ty (t)|dt — 0 quand d — 0%, uniformément par rapport a n (il
suffit de raisonner avec v, (t) = u, (T —t)).
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4. Montrer que la suite (1,,),c est relativement compacte dans L.
[Appliquer le théoreme de Kolmogorov, théoreme 8.16, qui utilise le prolongement de u,, par 0.]

Corrigé — On prolonge u, par 0 hors de 10, T[ (et on note toujours uy la fonction prolongée). Pour appliquer le
théoréme 8.16, il suffit de montrer que

J‘ |, (t + h) — 1, (t)|dt — O quand h — 0F, uniformément par rapport a n € N.
R

Pour cela, on remarque que pour h> 0 et n € N,

f £+ 1) — (1)t
R

0 T-h T
sj |un(t+h)|dt+.[ |un(t+h)—u,,(t)|dt+j |1y, ()|t
h 0 T

h T-h T
:J;) Iun(l‘)ldﬂ—f0 Iun(t+h)—un(t)|dt+f hlun(t)ldt.

Soit € > 0. Il existe h1 > 0 t.q. n(h1) < e. Puis, avec la question précédente, il existe hy > 0 t.q. (pour tout n € N)

h T
0<h<h)= J- |y (t)|dt <€ et J [y, (2)|dE < e.
0 T-h
Avec h3 = min{hy, hy}, on a donc (pour tout n € N)
0<h<hy;= f [t (£ + ) — 1y, (£)|dE < 3e.
R

Ceci termine la question.
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Chapitre 10

Transformation de Fourier

10.1 Introduction et notations

La notion de série de Fourier permet d’analyser les fonctions définies d’un compact [, b] de R dans R (ou dans C),
et donc aussi les fonctions périodiques de R dans R (ou C). La notion de transformée de Fourier permet d’analyser
les fonctions définies de R (ou RN) dans R (ou C). Les deux notions ont une multitude d’applications en physique et
en mathématiques. La transformée de Fourier est une notion employée par exemple en théorie du signal, en théorie
des probabilités et pour I’analyse des équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, on considérera I’espace mesuré (RN, B(RN), Ay) et on notera d Ay (x) = dx. Soit N > 1, les
espaces K(E(RN, B(RN), Ay) et L(lc(]RN, B(RN), Ay) ont été définis dans la section 4.10 et les espaces £(2C(RN,
BRN), Ay) et Lé(RN, B(RN), Ay) ont été définis dans la section 6.2. On rappelle aussi que si f est une fonction
définie de RN dans C, la fonction f est mesurable si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont mesurables

(chaque ensemble, RN, R ou C, étant muni de sa tribu borélienne). On peut, bien sir, aussi définir les espaces
ﬁé(RN, B@RN), Ay) et Lfé(RN, B(RN), \y) pour tout p € [1, o).

Définition 10.1 (Espaces L{.(RN, B(RN), \y))

Soit N > 1, p € [1,00] et f une fonction mesurable de RN dans C (c’est-a-dire f~1(A) € B(RN) pour tout
A € B(C)).

On dit que f € LE(RN, BRN), Ax) si|f] € Lp (RN, BIRN), \y) et on définit ||fll, par |Ifll, = IIfll, o If1ll, est
la norme de |f| dans [IfR(RN,B(RN), AN) (vue au chapitre 6).

L’espace L%(RN,B(RN), AN) est ’espace L%(RN,B (RN), \N) quotienté par le relation d’équivalence “= p.p.”.
C’est un espace de Banach (complexe), c’est-a-dire un e.v.n. (sur C) complet.

Remarque 10.2 Soit N > 1, p € [1,00] et f une fonction définie de RN dans C. 1l est facile de voir que f €
Eé(RN, B(RN), A\y) si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont dans E%(RN, B(RN), Ay).



10.2 Transformation de Fourier dans L’

10.2.1 Définitions et premieres propriétés

Soit N > 1. Pour x = (xq,...,xN)' € RNett= (t1,..., tN)' € RN, on note x - t le produit scalaire euclidien de x

et t, c’est-a-dire x - t = Z%\il x;t;. Dans ce chapitre, On note aussi Lfé(RN) ou parfois simplement Lfé I’espace
p

LE (RN, B(RN), Ay), pour p € [1, 00].

Définition 10.3 (Transformée de Fourier dans L!) Soit N > 1 et f € L(lc(]RN). Pour t € RN, Iapplication

x > e~ Xt f (x) (définie de RN dans C) appartient a L%:(RN). On définit alors f(t) par :
]?(t) = (27'()_% J‘f(x)e_ix'tdx.

La fonction ]?(déﬁnie de RN dans C) s appelle transformée de Fourier de f, qu’on notera également F (f).

On note Co(RN,C) = {g € C(RN,C) t.q. g(t) — 0 quand |t| — +co}. On rappelle que Co(RN, C) est un espace de
Banach quand il est muni de la norme de la convergence uniforme, c’est-a-dire :

llll, = max|ep(x)].
xeRN

Proposition 10.4 (Linéarité de la transformée de Fourier) Soir N > 1. L’application F qui a f (appartenant a
L(IC(RN) ) associe sa transformée de Fourier est linéaire continue de L(lc(]RN) dans Co(RN, C).

DEMONSTRATION — Le théoréme de continuité sous le signe I (théoreme 4.52) appliqué a la fonction (x,t)
emixt f (x) entraine immédiatement que fest continue. Montrons que fe Co(R,R).

Cas N =1 . On remarque que pour ¢ # 0, on a, comme ¢'™ = -1,

Fit) =~ f e £ (),

et donc avec un changement de variable simple,

On en déduit que

20 =m0 [ (500 flr+ T
et donc que |]?(t)| < %(21‘()_% lf (-) = f(-+ F)ll1 . Le théoréme de continuité en moyenne dans L! (théoreme 5.21)
donne alors le fait que ]"\(t) — 0 quand || — oo.

Cas N >1 . Onreprend la méme méthode.
Pour t =0, t = (t1,...,tN)}, il existe jefl,...,N} tq. |tj| = maxg=1, N ltx]- On a alors, comme '™ = —1, en

notant ¢; le j—iéme vecteur de base de RN,

fi=-cn ¥ [

et donc avec un changement de variable simple,

= _N —ip-
Fi) = —(2n) f Wf(y+?je,-)dy.

—i(x—,ﬂjej)-t

f(x)dx,
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On en déduit que |j?(t 2n _7I|f - f(-+ t e])||1 Le théoréme de continuité en moyenne dans L!

(théoréme 8.5) donne alors le fait que f (t) = 0 quand || — oo.

La transformée de Fourier a la propriété intéressante de transformer la convolution en produit. Ceci est montré dans
la proposition suivante.

Proposition 10.5 (Transformée de Fourier d’un produit) Soient f et g € L(lc(RN), alors f/*\g = (21'()%],‘?.

DEMONSTRATION —  Par la proposition 7.22, ona f+g € L} (RN) et pour p.p. x e RN, f jf x-v)g(y)dy.
On a donc, pour tout ¢ € RN,

Frain =en) % f(jf(x—y)g(y)dy)e-fwx _

fJ(J‘fX v)g —tx y)t—zytdy
En appliquant le théoreme de Fubini (théoréme 7.12) a la fonction
i—>f x—)g(v)e —i(x—y)-t —iy-t

(qui est bien intégrable sur R2N car son module est la fonction (x, y) — |f (x —y)g(v)| dont Iintégrale sur R2N est égale

a|lfll1ligll1), on obtient :
f*g() *I(fo Ve —i(x— y)tdx) (v)e iy'tdy.

Comme, pour tout y € RN, Jf(x—y)e’l(x’y tdx = ff(z)e’lz'tdz = (271)%f(t), on en déduit :

—_— —

Feglh =7 jg(y)e—fy'fdy - 2n) ¥ Flogin),

ce qui est le résultat annoncé. ]

10.2.2 Théoreme d’inversion

Il est naturel de se poser les deux questions suivantes :

La transformée de Fourier d’une fonction f caractérise-t-elle la fonction f (c’est-a-dire si f =g, a-t-on f = ¢
p-p)?
Peut-on retrouver la fonction a partir de sa transformée de Fourier ?

Les réponses a ces questions sont fournies par le théoreme d’inversion de Fourier :

Théoréme 10.6 (Inversion partielle de la transformée de Fourier) Soirt N >1 et f € L(lC t.q. fe L(%:. On a alors

= f .) p-p., ¢’est-a-dire :

f(t)= (27()_% ff(x)emdx, pour presque tout t € RN,
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La démonstration fait I’objet de I’exercice 10.1.

Une conséquence de ce théoreme est I’injectivité de 1’application F, qui fournit donc une réponse positive a la
premiére question. En effet, soient f et g € L(lC t.q. ]?: g; alors par linéarité, f/—\g =0 et donc f/—\g € L%:. En
appliquant le théoreme d’inversion, on a donc f = g p.p..

Ce théoreéme apporte aussi une réponse partielle a la deuxieme : on peut calculer f a partir de fdés que ]?E L(lc. nn
faut remarquer a ce propos que L(}: n’est pas stable par transformation de Fourier (voir exercice 10.2).

10.2.3 Régularité et décroissance a I’infini

Proposition 10.7 (Différentiabilité, dimension 1)

1. Soit f € L(lc(R) NCYR,C) rq. f’ € L(%:(R) (on ' est la dérivée de f). Alors, pour tout t € R, F(f’)(t) =
(i) F (f)(1).

2. Soit f € L%:(R) tq. (-)f € L%:(]R) (ot (-)f est Uapplication qui a x € R associe xf(x)). Alors, F(f) € C{(R,C) et,
pour tout t € R, F(f)'(t) = F((—i-)f)(¢t).

DEMONSTRATION — La démonstration du premier item consiste a faire une intégration par parties sur I’intervalle
[=n,n] puis a faire tendre n vers I'infini (en remarquant que f (£1n) — 0, quand n — +o0, voir I’exercice 5.6).

Le deuxieme item est une conséquence immédiate du théoreme 4.53 (théoréme de dérivation sous le signe f).
(]

La transformation de Fourier transforme donc la dérivation en multiplication par la fonction (i-), et la multiplication
par (—i-) en dérivation. Cette propriété est utilisée, par exemple, pour la résolution d’équations différentielles (qui
sont ainsi transformées en équations algébriques).

Cette propriété se généralise au cas de la dimension N et pour un ordre k de dérivation quelconque. On introduit

pour ce faire les notations suivantes : soient & = (ay,...,ay)’ € NN un multi-indice et f une fonction de RN dans
C. On définit |a] = o] + 0y +... 0 et

0% g% QN
8x;x1 6xgz 8xIO\CIN )

pef =

lorsque cette dérivée existe.

Proposition 10.8 (Différentiabilité, dimension N)

1. Soit N > 1 et k > 1. Soit f € CK(RN,C) r.q. Df € Lé:(RN) pour tout o« € NN t.q. |«| < k. Alors, ﬁ"?(t) =
(it)"‘/\(t)pour tout t € R et pour tout o € NN 1.q. || <k, avec (it)® = (ity)™ (ity)%2 ... (ity)*N.

2. Soit f tq. ()*f € L%:(RN) pour tout o € NN tel que || < k. Alors, fe CK(RN,C) et D“f: (:)7]‘ pour tout
o € NN tel que || < k.

—

La proposition 10.8 montre que la dérivabilité de f entraine la décroissance de f a ’infini (plus f est dérivable, plus
f décroit vite a I’infini), et réciproquement. Cette remarque incite a définir I’espace des fonctions a décroissance
rapide (souvent appelé espace de Schwartz),

Définition 10.9 (Espace de Schwartz) Soir N > 1, on appelle espace de Schwartz, noté S(RN, C) ou Sy ou méme
S, Uespace des fonctions dites a décroissance rapide, défini par :

Sy = {f € C°(RN,C) t.q. pour tout o et p € NN, sup |(x)*DPF f (x)| < +o0}.

xeRN
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On va montrer I’invariance par transformation de Fourier de cet espace. On commence par remarquer que Sy C
Lé:(RN). En effet, si f € Sy, en prenant des choix convenables de « et p dans la définition de Sy, on remarque qu’il
existe C € R t.q. (1 + |x|N*1)|f(x)| < C. On en déduit que f € L}C(RN). Plus généralement, si f € Sy, on remarque
que (-)PD*f € L(IC(RN) pour tout a, p € RN. On obtient alors la proposition 10.10.

Proposition 10.10 (Transformée de Fourier et dérivation dans S) Soit N > 1 et f € S(RN,C). Pour tout
a,peNNona:

F(DU(i9P)) = (190 iPF = (DI, (10.1)
Fl(~i-)*DP f] = DDEf = D[(i-) f]. (10.2)

La démonstration est une adaptation simple de celle de la proposition 10.8.
La proposition 10.10 et le théoreme 10.6 nous permettent alors de remarquer que la transformée de Fourier est une
bijection de Sy dans Sy.

Proposition 10.11 (Transformée de Fourier dans Sy) Soit N > 1. L’application F qui a f associe sa transformée

de Fourier est une bijection de Sy dans Sy. De plus, pour tout f € Sy, ona f = }?(—-).

DEMONSTRATION —  En utilisant la proposition 10.10, on montre facilement que F envoie Sy dans Sy. Le théoreme

d’inversion (théoréme 10.6) donne alors que f est injective et que f = /?(—-) pour tout f € SN. De cette derniere formule,
on déduit que F est surjective (et donc bijective) de SN dans Sy;. [

10.3 Transformée de Fourier d’une mesure signée

11 est facile d’étendre la définition de la transformation de Fourier a une mesure signée sur les boréliens de RN, Plus
précisément, si m est une mesure signée sur les boréliens de RN (N > 1), la définition 10.12 définit la fonction i1
(continue et bornée de RN dans C) et, si m = f Ay, avec f € Lé(RN,B(RN), An) (c’est-a-dire que m est la mesure

signée de densité f par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RN), on a 71(t) = ]/‘\(t) pour tout t € RN,

De meéme, si m est une mesure a valeurs complexes, on a alors m = my +itm,, ol m; et m, sont des mesures signées
(ce sont les parties réelle et imaginaire de n1). On peut alors définir 712. C’est la fonction continue bornée de RN
dans C donnée par 7i(t) = 711 () + i#1i,(t) pour tout t € RN,

Définition 10.12 (Transformée de Fourier d’une mesure signée) Soit N > 1 et m une mesure signée sur les
boréliens de RN. Soit t € RN, I'application x — e~*t (définie de RN dans C) appartient a L(lc(RN, BRN), m) (car
elle est continue, donc borélienne, et bornée). On définit alors m(t) par :

i(t) = (2m)"2 Je‘ix’tdm(x).
La fonction i (définie de RN dans C) s’appelle transformée de Fourier de m.

On rappelle que
Cy(RN,C) = {g € CRN,C) t.q. sup [g(t)| < oo}

teRN

et que Cy(RN, C) est un espace de Banach quand il est muni de la norme de la convergence uniforme.
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Proposition 10.13 Soit N > 1. Soit m une mesure signée sur les boréliens de RN. La fonction it appartient a
Cy(RN,C).

DEMONSTRATION —  Le fait que 71 est bornée est simple. On utilise la décomposition de Hahn (proposition 2.33),
c’est-a-dire le fait que m = m™ —m™, ot m* sont deux mesure finies étrangéres. On remarque alors que, pour tout
t e RN, ona |7i(t)| < [m|(RN) < +o0, ot [m| = m™ +m™.

La fait que 7 est continue est une conséquence immédiate du théoréme de continuité sous le signe f (théoreme 4.52)

appliqué a la fonction (x, t) > e~ > (et avec les mesures finies m™). [

Comme pour la transformation de Fourier dans L', on peut se demander si 77 caractérise la mesure signée m et si on
peut retrouver m a partir de #1. La proposition suivante s’intéresse a ces deux questions.

Proposition 10.14 Soit N > 1.

1. Soit m et y deux mesures signées sur les boréliens de RN. On suppose que it =1 alors, m = .

2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de RN. On suppose que i € K(IC(RN). Alors, m = fAy avec f = :rr\l\(—)
p.p. (c’est-a-dire p.p. pour la mesure Ay ).

La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exercice 10.6.

Nous avons vu dans la section précédente qu’il y avait un lien entre les propriétés de décroissance de f a I'infini et
les propriétés de régularité de f(propositions 10.7, 10.8 et 10.10). Dans le méme esprit, on peut remarquer que,
si f est une fonction de R dans R, borélienne et intégrable, la continuité de fen 0 donne une précision sur la
convergence vers 0, quand a — +oo, de I]_M[C |f (x)|dx. Nous donnons dans le lemme 10.15 cette précision dans le

cas plus général d’une mesure (positive) finie. Ce lemme permet de démontrer le théoreme 10.22 (lui-méme utile
pour démontrer le théoréme central limite, théoreme 10.24).

Lemme 10.15 Soit m une mesure (positive) finie (et non nulle) sur B(R). On pose M = m(R) et, pour t € R,

P(t) = \/ﬁw

(La fonction V prend donc ses valeurs dans R, et méme dans [-M, M|, est continue en 0 et P(0) = M.) On a alors,

pour tout a > 0,
2/a

m({x,|x| > a}) < af (M —(t))dt.

0

DEMONSTRATION —  On peut supposer M = 1 (il suffit, si M = 1, de remplacer la mesure m par la mesure #1/M). On
remarque tout d’abord que pour tout t € R on a

#i(t) + mi(—t) = \/% JR(e*i’“ +e™*Hdm(x) = \/% chos(xt)dm(x).

= d .
P(t) J].Rcos(xt) m(x)
On en déduit bien que P(t) € R, |[{P(t)| < 1 et que P(0) = 1.

et donc

Soita>0,onpose e =2/aetT = jog (1 —(t))dt. En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) on obtient

T= LE(jR(l —cos(xt))dm(x))dt = L{(Lﬁ‘(l _COS(xt))dt)dm(x)

- fR(e _ S )

X
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Mais, (a—smxﬁ) = 5(1—311187(;96)) > ¢/2 si|ex| > 2, ce qui est vrai si |x| > a car ea = 2. On a donc (comme (a—%) >0

pour tout x) .
T:J(E—M)d (x)>
R

X
€ 2/a
[ a-vonr=a [T - g
0 0

Ce qui est le résultat annoncé. ]

m({x, x| > a}).

N\m

On obtient donc, finalement,

il 1 > a)) < 2 <

m\t\)

10.4 Transformation de Fourier dans 1?2

On aimerait ici définir la transformée de Fourier d’un élément de Lé(RN) = Lé(RN, B®RN), AN). On rappelle
que ’espace L(ZC(RN) est un espace de Hilbert et que le produit scalaire sur L(ZC(RN) est défini par (en notant

dt = dAn (1)) :
(F1g)2 = ff(t)g(t)dt

1l est clair que la définition de fqu’on a donnée pour f € L(}:(RN) ne s’applique pas pour un élément de Lé(RN).
Pour définir la transformée de Fourier d’un élément de L(%(RN), on va utiliser la densité de Sy dans L(ZC(]RN)
(on peut montrer que Sy C Lé(RN), comme on a montré que Sy C L(IC(JRN)). On va d’abord remarquer que la
transformée de Fourier envoie Sy dans L(zc(RN) et que c’est une isométrie pour la norme de L?C(RN). On utilisera
ensuite la densité de Sy dans L(ZC(RN) pour définir la transformée de Fourier des éléments de L(ZC(IRN).

Proposition 10.16 Soit N > 1 et f,g € Sy (on a donc, en particulier, f,g € Lé(RN)). Alors ]?et g sont des
éléments de Lé(RN) et (f | g)2 = (f12)2. En particulier, ||f]l, = |Ifl,.

DEMONSTRATION —  Soit f,g € SN. On a alors aussi ;[\, g € SN. Comme Sy C L(ZC(]RN), on a donc f, g, }‘\,
ge L(%:(RN). On va montrer que (f | g)2 = (f 19)2.

Comme f ,fe SN C L%:(RN), on peut appliquer le théoreme d’inversion (théoreme 10.6) pour transformer le produit
scalaire de f avec g.

Le théoréme d’inversion donne f = f ) et donc :

(f18)2 Jf tdt = (2m)” §J(jei“ﬁx)dx)g(t)dt.

On utilise maintenant le théoréme de Fubini (théoréme 7.12). Il s’applique car }? ge Lé:(RN) On obtient :

(flg)2=(2ﬂ)_%j(j ivig <>dt) nax= [ Gofnar =71

ce qui termine la démonstration. ]

La proposition 10.16 permet de définir, par un argument de densité, la transformée de Fourier dans Lé(]R{N).

Théoréme~ 10.17 (Transformée de Fourier dans L2, Plancherel) Soit N > 1. Il existe une application linéaire
continue F de Lé(]RN) dans Lé(RN) tq.:
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1.5if e Lé:(RN) N L(ZC(RN), on a alors F(f) = ]/‘\p.p..
2. Pour tout f,g € LE(RN), ona (f | 8)2 = (F(f) | F(g))-
3. Pour tout f € Lé(RN), ona f=F(F(f))(—)

4. F est une bijection de Lé(RN) dans Lé(RN).

Pour f € L(ZC(RN), F(f) s appelle la transformée de Fourier de f. Compte tenu du premier item, on notera en
général, fla transformée de Fourier de f si f € L(%:(RN) (et alors f: F(f) € Co(RN,C)) oussi f € Lé(RN) (et
alors f = F(f) € LZ(RN)).

DEMONSTRATION — L’application f +— fest définie sur Sy, qui est un sous espace de L(%(RN), et prend ses
valeurs dans Lé(RN) (car SNy C Lé(RN), en confondant, comme d’habitude, un élément de L%:(RN) avec ’un de ses
représentants). Comme cette application est linéaire, continue pour la norme de L(ZC(]RN), et que Sy est dense dans
L(ZC(RN) (car Sy D CX (RN, C) et C(RN, C) est dense dans Lé(RN), voir le théoréme 8.14), on en déduit que cette

application se prolonge (de maniére unique) en une application, notée JF, linéaire continue de Lé(RN) dans L(zc(RN).

Plus précisément, soit f € L(ZC(]RN). Il existe (f;;)neN € SN t.q. f — f dans Lé(RN) quand 1 — +oo. La suite (f;;)eN
est donc de Cauchy dans L(%:(RN). La proposition 10.16 donne alors que la suite (E)%N est donc aussi de Cauchy
dans LZ(RN). Elle converge donc dans LZ(RN). On aimerait définir 7 (f) comme étant la limite (dans L2 (RN)) de Ia

suite (J/[;)neN- Ceci est possible a condition que cette limite ne dépende que de f et pas du choix de la suite (f;;)yeN
convergeant dans L(ZC(]RN) vers f. Or, ce dernier point est facile car si (g;,),eN est une autre suite convergeant dans

Lé(RN) vers f,ona I|E ~Gull2 =l — gnll2 — 0 quand 7 — +co. On a ainsi défini F de L(ZC(]RN) dans lui méme.

La linéarité de F découle immédiatement du fait que ’application f > fest linéaire de SN dans L(ZC(RN). Enfin,

soit f € L(ZC(RN) et (fy)nen C SN t.q. f; — f dans Lé(RN). La proposition 10.16 donne que IIEIIZ = ||full2 pour
tout # € N. En passant 2 la limite quand 1 — +c0, on en déduit | F(f)||> = ||fl2. Ce qui prouve la continuité de F de
Lé(RN) dans L(%:(RN). On montre maintenant les 4 items du théoréme.

1. Soit f € L}C(RN) N L%(RN). En reprenant la démonstration du théoréeme 8.14, il est facile de voir qu’il existe une
suite (f;;)neN C C?"(RN,(C) t.q. f, — f dans Lé(RN) et L(%:(]RN) lorsque 1 — +oo (car dans la démonstration du
théoréme 8.14, la suite construite pour converger vers f dans LP ne dépend pas de p). On en déduit que f,, — f
uniformément sur RN lorsque n — +oo (car fu — f dans Lé:(RN)) et que f,; — F(f) dans L(%:(]RN) lorsque
n — +oo (car f;, — f dans Lé(RN)) et donc que, apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer que
fu — F(f) p-p- quand 1 — +o0. On en déduit bien que f = F(f) p.p..

2. Soit f,g € L(ZC(RN). I existe deux suites (f;)neN C SN et (€n)neN C SN t.q. [ = f, gn — g dans L(%:(]RN). La
proposition 10.16 donne (f;, | ;)2 = (f | gn)2 pour tout # € N. En passant & la limite quand n — +oo on obtient bien
(FNOIF(@)2=(f18)2.

3. Soit f € L2. Soit (fu)neny C SN t.q. f;, — f dans L%(RN) qliand n — +o00. On a donc E — F(f) dans L%(RN),

ce qui donne aussi E(—~) — F(f)(~) dans Lé(RN) et donc E(—~) — F(F(f))(~) dans L%(RN) quand 1 — +oo0.

La proposition 10.11 donne f;, = E(—) pour tout 7 € N. On en déduit donc (par unicité de la limite dans L2) que
f=FF())pp..

4. Linjectivité de F (de L(zc(]RN) dans L(ZC(RN)) découle du fait que ||F(f)ll2 = |If]l> et que F est linéaire. La
surjectivité est une conséquence immédiate du troisieme item.
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Remarque 10.18 Pour définir la transformée de Fourier dans L(zc(]RN), on aurait pu utiliser la densité de C2°(RN, C)
dans L(ZC(IRN ) et ne pas introduire 1’espace Sy (voir I’exercice 10.5 pour le cas N = 1).

10.5 Résolution d’une équation différentielle ordinaire ou d’une équation
aux dérivées partielles

On donne ici deux exemples simples d’utilisation de la transformation de Fourier pour la résolution d’une équation
différentielle (souvent notée EDO pour Equation Différentielle Ordinaire) ou d’une équation aux dérivées partielles
(souvent notée EDP pour Equation aux Dérivées Partielles).

Soit N > 0, (ay,...,ax) € RN*! et ¢ € S; (donnés). On cherche f € S; qui vérifie :
aNf(N)(x) +...+ay f'(x)+agf(x) = g(x), pour tout x € R. (10.3)

Si f € §; vérifie (10.3), elle vérifie nécessairement, par transformation de Fourier :

aNf/(ﬁ)(t) +...+ alf’(t) + aOJ/‘\(t) =7g(t), pour tout t € R.

c’est-a-dire : . . .
an(it)NF(t)+... +aqitf(t) +ao f (t) = g(t), pour tout t € R.

En posant p(t) = an(it)N +... + ayit + ag et en supposant que p ne s’annule pas sur R, on a alors :

i = W
)

Comme g € S| et que p ne s’annule par sur R, on peut montrer que % € §;. En utilisant maintenant le théoréeme
d’inversion, ou la proposition 10.11, on obtient :

—

f(t)=f(-t)= (g)(—t), pour tout ¢ € R. (10.4)

On a donc montré que f est nécessairement donnée par (10.4). Réciproquement, il est facile de voir que la fonction
donnée par (10.4) est solution de (10.3), c’est donc 1’unique solution dans S; de (10.3) (en supposant que p ne
s’annule par sur R).

Soit N > 1, on considére une fonction u : RN — R, de classe C? (c’est-a-dire deux fois continiiment dérivable),

N
hvl
dont on peut donc définir le Laplacien Au = Z —1; On cherche a déterminer les fonctions harmoniques de Sy,
; X
i=1 1
c’est-a-dire les fonctions u € Sy telles que :
—Au(x) = 0, pour tout x € RN, (10.5)

Cherchons u € Sy (et donc Au € Sy) solution de (10.5). On a donc Au =0 (partout sur RN), ¢’est-a-dire
|t|?7(t) = 0 et donc u(t) = 0, pour tout t = 0. Comme # est continue, ceci entraine que 77 = 0 (partout sur RN), et
donc u = 0. La fonction identiquement égale a 0 est donc la seule solution de (10.5) dans Sy.
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On peut effectuer un raisonnement analogue si on cherche u de classe C? et dans LI%R(RN) (on peut aussi le faire si
u est seulement dans LI%K(RN), il faut alors convenablement définir Au). On obtient encore que la seule solution
de (10.5) est u = 0.

Par contre, ce résultat d’unicité n’est plus vrai si on ne demande pas a u d’étre de carré intégrable. En effet, les
fonctions constantes sont toutes solutions de (10.5) (et on peut montrer que ce sont les seules fonctions, de classe
CZ2et bornées, solutions de (10.5), c’est le théoreme de Liouville en analyse complexe).

10.6 Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

La transformée de Fourier a son équivalent en probabilités : il s’agit de la fonction caractéristique d’une variable
aléatoire (rien a voir avec la fonction caractéristique d’un ensemble !).

Définition 10.19 Soiz (), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. On appelle fonction
caractéristique de X la fonction de R4 dans C définie par :

ex(u) = j X 4P = E(eX"), pour u € RY.
Q

Dans la définition précédente, la fonction ¢'X* est bien intégrable sur Q (pour tout 1 € R%) car la fonction x > e/*

est continue bornée de R dans C. En notant py la loi de X, on remarque également que Qx = (21)%2py (—). La
section 10.3 donne alors quelques propriétés élémentaires de la fonction caractéristique d’un v..a..

Proposition 10.20 Soir (), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. La fonction caractéris-
tique de X vérifie alors les propriétés suivantes :

1. px € Cy(R%, Q).
2. La loi de X est entierement déterminée par @x (c’est-a-dire que si Y est un autre v.a. de dimension d et que
Px = @y, on a nécessairement px = py).

3. Sipyxe L(%:(]Rd, B(RY), \y), la loi de X a une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur B(R?), ¢’est-a-dire
pPx = f)\d, et:
flx)= (21‘()“’1 f emixn ex(u)du, Ag-p.s.enxe RY.
R4

DEMONSTRATION — Comme @x = (2n)d/2ﬁx(—-), le premier item est donnée par la proposition 10.13 (qui donne
Px € Cp(RY,C)).

Le deuxieme item est donnée par le premier item de la proposition 10.14.

Pour le troisieéme item, on remarque que le deuxieme item de la proposition 10.14 donne px = f A4 avec f = p:\;(—-), ce
qui donne A -p.s.en x € RY

fx) = (2 J

X pR(t)dt = (2n)‘dj e X oy (t)dt.
R4 R4

Les fonctions caractéristiques peuvent étre utilisées pour montrer I’indépendance de v.a.r. (ou de v.a.). On donne un
exemple dans la proposition suivante.
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Proposition 10.21 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et Xy,..., X, d v.a.r. Alors, les v.a.r Xq,...,X, sont
indépendantes si et seulement si on a

px(u) = (PX]-(”]')

-

j=1
pour tout u = (uy,...,uz)" € R, o X est le v.a. de composantes X1,...,Xg.

DEMONSTRATION —  D’apres le théoreme 9.28 les v.a.r. X1,..., X sont indépendantes si et seulement px = px, ®
...®px,- Par la proposition 10.14, ces deux mesures sont égales si et seulement si leurs transformées de Fourier sont
égales, c’est-a-dire si et seulement si :

ox(u) = de e”"”cl(px1 ®...®px,) pour tout u € R

Comme ¥ = ]_[;7121 e™i" pour tout x = (x1,...,x4)" et tout u = (uy,...,uz)!, la définition de la mesure produit

donne

U

J e d(px, ®...@px,) = | [ox; )
Rd ]
]_
ce qui termine la démonstration de cette proposition. ]

Il est intéressant aussi de connaitre le lien entre convergence en loi et convergence simple des fonctions caractéris-
tiques. Nous donnons ce lien dans le deuxieme item du théoreme 10.22 (di a Paul Lévy).

Théoreme 10.22 (Convergence en loi et fonctions caractéristiques, Paul Levy) Soit (QQ, A, P) un espace proba-
bilisé, d > 1 et (X,,)en un suite de v.a. de dimension d.

1. On suppose que la fonction caractéristique de X,, converge simplement (quand n — +co) vers une fonction @
continue en 0. Il existe alors un v.a. X t.q. X,, — X en loi, quand n — +oo.

2. Soit X un v.a. de dimension d. Alors, X,, — X en loi, quand n — +oo, si et seulement si ©x (u) — ¢@x(u), quand
1 — +o0, pour tout u € R4,

DEMONSTRATION —  Le deuxieme item du théoréme est une conséquence facile du premier item. En effet, si X;, — X
en loi, on a, bien sir, x, (1) — ¢@x(u) pour tout u € R4 (car la fonction x > ¢** est continue et bornée de R dans C,

pour tout u € Rd). Réciproquement, on suppose que @x, (1) — @x (1) pour tout u € R“. Comme la fonction @x est
continue (et donc, en particulier continue en 0), le premier item donne que X,, converge en loi vers un v.a. Y. Mais ceci
donne que X et Y ont méme fonction caractéristique et donc méme loi. On en déduit bien que X, tend vers X en loi.

Nous démontrons maintenant le premier item du théoréme 10.22. Cette démonstration se fait en deux étapes. Dans la
premiére étape on montre que la suite des lois des X, est tendue (on utilise ici le lemme 10.15 et la continuité de ¢).
Puis dans la seconde étape on conclut grice a la proposition 9.21.

Etape 1. On montre dans cette étape que la suite des lois des X, est tendue. Pour cela, il suffit de montrer que la suite
des lois de chaque composante des X, est tendue. Soit donc i € {1,...,d} et (Xﬁ: ))neN la suite des i—eme composantes

des X;,. On note m,, la loi de XS;) et, pour tout € R,

L = 1y () + 1y (1)
Pn(t) = 2<{>X§>(t)+<PX§>( t)=V2n 3
Le lemme 10.15 donne alors, pour tout a > 0 et n € N.
2/a
my ({x, |x| = a}) SaJ;) (1 =Py (t))dt. (10.6)
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On a Pyl () = @x,, (te;) (ou ¢; est le i-tme vecteur de la base canonique de R4), la fonction Py, (t) converge donc pour
N

tout t € R et sa limite est une fonction { (de R dans R) continue en 0. Comme 1,,(0) = 1 pour tout n € N, on a aussi
P(0)=1.

Soit & > 0, comme ¥ est continue en 0 et P(0) =1, il existe ag > 0 t.q. maxs[g,2/4,](1 = P(£)) < & et donc

2/ﬂo
aOJ- (I -1¢(t))dt < 2e.
0
La fonction 1, converge simplement vers { et 0 < (1 — ;) < 1 le théoréme de convergence dominée donne donc
2/&0 2/{1()
ngrgmaojo (1= b0t = aofo (1= (et
Il existe donc ng t.q.

Z/ao
n>nyg= lim aOJ (1 —10y(t))dt < 3e.
0

n—+oo
Avec (10.6) on a donc
n=ny = my({x, x| > ag}) < 3e.
D’autre part, en utilisant la continuité décroissante d’une mesure, pour tout € {1,...,ng—1}, il existe a,, t.q. m,({x, |x| >
ay}) < 3e.
En prenant a = max{ag,ay,...,4,,-1} on a donc
my, ({x,|x| > a}) < 3¢ pour tout n € N*.

Ceci montre bien que la suite (#1,,),,eN est tendue et termine la premiere étape.

Etape 2. Dans cette seconde étape il suffit d’utiliser la proposition 9.21. Cette proposition nous donne 1’existence d’une
sous-suite de la suite (X;;),en+ et d’un v.a. X tel que cette sous-suite tende vers X en loi. On en déduit, en particulier
que ¢@x = ¢. Il reste a montrer que toute la suite (X;;),en+ tend vers X en loi (et pas seulement une sous-suite). Pour
le montrer, on raisonne par I’absurde. Si la suite (X;,),cN+ ne converge pas en loi vers X, il existe ¢ € Cb(]Rd,]R) t.q-.
E(¢(X;)) 7 E($(X)). Il existe donc € > 0 et une sous-suite de la suite (X;),en+, que nous noterons aussi (X;;),en
(pour ne pas alourdir les notations), t.q.

[E((Xy)) — B((X))| = &. (10.7)

Mais, la proposition 9.21 nous donne I’existence d’une sous-suite de cette sous-suite et d’un v.a. Y t.q. la sous-suite de la
sous-suite tende vers Y en loi. Comme la convergence en loi donne la convergence simple des fonctions caractéristiques
(et que @x, — ¢ simplement), on en déduit que @y = ¢ = @x. On a donc Px = Py. La sous-suite de la sous-suite tend
donc vers X en loi. En contradiction avec (10.7). On a bien ainsi montré finalement que X,;, — X en loi. [

On donne maintenant la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien.

Proposition 10.23 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé.
1. Soit X une v.a.r. gaussienne. On note m son espérance (donc, m = E(X) € R) et 62 sa variance (donc, o> =
E((X —m)?) > 0) de sorte que X ~ N (m,?). On a alors :
; o2 2
Qx(u)=e"e™ 7%, pour tout u € R.
2. Soit d > 1 et X une v.a gaussien de dimension d. On note m son espérance (donc, m = E(X) € R?) et D sa
matrice de covariance (donc, D est une matrice symétrique, composantes d’indices | et k de X) de sorte que
X ~ N (m, D) (proposition 9.33). On a alors :

i —LDu
@x (1) = e 2P pour tout u € RY.
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DEMONSTRATION —  Soit X une v.a.r. gaussienne, X ~ N (m, 62). On suppose tout d’abord que 62 =0, on a alors
X = m p.s. et donc, pour tout u € R, @x(u) = e'™", ce qui est bien la formule annoncée. On suppose maintenant que
o0 >0, on a alors, pour tout u € R :

_ ixu 1 _(x_m)z
@X(u)—J;Re Gmexp( 552 )dx.

Avec le changement de variable y = 22, on obtient :
2

i i 1
X(u):elﬂluj elycu er ,
¢ R V21 Y
2

ce qui donne @x(u) = et ——=1(ou) avec P(t) = IR eiyte% dy pour tout ¢ € R. Comme la fonction y e¥” est

paire, on a aussi :
2

P(t) = j cos(yt)e% dy, pour tout t € R.
R

Pour calculer {(t), on remarque que le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale s’applique (théoreme 4.53) et
donne que 1 est de classe clet

V()= k(—y)sin(yt)e% dy.

En intégrant par parties cette derniere intégrale (en fait, on intégre par parties sur [—n, 1] puis on fait tendre n vers

I’infini), on obtient :
2

V(t) = —j tcos(yt)e% dy = —t{(t), pour tout t € R,
R

2 —y2 2
ce qui donne P(t) = 1!)(0)6%. Comme (0) = jRe% dy = V2, on en déduit que P(t) = \/21'(6% (pour tout t € R)
2,2

—0‘u

et donc que @x (u) = eiMie=7 — ce qui est bien la formule annoncée.
On suppose maintenant que d > 1 et que X est un v.a. gaussien. Soit u € R?. Ona ex(u)= E(e!X) = @x.y(1). Pour
connaitre @x (u), il suffit donc de connaitre la fonction caractéristique de la v.a.r. X- u. Comme X est un v.a. gaussien, la

v.a.r. X - u est une v.a.r. gaussienne. Sa moyenne est E(X - u) = E(X) - u = m - u et sa variance est (voir ’exercice 9.5) :
o2 = E(X-u-—m- u)z) = But(X = m)(X - m)tu) = u'Cov(X)u = u'Du.
On a donc, d’apres la premiere partie de cette démonstration (c’est-a-dire le cas d = 1),

. t
_ imwuy —uDu

ox(u)=px.y(l)=e e 7,
ce qui est bien la formule annoncée (car u!'Du = Du - u). u

On montre enfin le théoréme central limite, qui nous dit que toute somme de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées tend en loi vers une variable aléatoire gaussienne.

Théoreme 10.24 (Théoreme central limite) Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et (X,,),en+ une suite de
v.a. de dimension d i.i.d.. On suppose que E(|X1|?) < co. On pose E(X;) = m, D = Cov(X;) et, pour n € N*,

1 n
Y, = 7 ;(xi —m).

La suite (Y,,),ene converge alors en loi vers tout v.a. Y dont la loi est la loi normale multidimensionnelle N (0, D).
(Voir la définition 9.5 et la proposition 9.33 pour la définition de cette loi normale multidimensionnelle.)
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DEMONSTRATION — D’apres le théoreme 10.22 et la proposition 10.23, il suffit de montrer que, pour tout u € R4,

1 ut;)u
I @Y, (1) = e 2
ou @y, est la fonction caractéristique du v.a. Y.
Soitu e R?. Ona
. Ly (X —m)- (X —m)
Oy, () = B(e™r) = (e =1 [ e e
p=1
Les v.a. Xp (p = 1,...,n) étant indépendants et identiquement distribués, on a donc, par la proposition 9.27 (cette

proposition est écrite pour des fonctions a valeurs réelles mais elle s’étend a des fonctions a valeurs complexes en
décomposant les fonctions en parties réelles et imaginaires),

L (Xq=m)-u

@y, (1) =E(e V" ). (10.8)
(X —m)-
On pose z,, = E(e v ) u) et on calcule maintenant z,, en faisant un développement limité des fonctions cos et sin.
11 existe deux fonctions €1 et €, appartenant a Cy(R,R) t.q. lim,_,g¢&;(x)=0,i=1,2 et
) 2
cos(x)=1- 5 +x“€e1(x) et sin(x) = x + x“ep(x).
On en déduit que
1 )?
cos(— (X1 —m)-u dP_l——j (Xp—-m dp
jg) Vn )
+ X u)’e X1 —m)-u)dP,
 J ok —m -
et
sin(— ! (X1 —m)-u)dP = ! (X m)-udP
o ynol 2n !

o jQ«xl m). u>2sz<%<x1 ~ m)- u)dP.

Comme E(|X; |2) < 400, le théoreme de convergence dominée donne

im [ (X0 —m) e

LT W(Xl—m)m)dP:Opourz:l,Z.

D’autre part, on a

J (X1 —m)-u)*dP :j ut(Xq —m)(Xq —m) udP
Q Q
= ut(jQ(Xl -m)(Xq - m)th)u =u'Du.

JQ(xl —m)-udP = (jQ(xl —m)dP)-u = 0.

et

t

u'Du
En posant a = ,on a donc

1 b 1 c
cos(— (X1 —m)-u dP:l——”,j sin(— (X —m)-u)dP = 2,
J, costgp 0 =m e =1 =2, | sin(=060 =)y = &
avec lim,,_,, o b, =aetlim,_,, ., c, =0. En posant a,, = b, + ic,, on adonc z,, = (1 — a—”) avec lim;,_, ., a, = a.
n
Avec (10.8), ceci donne

Py, (1) =2} = (1= 22",

Comme a € R, le lemme 10.25 donne le résultat, c’est-a-dire lim;,_, oo @y, (4) =€ =¢" 2 . ]
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Lemme 10.25
Soit a € R et (a,),eN une suite de nombres complexes t.q. lim,,_,, ., a, = a. On a alors
a?’l

lim (1-—)"=¢"
H—+00 n

DEMONSTRATION — Ce lemme est bien connu si a,, € R pour tout n € N. 1l suffit de remarquer que a, < n pour n
assez grand et que lim,,_,, o, nln(1 - %) =-lim,_, o a, = —a. La difficulté est ici que a,, peut ne pas étre un nombre
réel.

an

Onposez, =1-Fety,=1- %. Comme la suite (a,),eN est bornée (car elle est convergente), il existe M € R t.q.

|a,;| <M pour tout n € N. On adonc |z,| < 1+% (etaussi |y, < 1+%). On a alors (en écrivant @(1)—¢(0) = I()l @’(t)dt
avec @ € C®(RR, C) définie par @(t) = (tz,, + (1 - t)y,)")

1
2l -yt :n<zn—yn>f0 (b2 + (1= )"y~ d.

M M
Comme [tz + (1 — t)yy| < t|z,| + (1 — )|yl < 1+ — < e’n (pour tout 1 € N), on en déduit que
n

M M
|Zg_y;1| <tlzy —yule™ =la—ayle™.

On a donc limy, 40 2} =1imy 0o ¥y = limy 1 oo(1 - 4)" = 7%

10.7 Exercices
10.7.1 Transformation de Fourier
Exercice 10.1 (Résultat partiel d’inversion de Fourier dans Lé:) Soit H(t) = et eR. On pose, pour A >0 :

1

hy(x) = (2m)"2 JRH()\t)e”xdt,x eR.

2.1 A
1. Mont h =(=)2 ,
ontrer que h; (x) (n) T2

etJ- hy(x)dx = (27)?.
R

1
Corrigé — Soit x € R. Comme H est paire, on a (21)2 h)(x) = I]R e~ IMl cos(tx)dt et donc
1 n
1 : “At
2 =
(2m)Zhy(x) anr-}:loo . e " cos(tx)dt.
En intégrant deux fois par parties, on remarque que
n 1 x n
J eil)‘tlcos(tx)dt =—- (7)2J\ e M cos(tx)dt + ay,
0 A A Jo
avec limy,_,, o, a, = 0. Ceci donne
n
—|At| _
e cos(tx)dt = ———=(1+Aay),
L () = 7> (14 Aay)

donc hy(x) = ()7 2
et donc hy(x) = (%) Tl

Pour calculer fR hy(x)dx, on utilise le changement de variable x = \y, on obtient

2.1 1 1
[ meix=3 [ sy =,
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2. Soit f € L(lc(IR,B(R), A), montrer que pour tout x € R,on a:
fahy(x) = j H(At)f(t)e™ dt.
R

Corrigé — Noter que \ désigne ici a la fois le paramétre \ introduit au début de I’énoncé et la mesure de Lebesgue.
Cette maladresse de notation semble toutefois sans gravité.

Comme f € L%:(R,B(]R), A) et hy e LR(R, T, \), f = hy(x) est défini pour tout x eR et on a :

Fahy(x) jf Yy (x — t)dt = (2m)” ff (Jny l“ydy)dt

Comme f € L%:(R, T,A) et H(A) € LR’ (R, T, ), on peut utiliser le théoreme de Fubini (théoréme 7.12) pour inverser
I’ordre d’intégration et obtenir :

Fohy(x *%j H(\p) W(J (1) _’tydt)dy

H(\)e™ f(y)d

3. Soit g une fonction mesurable bornée de R dans C, continue en 0. Montrer que g * 1y (0) — V2mg(0) quand
A — 0. [Utiliser 1. et le théoréme de convergence dominée.]

Corrigé — On utilise maintenant le fait que h) € L]E(R, T, A) et g € L3 (R, T, A) pour remarquer que g+ h)(x) est
défini pour tout x € R. Pour x =0, ona :

g*hy(0) = J;Rg(x)h)‘(x)dx - (%)% JR ﬁg(x)dx.

Avec le changement de variable y = % on obtient :
1

m©=(2)" [ som e

Comme |g(Ay)—— 1+y2 | <llgll, 1+}i2 (avec ||gll;, = supyeg |8(x)]) et que la fonction y — 1}}2 est intégrable sur R, on

peut utiliser le théoreme de convergence dominée pour en déduire (grdce a la continuité de g en 0) :

. 2\1 1 1
lim g+ (0) = (2 g(O)ﬁRW@:(zn)zgm.

4. Soit f € L(lc(R, T, A), montrer que :
If *hy— V21 fl|l; — 0lorsque A — 0.
[On pourra utiliser la continuité en moyenne et la question précédente avec g(y) = Il f(x+v)—f(x)|dx.]

Corrigé — Comme IR hy(v)dy = V2m, ona:
If iy~ V2rfly —f j(f(x D) F () (v)dyldx

J U 1f(x =)= f Iy )dy)dx,

En utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7), on en déduit :

If *hy - VZRsll < JR(IRIf(X—y)—f(X)IdX)hx(V)d}’ = g (0),
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avec g(y) = j|f(x +9)— f(x)|dx.

Le théoréme de continuité en moyenne dans L! (théoréme 5.21, écrit pour de fonctions a valeurs réelles mais la
généralisation est immédiate pour des fonctions a valeurs complexes) donne que g est continue en 0 et donc aussi
continue de R dans R (en remarquant que |g(y) — g(2z)| < |g(y — 2)|) et donc aussi mesurable de R dans C. Elle est
également bornée (car |g(v)| < 2||f |1, pour tout v € R). On peut donc utiliser la question précédente, elle donne que
limy_,0 g * ) (0) = 0 et donc que limy_q||f * hy — V21 f|; =0

5. Déduire de ce qui précede le théoreme d’inversion de Fourier, théoreme 10.6.

Corrigé — Onnote L = L(%:(R, T, \). Soit f € L! (on a donc //Fe Co(R,C)). On suppose que }\E L. Soit (Ay)nen C
R une suite t.q. limy,_,, oo Ay = 0. Comme f € LY, la question précédente nous donne que fhy, = V2nf dans Ll
et la question 2 nous donne pour tout n € N et tout x e R :

frhy, (x)= jRH()\nt)f(t)ei’“dt.

On utilise maintenant le théoreme de convergence dominée qui s’applique parce que J?e L er que ’on a, pour tout x
et tout n, [H(A,t) f (£)e**!| < |f (x)|. Comme lim,,_,, oo H(A,,Xx) = 1, pour tout x € R, on a donc, pour tout x € R :

lim fehy, (x Jf ”‘tdt—rf

Enfin, comme f xh) — V27 f dans LY, on peut supposer, aprés extracnon d’une sous-suite, que f % h)x — V2nf
p.p.. On a donc, finalement (par unicité de la limite dans R), V21 f = V2T(f -) p.p., c’est-a-dire f = f

Exercice 10.2 (La transformation de Fourier n’est ni stable ni surjective) Soit a € R’. On note L}C I’espace
Lé:(R,B(]R), A). On pose f = 1[_gq-
1. Calculer la transformée de Fourier de f. En déduire que L}C n’est pas stable par transformation de Fourier.

Corrigé — Onabien f € L%:. Soitt e R*, ona

_ 1 _ ; 1 . [ 2 sin(at)
1xt 1at 1at

e - = 2sin(at) = 4/ — .
VZT( .£a —it\/2'r(( V21 ) LI

Pourt=0,0na f(O) = \/;a. (On peut remarquer que fest bien continue sur R.)

La fonction f n’est pas intégrable sur R (pour la mesure de Lebesgue), ce qui montre que Lé: n’est pas stable par
Fourier.

2. Pour n € N, on pose g,, = 1_y,,,;). Calculer f g, et montrer qu’il existe h,, € L<1C t.q.’h\n = f *g,. Montrer que la
suite f =g, est bornée dans Cy(RR,R) alors que la suite /,, n’est pas bornée dans L(lc. En déduire que la transformée
de Fourier n’est pas surjective de L(}: dans Cy(R, C).

Corrigé — Soit n € N*. La fonction f » g, est définie sur tout R et pour x e R on a

frgnx ff V)gn(x—v)dy = M[-a,a] N [x —n,x + n)), (10.9)
car f(v)gn(x—y)=1siy € [-a,a]N[x—n,x+n] et 0 sinon.
On peut eventuellement expliciter f = g, (mais ce n’est pas nécessaire pour la suite). Pour n > a, on obtient :
0 six>a+n,
a-x+n si —a+n<x<a+n
f(x)=42a sia—n<x<-a+n
x+n+a si-n—-asx<a-n

0 six<-n-a.
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Comme f et g, appartiennent a L(%:, on sait (par le cours) que f + g, € L(lC ef @ =V 271]’\@. On obtient donc, pour
tout t € R (en posant sin(t)/t = 1 pour t = 0),

F o g(t) = Iyl1), avee by (1) = 2\/2 sinfal)cinnt)

La fonction hy, est continue sur R et |h, ()| < VS/T((l/t2) pour tout t, on en déduit que h,, € L%:, on peut donc
appliquer le théoréme d’inversion de Fourier. Il donne

frgn(=)=f*gn=hy
Comme f % g,(—) = f * gy, (par (10.9)), on a bien finalement f = g, = ﬁ,\q avec hy, € L(lc.
Comme f et g, sont de carré intégrable, on sait que f * g, € Co(R,R)) (voir I’exercice 8.7). Ceci peut aussi se voir
directement sur la formule pour f % g,. La formule (10.9) donne aussi |f * g,(x)| < 2a pour tout x et tout n. La suite

(f * 2n)neN est donc bornée dans Co(R,R) (et aussi dans Cqy(R, C)). On montre maintenant que la suite (h;)peN n’est
pas bornée dans L%:.

Soit o > 0 t.q. sin(at)/(at) = 1/2 pour tout t € [0, a]. On a alors pour tout n € N*

\/>J‘ I (D]t > & J‘ |sm (nt) |d _7J lsn;(z)'dZ’

Ce qui prouve que (h,),eN n’est pas bornée dans L(C car la fonction z v sin(z)/z n’est pas intégrable sur R.

Si Uapplication @ — @ était surjective de L%: dans Co(R,C), elle serait alors bijective et continue (car on sait déja
qu’elle est injective et continue). Le théoréeme de Banach U donnerait alors que son inverse est aussi continue, ce qui est
faux car la suite (hy,),eN est bornée dans Co(R, C) alors que la suite (h,;),eN est non bornée dans L(%:.

Exercice 10.3 (Une condition donnant ]?e LY
On note L? I’espace L%(R, T,A).

1. Soient f,g € L', montrer que fg€L!, gj/’\e L!et ff’g\d)\ = fg]/‘\d)\.
2. Soit B = —l %] Montrer que 1g* 15(¢) = (1 —|t])* pour tout ¢ € R.
3. On pose 0,,(t) = (1 - ‘tl) pour tout 1 € N* et pour tout ¢ € R.

(a) Calculer 51 (v) pour tout y € R.
[On pourra remarquer que 0; = 15+ 1g avec B = [—%, %]]

(b) Soit n € N* et y € R*, montrer que

4. Soit f e LI NL*® t.q. ]?(t) € R, pour tout t € R. On se propose de montrer que fe L' (et donc que le théoreme
d’inversion s’applique). On utilise la fonction 0,, de la question précédente.

(a) On note ¢,, = 6”7\; montrer que ¢, T ]/‘\et j(pnd AT f]/‘\d A lorsque 1 — +o0.
(b) Montrer qu’il existe > 0 indépendant de # tel que I/E)\,,(y)dy = o pour tout 1 € N*. En déduire que fe L.

Exercice 10.4 (Transformée de Fourier inverse) Soit f € L]ﬁ(R,B (R),A). On suppose que la transformée de
Fourier de f, notée f, est aussi intégrable (pour la mesure de Lebesgue).

1. Théoreme de Banach : Si T est une application linéaire bijective et continue d’un espace de Banach E dans un espace de Banach F, alors
son inverse est continue.
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1. En utilisant le fait que f prend ses valeurs dans R, montrer que

Re(f(—t)) =Re(f(t)) pour tout ¢ € R,

Im(f(—t)) = —Im(f(t)) pour tout ¢ € R,

ot Re(&) et Im(&) désignent les parties réelle et imaginaire du nombre complexe .

— 1 .
Corrigé — Pourtoutt eR, ona f(t)= — j (x)e >t dx.
f V21 Rf
Soitt € R, on a donc

T _L ixt
Flet) = mjkf(x)e dx.

En utilisant le fait que f prend ses valeurs dans R, on obtient alors la formule suivante pour le conjugué de ]"\(—t)

(noté f(~t)) :
= 1

EPEE N (-onver NN U —ixt 3 _ T
7o mfRﬂx)e dx mfRf(’“’e dx=Fit)

En reprenant encore le conjugué, ceci donne bien ]?(—t) = /?(t).

2. Montrer que

+00
f(x) =4 /% f Re(f (t)e'™)dt pour presque tout x € R.
0

Corrigé — Comme ]"\est intégrable, on sait f = ﬂ—) p-p- (théoreme 10.1). On a donc, pour presque tout x € R,

. o __ . o
fx)= \/%—nfﬂ%f(t)emtdt = \/%J‘_mf(t)elxtdt-F \/%L: f(l‘)e”‘tdt,

Dans intégrale de —co a 0, on utilise le changement de variable s = —t, on obtient

Vorf(x) = joﬂo F(=s)e ™*5ds + joﬂo F(t)e*tdt.

En regroupant les deux intégrales, on en déduit
oo ) .
Vo f(x) = j (f(ft)e*”‘t +f(t)elxt)dt.
0

La premiere question montre que le nombre complexe f(—t) est le conjugué de J?(t). Comme le nombre complexe emixt
est le conjugué de e'™* on en déduit que f(—t)e™"** est le conjugué de f(t)e**. Ceci donne alors

V2rf(x) = Lm 2Re(f(t)e'*)dt.

On obtient bien, finalement, pour presque tout x € R,

f(x)= \/% J; Re(f(t)e'™*)dt.

Exercice 10.5 (Transformée de Fourier pour f de classe C2, a support compact) On note Kfé I’espace

ﬁé(R,B (R), \). Soit f € C2(R,C) (c’est-a-dire que f est une fonction de R dans C, de classe C?, et qu’il existe K
compact de R t.q. f = 0 sur K°).

1. Montrer que f € [Z%: N [Ié

2. Montrer que f € [l(%: N [l(zc. [On pourra utiliser la proposition 10.7.]
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3. Montrer que [[f1l = [Ill2.

N.B. Comme C?(R, C) est dense dans L(2C(]R, B(R), M), cet exercice permet de définir la transformée de Fourier dans
L(?é sans utiliser I’espace S; .

Exercice 10.6 (Caractérisation de m par 71) Soitd > 1.
1. Soit m et p deux mesures signées sur les boréliens de R%. On suppose que 7 = .
(a) Soit p € L(lc(]Rd,B(Rd), A4)- Montrer que j’q}dm = ffﬁdy.

—~ _d i
Corrigé — On remarque que j(pdm =(2m)" 2 I(I e’lx't(p(x)dx) dm(t). (Les intégrales sont toutes sur RY). La
mesure signée m peut se décomposer en différence de deux mesures positives étrangéres m = m*—m™ (décomposition
de Hahn, proposition 2.33). Comme

jﬁe—f”fcp(xndxdmi(t) = llll () < +o0o,

on peut utiliser le théoréme de Funini-Tonelli (théoréme 7.7) avec les mesures Mg et m* et les mesures Ay et m™.

On obtient ainsi :
J’(ﬁdm = (2T()7% j(—[e_ix'tdm(t))@(x)dx = jn?(x)(p(x)dx.

Le méme raisonnement donne f’(ﬁdy. = j’ﬁ(x)(p(x)dx. Comme 1i(x) = J(x) pour tout x € R4, on en déduit bien
[@dm = [@dp.

(b) Montrer que J(pdm = J(pdpt pour tout @ € S(R?,C) (et donc pour tout @ € CX (R, R)).
Corrigé —
Comme S(Rd, C)c L(lC(Rd, B(]Rd), A4), la question précédente donne f@dm = J”(ﬁdy pour tout @ € S(Rd, C). Ox,
Papplication @ > @ est une bijection dans S(Rd,(C) (proposition 10.11). On a donc f(pdm = J(pdyt pour tout
¢ eS(R,C).

(c) Montrer que m = p (On rappelle qu’une fonction de ¢ € C.(R%,R) est limite uniforme de fonctions de
¢ € C2(R, R)).

Corrigé — Soit ¢ € CC(Rd,R) et (Pn)neN C Cg"(Rd,R) t.q. @, — @, uniformément sur R, quand n — +oo. La
question précédente donne J(pnd m= j(p,,d w pour tout n € N. On utilise alors le théoreme de convergence dominée
(ce qui est possible car les mesures m* et w* sont des mesures finies), il donne I(pdm = f(pdpt.

La proposition 5.8 donne alors m = .

2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de R?. On suppose que 71 € L%C(Rd, B(R%), \4). Montrer que m est la
mesure de densité f par rapport 4 la mesure de Lebesgue avec f = in(—-).

Exercice 10.7 (Transformée de Fourier du produit de fonctions)

Pour p € [1,+00], On note LP I’espace Lé(R,B(R), A) et on désigne par || - ||, la norme dans L?.

On note C°(R, C) I’ensemble des fonctions de classe C* et a support compact de R dans C. Enfin, on note C;(R, C)
I’ensemble des fonctions continues bornées de R dans C.

Si f € L!, on désigne par f la transformée de f (on a donc f € Cy(R,C)).

Si f € L2, on désigne par F (f) la transformée de Fourier de f (on a donc F (f) € L?).

On rappelle que si f e L' NL?, ona f: F(f) p.p.- Dans ce cas, on confond, en général, fet F(f).
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1. (Convolution L? — L?). Soit u,v € L2. Montrer que pour tout ¢ € R la fonction s > u(t — s)v(s) est intégrable et
donc que la fonction u * v est définie sur tout R par la formule

uv(t) = J u(t —s)v(s)ds, pour tout t € R.
R

Montrer que u *v € Cy(R,C) et que ||u * || < |[ull2l|v]l2-

Corrigé — On peut choisir pour u et v des représentants et donc considérer que u,v € [%(]R, B(R),\). La question
est alors corrigée dans [’exercice 8.7 (voir la premiére question de cet exercice en prenant p = q = 2). Dans ’exercice
8.7, les fonctions sont a valeurs réelles mais la démonstration est identique pour des fonctions a valeurs complexes.

2. Soit f,g € CZX(R,C).
(a) Montrer que f, g, fg € LI N L2, puis que )/‘\, gellnl?

Corrigé — Il suffit de remarquer que f et g appartiennent a l’espace de Schwartz, noté Sy (voir la definition 10.9).
Comme Sy C LP pour tout 1 < p < +co, onadonc f,g € LY NL? (avec la confusion habituelle entre un élément de
LP et son représentant continu lorsqu’il existe). Puis, comme la transformée de Fourier envoie Sy dans Sy (voir la
proposition 10.11), on a aussi f g€ 8y etdonc f gellnL?

(b) Montrer que, pour tout t € R,

Falt) = —F+301).

1
V2m
[On pourra, par exemple, utiliser le fait que f, g€ L! et calculer f*?(t) en utilisant la définition de fet la

transformée de Fourier inverse pour g]

Corrigé — Soit t € R. comme f,'g\e L2, la fonction f*?est bien définie au point t et on a
Fe3lt) = J-R]?(t —x)g(x)dx

Comme f € L, on peut utiliser la formule définissant J?(t —X). Elle donne

R ~i(t-x)y
f*31) FJ (J e f(v)dy)glx)dx.

On peut maintenant utiliser le théoréme de Fubini car |e~ (=% Vf ®)gX)| = If (v)g(x)| (et I]R J]R |f (v)g(x)|dxdy =

IfI11gll1 < +o0). On obtient
Feglt) = R ixy —ity
S8 .[R( V2m J];%e ﬁx)dx)e fly)dy

Comme g,g € L1, le théoreme d’inversion de Fourier (théoréme 10.6) donne g(y) = \/% IR eixy:g\(x)dx et donc

Fegt= [ e rwisay,
¢est-a-dire (noter que fg € L') f+3(t) = \/ﬁfg

3. Soit f,g € L2. Montrer que, pour tout f € R,

Felt) = ——F(f)« F(g)(1).
fsl(t) NG (8)(t)
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Corrigé — 11 suffit d’utiliser la densité de C° (R, C) dans L2. Soit (f)neN et (gn)neN deux suites de C°(R, C) telles
que f, — f dans L2 et gy — g dans L2, quand n — +oco. On a alors fugn — fg dans LY (il suffit de remarquer que
Il fngn — fg||1 <|lfu-— f||2||gn||2 +f 218y - gll2). La transformée de Fourier envoie continament L' dans Cy(R, C).

On a donc fn gn — f g uniformément sur R. La transformée de Fourier envoie aussi continiiment L? dans L%. On a

donc fn — F(f) et 3, — F(g) dans L2. La premiére question donne alors que f,1 g, — F(f)* F(g) uniformément
sur R.

Soit maintenant t € R, la question précédente donne Eg\n(t) = \/%?f" +¢,,(t). En passant a la limte quand n — +co

on en déduit bien que E(t) = \/%ﬁ(f) « F(g)(1).

Exercice 10.8 (Caractérisation des fonctions a valeurs réelles) Soitd > 1. Pour 1 < p < oo, on note L? I’espace
L2(RY, B(RY), \y).

1. Soit f € S;. Montrer que f(x) € R pour tout x € R si et seulement si f(E,) = f(—&) pour tout & € RY.

2. Soit f € L'. Montrer que f(x) € R pour presque tout x € R4 si et seulement si ]7‘\(5) = f(—é) pour tout & € RY.

3. Soit f € L?. Montrer que f (x) € R pour presque tout x € R si et seulement si ?(5) = f(—é) pour presque tout
EeR4,

Exercice 10.9 (Fourier, série et transformée)

On rappelle que I’espace S est défini par

S ={p € C*(R,C) telle que pour tout o € N et tout n € N, sup |x|°‘|(p(”)(x)| < +oo).
xeR

Soit ¢ € S (On rappelle que @ est alors aussi dans I’espace S et que 5 =@(—)).
1. Soit t € R.

Montrer que la série ) . @(t + 2kT) est absolument convergente (dans C).

Pour ¢ € R, on définit f () par f(t) = Y rez @(t + 2km).
2. Montrer que f € C!(R,C) et que f est 2m-périodique.

On rappelle que ceci donne que f est somme de sa série de Fourier, ¢’est-a-dire que pour tout t dans R on a

£ =) culfe™,

nez

avec ¢,,(f) = % Oznf(x)e_i”xdx.

3. Soit n € Z, montrer que

En déduire que pour tout ¢ dans R

Z(p (t+2km) = Z@ el

keZ neZ

Exercice 10.10 (f € CZ et ]?: 0 sur un ouvert non vide implique f = 0)

Soit f € CZ°(R,C) et U un ouvert non vide de R. On suppose que f = 0 sur U. Montrer que f = 0 sur tout R. [On
pourra commencer par montrer que I’application z = £+ i € C > f f (x)e (&M oot bien définie et dérivable

sur C.]
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