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Chapitre 2

Tribus et mesures

2.1 Introduction

2.1.1 Cas d’un problème “discret”

Pour introduire la série de définitions qui suivent, commençons par quelques exemples,
tirés du calcul des probabilités. Le calcul des probabilités s’intéresse à mesurer la
“chance” qu’un certain événement, résultat d’une expérience, a de se produire. Con-
sidérons par exemple l’expérience qui consiste à lancer un dé. On appelle éventualité
associée à cette expérience un des résultats possibles de cette expérience, et univers
des possibles l’ensemble E de ces éventualités. Dans notre exemple, les éventualités
peuvent être 1,2,3,4,5 ou 6 ; on pourrait choisir aussi comme éventualités les résultats
correspondant au dé cassé. On peut donc tout de suite remarquer que l’ensemble E
des univers du possible dépend de la modélisation, c’est-à-dire de la formalisation
mathématique que l’on fait du problème. Notons qu’il est parfois difficile de définir
l’ensemble E.

À partir des éventualités, qui sont donc les éléments de l’univers des possibles E, on
définit les événements, qui forment un ensemble de parties de E. Dans notre exemple
du lancer de dé, l’ensemble des événements est l’ensemble des parties de E, noté P (E).
Dans l’exemple du dé, la partie {2,4,6} de E est l’événement : “le résultat du lancer
est pair”. On appelle événement élémentaire un singleton, par exemple {6} dans notre
exemple du lancer de dé, événement certain l’ensemble E tout entier, et l’événement
vide l’ensemble vide ∅ (qui a donc une chance nulle de se réaliser). Pour mesurer la
chance qu’a un événement de se réaliser, on va définir une application p de l’ensemble
des événements (donc de P (E) dans notre exemple du lancer de dé) dans [0,1] avec
certaines propriétés (qui semblent naturelles. . . ). La chance (ou probabilité) pour un
événement A ⊂ E de se réaliser sera donc le nombre p(A), appartenant à [0,1].
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L’exemple du lancer de dé, que nous venons de considérer, est un problème discret
fini, au sens ou l’ensemble E est fini. On peut aussi envisager des problèmes discrets
infinis, l’ensemble E est alors infini dénombrable (on rappelle qu’un ensemble I est
dénombrable s’il existe une bijection de I dans N, il est au plus dénombrable s’il existe
une injection de I dans N), ou des problèmes (parfois appelés continus) où E est infini
non dénombrable.

2.1.2 Exemple continu

Considérons maintenant l’expérience qui consiste à lancer une balle de ping-pong
sur une table de ping-pong. Soit E l’ensemble des points de la table de ping-pong, on
peut voir E comme un sous-ensemble de R2, un événement élémentaire est alors un
point (x,y) ∈ E (le point d’impact de la balle), et un événement semble être une partie
quelconque A de P (E). On suppose qu’on a effectué le lancer sans viser, c’est-à-dire
en supposant que n’importe quel point de la table a une chance égale d’être atteint (les
événements élémentaires sont dit équiprobables), et que la balle tombe forcément sur
la table (on est très optimiste. . . ). On se rend compte facilement que la probabilité
pour chacun des points de E d’être atteint doit être nulle, puisque le nombre des points
est infini. On peut aussi facilement deviner que la probabilité pour une partie A d’être
atteinte (dans le modèle équiprobable) est le rapport entre la surface de A et la surface
de E. La notion intuitive de surface correspond en fait à la notion mathématique de
mesure que nous allons définir dans le prochain paragraphe. Malheureusement, comme
on l’a dit dans le chapitre introductif, il ne nous sera pas mathématiquement possible
de définir une application convenable, i.e. qui vérifie les propriétés (4.1)-(4.2), et qui
mesure toutes les parties de R (au sens intuitif de longueur) ou R2 (au sens intuitif
de surface), ou même du sous-ensemble E de R2 (voir à ce sujet l’exercice 2.28). On
va donc définir un sous-ensemble de P (E) (qu’on appelle tribu) sur lequel on pourra
définir une telle application. Dans le cas d’un ensemble fini, la tribu sera, en général,
P (E) tout entier. Mais, dans le cas de la balle de ping-pong que vous venons de décrire,
l’ensemble des événements sera une tribu strictement incluse dans P (E).

2.2 Tribu ou σ−algèbre
Définition 2.1 (Tribu ou σ−algèbre) Soient E un ensemble, T une famille de parties
de E (i.e. T ⊂ P (E)). La famille T est une tribu (on dit aussi une σ−algèbre) sur E si
T vérifie :

1. ∅ ∈ T,E ∈ T,

2. T est stable par union dénombrable, c’est-à-dire que pour toute famille dénombrable
(An)n∈N d’éléments de T, on a

⋃
n∈N An ∈ T.
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3. T est stable par intersection dénombrable, c’est-à-dire que pour toute famille
dénombrable (An)n∈N d’éléments de T, on a

⋂
n∈N An ∈ T.

4. T est stable par passage au complémentaire, c’est-à-dire que pour tout A ∈ T, on a
Ac ∈ T (On rappelle que Ac = E \A).

Il est clair que, pour montrer qu’une partie T de P (E) est une tribu, il est inutile de
vérifier les propriétés 1-4 de la définition précédente. Il suffit de vérifier par exemple
∅ ∈ T (ou E ∈ T), 2 (ou 3) et 4.

Exemples de tribus sur E : {∅,E} et P (E) sont des tribus sur E.

Définition 2.2 (Langage probabiliste) Soient E un ensemble quelconque (parfois
appelé l’univers des possibles) et T une tribu ; on appelle éventualités les éléments de
E et événements les éléments de T. On appelle événement élémentaire un singleton
appartenant à T. On dit que deux événements A,B ∈ T sont incompatibles si A∩B = ∅.

Proposition 2.3 (Stabilité par intersection des tribus) Soient E et I deux ensembles.
Pour tout i ∈ I, on se donne une tribu Ti sur E. Alors, la famille (de parties de E)

⋂

i∈I

Ti = {A ⊂ E; A ∈ Ti , ∀i ∈ I}

est encore une tribu sur E.

DÉMONSTRATION – La démonstration de cette proposition fait l’objet de la première
question de l’exercice 2.2.

Cette proposition nous permet de définir ci-après la notion de tribu engendrée.

Définition 2.4 (Tribu engendrée) Soient E un ensemble et C ⊂ P (E). On appelle
tribu engendrée par C la plus petite tribu contenant C, c’est-à-dire la tribu T(C)
intersection de toutes les tribus sur E contenant C (cette intersection est non vide car
P (E) est une tribu contenant C).

Il est parfois utile d’utiliser la notion d’algèbre, qui est identique à celle de tribu en
remplaçant “dénombrable” par “finie”.

Définition 2.5 (Algèbre) Soient E un ensemble, A une famille de parties de E (i.e.
A ⊂ P (E)). La famille A est une algèbre sur E si A vérifie :

1. ∅ ∈ A,E ∈ A,
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2. A est stable par union finie, c’est-à-dire que pour tout A,B ∈ A on a A∪B ∈ A.

3. A est stable par intersection finie, c’est-à-dire que pour tout A,B ∈ A on a A∩B ∈
A.

4. A est stable par passage au complémentaire, c’est-à-dire que pour tout A ∈ A, on
a Ac ∈ A.

Remarque 2.6 (Algèbre engendrée) Soit E un ensemble et C ⊂ P (E). Comme pour
les tribus, on peut définir l’algèbre engendrée par C. C’est la plus petite algèbre conte-
nant C, c’est-à-dire l’intersection de toutes les algèbres contenant C (voir l’exercice
2.9).

Soit E un ensemble, C ⊂ P (E) et T(C) la tribu engendrée par C (voir la définition 2.4 et
l’exercice 2.2). Il est important de remarquer que, contrairement à ce que l’on pourrait
être tenté de croire, les éléments de la tribu engendrée par C ne sont pas tous obtenus,
à partir des éléments de C, en utilisant les opérations : intersection dénombrable, union
dénombrable et passage au complémentaire. Plus précisément, on pose :

R1(C) = {A ⊂ E tel que A =
⋃

n∈N
Anavec, pour tout n,An ∈ C ou Ac

n ∈ C},

R2(C) = {A ⊂ E tel que A =
⋂

n∈N
Anavec, pour tout n,An ∈ C ou Ac

n ∈ C},

R(C) =R1(C)∪R2(C).

Prenons E = R et C l’ensemble des ouverts de R (donc T(C) est la tribu borélienne
de R, voir définition ci-après). Il est facile de voir que R(C) ⊂ T(C). Cependant, R(C)
n’est pas une tribu (cela est moins facile à voir). En posant : S0 = C, et Sn =R(Sn−1),
pour n ≥ 1, on peut aussi montrer que S = ∪n∈NSn n’est pas une tribu (et que
S ⊂ T(C)).

Remarque 2.7 Soit E un ensemble et C1 ⊂ C2 ⊂ P (E). Il est alors facile de voir que
T(C1) ⊂ T(C2) (cf. Exercice 2.2).

La construction de la tribu de Borel s’appuie sur la topologie des ouverts de R.
Rappelons à toutes fins utiles qu’une topologie est précisément la donnée des ouverts :

Définition 2.8 (Topologie) Soit E un ensemble. Une topologie sur E est donnée par
une famille de parties de E, appelées ouverts de E, contenant ∅ et E, stable par union
(quelconque) et stable par intersection finie. L’ensemble E, muni de cette famille de
parties, est alors un espace topologique.
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Définition 2.9 (Tribu borélienne) Soit E un ensemble muni d’une topologie (un
espace métrique, par exemple). On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la
tribu engendrée par l’ensemble des ouverts de E, cette tribu sera notée B(E). Dans le
cas E = R, cette tribu est donc notée B(R). On appelle borélien de R un élément de la
tribu borélienne.

Un des objectifs principaux de ce chapitre est de construire une application λ de la
tribu B(R) dans R+ telle que :

1. λ(]α,β[) = β−α, pour tout α,β ∈ R α < β,

2. λ(∪n∈NAn) =
∑

n∈Nλ(An), pour toute suite (An)n∈N ⊂ B(R) telle que An∩Am = ∅
si n , m. (Noter que ∪n∈NAn ∈ B(R) grâce à la stabilité d’une tribu par union
dénombrable.)

C’est l’objet du paragraphe 2.5. Une question naturelle est de savoir si l’on peut
prendre B(R) = P (R). La réponse est non (voir les exercices 2.28 et 2.29). On peut
même démontrer que card(B(R)) = card(R) (alors que card(P (R)) > card(R)).

On donne maintenant un rappel rapide sur les cardinaux (sans entrer dans les aspects
difficiles de la théorie des ensembles, et donc de manière peut-être un peu imprécise).

Soient A et B deux ensembles.

1. On dit que card(A) = card(B) s’il existe une application bijective de A dans B. Pour
montrer que deux ensembles ont même cardinaux, il est souvent très utile d’utiliser
le théorème de Bernstein (voir l’exercice 1.11). Ce théorème dit que s’il existe une
injection de A dans B et une injection de B dans A, alors il existe une bijection de A
dans B (et donc card(A) = card(B)). Le théorème de Bernstein motive également
la définition suivante.

2. On dit que card(A) ≤ card(B) s’il existe une application injective de A dans B.

3. Un autre théorème intéressant, dû à Cantor, donne que, pour tout ensemble X,
on a card(X) < card(P (X)) (c’est-à-dire card(X) ≤ card(P (X)) et card(X) ,
card(P (X))). On a donc, en particulier, card(P (R)) > card(R). La démonstration
du théorème de Cantor est très simple. Soit ϕ : X→P (X). On va montrer que ϕ
ne peut pas être surjective. On pose A = {x ∈ X; x < ϕ(x)} (A peut être l’ensemble
vide). Supposons que A ∈ Im(ϕ). Soit alors a ∈ X tel que A = ϕ(a). Si a ∈ A = ϕ(a),
alors a < A par définition de A. Si a < A = ϕ(a), alors a ∈ A par définition de A.
On a donc montré que A ne peut pas avoir d’antécédent (par ϕ) et donc ϕ n’est pas
surjective.
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Proposition 2.10 On note C1 l’ensemble des ouverts de R, C2 = {]a,b[, a,b ∈ R,
a < b} et C3 = {]a,∞[, a ∈ R}. Alors T(C1) = T(C2) = T(C3) = B(R). (Noter que
d’autres caractérisations de B(R), semblables, sont possibles.)

DÉMONSTRATION – On a, par définition de B(R), T(C1) = B(R). On va démontrer
ci-après que T(C1) = T(C2) (le fait que T(C2) = T(C3) est laissé au lecteur).

Comme C2 ⊂ C1, on a T(C2) ⊂ T(C1). Il suffit donc de démontrer l’inclusion inverse.
On va montrer que C1 ⊂ T(C2), on aura alors que T(C1) ⊂ T(C2).

Soit O un ouvert de R. On suppose O , ∅ (on sait déjà que ∅ ∈ T(C2)). Le lemme 2.11
ci-après nous donne l’existence d’une famille (In)n∈A d’intervalles ouverts telle que
A ⊂ N et O =

⋃
n∈A In. Noter qu’on a aussi O =

⋃
n∈N In en posant In = ∅ si n ∈ N\A.

Comme In ∈ C2 ⊂ T(C2) pour tout n ∈ A et ∅ ∈ T(C2), on en déduit, par stabilité
dénombrable d’une tribu, que O ∈ T(C2). Donc, C1 ⊂ T(C2) et donc T(C1) ⊂ T(C2).
On a bien montré que T(C1) = T(C2).

Lemme 2.11 Tout ouvert non vide de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles
ouverts bornés.

DÉMONSTRATION – Soit O un ouvert de R, O , ∅. On pose A = {(β,γ) ∈Q2 ; β < γ,
]β,γ[⊂ O}. On a donc

⋃
(β,γ)∈A]β,γ[⊂ O. On va montrer que O ⊂⋃

(β,γ)∈A]β,γ[ (et
donc que O =

⋃
(β,γ)∈A]β,γ[).

Soit x ∈ O, il existe αx > 0 tel que ]x − αx,x + αx[⊂ O. En prenant βx ∈ Q∩]x −
αx,x[ et γx ∈ Q∩]x,x + αx[ (de tels βx et γx existent) on a donc x ∈]βx,γx[⊂ O
et donc (βx,γx) ∈ A. D’où x ∈]βx,γx[⊂ ⋃

(β,γ)∈A]β,γ[. On a bien montré que O ⊂⋃
(β,γ)∈A]β,γ[ et donc que O =

⋃
(β,γ)∈A]β,γ[. Comme Q2 est dénombrable, A est au

plus dénombrable et le lemme est démontré.

On peut aussi montrer que tout ouvert non vide est réunion au plus dénombrable
d’intervalles ouverts disjoints deux à deux (cf. le lemme 2.44 page 65).

Définition 2.12 (Espace et partie mesurable ou probabilisable) Soient E un
ensemble et T une tribu sur E. Le couple (E,T) est appelé espace mesurable ou (en
langage probabiliste !) espace probabilisable. Les parties de E qui sont (resp. ne sont
pas) des éléments de T sont dites mesurables ou probabilisables (resp. non mesurables,
non probabilisables).

2.3 Mesure, probabilité
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Définition 2.13 (Mesure) Soit (E,T) un espace mesurable. On appelle mesure une
application m : T→ R+ (avec R+ = R+ ∪ (+∞)) vérifiant :

1. m(∅) = 0,

2. m est σ-additive, c’est-à-dire que pour toute famille (An)n∈N d’éléments de T
disjoints deux à deux (i.e. tels que An ∩ Am = ∅, si n , m) on a :

m(
⋃

n∈N
An) =

∑

n∈N
m(An). (2.1)

Remarque 2.14

1. Dans la définition précédente on a étendu à R+ l’addition dans R+. On a simplement
posé x+ (+∞) = +∞, pour tout x ∈ R+. Noter également que la somme de la série
dans la définition précédente est à prendre dans R+ et que, bien sûr, a =

∑
n∈N an

signifie simplement que
∑n

p=0 ap→ a (dans R+) quand n→ +∞.

2. Soient x,y,z ∈ R+. Remarquer que x+ y = x+ z implique y = z si x , +∞.

3. Dans la définition précédente, la condition 1. peut être remplacée par la condition :
∃ A ∈ T,m(A) < ∞. La vérification de cette affirmation est laissée au lecteur
attentif.

4. Il est intéressant de remarquer que, pour une série à termes positifs, l’ordre de
sommation est sans importance. Plus précisément, si (an)n∈N ⊂ R+ et si ϕ est une
bijection de N dans N, on a

∑
n∈N an =

∑
n∈N aϕ(n). C’est l’objet du lemme 2.15.

5. Une conséquence immédiate de la σ-additivité est l’additivité, c’est-à-dire que

m(
n⋃

p=0

Ap) =
n∑

p=0

m(Ap)

pour toute famille finie (Ap)p=0,...,n d’éléments de T, disjoints deux à deux. L’addi-
tivité se démontre avec la σ-additivité en prenant Ap = ∅ pour p > n dans (2.1).

6. Dans le cas E = R et T = P (R), il est facile de construire des mesures sur T, mais il
n’existe pas de mesure sur T, notée m, telle que m(]a,b[) = b− a pour tout a, b ∈ R,
a < b (voir les exercices 2.29 et 2.28). Une telle mesure existe si on prend pour T la
tribu borélienne de R, c’est l’objet de la section 2.5.

Lemme 2.15 Soit (an)n∈N ⊂ R+ et soit ϕ : N→ N bijective ; alors
∑

n∈N
an =

∑

n∈N
aϕ(n).
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DÉMONSTRATION – On pose

A =
∑

n∈N
an(= lim

n→+∞

n∑

p=0

ap) et B =
∑

n∈N
aϕ(n)(= lim

n→+∞

n∑

p=0

aϕ(p)).

Noter que A, B ∈ R+. On veut montrer que A = B.

On montre d’abord que B≤ A. Soit n ∈ N. On pose N = max{ϕ(0), . . . ,ϕ(n)}. Comme
aq ≥ 0 pour tout q ∈ N, on a

∑n
p=0 aϕ(p) ≤

∑N
p=0 ap ≤ A. On en déduit, faisant tendre

n vers∞ que B≤ A.

En raisonnant avec l’inverse de ϕ on a aussi A ≤ B et finalement A = B.

Définition 2.16 (Mesure finie et probabilité) Soit (E,T) un espace mesurable.

1. On appelle mesure finie une mesure m sur T telle que m(E) <∞.

2. On appelle probabilité une mesure p sur T telle que p(E) = 1.

Définition 2.17 (Espace mesuré, espace probabilisé) Soient (E,T) un espace mesu-
rable, et m une mesure (resp. une probabilité) sur T. Le triplet (E,T,m) est appelé
espace mesuré (resp. espace probabilisé).

Définition 2.18 (Mesure σ-finie) Soit (E,T,m) un espace mesuré, on dit que m est
σ-finie (ou que (E,T,m) est σ-fini) si il existe une suite (An)n∈N telle que

An ∈ T, m(An) < +∞, pour tout n ∈ N, et E =
⋃

n∈N
An.

Remarque 2.19 Soit (E,T,m) un espace mesuré σ-fini. Une conséquence de la défini-
tion 2.18 est qu’il existe alors une suite (En)n∈N d’élément de T telle que m(En) < +∞
pour tout n, E = ∪n∈NEn et En∩Em = ∅ si n ,m. En effet, à partir de la suite (An)n∈N
donnée par la définition 2.18, on construit une suite (En)n∈N en posant

E0 = A0 et, pour n > 0, En = An \
n−1⋃

p=0

Ep.

La suite (En)n∈N vérifie bien les propriétés désirées.

Exemple 2.20 (Mesure de Dirac) Soient (E,T) un espace mesurable et a ∈ E. On
définit sur T la mesure δa par (pour A ∈ T) :

δa(A) =


0 si a < A,

1 si a ∈ A.
(2.2)
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On peut remarquer que la mesure de Dirac est une probabilité.

Remarque 2.21 (Comment choisir la probabilité) Soit (E, T) un espace probabili-
sable, on peut évidemment définir plusieurs probabilités sur T. C’est tout l’art de la
modélisation que de choisir une probabilité qui rende compte du phénomène aléatoire
que l’on veut observer. On se base pour cela souvent sur la notion de fréquence, qui
est une notion expérimentale à l’origine. Soit A ∈ T un événement, dont on cherche à
évaluer la probabilité p(A). On effectue pour cela N fois l’expérience dont l’univers
des possibles est E, et on note NA le nombre de fois où l’événement A est réalisé. A
N fixé, on définit alors la fréquence fN(A) de l’événement A par :

fN(A) =
NA

N
.

Expérimentalement, il s’avère que fN(A) admet une limite lorsque N→ +∞. C’est ce
qu’on appelle la loi empirique des grands nombres. On peut donc définir expérimen-
talement p(A) = limN→+∞ fN(A). Cependant, on n’a pas ainsi démontré que p est
une probabilité : il ne s’agit pour l’instant que d’une approche intuitive. On donnera
plus loin la loi forte des grands nombres (proposition 6.99), qui permettra de justifier
mathématiquement la loi empirique. On peut remarquer que fN(E) = N

N = 1.

Exemple 2.22 (Le cas équiprobable) Soit (E, T, p) un espace probabilisé. On sup-
pose que tous les singletons appartiennent à la tribu et que les événements élémentaires
sont équiprobables. On a alors : p({x}) = 1

cardE pour tout x ∈ E.

Définition 2.23 (Mesure atomique) Soit (E,T,m) un espace mesuré tel que : {x} ∈ T
pour tout x de E. On dit que m est portée par S ∈ T si m(Sc) = 0. Soit x ∈ E, on dit
que x est un atome ponctuel de m si m({x}) , 0. On dit que m est purement atomique
si elle est portée par la partie de E formée par l’ensemble de ses atomes ponctuels.

Définition 2.24 (Mesure diffuse) Soient (E,T) un espace mesurable et m une mesure
sur T . On dit que m est diffuse si {x} ∈ T et m({x}) = 0 pour tout x ∈ E. (Cette
définition est aussi valable pour une mesure signée sur T, définie dans la section 2.4.)

Définition 2.25 (Partie négligeable) Soient (E,T,m) un espace mesuré et A ⊂ E. On
dit que A est négligeable s’il existe un ensemble B ∈ T tel que A ⊂ B et m(B) = 0.

Définition 2.26 (Mesure complète) Soit (E,T,m) un espace mesuré, on dit que m
est complète (ou que l’espace (E,T,m) est complet) si toutes les parties négligeables
sont mesurables, c’est-à-dire appartiennent à T.

La proposition suivante donne les principales propriétés d’une mesure.
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Proposition 2.27 (Propriétés des mesures) Soit (E,T,m) un espace mesuré. La
mesure m vérifie les quatre propriétés suivantes :

1. Monotonie : Soit A, B ∈ T, A ⊂ B, alors

m(A) ≤m(B). (2.3)

2. σ-sous-additivité : Soit (An)n∈N ⊂ T, alors

m(
⋃

n∈N
An) ≤

∑

n∈N
m(An). (2.4)

3. Continuité croissante : Soit (An)n∈N ⊂ T, telle que An ⊂ An+1, pour tout n ∈ N,
alors

m(
⋃

n∈N
An) = lim

n→∞(m(An)) = sup
n∈N

(m(An)). (2.5)

4. Continuité décroissante : Soit (An)n∈N ⊂ T, telle que An+1 ⊂ An, pour tout n ∈ N,
et telle que il existe n0 ∈ N, m(An0

) <∞, alors

m(
⋂

n∈N
An) = lim

n→∞(m(An)) = inf
n∈N

(m(An)). (2.6)

DÉMONSTRATION – La démonstration de ces propriétés est facile : elles découlent
toutes du caractère positif et du caractère σ-additif de la mesure. Attention : ces
propriétés ne sont pas vérifiées par les mesures signées que nous verrons à la section
2.4.

1. Monotonie. Soit A,B ∈ T, A ⊂ B. On a B = A∪ (B \A) et A∩ (B \A) = ∅. Comme
A ∈ T et B \ A = B∩ Ac ∈ T, l’additivité de m (voir la remarque 2.14) donne
m(B) = m(A) +m(B \A) ≥m(A), car m prend ses valeurs dans R+.

Noter aussi que m(B \ A) = m(B) −m(A) si 0 ≤ m(A) ≤ m(B) < ∞ (mais cette
relation n’a pas de sens si m(A) = m(B) =∞).

2. σ−sous additivité. Soit (An)n∈N ⊂ T. On veut montrer que

m(
⋃

n∈N
An) ≤

∑

n∈N
m(An).

On pose B0 = A0 et, par récurrence sur n, Bn = An \ (
⋃n−1

i=0 Bi) pour n ≥ 1. Par
récurrence sur n on montre que Bn ∈ T pour tout n en remarquant que, pour n > 1,
Bn = An ∩ (

⋂n−1
i=0 Bc

i ). La construction des Bn assure que

Bn ∩Bm = ∅ si n ,m et
⋃

n∈N
An =

⋃

n∈N
Bn.

Pour vérifier cette dernière propriété, on remarque que

Bn ⊂ An et donc
⋃

n∈N
Bn ⊂

⋃

n∈N
An.
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Puis, si x ∈ An et x <
⋃n−1

i=0 Bi , on a alors

x ∈ An ∩ (
n−1⋂

i=0

Bc
i ) = Bn.

Ceci prouve que ⋃

n∈N
An ⊂

⋃

n∈N
Bn

et donc, finalement, ⋃

n∈N
An =

⋃

n∈N
Bn.

On utilise maintenant la σ-additivité de m et la monotonie de m (car Bn ⊂ An) pour
écrire que

m(
⋃

n∈N
An) = m(

⋃

n∈N
Bn) =

∑

n∈N
m(Bn) ≤

∑

n∈N
m(An).

3. Continuité croissante. Soit (An)n∈N ⊂ T, telle que An ⊂ An+1, pour tout n ∈ N. Par
monotonie de m, on a

m(An+1) ≥m(An), pour tout n ∈ N,
et donc

lim
n→+∞m(An) = sup

n∈N
m(An) ∈ R+.

On pose A =
⋃

n∈N An et on définit la suite (Bn)n∈N par

B0 = A0 et Bn = An \An−1 pour tout n ≥ 1

(noter que An−1 ⊂ An). On a

A =
⋃

n∈N
An =

⋃

n∈N
Bn,Bn ∈ T pour tout n ∈ N et Bn ∩Bm = ∅ si n ,m.

La σ-additivité de m nous donne

m(A) = m(
⋃

n∈N
Bn) =

∑

n∈N
m(Bn) = lim

n→+∞

n∑

p=0

m(Bp).

Puis, comme An =
⋃n

p=0 Bp, l’additivité de m (qui se déduit de la σ-additivité) nous
donne

n∑

p=0

m(Bp) = m(An) et donc m(A) = lim
n→+∞m(An).

4. Continuité décroissante. Soit (An)n∈N ⊂ T, telle que An+1 ⊂ An, pour tout n ∈ N,
et telle qu’il existe n0 ∈ N, m(An0

) <∞.

Par monotonie, on a m(An+1) ≤ m(An) pour tout n ∈ N et donc

lim
n→+∞m(An) = inf

n∈N
m(An) ∈ R+.

On a aussi, par monotonie,

m(A) ≤m(An), pour tout n ∈ N, avec A =
⋂

n∈N
An.
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Comme m(An0
) <∞, on a aussi

m(An) <∞ pour tout n ≥ n0 et m(A) <∞.

On pose Bn = An0
\An = An0

∩Ac
n ∈ T, pour tout n ≥ n0. La suite (Bn)n≥n0

est
croissante (Bn ⊂ Bn+1 pour tout n ≥ n0) et

B =
⋃

n≥0

Bn =
⋃

n≥n0

(An0
\An) = An0

\
⋂

n≥n0

An = An0
\A.

La continuité croissante donne

m(An0
\A) = m(B) = lim

n→+∞m(Bn) = lim
n→+∞m(An0

\An). (2.7)

Comme A ⊂ An0
, on a m(An0

\A) = m(An0
)−m(A) (car m(A) ≤m(An0

) <∞, on
utilise ici la remarque à la fin de la preuve de la monotonie). De même, comme
An ⊂ An0

(pour n ≥ n0), on a m(An0
\ An) = m(An0

) −m(An) (car m(An) ≤
m(An0

) <∞). En utilisant une nouvelle fois que m(An0
) <∞, on déduit de (2.7)

que m(A) = limn→+∞m(An).

Théorème 2.28 (Mesure complétée) Soit (E,T,m) un espace mesuré, on note Nm

l’ensemble des parties négligeables. On pose T = {A∪N, A ∈ T, N ∈ Nm}. Alors
T est une tribu, et il existe une et une seule mesure, notée m, sur T, égale à m sur
T. De plus, une partie de E est négligeable pour (E,T,m) si et seulement si elle est
négligeable pour (E,T,m). la mesure m est complète et l’espace mesuré (E,T,m)
s’appelle le complété de (E,T,m). La mesure m s’appelle la mesure complétée de la
mesure m.

La démonstration de ce théorème fait l’objet de l’exercice 2.33.

On introduit maintenant la notion de mesure absolument continue, cette notion est
intéressante en liaison avec les mesures de densité (définition 4.21). On montrera au
chapitre 6 que, si (E,T,m) un espace mesuré σ-fini et µ une mesure finie sur T, alors µ
est absolument continue par rapport à m si et seulement si µ est une mesure de densité
par rapport à m (théorème 6.78). Cette notion de mesure absolument continue peut
être sautée en première lecture.

Définition 2.29 (Mesure absolument continue, mesure étrangère)

Soient (E,T) un espace mesurable, et m et µ des mesures (positives) sur T.

1. On dit que la mesure µ est absolument continue par rapport à la mesure m (et on
note µ << m) si pour tout A ∈ T tel que m(A) = 0, alors µ(A) = 0.

2. On dit que la mesure µ est étrangère à la mesure m (et note µ⊥m) s’il existe A ∈ T
tel que m(A) = 0 et µ(Ac) = 0.
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Proposition 2.30 Soient (E,T) un espace mesurable, et m et µ des mesures (positives)
sur T ; on suppose de plus que la mesure µ est σ-finie. Alors il existe une mesure µa
absolument continue par rapport à m et une mesure µe étrangère à m (et à µa) telle
que µ = µa + µe.

DÉMONSTRATION – On suppose tout d’abord que µ est une mesure finie. On pose
α = sup{µ(A); A ∈ T,m(A) = 0}. Il existe donc une suite (An)n∈N ⊂ T telle que
m(An) = 0, pour tout n ∈ N, et µ(An) → α, quand n→ +∞. On pose alors C =⋃

n∈N An.

On a C ∈ T, 0 ≤m(C) ≤∑
n∈Nm(An) = 0 (par σ-sous additivité de m), µ(C) ≥ µ(An)

pour tout n ∈ N (par monotonie de µ) et donc, en passant à la limite quand n→ +∞,
µ(C) ≥ α. Enfin, la définition de α donne alors µ(C) = α. On a donc trouvé C ∈ T tel
que m(C) = 0 et µ(C) = α.

Pour A ∈ T, on pose µe(A) = µ(A∩C) et µa(A) = µ(A∩Cc).

Il est clair que µe et µa sont des mesures sur T et que µ = µe + µa. Comme µe(Cc) = 0
et µa(C) = 0, les mesures µa et µe sont étrangères. Comme m(C) = 0 et µe(Cc) = 0,
les mesures µe et m sont aussi étrangères. Il reste à montrer que µa est absolument
continue par rapport à m.

Soit B ∈ T tel que m(B) = 0. On veut montrer que µa(B) = 0, c’est-à-dire que µ(B∩
Cc) = 0. On pose D = B∩Cc et F = C∪D. Comme D∩C = ∅, on a

m(F) = m(C) +m(D) ≤m(C) +m(B) = 0 et mu(F) = µ(C) + µ(D) = α+ µ(D).
Comme m(F) = 0, la définition de α donne que µ(F) ≤ α. On a donc α+ µ(D) ≤ α,
d’où l’on déduit, comme α ∈ R (et c’est ici que l’on utilise le fait que µ est une
mesure finie), que µ(D) = 0, c’est-à-dire µa(B) = 0. On a bien ainsi montré que µa est
absolument continue par rapport à m.

On considère maintenant le cas général où µ est σ-finie. Il existe une suite (En)n∈N ⊂ T
telle que E =

⋃
n∈N En, µ(En) <∞ pour tout n ∈ N et En ∩ Em = ∅ si n , m (voir la

remarque 2.19).

Pour n ∈ N et A ∈ T, on pose
µ(n)(A) = µ(A∩ En).

La mesure µ(n) est donc finie sur T. Le raisonnement précédent donne donc l’existence

de µ(n)
a absolument continue par rapport à m et de µ(n)

e étrangère à m (et à µ(n)
a ) telle

que µ(n) = µ(n)
a + µ(n)

e . On pose alors, pour A ∈ T :

µe(A) =
∑

n∈N
µ

(n)
e (A); µa(A) =

∑

n∈N
µ

(n)
a (A).

µe et µa sont bien des mesures sur T (voir l’exercice 4.2) et il est clair que µ = µe + µa,
µa absolument continue par rapport à m et µe étrangère à m (et à µa).

Il est parfois utile (surtout en théorie des probabilités, mais une telle question apparaît
aussi dans le section 2.5 et dans le chapitre 7) de montrer l’unicité d’une mesure ayant
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des propriétés données. La proposition suivante donne une méthode pour montrer une
telle unicité (d’autres méthodes sont possibles, voir, par exemple, la proposition 5.8
dans le chapitre 5).

Proposition 2.31 (Condition suffisante pour l’égalité de deux mesures) Soit
(E,T) un espace mesurable et m, µ deux mesures sur T. On suppose qu’il existe C ⊂ T
tel que

1. C engendre T,

2. C est stable par intersection finie (c’est-à-dire A,B ∈ C ⇒ A∩B ∈ C),

3. Il existe une suite (En)n∈N ⊂ C telle que En ∩ Em = ∅ si n , m, m(En) <∞, pour
tout n ∈ N, et E =

⋃
n∈N En,

4. m(A) = µ(A) pour tout A ∈ C.

On a alors m = µ (c’est-à-dire m(A) = µ(A) pour tout A ∈ T).

La démonstration de cette proposition fait l’objet de l’exercice 2.22 qui découle de
l’exercice 2.14 (consacré au théorème π −λ de E. Dynkin).

2.4 Mesure signée

Définition 2.32 (Mesure signée) Soit (E,T) un espace mesurable. On appelle mesure
signée (sur T) une application m : T → R vérifiant la propriété de σ-additivité,
c’est-à-dire telle que pour toute famille (An)n∈N ⊂ T, telle que An ∩ Am = ∅, si n ,
m,

m(
⋃

n∈N
An) =

∑

n∈N
m(An). (2.8)

Noter qu’une mesure signée prend ses valeurs dans R. En prenant An = ∅ pour tout
n ∈ N dans (2.8), on en déduit que m(∅) = 0.

On peut aussi considérer des mesures à valeurs complexes (c’est-à-dire dans C). Dans
ce cas, les parties réelles et imaginaires de ces mesures à valeurs complexes sont des
mesures signées.

Dans toute la suite du cours, les mesures considérées seront en général positives,
c’est-à-dire (cf. définition 2.13) à valeurs dans R+. Lorsque l’on s’intéressera à des
mesures prenant leurs valeurs dans R, on précisera qu’il s’agit de mesures signées.
Noter que les mesures signées ne vérifient pas, en général, les propriétés (2.3) et (2.4).
Pour avoir un contre–exemple, il suffit de considérer une mesure signée m (non nulle)
telle que −m soit une mesure (positive).
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Proposition 2.33 (Décomposition de Hahn d’une mesure signée) Soient (E,T) un
espace mesurable et m une mesure signée sur T. Alors, il existe deux mesures (posi-
tives) finies, notées m+ et m−, telles que :

1. m(A) = m+(A)−m−(A), pour tout A ∈ T.

2. Les mesures m+ et m− sont étrangères, c’est-à-dire qu’il existe C ∈ T tel que
m+(C) = 0, et m−(E \C) = 0.

Une conséquence des propriétés ci-dessus est que m−(A) = −m(A∩C) et m+(A) =
m(A∩Cc) pour tout A ∈ T.

De plus, la décomposition de m en différence de deux mesures (positives) finies
étrangères est unique. Elle s’appelle décomposition de Hahn de m.

DÉMONSTRATION – La démonstration d’existence de m+ et m− est décomposée en
trois étapes. Dans la première étape, on va montrer que, si A ∈ T, il existe Ã ∈ T tel
que Ã ⊂ A, m(Ã) ≥m(A) et :

B ∈ T, B⊂ Ã ⇒ m(B) ≥ 0.

Cette première étape nous permettra, dans l’étape 2, de montrer l’existence de C ∈ T
tel que m(C) = sup{m(A),A ∈ T} ; ceci montre, en particulier que sup{m(A),A ∈
T} <∞.

Enfin, dans l’étape 3, on pose m+(A) = m(A∩C) et m−(A) = −m(A∩Cc) (pour tout
A ∈ T) et on remarque que m+ et m− sont des mesures finies, étrangères et telles que
m = m+ −m−.

Étape 1. Soit A ∈ T, on montre, dans cette étape, qu’il existe Ã ∈ T tel que Ã ⊂ A,
m(Ã) ≥m(A) et :

B ∈ T, B⊂ Ã ⇒ m(B) ≥ 0. (2.9)

On commence par montrer, par récurrence sur n, l’existence d’une suite (Bn)n∈N
d’éléments de T tels que :

1. B0 = A,

2. Bn+1 ⊂ Bn, pour tout n ∈ N,

3. m(Bn \Bn+1) ≤ βn = max{αn2 ,−1} où αn = inf{m(C),C ∈ T,C ⊂ Bn}.
On prend B0 = A. Soit maintenant n ∈ N, on suppose Bp connu pour p ≤ n. On a

αn = inf{m(C),C ⊂ Bn} ≤ 0

(car ∅ ⊂ Bn). Si αn = −∞, il existe Cn ∈ T tel que

Cn ⊂ Bn et m(Cn) ≤ βn = −1.

Si −∞ < αn < 0, on a βn > αn, il existe donc Cn ∈ T tel que

Cn ⊂ Bn et m(Cn) ≤ βn.
Si αn = 0, on prend Cn = ∅. Enfin, on prend Bn+1 = Bn \ Cn et on obtient bien les
propriétés désirées en remarquant que Cn = Bn \Bn+1.
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La suite (Bn)n∈N est décroissante (c’est-à-dire Bn+1 ⊂ Bn pour tout n ∈ N). Pour m
> n, on a donc Cm ⊂ Bm ⊂ Bn+1 et donc Cm ∩ Cn = ∅ (car Bn+1 = Bn \ Cn). Par
σ-additivité de m, on en déduit

m(
⋃

n∈N
Cn) =

∑

n∈N
m(Cn).

Comme m(
⋃

n∈N Cn) ∈ R, la série de terme général m(Cn) est convergente. On a donc

m(Cn)→ 0 quand n→ +∞ et donc βn→ 0 quand n→ +∞
(car m(Cn) ≤ βn ≤ 0) et, finalement,

αn→ 0 quand n→ +∞.

On pose maintenant

Ã = A \
⋃

n∈N
Cn =

⋂

n∈N
Bn.

On a, bien sûr, Ã ∈ T et Ã ⊂ A. On montre maintenant que Ã vérifie (2.9). Soit C ∈ T,
C ⊂ Ã. On a, pour tout n ∈ N, C ⊂ Bn et donc m(C) ≥ αn. Quand n→ +∞, on en
déduit que m(C) ≥ 0. ce qui donne bien (2.9).

Il reste à montrer que m(Ã) ≥m(A). Comme A = Ã∪ (
⋃

n∈N Cn) (et que cette union
est “disjointe”), la σ-additivité de m donne que m(A) = m(Ã) +

∑
n∈Nm(Cn) ≤m(Ã).

Ce qui termine la première étape.

Étape 2. On pose α = sup{m(A),A ∈ T} et on montre, dans cette étape, qu’il existe
C ∈ T tel que m(C) = α.

Par définition d’une borne supérieure, il existe une suite (An)n∈N d’éléments de T
telle que m(An)→ α quand n→ +∞. Grâce à l’étape 1, on peut supposer (quitte à
remplacer An par Ãn construit comme dans l’étape 1) que An vérifie (2.9), c’est-à-dire
que pour tout n ∈ N :

B ∈ T, B⊂ An ⇒ m(B) ≥ 0. (2.10)

On pose C =
⋃

n∈N An. On commence par montrer que m(C) ≥ m(Am), pour tout
m ∈ N.

Soit m ∈ N. On peut écrire C comme une union “disjointe” :

C = Am ∪ (
⋃

n,m
Cn,m),

avec Cn,m ∈ T et Cn,m ⊂ An pour tout m , n. En effet, il suffit pour cela de construire
par récurrence (sur n) la suite des Cn,m en prenant pour Cn,m l’intersection de C avec
An à laquelle on retranche Am et les Cn,m précédemment construits.
Par σ-additivité de m, on a

m(C) = m(Am) +
∑

n,m
m(Cn,m)

puis, comme Cn,m ⊂ An, on a, par (2.10), m(Cn,m) ≥ 0. On en déduit m(C) ≥m(Am).

En faisant tendre m vers∞, on a alors m(C) ≥ α et donc, finalement m(C) = α.

Étape 3. Construction de m+ et m−.
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Pour construire m+ et m−, on utilise un élément C de T tel que m(C) = α = sup{m(A),
A ∈ T} (l’existence de C a été montré à l’étape 2). Pour A ∈ T, on pose :

m+(A) = m(A∩C), m−(A) = −m(A∩Cc).

On a m+(∅) = m−(∅) = 0 (car m(∅) = 0) et les applications m+ et m− sont des
applications σ−additives de T dans R (car m est σ−additive). Pour montrer que m+ et
m− sont des mesures finies, il suffit de montrer qu’elles prennent leurs valeurs dans
R+, ce que l’on montre maintenant.

Soit A ∈ T, on a, par additivité de m et grâce à la définition de α,
α = m(C) = m(A∩C) +m(Ac ∩C) ≤m(A∩C) +α.

On en déduit m(A∩C) ≥ 0, ce qui prouve bien que m+(A) ∈ R+. On a aussi, encore
une fois par additivité de m et grâce à la définition de α,

α ≥m(C) +m(A∩Cc) = α+m(A∩Cc).
On en déduit m(A∩Cc) ≤ 0 et donc m−(A) ∈ R+.

Les applications m+ et m− sont des mesures finies (noter que m+(E) = m(E∩C) <∞
et m−(E) = m(E∩Cc) <∞). Elles sont étrangères car

m+(Cc) = m(Cc ∩C) = m(∅) = 0 et m−(C) = −m(C∩Cc) = 0.
Enfin, pour tout A ∈ T, on a, par σ-additivité de m :

m(A) = m(A∩C) +m(A∩Cc) = m+(A)−m−(A).
Ceci termine la démonstration de l’existence de m+ et m−.

Pour montrer l’unicité de cette décomposition de m, on suppose que µ et ν sont
deux mesures finies étrangères telles que m = µ− ν. Comme elle sont étrangères, il
existe D ∈ T tel que µ(Dc) = ν(D) = 0. On montre alors que, pour tout A ∈ T, on a
nécessairement :

µ(A) = sup{m(B); B ∈ T, B⊂ A}. (2.11)

En effet, si A ∈ T et B ∈ T, B ⊂ A, on a m(B) = µ(B) − ν(B) ≤ µ(B) ≤ µ(A) (par
positivité de ν et monotonie de µ). Puis, en prenant B = A∩D, on a
m(B) = m(A∩D) = µ(A∩D)− ν(A∩D) = µ(A∩D) = µ(A)− µ(A∩Dc) = µ(A).

Ceci prouve bien que (2.11) est vraie (et prouve que le sup est atteint pour B = A∩D).
L’égalité (2.11) donne donc de manière unique µ en fonction de m. L’unicité de ν
découle alors du fait que ν = µ−m.

Remarque 2.34 Une conséquence de la proposition 2.33 est que la série
∑

n∈Nm(An)
apparaissant dans (2.8) est absolument convergente car (pour toute famille (An)n∈N ⊂
T telle que An ∩ Am = ∅, si n , m) on a

n∑

p=0

|m(Ap)| ≤
n∑

p=0

m+(Ap) +
n∑

p=0

m−(Ap) ≤m+(E) +m−(E) <∞.

En fait, la définition 2.32 donne directement que la série
∑

n∈Nm(An) apparaissant
dans (2.8) est commutativement convergente (c’est-à-dire qu’elle est convergente, dans
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R, quel que soit l’ordre dans lequel on prend les termes de la série et la somme de la
série ne dépend pas de l’ordre dans lequel les termes ont été pris). Elle est donc absolu-
ment convergente (voir l’exercice 2.34). Nous verrons plus loin que cette équivalence
entre les séries absolument convergentes et les séries commutativement convergentes
est fausse pour des séries à valeurs dans un espace de Banach de dimension infinie.

2.5 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Il serait bien agréable, pour la suite du cours, de montrer l’existence d’une application
λ, définie sur tout P (R) et à valeurs dans R+, telle que l’image par λ d’un intervalle
de R soit la longueur de cet intervalle, et qui vérifie les propriétés (4.1) et (4.2).
Malheureusement, on peut montrer qu’une telle application n’existe pas (voir les
exercices 2.29 et 2.28). Le théorème suivant donne l’existence d’une telle application
définie seulement sur la tribu des boréliens de R, notée B(R) (l’exercice 2.29 donne
alors que B(R) , P (R)). Cette application s’appelle la mesure de Lebesgue.

Théorème 2.35 (Carathéodory) Il existe une et une seule mesure sur B(R), notée λ
et appelée mesure de Lebesgue sur les boréliens, telle que λ(]α,β[) = β−α, pour tout
(α,β) ∈ R2 telle que −∞ < α < β < +∞.

Il y a plusieurs démonstrations possibles de ce théorème. Pour la partie “existence” de
ce théorème, nous donnons dans cette section une démonstration due à Carathéodory.
Soit A ⊂ R. On définit λ∗(A) par :

λ∗(A) = inf
(Ai )i∈N∈EA

n∑

i=1

`(Ai),

où EA est l’ensemble des familles dénombrables d’intervalles ouverts dont l’union
contient A, et `(Ai) représente la longueur de l’intervalle Ai . On peut montrer (voir
l’exercice 2.28) que l’application λ∗ ainsi définie de P (R) dans R+ n’est pas σ- additive
(ce n’est donc pas une mesure).

On montre toutefois dans cette section que la restriction de λ∗ à B(R) est une mesure,
qu’on note λ, mesure de Lebesgue. L’existence de la mesure de Lebesgue peut aussi
être démontrée en utilisant un théorème plus général (de F. Riesz) que nous verrons
dans un chapitre ultérieur (théorème 5.6 page 271).

Après la définition de λ∗ et la démonstration de propriétés de λ∗, on donne la démons-
tration de la partie existence du théorème de Carathéodory (voir page 61). La partie
unicité du théorème de Carathéodory (voir page 65) peut être démontrée en utilisant
la régularité des mesures sur B(R) (Théorème 2.43, très utile dans la suite du cours)
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et d’un lemme classique sur les ouverts de R (lemme 2.44). Cette partie “unicité” peut
aussi être démontrée, plus directement, en utilisant la proposition 2.31.

Définition 2.36 (Définition de λ∗) Soit A ∈ P (R). On pose

λ∗(A) = inf{
∑

n∈N
`(In); (In)n∈N ∈ EA},

avec EA = {(In)n∈N; In =]an,bn[, −∞ < an ≤ bn < +∞, ∀n ∈ N, A ⊂ ⋃
n∈N In} et

`(I) = b − a si I =]a,b[, −∞ < a ≤ b < +∞.

Proposition 2.37 (Propriétés de λ∗) L’application λ∗ : P (R)→ R+ (définie dans la
définition 2.36) vérifie les propriétés suivantes :

1. λ∗(∅) = 0,

2. (Monotonie) λ∗(A) ≤ λ∗(B), pour tout A, B ∈ P (R) tel que A ⊂ B,

3. (σ−sous additivité) Soit (An)n∈N ⊂ P (R) et A =
⋃

n∈N An, alors

λ∗(A) ≤
∑

n∈N
λ∗(An),

4. λ∗(]a,b[) = b − a pour tout (a,b) ∈ R2 tel que −∞ < a < b < +∞.

DÉMONSTRATION – On remarque tout d’abord que λ∗(A) ∈ R+ pour tout A ∈ P (R)
(car λ∗(A) est la borne inférieure d’une partie de R+).
Propriété 1. Pour montrer que λ∗(∅) = 0, il suffit de remarquer que (In)n∈N ∈ E∅ avec
In = ∅ pour tout n ∈ N, et donc 0 ≤ λ∗(∅) ≤∑

n∈N `(In) = 0.

Propriété 2. Soit A,B ∈ P (R) tels que A ⊂ B. On a EB ⊂ EA et donc λ∗(A) ≤ λ∗(B).

Propriété 3. Soit (An)n∈N ⊂ P (R) et A =
⋃

n∈N An. Il suffit de considérer le cas où
λ∗(An) < +∞ pour tout n ∈ N (sinon, l’inégalité est immédiate).
Soit ε > 0. Pour tout n ∈ N, il existe (In,m)m∈N ∈ EAn

telle que
∑

m∈N
`(In,m) ≤ λ∗(An) +

ε

2n .

On remarque alors que (In,m)(n,m)∈N2 est un recouvrement de A par des intervalles
ouverts et donc que :

λ∗(A) ≤
∑

(n,m)∈N2

`(In,m).

Noter que
∑

(n,m)∈N2 `(In,m) =
∑

n∈N `(Iϕ(n)), où ϕ est une bijection de N dans N2

(cette somme ne dépend pas de la bijection choisie, voir le lemme 2.15 page 45). Avec
le lemme 2.38 ci-dessous, on en déduit :

λ∗(A) ≤
∑

n∈N
(
∑

m∈N
`(In,m)) ≤

∑

n∈N
λ∗(An) + 2ε,
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ce qui donne bien, en faisant tendre ε vers 0 :

λ∗(A) ≤
∑

n∈N
λ∗(An).

Propriété 4. Pour montrer la quatrième propriété, on commence par montrer que

λ∗([a,b]) = b − a, ∀a,b ∈ R, a < b. (2.12)

Soit donc a, b ∈ R, a < b.
Comme [a,b] ⊂]a− ε,b+ ε[, pour tout ε > 0, on a λ∗([a,b]) ≤ b − a+ 2ε. On en déduit
λ∗([a,b]) ≤ b − a.
Pour démontrer l’inégalité inverse, soit (In)n∈N ∈ E[a,b]. Par compacité de [a,b], il
existe n ∈ N tel que [a,b] ⊂⋃n

p=0 Ip. On peut alors construire (par récurrence) i0, i1,
. . . , iq ∈ {0, . . . ,n} tels que ai0 < a, aip+1

< bip pour tout p ∈ {0, . . . , q − 1}, b < biq . On
en déduit que

b − a <
q∑

p=0

bip − aip ≤
∑

n∈N
`(In) et donc b − a ≤ λ∗([a,b]).

Ceci donne bien (2.12).
En remarquant que [a + ε,b − ε] ⊂]a,b[⊂ [a,b] pour tout a,b ∈ R, a < b, et 0 < ε <
(b − a)/2, la monotonie de λ∗ donne (avec (2.12)) que λ∗(]a,b[) = b − a pour tout
a,b ∈ R, a < b. La monotonie de λ∗ donne alors aussi que

λ∗([a,b[) = λ∗(]a,b]) = λ∗(]a,b[) = b − a pour tout a,b ∈ R, a < b

, et enfin que
l∗(]−∞, a]) = λ∗(]−∞, a[) = λ∗(]a,+∞]) = λ∗([a,+∞]) = +∞ pour tout a ∈ R.

.

Lemme 2.38 (Double série à termes positifs) Soit (an,m)(n,m)∈N2 ⊂ R+. Alors on a :
∑

(n,m)∈N2

an,m =
∑

n∈N
(
∑

m∈N
an,m).

DÉMONSTRATION – On pose

A =
∑

(n,m)∈N2

an,m et B =
∑

n∈N
(
∑

m∈N
an,m),

Soit ϕ une bijection de N dans N2. On rappelle que
∑

(n,m)∈N2 an,m =
∑

p∈N aϕ(p).
Pour tout i, j ∈ N, il existe n ∈ N tel que {0, . . . , i}×{0, . . . j} ⊂ {ϕ(0), . . . ,ϕ(n)}. Comme
an,m ≥ 0 pour tout (n,m), on en déduit que

A ≥
n∑

p=0

aϕ(p) ≥
i∑

n=0

(
j∑

m=0

an,m)
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et donc, en faisant tendre j puis i vers +∞, que A ≥ B. Un raisonnement similaire
donne que B≥ A et donc A = B.

On introduit maintenant la tribu de Lebesgue, sur laquelle on montrera que λ∗ est une
mesure.

Définition 2.39 (Tribu de Lebesgue) On pose L = {E ∈ P (R) tel que λ∗(A) = λ∗(A∩
E) +λ∗(A∩Ec) pour tout A ∈ P (R)}. On rappelle que λ∗ est définie dans la définition
2.36 (et que Ec = R \ E). Cet ensemble de parties de R noté L s’appelle tribu de
Lebesgue (on montre dans la proposition 2.42 que L est bien une tribu).

Remarque 2.40 On peut avoir une première idée de l’intérêt de la définition 2.39
en remarquant qu’elle donne immédiatement l’additivité de λ∗ sur L. En effet, soit
E1,E2 ⊂ R tels que E1 ∩ E2 = ∅ et soit A ⊂ R. On suppose que E1 ∈ L et on utilise la
définition de L avec A∩ (E1 ∪ E2), on obtient (car E1 ∩ E2 = ∅) :

λ∗(A∩ (E1 ∪ E2)) = λ∗(A∩ (E1 ∪ E2)∩ E1) +λ∗(A∩ (E1 ∪ E2)∩ Ec
1)

= λ∗(A∩ E1) +λ∗(A∩ E2).

Par récurrence sur n, on a donc aussi

λ∗(A∩ (
n⋃

i=1

Ei)) =
n∑

i=1

λ∗(A∩ Ei),

dès que E1, . . . ,En−1 ∈ L, A,En ⊂ R et Ei ∩ Ej = ∅ si i , j, i, j ∈ {1, . . . ,n}.
En particulier, en prenant A = R, on obtient l’additivité de λ∗ sur L, c’est-à-dire

λ∗(
n⋃

i=1

Ei) =
n∑

i=1

λ∗(Ei),

si E1, . . . ,En−1 ∈ L et Ei ∩ Ej = ∅ si i , j, i, j ∈ {1, . . . ,n}.
Remarque 2.41 Pour tout E, A ∈ P (R), on a, par σ−sous additivité de λ∗,

λ∗(A) ≤ λ∗(A∩ E) +λ∗(A∩ Ec).

Pour montrer que E ∈ L (définie dans la définition 2.39), il suffit donc de montrer que

λ∗(A) ≥ λ∗(A∩ E) +λ∗(A∩ Ec), pour tout A ∈ P (R).
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Proposition 2.42 (Propriétés de L) L est une tribu sur R et λ∗|L est une mesure. L et
λ∗ sont définies dans les définitions 2.36 et 2.39.

DÉMONSTRATION – Il est immédiat que ∅ ∈ L et que L est stable par “passage au
complémentaire”. On sait aussi que λ∗(∅) = 0. Il reste donc à démontrer que L est
stable par union dénombrable et que la restriction de λ∗ à L est une mesure. Ceci se
fait en deux étapes décrites ci-après.

Étape 1. On montre, dans cette étape, que L est stable par union finie et que, si n ≥ 2
et (Ei)i=1,...,n ⊂ L est telle que Ei ∩ Ej = ∅ si i , j, alors on a :

λ∗(A∩ (
n⋃

i=1

Ei)) =
n∑

i=1

λ∗(A∩ Ei), ∀A ∈ P (R). (2.13)

(Cette dernière propriété donne l’additivité de λ∗ sur L en prenant A = R, cette
propriété d’additivité a déjà été signalée dans la remarque 2.40.)

Par une récurrence facile, il suffit de montrer que E1 ∪ E2 ∈ L si E1, E2 ∈ L et de
montrer la propriété (2.13) pour n = 2. Soit donc E1, E2 ∈ L. On pose E = E1 ∪ E2.
Pour montrer que E ∈ L, il suffit de montrer (voir la remarque 2.41) que

λ∗(A) ≥ λ∗(A∩ E) +λ∗(A∩ Ec), pour tout A ∈ P (R).

Soit A ∈ P (R). Par σ−sous additivité de λ∗ on a

λ∗(A∩ (E1 ∪ E2)) = λ∗((A∩ E1)∪ (A∩ Ec
1 ∩ E2)) ≤ λ∗(A∩ E1) +λ∗(A∩ Ec

1 ∩ E2),

et donc

λ∗(A∩ (E1 ∪ E2)) +λ∗(A∩ (E1 ∪ E2)c) ≤ λ∗(A∩ E1)

+λ∗(A∩ Ec
1 ∩ E2) +λ∗(A∩ Ec

1 ∩ Ec
2).

Comme E2 ∈ L, on a

λ∗(A∩ Ec
1) = λ∗(A∩ Ec

1 ∩ E2) +λ∗(A∩ Ec
1 ∩ Ec

2).

Puis, comme E1 ∈ L, on a

λ∗(A) = λ∗(A∩ E1) +λ∗(A∩ Ec
1).

On en déduit
λ∗(A∩ (E1 ∪ E2)) +λ∗(A∩ (E1 ∪ E2)c) ≤ λ∗(A).

Ce qui prouve que E ∈ L.

Pour montrer (2.13) avec n = 2 si E1, E2 ∈ L avec E1 ∩ E2 = ∅, il suffit de remarquer
que (pour tout A ∈ P (R))

λ∗(A∩ (E1 ∪ E2)) = λ∗((A∩ E1)∪ (A∩ E2))

= λ∗([(A∩ E1)∪ (A∩ E2)]∩ E1) +λ∗([(A∩ E1)∪ (A∩ E2)]∩ Ec
1)

= λ∗(A∩ E1) +λ∗(A∩ E2).

(On a utilisé le fait que E1 ∈ L.) Ceci termine l’étape 1.

Une conséquence de cette étape (et du fait que L est stable par passage au complémen-
taire) est que L est stable par intersection finie.
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Étape 2. On montre, dans cette étape, que L est stable par union dénombrable et la
restriction de λ∗ à L est une mesure (ce qui termine la démonstration de la proposition
2.42).

Soit (En)n∈N ⊂ L et E =
⋃

n∈N En. On veut montrer que E ∈ L. On commence par
remarquer que E =

⋃
n∈N Fn avec F0 = E0 et, par récurrence, pour n ≥ 1, Fn = En \⋃n−1

p=0 Fp. L’étape 1 nous donne que (Fn)n∈N ⊂ L et, comme Fn ∩ Fm = ∅ si n ,m, on
peut utiliser (2.13). Pour tout A ∈ P (R), on a donc :

λ∗(A) = λ∗(A∩ (
n⋃

p=0

Fp)) +λ∗(A∩ (
n⋃

p=0

Fp)c) (2.14)

=
n∑

p=0

λ∗(A∩ Fp) +λ∗(A∩ (
n⋃

p=0

Fp)c). (2.15)

En utilisant le fait que Ec ⊂ (
⋃n

p=0 Fp)c et la monotonie de λ∗, on a

λ∗(A∩ (
n⋃

p=0

Fp)c) ≥ λ∗(A∩ Ec).

En faisant tendre n vers +∞ dans (2.15) et en utilisant la σ−sous additivité de λ∗, on
en déduit alors que

λ∗(A) ≥ λ∗(A∩ E) +λ∗(A∩ Ec).

Ceci prouve que E ∈ L (voir remarque 2.41) et donc que L est une tribu.

Il reste à montrer que λ∗ est une mesure sur L. Soit (En)n∈N ⊂ L telle que Ei ∩ Ej = ∅
si i , j et E =

⋃
n∈N En. Par monotonie de λ∗ on a, pour tout n ∈ N,

λ∗(
n⋃

p=0

Ep) ≤ λ∗(E) pour tout n ∈ N,

et donc, en utilisant l’additivité de λ∗ sur L (démontrée à l’étape 1, voir (2.13) avec
A = E),

∑n
p=0λ

∗(Ep) ≤ λ∗(E). En passant à la limite quand n→ +∞, on obtient que
+∞∑

p=0

λ∗(Ep) ≤ λ∗(E).

D’autre part, λ∗(E) ≤∑+∞
p=0λ

∗(Ep), par σ−sous additivité de λ∗. On a donc

λ∗(E) =
+∞∑

p=0

λ∗(Ep).

Ceci prouve que λ∗|L est une mesure.

DÉMONSTRATION DE LA PARTIE “EXISTENCE” DU THÉORÈME 2.35 Pour montrer
la partie “existence” du théorème 2.35, il suffit, grâce aux propositions 2.37 et 2.42,
de montrer que L (définie dans la définition 2.39) contient B(R). Pour cela, il suffit
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de montrer que ]a,+∞[∈ L pour tout a ∈ R (car {]a,+∞[, a ∈ R} engendre B(R)). Soit
donc a ∈ R et E =]a,+∞[ et A ∈ P (R), on veut montrer que

λ∗(A) ≥ λ∗(A∩ E) +λ∗(A∩ Ec).

On peut supposer que λ∗(A) < +∞ (sinon l’inégalité est immédiate).

Soit ε > 0. Par la définition de λ∗(A), il existe (In)n∈N ∈ EA telle que λ∗(A) ≥∑
n∈N `(In) − ε. Comme A∩ E ⊂ (

⋃
n∈N(In ∩ E)) et A∩ Ec ⊂ (

⋃
n∈N(In ∩ Ec)), la

σ−sous additivité de λ∗ donne

λ∗(A∩ E) ≤
∑

n∈N
λ∗(In ∩ E) et λ∗(A∩ Ec) ≤

∑

n∈N
λ∗(In ∩ Ec).

Comme In∩E et In∩Ec sont des intervalles, la fin de la démonstration de la proposition
2.37 donne λ∗(In ∩ E) = `(In ∩ E) et λ∗(In ∩ Ec) = `(In ∩ Ec). On en déduit

λ∗(A∩ E) +λ∗(A∩ Ec) ≤
∑

n∈N
(`(In ∩ E) + `(In ∩ Ec)) =

∑

n∈N
`(In)

(car `(In∩E) + `(In∩Ec) = `(In)) et donc λ∗(A∩E) +λ∗(A∩Ec) ≤ λ∗(A) + ε. Quand
ε→ 0 on trouve l’inégalité recherchée. On a bien montré que E ∈ L.

On va maintenant démontrer un théorème important dont on peut déduire, en particu-
lier, la partie “unicité” du théorème 2.35.

Théorème 2.43 (Régularité d’une mesure sur B(R), finie sur les compacts) Soit
m une mesure sur B(R). On suppose que m est finie sur les compacts, c’est-à-dire
que m(K) < +∞ pour tout compact K de R (noter qu’un compact est nécessairement
dans B(R)). Alors, pour tout A ∈ B(R) et tout ε > 0, il existe un ouvert O et un fermé
F tel que F ⊂ A ⊂ O et m(O \ F) ≤ ε. En particulier, on a donc, pour tout A ∈ B(R),
m(A) = inf{m(O), O ouvert contenant A} et m(A) = sup{m(K), K compact inclus
dans A}.

DÉMONSTRATION – On appelle T l’ensemble des A ∈ B(R) tel que pour tout ε > 0,
il existe O ouvert et F fermé vérifiant F ⊂ A ⊂ O et m(O \ F) ≤ ε. On va montrer que
T est une tribu contenant C = {]a,b[, −∞ < a < b < +∞}. Comme C engendre B(R),
ceci donnera T = B(R).

On montre tout d’abord que C ⊂ T. Soit −∞ < a < b < +∞ et A =]a,b[.

Pour tout n ≥ n0 avec n0 tel que (2/n0) < b − a on a :

[a+
1
n
,b − 1

n
] ⊂ A ⊂]a,b[.

Pour n ≥ n0, on pose Bn =]a,a+(1/n)[∪]b− (1/n),b[). La suite (Bn)n≥n0
est une suite

décroissante et
⋂

n≥n0
Bn = ∅. Comme m est finie sur les compacts, on a m(Bn) ≤

m([a,b]) < +∞. En utilisant la continuité décroissante de m (proposition 2.27), on a
donc :

m(]a,b[\[a+(
1
n

),b− 1
n

]) = m(]a,a+
1
n

)[∪]b− 1
n
,b[) = m(Bn)→ 0, lorsque n→ +∞.
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Soit maintenant ε > 0 en prenant n assez grand on a m(Bn) ≤ ε. En prenant O = A et
F = [a+ (1/n),b− (1/n)], on a bien O ouvert, F fermé, F ⊂ A ⊂ O et m(O \ F) ≤ ε, ce
qui prouve que ]a,b[∈ T.

On montre maintenant que T est une tribu. On remarque tout d’abord que ∅ ∈ T (il
suffit de prendre F = O = ∅) et que T est stable par passage au complémentaire (car, si
F ⊂ A ⊂ O, on a Oc ⊂ Ac ⊂ Fc et Fc \Oc = O \ F). Il reste à montrer que T est stable
par union dénombrable.

Soit (An)n∈N ⊂ T et A =
⋃

n∈N An. On veut montrer que A ∈ T. On va commencer par
traiter le cas (simple) où m(A) < +∞ puis le cas (plus difficile) où m(A) = +∞.

Premier cas. On suppose que m(A) < +∞.

Soit ε > 0. Pour tout n ∈ N, il existe On ouvert et Fn fermé tel que Fn ⊂ An ⊂ On et
m(On \ Fn) ≤ (ε/2n). On pose

O =
⋃

n∈N
On et F̃ =

⋃

n∈N
Fn.

On a F̃ ⊂ A ⊂ O, m(O \ F̃) ≤ 2ε, car (O \ F̃) ⊂ ⋃
n∈N(On \ Fn), et O ouvert mais F̃

n’est pas nécessairement fermé. . .

Cependant, puisque m(A) < +∞, on a aussi m(F̃) < +∞. Par continuité croissante de
m (appliquée à la suite (

⋃n
p=0 Fp)n∈N), on a m(

⋃n
p=0 Fp)→ m(F̃), quand n→ +∞,

d’où (puisque m(F̃) < +∞) m(F̃)−m(
⋃n

p=0 Fp)→ 0. On prend alors F =
⋃N

p=0 Fp avec
N assez grand pour que m(F̃ \ F) = m(F̃)−m(F) ≤ ε. On a bien F ⊂ A ⊂ O, O ouvert,
F fermé et, comme (O\F) = (O\ F̃)∪(F̃\F), on a m(O\F) = m(O\ F̃)+m(F̃\F) ≤ 3ε,
ce qui prouve que A ∈ T.

Deuxième cas. On suppose maintenant que m(A) = +∞ (et le raisonnement précédent
n’est plus correct si m(F̃) = +∞). On raisonne en trois étapes :

1. Soit p ∈ Z. On remarque d’abord que An ∩ [p,p+ 1[∈ T pour tout n ∈ N. En effet,
soit n ∈ N et ε > 0. Il existe O ouvert et F fermé tel que F ⊂ An ⊂ O et m(O\F) ≤ ε.
Pour k ∈ N∗, on a donc :

Fk = F∩ [p,p+ 1− 1
k

] ⊂ An ∩ [p,p+ 1[⊂ Ok = O∩]p − 1
k
,p+ 1[.

On a Fk fermé, Ok ouvert et (Ok \ Fk) ⊂ (O \ F)∪]p − 1
k ,p[∪]p + 1− 1

k ,p + 1[. On
en déduit :

m(Ok \ Fk) ≤ ε+m(]p − 1
k
,p[∪]p+ 1− 1

k
,p+ 1[).

Or la continuité décroissante de m donne que m((]p − 1
k ,p[∪]p+ 1− 1

k ,p+ 1[)→ 0
quand k→ +∞ (on utilise ici le fait que m([p − 1,p+ 1]) < +∞ car m est finie sur
les compacts). Il existe donc k ∈ N∗ tel que m(Ok \ Fk) ≤ 2ε, ce qui donne bien que
An ∩ [p,p+ 1[∈ T.

2. Comme m(A∩ [p,p + 1[) < +∞, on peut maintenant utiliser le premier cas avec
A∩[p,p+1[=

⋃
n∈N(An∩[p,p+1[). Il donne que A∩[p,p+1[∈ T pour tout p ∈ Z.

3. On montre enfin que A ∈ T. Soit ε > 0. Pour tout p ∈ Z, il existe un ouvert Op et
un fermé Gp tel que Gp ⊂ A∩ [p,p + 1[⊂ Op et m(Op \Gp) ≤ ε/(2|p|). On prend
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O =
⋃

p∈Z Op et F =
⋃

p∈Z Gp. On obtient F ⊂ A ⊂ O, m(O \ F) ≤ 3ε et O est
ouvert. Il reste à montrer que F est fermé.

Soit (xn)n∈N ⊂ F tel que xn → x (dans R) quand n→ +∞. On veut montrer que
x ∈ F. Il existe p ∈ Z tel que x ∈]p − 1,p + 1[. Il existe donc n0 ∈ N tel que
xn ∈]p − 1,p + 1[ pour tout n ≥ n0. Comme xn ∈

⋃
q∈Z Gq et que Gq ⊂ [q,q + 1[

pour tout q, on a donc xn ∈ Gp ∪Gp−1 pour tout n ≥ n0. Comme Gp ∪Gp−1 est
fermé, on en déduit que x ∈ Gp ∪Gp−1 ⊂ F et donc que F est fermé.

Ceci montre bien que A ∈ T et termine la démonstration du fait que T est une tribu.
Comme cela a déjà été dit, on en déduit que T = B(R).

On a donc bien montré que pour tout A ∈ B(R) et pour tout ε > 0, il existe O ouvert et
F fermé vérifiant F ⊂ A ⊂ O et m(O \ F) ≤ ε.
On montre maintenant que m(A) = inf{m(O), O ouvert contenant A} pour tout A ∈
B(R). Soit A ∈ B(R). On remarque d’abord que la monotonie d’une mesure donne

m(A) ≤ inf{m(O),O ouvert contenant A}.
Puis, l’inégalité inverse est immédiate si m(A) = +∞. Enfin, si m(A) < +∞, pour tout
ε > 0 il existe O ouvert et F fermé vérifiant F ⊂ A ⊂ O et m(O \ F) ≤ ε. On a donc
O \A ⊂ O \ F et donc (par monotonie de m)

m(O \A) ≤ ε et m(O) = m(A) +m(O \A) ≤m(A) + ε.

On a donc trouvé un ouvert O contenant A tel que m(O) − ε ≤ m(A). On en déduit
que inf{m(O), O ouvert contenant A} ≤m(A) et finalement que m(A) = inf{m(O), O
ouvert contenant A}.
De manière semblable, on montre aussi que m(A) = sup{m(K),K compact, K ⊂
A} pour tout A ∈ B(R). En effet, soit A ∈ B(R). Ici aussi, on commence par remarquer
que la monotonie d’une mesure donne

m(A) ≥ sup{m(K),K compact,K ⊂ A}.
On montre maintenant l’inégalité inverse. Soit ε > 0. Il existe F fermé tel que F ⊂ A et
m(A \ F) ≤ ε. Si m(A) = +∞, on en déduit que m(F) = +∞ et donc que m(Kn) ↑ +∞
quand n→ +∞ (par continuité croissante de m) avec Kn = F∩ [−n,n]. Comme Kn
est compact pour tout n ∈ N, on a donc

sup{m(K),K compact inclus dans A} = +∞ = m(A).

Si m(A) < +∞, on a m(A) ≥m(F) ≥m(A)− ε et donc, pour n assez grand (toujours
par continuité croissante de m),

m(Kn) ≥m(F)− ε ≥m(A)− 2ε avec Kn = F∩ [−n,n].

Comme Kn est compact pour tout n ∈ N et que ε est arbitraire, on en déduit que
sup{m(K), K compact inclus dans A} ≥m(A) et donc, finalement,

m(A) = sup{m(K),K compact,K ⊂ A}.

Pour démontrer la partie “unicité” du théorème 2.35 avec le théorème 2.43 on a aussi
besoin du petit lemme suivant (différent du lemme 2.11 car dans le lemme 2.44 on
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demande que les intervalles ouverts soient disjoints et on ne demande plus qu’ils
soient bornés).

Lemme 2.44 (Ouverts de R) Soit O un ouvert de R, alors O est une union au plus
dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux à deux, c’est-à-dire qu’il existe
(In)n∈J tel que J ⊂ N, In est un intervalle ouvert de R pour tout n, In∩ Im = ∅ si n ,m
et O =

⋃
n∈J In.

DÉMONSTRATION – Pour x ∈ O on pose

Ox = {y ∈ O; I(x,y) ⊂ O}, avec I(x,y) = {tx+ (1− t)y, t ∈ [0,1]}
(on a donc I(x,y) = [x,y] ou [y,x]). On remarque que O =

⋃
x∈O Ox et que Ox est,

pour tout x ∈ O, un intervalle ouvert (c’est l’intervalle ] inf Ox,sup Ox[, avec inf Ox,
sup Ox ∈ R). Il est aussi facile de voir que, pour tous x, y ∈ O, Ox ∩Oy , ∅ implique
que Ox = Oy . On peut trouver A ⊂ O tel que O =

⋃
x∈A Ox et Ox∩Oy = ∅ si x, y ∈ A,

x , y. Comme Ox , ∅ pour tout x ∈ A, on peut donc construire une application de A
dans Q en choisissant pour chaque x ∈ A un rationnel de Ox (ce qui est possible car
tout ouvert non vide de R contient un rationnel). Cette application est injective car

Ox ∩Oy = ∅ si x,y ∈ A,x , y.
L’ensemble A est donc au plus dénombrable, ce qui termine la démonstration du
lemme.

Remarque 2.45 Dans la démonstration du lemme 2.44, Ox est la composante connexe
de x. Le lemme 2.44 consiste donc à remarquer qu’un ouvert est réunion de ses
composantes connexes, que celles ci sont disjointes deux à deux et sont des ouverts
connexes et donc des intervalles ouverts (car un connexe dans R est nécessairement
un intervalle).

DÉMONSTRATION DE LA PARTIE “UNICITÉ” DU THÉORÈME 2.35
On a construit une mesure, notée λ, sur B(R) telle que λ(]a,b[) = b − a pour tout a,
b ∈ R, a < b. Supposons que m soit aussi une mesure surB(R) telle que m(]a,b[) = b−a
pour tout a, b ∈ R, a < b. On veut montrer que λ = m (sur tout B(R)). Nous le montrons
ici avec deux méthodes différentes, utilisant le théorème 2.43 ou la proposition 2.31.

Première méthode, avec le théorème 2.43 sur la régularité d’une mesure finie sur
les compacts. En utilisant le fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints deux à deux (lemme 2.44) et les propriétés de σ-additivité de λ et de
m, on montre que λ(O) = m(O) pour tout ouvert O de R. Puis, en utilisant la dernière
assertion du théorème de régularité (qui s’applique pour m et pour λ, car m et λ sont
des mesures sur B(R), finies sur les compacts), on obtient λ(A) = m(A) pour tout
A ∈ B(R), i.e. m = λ.

Deuxième méthode, avec la proposition 2.31. On utilise la proposition 2.31 avec (E,
T) = (R, B(R)) et C = {]a,b], a,b ∈ R, a ≤ b}. On sait que C engendre B(R), et il est
clair que C est stable par intersection finie. On prend maintenant Fn = ]n,n+ 1] pour n
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∈ Z. La famille (Fn)n∈Z est donc une famille dénombrable d’éléments de C, disjoints
deux à deux et telle que R =

⋃
n∈Z Fn. Pour a, b ∈ R, a ≤ b, on a, par continuité

décroissante de m,

m(]a,b]) = lim
p→+∞m(]a,b+

1
p

[)

= lim
p→+∞(b − a+

1
p

)

= b − a
= λ(]a,b]).

On a donc m = λ sur C (et m(Fn) < +∞ pour tout n ∈ Z). On peut donc appliquer la
proposition 2.31. Elle donne λ = m sur B(R).

Remarque 2.46 Nous avons vu que la mesure de Lebesgue, notée λ, est régulière.
Ceci ne donne pas, pour A ∈ B(R), l’égalité de la mesure de A avec la mesure de son
intérieur ou de son adhérence. Il suffit, pour s’en convaincre, de prendre, par exemple,
A = Q. On a alors λ(A) = 0 (voir la remarque 2.49) et λ(A) = +∞.

Remarque 2.47 Nous avons donc, dans cette section, construit une application, notée
λ∗, de P (R) dans R+. Cette application n’est pas une mesure mais nous avons montré
que la restriction de λ∗ à la tribu de Lebesgue, notée L, est une mesure. Puis, nous
avons démontré que B(R) ⊂ L et obtenu ainsi, en prenant la restriction de λ∗ à B(R)
la mesure que nous cherchions. On peut se demander toutefois quelle est la différence
entre L et B(R). Du point de vue des cardinaux, cette différence est considérable
car card(L) = card(P (R)) alors que card(B(R)) = card(R) mais du point de vue de
l’intégration, la différence est dérisoire, comme nous pourrons le voir avec l’exercice
4.19 (plus complet que l’exercice 2.33) car l’espace mesuré (R,L,λ∗|L) est simplement
le complété de (R,B(R),λ∗|B(R)).

On donne maintenant une propriété, spécifique à la mesure de Lebesgue, qui est à la
base de toutes les formules de changement de variable pour l’intégrale de Lebesgue.

Proposition 2.48 (Invariance par translation “généralisée”) Soit α ∈ R∗ et β ∈ R.
Pour A ∈ P (R), on note αA + β = {αx+ β, x ∈ A}. On a alors :

1. A ∈ B(R) implique αA + β ∈ B(R),

2. λ(αA + β) = |α|λ(A) pour tout A ∈ B(R).

Pour α = 1, cette propriété s’appelle “invariance par translation de λ”.

DÉMONSTRATION – Pour la première partie de la proposition, on pose T = {A ∈
B(R); αA + β ∈ B(R)}. On montre facilement que T est une tribu contenant les inter-
valles ouverts, on en déduit que T = B(R).
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Pour la deuxième partie, on pose, pour tout A ∈ B(R), m1(A) = λ(αA+β) et m2(A) =
|α|λ(A). Il est facile de voir que m1 et m2 sont des mesures sur B(R), finies sur les
bornés, et qu’elles sont égales sur l’ensemble des intervalles ouverts. On raisonne alors
comme dans la démonstration de la partie “unicité” du théorème 2.35, en utilisant le
théorème 2.43 ou la proposition 2.31. Par exemple, en utilisant le lemme 2.44 et les
propriétés de σ-additivité de m1 et de m2, on montre que m1(O) = m2(O) pour tout
ouvert O de R. Puis, en utilisant la dernière assertion du théorème de régularité (qui
s’applique pour m1 et pour m2), on obtient m1(A) = m2(A) pour tout A ∈ B(R). On a
donc λ(αA + β) = |α|λ(A) pour tout A ∈ B(R).

Remarque 2.49 La mesure de Lebesgue est diffuse (c’est-à-dire que λ({x}) = 0 pour
tout x ∈ R). Donc, si D est une partie dénombrable de R, on a λ(D) = 0. Ainsi,

λ(N) = λ(Z) = λ(Q) = 0.

La réciproque est fausse. On construit par exemple un ensemble (dit “ensemble de
Cantor”, K, qui est une partie compacte non dénombrable de [0,1], vérifiant λ(K) = 0,
voir exercice 2.32).

Définition 2.50 (Mesure de Lebesgue sur un borélien de R) Soit I un intervalle de
R (ou, plus généralement, I ∈ B(R)) et T = {B ∈ B(R); B ⊂ I} (on peut montrer que
T = B(I), où I est muni de la topologie induite par celle de R, voir l’exercice 2.3 page
75). Il est facile de voir que T est une tribu sur I et que la restriction de λ (définie
dans le théorème 2.35) à T est une mesure sur T, donc sur les boréliens de I (voir
l’exercice 2.17 page 90). On note toujours par λ cette mesure.

2.6 Indépendance et probabilité conditionnelle

2.6.1 Probabilité conditionnelle

Commençons par expliquer la notion de probabilité conditionnelle sur l’exemple du
lancer de dé. On se place dans le modèle équiprobable : soient E = {1,2,3,4,5,6},
T = P (E) et p la probabilité définie par p({x}) = 1

6 , ∀x ∈ E. La probabilité de l’événe-
ment A “obtenir 6” est 1

6 . Supposons maintenant que l’on veuille évaluer la chance
d’obtenir un 6, alors que l’on sait déjà que le résultat est pair (événement B = {2,4,6}).
Intuitivement, on a envie de dire que la “chance” d’obtenir un 6 est alors 1

cardB = 1
3 .

Définition 2.51 (Probabilité conditionnelle) Soient (E, T, p) un espace probabilisé
et A,B ∈ T.
Si p(B) , 0 la probabilité conditionnelle de A par rapport à B (on dit aussi probabilité

de A par rapport à B), notée p(A|B), est définie par p(A|B) = p(A∩B)
p(B) .
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Si p(B) = 0 la probabilité conditionnelle de A par rapport à B, notée p(A|B), n’est
pas définie. C’est un nombre arbitraire entre 0 et 1.

De cette définition on déduit la formule de Bayes : soient (E, T, p) un espace probabi-
lisé et A,B ∈ T, alors :

p(B)p(A|B) = p(A∩B) (2.16)

Remarque 2.52 Soient (E, T, p) un espace probabilisé et A un événement tel que
p(A) , 0. Alors l’application pA : T→ [0,1] définie par :

pA(B) = p(B|A) =
p(A∩B)
p(A)

,∀B ∈ T

est une probabilité sur T. On dit que “la masse de pA est concentrée en A” : on a en
effet : pA(B) = 0, pour tout B ∈ T tel que A∩B = ∅. On a aussi pA(A) = 1.

Remarque 2.53 Voici un corollaire immédiat de la relation 2.16. Soit (E, T, p) est un
espace probabilisé et (Cn)n∈N ⊂ T une partition de E telle que p(Cn) , 0. On a alors,
pour tout A ∈ T,

p(A) =
∑

n∈N
p(Cn)p(A|Cn).

2.6.2 Evénements indépendants, tribus indépendantes

Définition 2.54 (Indépendance de deux événements) Soient (E, T, p) un espace
probabilisé. On dit que deux événements A et B sont indépendants si p(A)p(B) =
p(A∩B).

Remarque 2.55 Lors de la modélisation d’un phénomène aléatoire, il y a des évé-
nements qui semblent a priori indépendants, c’est-à-dire que la réalisation de l’un
semble n’avoir aucune influence sur la réalisation de l’autre. On choisira alors, pour
le modèle probabiliste, une probabilité qui respecte cette indépendance. Attention
toutefois, pour une probabilité p donnée, deux événements peuvent être indépendants
alors qu’ils ne paraissent pas intuitivement indépendants, voir à ce sujet l’exercice
9.15 page 589 sur les variables aléatoires indépendantes.

Exemple 2.56 Prenons comme exemple le lancer simultané de deux dés : a priori,
il parait raisonnable de supposer que les résultats obtenus pour chacun des deux dés
n’influent pas l’un sur l’autre, et on va donc chercher une probabilité qui respecte cette
indépendance. L’univers des possibles est ici

E = {(i, j),1 ≤ i ≤ 6,1 ≤ j ≤ 6}.
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Les résultats de chaque lancer simultané des deux dés étant équiprobables, on a donc
envie de définir, pour A ∈ P (E), p(A) = cardA

36 . Voyons maintenant si deux événements
a priori indépendants sont indépendants pour cette probabilité. Considérons par
exemple l’événement A : “obtenir un double 6” ; on peut écrire : A = B∩C, où B est
l’événement “obtenir un 6 sur le premier dé” et C l’événement “obtenir un 6 sur le
deuxième dé”. On doit donc vérifier que : p(A) = p(B)p(C). Or B = {(6, j),1 ≤ j ≤ 6}
et C = {(i,6),1 ≤ i ≤ 6}. On a donc p(B) = p(C) = 1

6 , et on a bien p(A) = p(B)p(C)(=
1

36 ).

On généralise la notion d’indépendance de deux événements en introduisant la notion
d’indépendance de tribus.

Définition 2.57 (Indépendance des tribus) Soit (E, T, p) un espace probabilisé et
(Tk)k∈N∗ une suite de tribus incluses dans T.

1. Soit N > 1. On dit que les N tribus Tk , k = 1, . . . , N, sont indépendantes (on dit
aussi que la suite T1, . . . , TN est indépendante) si pour toute famille (A1, . . . , AN)
d’événements tels que Ak ∈ Tk pour k = 1, . . . , N on a : p(

⋂N
k=1 Ak) = p(A1)p(A2)

. . . p(AN).

2. On dit que la suite (Tk)k∈N∗ est indépendante (ou que les tribus T1, . . . ,Tn, . . . sont
indépendantes) si pour tout N ≥ 1, les N tribus Tk , k = 1, . . . ,N, sont indépendantes.

On peut facilement remarquer que si A et B sont deux événements d’un espace probabi-
lisé (E, T, p), ils sont indépendants (au sens de la définition 2.54) si et seulement si les
tribus TA = {∅,E,A,Ac} et TB = {∅,E,B,Bc} sont indépendantes (voir l’exercice 3.19).
Par contre, si A, B et C sont trois événements d’un espace probabilisé (E, T, p), le
fait que p(A∩ B∩ C) = p(A)p(B)p(C) n’implique pas que les tribus TA, TB et TC
sont indépendantes (il suffit, par exemple, de considérer le cas où C = ∅ et A = B
avec p(A) ∈]0,1[). La bonne notion d’indépendance est la notion d’indépendance de
tribus et c’est par elle qu’on définit l’indépendance de plusieurs événements (définition
2.58).

Définition 2.58 (Evénements indépendants) Soient (E, T, p) un espace probabi-
lisé et (Ak)k=1,...,N des événements, on dit que les N événements (Ak)k=1,...,N sont
indépendants si les N tribus engendrées par les événements Ak , k = 1 . . . ,N (c’est-à-
dire les N tribus définies par Tk = {Ak ,A

c
k ,E,∅} pour k = 1 . . . ,N) sont indépendantes.

Sous les hypothèses de la définition précédente, on peut remarquer que les événements
A1, . . . ,AN sont indépendants, c’est-à-dire que les tribus engendrées par A1, . . . ,AN
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sont indépendantes) si et seulement si

P(
⋂

i∈I

Ai) =
∏

i∈I

P(Ai) pour tout I ⊂ {1, . . . ,N},

voir l’exercice 3.19. Nous terminons ce paragraphe par une proposition sur les tribus
indépendantes :

Proposition 2.59 Soit (E, T, p) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et (Tk)k∈{0,...N} une suite indépendante de tribus incluses dans T. La
tribu T0 est alors indépendante de la tribu engendrée par les tribus T1, . . . ,TN .

2. (Généralisation) Soit N > 1, q > 1, n0, . . . ,nq tel que n0 = 0, ni ≤ ni+1 (pour
i = 0, . . . , q − 1), nq = N et (Tk)k∈{0,...N} une suite indépendante de tribus incluses
dans T. Pour i = 1, . . . , q, on note τi la tribu engendrée par les tribus Tn pour
n = ni−1, . . . ,ni . Alors, les tribus τ1, . . . ,τq sont indépendantes.

DÉMONSTRATION – On montre tout d’abord le premier item de la proposition. On
note S la tribu engendrée par les tribus T1, . . . ,TN . Comme S est la plus petite tribu
contenant les tribus Tk (k = 1, . . . ,N), elle est incluse dans T. On veut montrer que
T0 et S sont indépendantes, c’est-à-dire que p(A∩B) = p(A)p(B) pour tout A ∈ T0 et
tout B ∈ S. Pour le montrer, on va utiliser la proposition 2.31 (donnant l’unicité d’une
mesure). Soit A ∈ T0, on définit les mesures m et µ sur T en posant :

m(B) = p(A∩B), µ(B) = p(A)p(B), pour B ∈ T,
et on pose :

C = {
N⋂

k=1

Ak , Ak ∈ Tk pour k = 1, . . . ,N}.

Pour B ∈ C, on a B =
⋂N

k=1 Ak avec Ak ∈ Tk avec k = 1, . . . , N. On a donc, en utilisant
l’indépendance des tribus T0, T1, . . . , TN ,

m(B) = p(A∩B) = p(A)p(A1)p(A2) . . .p(AN) = p(A)p(B) = µ(B).
On a donc m = µ sur C. Comme C est stable par intersection et que E ∈ C, la proposi-
tion 2.31 nous donne m = µ sur la tribu engendrée par C. Comme cette tribu contient
toutes les tribus Tk (k = 1, . . . , N), elle contient aussi S (en fait, elle est égale à S). On
a donc bien montré que p(A∩B) = p(A)p(B) pour tout B ∈ S et pour tout A ∈ T0.

Pour montrer le deuxième item (qui est une généralisation du premier), il suffit de faire
une récurrence finie de q étapes et d’utiliser la technique précédente. Par exemple,
pour q = 2 la technique précédente donne :

p((
n1⋂

k=0

Ak)∩B2) = p(
n1⋂

k=0

Ak)p(B2),

pour Ak ∈ Tk , k = 0, . . . ,n1 et B2 ∈ τ2. Puis en reprenant la technique précédente,
on montre p(B1 ∩ B2) = p(B1)p(B2) pour B1 ∈ τ1 et B2 ∈ τ2, ce qui donne bien
l’indépendance de τ1 et τ2.
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2.6.3 Probabilités sur les boréliens de R

Une probabilité est définie sur un espace probabilisable. Très souvent, on ne connaît
du problème aléatoire que l’on cherche à modéliser ni l’ensemble E (“univers des
possibles”) ni la tribu T (ensemble des événements) ni la probabilité p. Par contre,
on connaît une “image” de la probabilité p par une application (dite mesurable, voir
chapitre suivant) X de E dans R. On travaille alors avec l’espace beaucoup plus
sympathique (car mieux défini...) (R,B(R),pX), ou pX est une probabilité sur B(R),
que les probabilistes appellent “loi de probabilité” (elle dépend de p et de l’application
X).

Nous donnons maintenant quelques notions propres aux lois de probabilités (ou
probabilités définies sur les boréliens de R), ainsi que quelques exemples concrets
utilisés dans la représentation de phénomènes aléatoires.

Théorème 2.60 (Fonction de répartition) Soit p une probabilité sur les boréliens
de R. On appelle fonction de répartition de la probabilité p la fonction F, définie de
R dans [0,1] par : F(t) = p(]−∞, t]).

La fonction F est croissante et continue à droite. De plus, on a limt→−∞ F(t) = 0 et
limt→+∞ F(t) = 1.

DÉMONSTRATION – La croissance de F est une conséquence de la monotonie de
p (proposition 2.27). En effet, soit a,b ∈ R, a < b. On a ]−∞, a] ⊂]−∞,b] et donc,
par monotonie de p, F(a) = p(]−∞, a]) ≤ p(]−∞,b]) = F(b), ce qui montre bien la
croissance de F.

Pour montrer que F est continue à droite, on utilise la continuité décroissante de p
(proposition 2.27). Soit a ∈ R et (an)n∈N ⊂ R telle que an ↓ a (c’est-à-dire an+1 ≤ an
pour tout n ∈ N et limn→+∞ an = a). On remarque que

]−∞, a] =
⋂

n∈N
]−∞, an], ]−∞, an+1] ⊂]−∞, an] et p(]−∞, an]) < +∞

pour tout n ∈ N. La continuité décroissante de p donne alors
F(an) = p(]−∞, an])→ p(]−∞, a]) = F(a) lorsque n→ +∞.

Ceci montre la continuité à droite de F.

Pour montrer que lima→+∞ F(a) = 1, on utilise la continuité croissante de p. Soit
(an)n∈N ⊂ R telle que an ↑ +∞ (c’est-à-dire an+1 ≥ an pour tout n ∈ N et an→ +∞).
On pose An =] − ∞, an]. On a An ⊂ An+1 pour tout n ∈ N et

⋃
n∈N An = R. Par

continuité croissante de p (Proposition 2.27), on a donc
F(an) = p(An)→ p(R) = 1 lorsque n→ +∞.

Ceci prouve que lima→+∞ F(a) = 1.

Pour montrer que lima→−∞ F(a) = 0, on utilise la continuité décroissante de p. Soit
(an)n∈N ⊂ R telle que an ↓ −∞ (c’est-à-dire an+1 ≤ an pour tout n ∈ N et limn→+∞ an
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= −∞). On pose Bn = ]−∞, an]. On a Bn+1 ⊂ Bn pour tout n ∈ N, p(Bn) < +∞ pour
tout n ∈ N et

⋂
n∈N Bn = ∅. Par continuité décroissante de p (Proposition 2.27), on a

donc
F(an) = p(Bn)→ p(∅) lorsque n→ +∞.

Ceci prouve que lima→−∞ F(a) = 0.

Le théorème 2.60 a une réciproque que nous énonçons dans le théorème 2.61.

Théorème 2.61 (Fonction de répartition et probabilité) Soit F une fonction de R
dans R, croissante, continue à droite et telle que

lim
t→−∞,F(t) = 0 et lim

t→+∞F(t) = 1.

Alors, il existe une unique probabilité p sur B(R) telle que F soit la fonction de
répartition de p.

La démonstration du théorème 2.61 n’est pas faite ici car ce théorème est essentielle-
ment contenu dans le théorème 2.62 que nous donnons maintenant.

Théorème 2.62 (Lebesgue-Stieltjes)
1. Soit m une mesure sur B(R), finie sur les compacts (on dit “localement finie”).

Soit a ∈ R, on définit la fonction F de R dans R par : F(t) = m(]a, t]) si t ≥ a et
F(t) = −m(]t,a]) si t ≤ a. Alors, la fonction F est continue à droite et croissante.

2. Réciproquement, soit F une fonction de R dans R, croissante et continue à droite.
Alors,il existe une unique mesure m sur B(R) telle que pour tout a,b ∈ R avec a ≤ b,
on ait m(]a,b]) = F(b)−F(a). Cette mesure s’appelle la mesure de Lebesgue-Stieltjes
associée à F.

DÉMONSTRATION – La démonstration du premier item est essentiellement la même
que celle du théorème 2.60. Elle n’est pas détaillée ici.

Pour démontrer le deuxième item, on introduit l, application définie de l’ensemble
des intervalles de R de la forme ]a,b] dans R (a < b) par : l(]a,b]) = F(b)− F(a). La
démonstration du fait qu’il existe un prolongement unique de cette application en une
mesure sur B(R) est très voisine à celle du théorème de Carathéodory (théorème 2.35).
Elle n’est pas détaillée ici.

Donnons, pour clore ce chapitre, quelques exemples de lois de probabilités, c’est-à-
dire de probabilités sur les boréliens de R, et leurs fonctions de répartition associées.
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Définition 2.63 (Loi de probabilité discrète) Soit p une loi de probabilité. On dit
que p est discrète si elle est purement atomique. L’ensemble de ses atomes A est
nécessairement dénombrable (voir l’exercice 2.23). La probabilité p s’écrit alors

p =
∑

a∈A
p({a})δa,

où δa désigne la mesure de Dirac en a., définie par (2.2) La fonction de répartition de
la probabilité p est définie par :

F(t) =
∑

a∈A,a≤t
p({a}).

Exemple 2.64 (Exemples de lois discrètes) Donnons quelques exemples de probabi-
lités discrètes, p, sur B(R) et de A l’ensemble (dénombrable) de leurs atomes.

— La loi uniforme discrète : N ∈ N∗, A = {a1, . . . , aN}, p({ai}) =
1
N

— La loi binomiale : N ∈ N∗,A = {1, . . . ,N}, P ∈]0,1[, p({k}) = Ck
NPk(1−P)N−k

— La loi de Pascal : A = N∗, P ∈]0,1[, p({k}) = P(1− P)k−1

— La loi de Poisson à paramètre λ : A = N, λ > 0, p({k}) = e−λ
λk

k!

Définition 2.65 (Loi continue) Soit p une probabilité sur les boréliens de R . On dit
que p est continue si sa fonction de répartition est continue.

Exemple 2.66 (Exemple de loi continue) La plupart des exemples de probabilités
continues provient de ce qu’on appelle les mesures de densité par rapport à la mesure
de Lebesgue, pour lesquelles on a besoin de la notion d’intégrale de Lebesgue qu’on
n’a pas encore introduite. On peut toutefois déjà citer l’exemple de la loi uniforme sur
un intervalle [a,b] de R : Soient −∞ < a < b < +∞ ; pour A ∈ B(R), on pose

p(A) =
λ(A∩ [a,b])

b − a .

On vérifie facilement que p est une probabilité appelée probabilité uniforme sur [a,b].

2.7 Exercices

2.7.1 Tribus

Exercice 2.1 (Caractérisation d’une tribu) Soit E un ensemble.
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1. Soit T une partie de P (E) stable par union dénombrable, stable par passage au
complémentaire et telle que ∅ ∈ T. Montrer que T est une tribu, c’est-à-dire qu’elle
vérifie aussi E ∈ T et qu’elle est stable par intersection dénombrable.

Corrigé – On a bien E ∈ T car E = ∅c et T stable par passage au complémentaire.
Il reste à montrer que T est stable par intersection dénombrable. Soit (An) ⊂ T,
on a (

⋂
n∈N An)c =

⋃
n∈N Ac

n ∈ T (car T est stable par passage au complémentaire
et par union dénombrable) et donc

⋂
n∈N An ∈ T (car T est stable par passage au

complémentaire).

2. L’ensemble des parties finies de E est-il une tribu?

Corrigé – Si E est fini, l’ensemble des parties finies de E est une tribu, c’est la tribu
P (E).
Si E est infini, l’ensemble des parties finies de E n’est pas une tribu. Il suffit par
exemple de remarquer que E n’est pas une partie finie (et une tribu sur E contient
toujours E comme élément).

Exercice 2.2 (Tribu engendrée) Soit E un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

Corrigé – Soit (Ti)i∈I une famille de tribus sur I (I est un ensemble quelconque).
On pose T = {A ⊂ E ; A ∈ Ti pour tout i ∈ I} (T est bien l’intersection des tribus Ti ,
i ∈ I). On montre que T est une tribu :

(a) On a ∅ ∈ T car ∅ ∈ Ti pour tout i ∈ I.

(b) On remarque que T est stable par passage au complémentaire car, si A ⊂ T, on a
A ∈ Ti pour tout i ∈ I, et donc Ac ∈ Ti pour tout i ∈ I (car Ti est stable par passage
au complémentaire), donc Ac ∈ T.

(c) On remarque enfin que T est stable par union dénombrable car, si (An)n∈N ⊂ T,
on a An ∈ Ti pour tout i ∈ I et tout n ∈ N donc

⋃
n∈N An ∈ Ti pour tout i ∈ I et tout

n ∈ N (car Ti est stable par union dénombrable), donc
⋃

n∈N An ∈ T.

D’après l’exercice 2.1, on en déduit que T est une tribu.

2. Soit A ⊂ P (E). On note TA l’intersection de toutes les tribus sur E contenant A
(une partie de E appartient donc à TA si et seulement si elle appartient à toutes les
tribus contenant A, on remarquera qu’il y a toujours au moins une tribu contenant
A, c’est la tribu P (E)). Montrer que TA est la plus petite des tribus contenant A
(c’est la tribu engendrée par A).

Corrigé – D’après la question précédente, TA est bien une tribu. La définition de
TA donne que toute tribu contenant A doit contenir TA. TA est donc la plus petite
tribu contenant A.
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3. Soient A et B ⊂ P (E) et TA, TB les tribus engendrées par A et B. Montrer que si
A ⊂ B alors TA ⊂ TB .

Corrigé – TB est une tribu contenant B, donc contenant A. Donc TA ⊂ TB .

Exercice 2.3 (Exemples de tribus)

1. Tribu trace

(a) Soit T une tribu sur un ensemble E et F ⊂ E. Montrer que TF = {A∩ F, A ∈ T }
est une tribu sur F (tribu trace de T sur F).

Corrigé –

i. ∅ ∈ TF car ∅ = ∅∩ F et ∅ ∈ T .

ii. Soit A ∈ TF. Il existe B ∈ T tel que A = B∩F. On a donc F\A = (E\B)∩F ∈ TF
car E \B ∈ T . TF est donc stable par passage au complémentaire.

iii. Soit (An)n∈N ⊂ TF. Pour tout n ∈ N, il existe Bn ∈ T tel que An = Bn ∩ F. On a
donc ⋃

n∈N
An = (

⋃

n∈N
Bn)∩ F ∈ TF

car
⋃

n∈N Bn ∈ T . TF est donc stable par union dénombrable.

Ceci est suffisant pour dire que TF est une tribu sur F.

(b) Si E est un espace topologique et T = B(E) (B(E) est la tribu borélienne de E),
montrer que la tribu trace sur F, notée TF, est la tribu engendrée par la topologie
trace sur F (tribu borélienne de F, notée B(F)). [Montrer que B(F) ⊂ TF. Pour
montrer que TF ⊂ B(F), considérer C = {A ∈ P (E); A∩ F ∈ B(F)} et montrer que
C est une tribu (sur E) contenant les ouverts de E.] Si F est un borélien de E,
montrer que TF est égale à l’ensemble des boréliens de E contenus dans F.

Corrigé – On note OF l’ensemble des ouverts de F, et OE l’ensemble des ouverts
de E. Par définition de la topologie trace, OF = {O∩ F, O ∈ OE}.
Comme OE ⊂ B(E), on a OF ⊂ TF = {B∩ F, B ∈ B(E)} (Noter que TF = B(E)F,
avec les notations de la question précédente). On en déduit que B(F) ⊂ TF car TF
est une tribu sur F contenant OF qui engendre B(F).

On montre maintenant que TF ⊂ B(F). On pose C = {A ∈ P (E); A∩ F ∈ B(F)}.
∅ ∈ C car ∅ ∩ F = ∅ ∈ B(F). C est stable par passage au complémentaire car, si
A ∈ C, on a (E \ A) ∩ F = F \ A = F \ (A∩ F) ∈ B(F), donc (E \ A) ∈ C. Enfin,
pour montrer que C est stable par union dénombrable, soit (An)n∈N ⊂ C, on a
(
⋃

n∈N An)∩ F =
⋃

n∈N(An ∩ F) ∈ B(F), ce qui donne
⋃

n∈N An ∈ C et la stabilité
de C par union dénombrable. C est donc une tribu. Il est clair que OE ⊂ C car
si O ∈ OE, on a O ∩ F ∈ OF ⊂ B(F). La tribu C contient OE, ce qui prouve
que C contient B(E) et donc que A∩ F ∈ B(F) pour tout A ∈ B(E). Ceci donne
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exactement TF ⊂ B(F). On a bien montré finalement que TF = B(F) (on rappelle
que TF = B(E)F, avec les notations de la question précédente).

On suppose maintenant que F est un borélien de E, c’est-à-dire que F ∈ B(E). On a
alors TF ⊂ B(E) (car A∩F ∈ B(E) si A ∈ B(E)). Puis, soit A ⊂ F tel que A ∈ B(E),
on peut écrire A = A∩ F, donc A ∈ TF. On a bien montré que TF = {A ⊂ F ;
A ∈ B(E)}.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{x},x ∈ E}. Déterminer la tribu engendrée par S
(distinguer les cas E dénombrable et non dénombrable).

Corrigé – On note T(S) la tribu engendrée par S.

On suppose que E est au plus dénombrable (c’est-à-dire dire fini ou dénombrable).
D’après la stabilité de T(S) par union dénombrable, la tribu T(S) doit contenir
toutes les parties au plus dénombrables. Comme toutes les parties de E sont au plus
dénombrables, on en déduit T(S) = P (E).

On suppose maintenant que E est infini non dénombrable. On note A l’ensemble
des parties de E au plus dénombrables et B = {Ac, A ∈ A}. D’après la stabilité de
T(S) par union dénombrable, la tribu T(S) doit contenir A. Par stabilité de T(S) par
passage au complémentaire, T(S) doit aussi contenir B.

On va montrer maintenant que A∪B est une tribu (on en déduit que T(S) =A∪B).
On a ∅ ∈ A ⊂ A∪B et il est clair queA∪B est stable par passage au complémentaire
(car A ∈ A implique Ac ∈ B et A ∈ B implique Ac ∈ A). Enfin, si (An)n∈N ⊂ A∪B,
on distingue 2 cas :

1er cas. Si An ∈ A pour tout n ∈ N, on a alors
⋃

n∈N An ∈ A ⊂ A∪B.

2ème cas. Si il existe n ∈ N tel que An ∈ B on a alors Ac
n ∈ A, donc Ac

n est au plus
dénombrable et (

⋃
p∈N Ap)c =

⋂
p∈N Ac

p ⊂ Ac
n est aussi au plus dénombrable,ce qui

donne (
⋃

p∈N Ap)c ∈ A et
⋃

p∈N Ap ∈ B ⊂ A∪B.

On a bien montré que
⋃

n∈N An ∈ A∪B, ce qui prouve la stabilité par union dénom-
brable de A∪B. Finalement, A∪B est donc une tribu contenant S et contenu dans
T(S), ceci donne T(S) =A∪B.

Exercice 2.4 (Tribus images) Soient E et F des ensembles. Pour A ⊂ P (E) (resp.
P (F)) on note T(A) la tribu de E (resp. F) engendrée par A.

Soit f une application de E dans F.

On note f −1 l’application de P (F) dans P (E) définie par, pour B ∈ P (F),

f −1(B) = {x ∈ E t.q. f (x) ∈ B}.

1. Soit S une tribu sur F. On pose Tf ,S = {f −1(B); B ∈ S}. Montrer que Tf ,S est une
tribu sur E (c’est la tribu image réciproque de S par f ).
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Corrigé – On démontre que Tf ,S est une tribu sur E en remarquant que f −1(∅) = ∅,
E \ f −1(A) = f −1(F \A) (pour tout A ⊂ F) et que

∀(An)n∈N ⊂ P (F), f −1(
⋃

n∈N
An) =

⋃

n∈N
f −1(An).

2. Soit T une tribu sur E. On pose Sf ,T = {B ⊂ F; f −1(B) ∈ T}. Montrer que Sf ,T est
une tribu sur F (c’est la tribu image directe de T par f ).

Corrigé – Ici aussi, on montre que Sf ,T est une tribu sur F en remarquant que
f −1(∅) = ∅, f −1(F \A) = E \ f −1(A) (pour tout A ⊂ F) et que,

∀(An)n∈N ⊂ P (F), f −1(
⋃

n∈N
An) =

⋃

n∈N
f −1(An).

Si B ⊂ E, on pose Bf = {f (x); x ∈ B}. Noter que, en général, {Bf , B ∈ T} n’est pas
une tribu sur F (par exemple, si f est non surjective, F < {Bf , B ∈ T}).

3. Soit C un ensemble de parties de F. On pose Cf = {f −1(B); B ∈ C} et S = T(C).
Montrer que T(Cf ) est la tribu image réciproque de S par f , c’est-à-dire que
T(Cf ) = Tf ,S avec la notation de la première question.
[On pourra montrer d’abord que T(Cf )) ⊂ Tf ,S. Puis, pour montrer que Tf ,S ⊂
T(Cf ), montrer que la tribu image de T(Cf ) par f contient C.]

Corrigé – Tf ,S est une tribu sur E (d’après la première question) contenant Cf
(car S = T(C) ⊃ C), elle contient donc T(Cf ). Ceci donne Tf ,S ⊃ T(Cf ).

On montre maintenant l’inclusion inverse, c’est-à-dire Tf ,S ⊂ T(Cf ). Comme dans la
deuxième question, on note Sf ,T(Cf ) la tribu image de T(Cf ) par f .

On remarque que Sf ,T(Cf ) ⊃ C (car f −1(B) ∈ T(Cf ) pour tout B ∈ C). On en déduit
que Sf ,T(Cf ) contient T(C), c’est-à-dire que f −1(B) ∈ T(Cf ) pour tout B ∈ T(C).
Comme T(C) = S, ceci signifie exactement que Tf ,S ⊂ T(Cf ).

Les deux inclusions nous donnent bien Tf ,S = T(Cf ).

Exercice 2.5 (π-système, λ-système) Soit Ω un ensemble et F ⊂ P (Ω).

1. Montrer que F est une tribu si et seulement si F est un π-système (c’est-à-dire
stable par intersection finie) et un λ-système (c’est-à-dire que F est stable par union
dénombrable croissante, Ω ∈ F et A \B ∈ F si A,B ∈ F avec B⊂ A).

Corrigé – Si F est une tribu, il est immédiat que F est un π-système et un λ-
système. La question consiste à démontrer la réciproque.

On suppose donc F est un π-système et un λ-système. Pour montrer que F est une
tribu, il suffit de démontrer que F possède les trois propriétés suivantes :

(p1) Ω ∈ F ,

(p2) F est stable par passage au complémentaire,
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(p3) F est stable par union dénombrable.
La propriété (p1) est immédiate car elle est dans la définition de λ-système.

La propriété (p2) est aussi assez simple. En effet, soit A ∈ F , Comme Ω ∈ F et
A ⊂Ω, la troisième propriété des λ-systèmes donne Ac = Ω \A ∈ F . Ceci prouve
bien (p2).

On prouve maintenant (p3). Soit (An)n∈N une suite telle que An ∈ F pour tout n ∈ N.
On pose A =

⋃
n∈N An et on veut montrer que A ∈ F . On commence par remarquer

que A =
⋃

n∈N Bn, avec

Bn =
n⋃

p=0

Ap.

Comme Bn ⊂ Bn+1 pour tout n ∈ N et que F est stable par union dénombrable
croissante, il suffit de montrer que Bn ∈ F (pour tout n ∈ N) pour avoir A ∈ F .

Soit n ∈ N, on a Bc
n = (

⋃n
p=0 Ap)c =

⋂n
p=0 Ac

p. Pour tout p, on a Ap ∈ F , on a donc
Ac
p ∈ F (car F vérifie (p2)) et donc

⋂n
p=0 Ac

p ∈ F (car F est un π-système). On a
ainsi montré que Bc

n ∈ F . Enfin, comme F vérifie (p2), on a bien Bn ∈ F . On en
déduit que A ∈ F et donc que F vérifie (p3), ce qui termine cette question.

2. On suppose que F est un λ-système. Soit C ∈ F . On pose G = {B ⊂ Ω tel que
C∩B ∈ F }. Montrer que G est un λ-système.

Corrigé – On va montrer que G vérifie les trois propriétés définissant un λ-système.

(1) On montre la stabilité de G par union dénombrable croissante – Soit (An)n∈N
une suite de parties de Ω telle que An ⊂ An+1 et An ∈ G pour tout n ∈ N. On veut
montrer que

⋃
n∈N An ∈ G. Pour cela on remarque que

C∩ (
⋃

n∈N
An) =

⋃

n∈N
(C∩An).

Pour tout n ∈ N, on a An ∈ G et donc C∩ An ∈ F . Comme (C∩ An) ⊂ (C∩ An+1)
pour tout n ∈ N et que F est stable par union dénombrable croissante, on a donc⋃

n∈N(C∩An) ∈ F , ce qui donne bien que
⋃

n∈N An ∈ G.

(2) On montre que Ω ∈ G – Cette propriété de G est due au fait que C ∈ F (et donc
C∩Ω = C ∈ F ).

(3) On montre que A \ B ∈ G si A,B ∈ G avec B ⊂ A – Soit A,B ∈ G avec B ⊂ A. On
remarque que C∩(A\B) = (C∩A)\(C∩B). Comme B∩C,A∩C ∈ F et (B∩C) ⊂ (A∩C),
on a (C∩A) \ (C∩B) ∈ F . On a donc C∩ (A \B) ∈ F , ce qui donne bien (A \B) ∈ G.

On a ainsi montré que G est un λ-système.

Exercice 2.6 (Tribu borélienne sur R2) On note T la tribu (sur R2) engendrée par
{A×B; A, B ∈ B(R)}. On va montrer ici que T = B(R2).

1. Montrer que tout ouvert de R2 est réunion au plus dénombrable de produits d’inter-
valles ouverts de R. [S’inspirer d’une démonstration analogue faite pour R au lieu
de R2.] En déduire que B(R2) ⊂ T.



2.7. EXERCICES 79

Corrigé – On s’inspire ici de la démonstration du lemme 2.11 (une autre méthode
est donnée à l’exercice 2.7).

Soit O un ouvert de R2. Pour tout x = (x1,x2)t ∈ O, il existe r > 0 tel que ]x1− r,x1 +
r[×]x2 − r,x2 + r[⊂ O. Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver
y1 ∈ Q∩]x1 − r,x1[, z1 ∈ Q∩]x1,x1 + r[, y2 ∈ Q∩]x2 − r,x2[ et z2 ∈ Q∩]x2,x2 + r[.
On a donc x ∈]y1, z1[×]y2, z2[⊂ O.

On note alors I = {(y1, z1, y2, z2) ∈ Q4 ; ]y1, z1[×]y2, z2[) ⊂ O}. Pour tout x ∈ O, il
existe donc (y1, z1, y2, z2) ∈ I tel que x ∈]y1, z1[×]y2, z2[. On en déduit que

O =
⋃

(y1,z1,y2,z2)∈I

]y1, z1[×]y2, z2[.

Comme I est au plus dénombrable (car Q4 est dénombrable), on en déduit que
O ∈ T. On a ainsi montré que T est une tribu contenant tous les ouverts de R2, et
donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R2 (c’est-à-dire B(R2)). Donc,
B(R2) ⊂ T.

2. Soit A un ouvert de R et T1 = {B ∈ B(R); A×B ∈ B(R2)}. Montrer que T1 est une
tribu (sur R) contenant les ouverts (de R). En déduire que T1 = B(R).

Corrigé – — ∅ ∈ T1 car A× ∅ = ∅ ∈ B(R2).
— On montre ici que T1 est stable par passage au complémentaire.

Soit B ∈ T1, on a donc Bc ∈ B(R) et A× Bc = A× (R \ B) = (A×R) \ (A× B).
Or, (A × R) est un ouvert de R2 (car A et R sont des ouverts de R), on a
donc (A × R) ∈ B(R2). D’autre part, (A × B) ∈ B(R2) (car B ∈ T1). Donc,
A×Bc = (A×R) \ (A×B) ∈ B(R2). Ce qui prouve que Bc ∈ T1 et donc que T1
est stable par passage au complémentaire.

— Enfin, T1 est stable par union dénombrable. En effet, si (Bn)n∈N ⊂ T1, on a
A× (

⋃
n∈N Bn) =

⋃
n∈N A× Bn ∈ B(R2) (car A× Bn ∈ B(R2) pour tout n ∈ N).

Donc,
⋃

n∈N Bn ∈ T1.
On a donc montré que T1 est une tribu, il reste à montrer que T1 contient les ouverts
de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B ∈ B(R) et, comme A×B est un ouvert de R2, on
a A×B ∈ B(R2). On a donc B ∈ T1.

T1 est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, T1 =
B(R).

La conséquence de cette question est donc :
A ouvert de R et B ∈ B(R)⇒ A×B ∈ B(R2). (2.17)

3. Soit B ∈ B(R) et T2 = {A ∈ B(R); A×B ∈ B(R2)}. Montrer que T2 = B(R).

Corrigé – On commence par remarquer que la question précédente donne que T2
contient les ouverts de R. En effet, soit A un ouvert de R, la propriété (2.17) donne
A×B ∈ B(R2), et donc A ∈ T2.

On montre maintenant que T2 est une tribu (on en déduira que T2 = B(R)).
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(a) ∅ ∈ T2 car ∅ ×B = ∅ ∈ B(R2).

(b) On montre ici que T2 est stable par passage au complémentaire.

Soit A ∈ T2, on a Ac ∈ B(R) et Ac × B = (R × B) \ (A× B). La propriété (2.17)
donne (R× B) ∈ B(R2) car R est un ouvert de R. D’autre part, (A× B) ∈ B(R2)
(car A ∈ T2). Donc, Ac ×B ∈ B(R2). Ce qui prouve que Ac ∈ T2 et donc que T2 est
stable par passage au complémentaire.

(c) Enfin, T2 est stable par union dénombrable. En effet, si (An)n∈N ⊂ T2, on a
(
⋃

n∈N An) × B =
⋃

n∈N(An × B) ∈ B(R2) (car An × B ∈ B(R2) pour tout n ∈ N).
Donc,

⋃
n∈N An ∈ T2.

T2 est donc une tribu (sur R) contenant les ouverts de R, ce qui prouve que T2 ⊃ B(R)
et donc, finalement, T2 = B(R).

4. Montrer que T ⊂ B(R2) (et donc que T = B(R2)).

Corrigé – La question précédente donne :

A,B ∈ B(R)⇒ A×B ∈ B(R2).

On a donc {A×B; A, B ∈ B(R)} ⊂ B(R2). On en déduit T ⊂ B(R2). Avec la question
1, on a finalement T = B(R2).

Exercice 2.7 (Tribu borélienne sur RN) 1. Montrer que la tribu borélienne de RN

est égale à celle engendrée par l’ensemble de toutes les boules ouvertes de RN . [On
pourra montrer d’abord que tout ouvert de RN est réunion dénombrable de boules
ouvertes de RN .]

Corrigé – Soit T la tribu engendrée par l’ensemble de toutes les boules ouvertes
de RN . Comme les boules ouvertes sont des ouverts, on a T ⊂ B(RN).
On montre maintenant l’inclusion inverse, c’est-à-dire B(RN) ⊂ T. Soit O un ouvert
de RN . Pour tout x ∈ O, il existe r > 0 tel que B(x,r) ⊂ O (où B(x,r) désigne la
boule ouverte de centre x et rayon r). Comme Q est dense dans R, on peut donc
trouver y ∈ QN et s ∈ Q∗+ = {t ∈ Q ; t > 0}, tel que x ∈ B(y,s) ⊂ O. On note alors
I = {(y,s) ∈QN ×Q∗+ ; B(y,s) ⊂ O}. On a alors O =

⋃
(y,s)∈I B(y,s). Comme I est au

plus dénombrable (car QN+1 est dénombrable), on en déduit que O ∈ T et donc que
B(RN) ⊂ T (car T est une tribu contenant tous les ouverts).

Le raisonnement précédent montre même que B(RN) est aussi la tribu engendrée
par l’ensemble des boules ouvertes dont le rayon est rationnel et dont le centre a des
coordonnées rationnelles.

2. Montrer que la tribu borélienne de RN est égale à celle engendrée par l’ensemble
des produits d’intervalles ouverts à extrémités rationnelles.

Corrigé – On reprend le même raisonnement que dans la question précédente en
remplaçant B(x,r) par P(x,r) =

∏N
i=1]xi − r,xi + r[, avec x = (x1, . . . ,xN)t .
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3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles ]a,b] où
a,b ∈ R, a < b.

Corrigé – Soit C = {]a,b], a,b ∈ R, a < b} et T(C) la tribu engendrée par C. Comme
]a,b] =

⋂
n>0]a,b+ 1

n [, on voit que ]a,b] ∈ B(R) pour tout a,b ∈ R, a < b. Donc, on
a C ⊂ B(R) et donc T(C) ⊂ B(R).

On montre maintenant l’inclusion inverse, c’est-à-dire B(R) ⊂ T(C). Soit I =]a,b[
avec a,b ∈ R, a < b. On peut écrire I =

⋃
n≥n0

]a,b − 1
n ], avec n0 tel que 1

n0
< b − a.

On en déduit que I ∈ T(C). Puis, comme tout ouvert non vide peut s’écrire comme
réunion dénombrable d’intervalles ouverts à extrémités finies (voir le lemme 2.11
page 44), on obtient que tout ouvert appartient à T(C). Ceci permet de conclure que
B(R) ⊂ T(C) et finalement que B(R) = T(C).

4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(RN) est engendrée par la classe
des boules ouvertes telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent à
S. (Un résultat analogue, non demandé ici, est vrai en remplaçant “boules ouvertes”
par “boules fermées”.)

Corrigé – Si S est dénombrable, il suffit de reprendre le même raisonnement que
dans la première question en remplaçant QN par SN (qui est dense dans RN) et
Q∗+ par S∗+ = {s ∈ S ; s > 0} (qui est dense dans R∗+). On ne détaille pas cette
démonstration.

Si S est non dénombrable, on se ramène au cas S dénombrable de la manière suivante.
Soit n ∈ N∗. Pour tout i ∈ Z, on choisit xi ∈ S t.q. |xi − (i/n)| ≤ (1/n) (l’existence
de xi vient de la densité de S dans R) et on pose Sn = {xi , i ∈ Z}. Puis, on pose
Ŝ = ∪n∈N∗Sn. L’ensemble Ŝ est un sous ensemble de S, il est dense dans R (car Q est
dense dans R) et il est dénombrable (car c’est une union dénombrable d’ensembles
dénombrables). La tribu B(RN) est donc engendrée par la classe des boules ouvertes
telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent à Ŝ. Elle est donc, a
fortiori, engendrée par la classe des boules ouvertes telles que les coordonnées du
centre et le rayon appartiennent à S.

Exercice 2.8 (Une tribu infinie est non dénombrable) Montrer que toute tribu
infinie T sur un ensemble (infini) E est non dénombrable. [Si T est dénombrable, on
pourra introduire, pour tout élément x ∈ E, l’ensemble A(x) intersection de tous les
éléments de T contenant x. Puis, montrer à l’aide de ces ensembles qu’il existe une
injection de P (N) dans T.]

Exercice 2.9 (Algèbre) Soit E un ensemble et A ⊂ P (E).

1. Montrer que A est une algèbre (cf. définition 2.5) si et seulement si A vérifie les
deux propriétés suivantes :

(a) E ∈ A,

(b) A,B ∈ A⇒ A \B ∈ A.
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Corrigé – On suppose que A est une algèbre. Il est clair que (a) est vérifiée. Pour
montrer (b) il suffit d’utiliser la stabilité par intersection finie et par passage au
complémentaire, cela donne bien que A \B = A∩Bc ∈ A si A,B ∈ A.

On suppose maintenant que A vérifie (a) et (b).

On a alors ∅ = E \ E ∈ A, et donc ∅,E ∈ A.

On remarque ensuite que, grâce à (b), Ac = E\A ∈ E si A ∈ A. On a donc la stabilité
de A par passage au complémentaire.

Soit maintenant A1,A2 ∈ A. On a A1∩A2 = A1 \Ac
2, on en déduit que A1∩A2 ∈ A

par (b) et la stabilité de A par passage au complémentaire. Une récurrence sur n
donne alors que A est stable par intersection finie.

Enfin, la stabilité de A par union finie découle de la stabilité de A par intersection
finie et par passage au complémentaire car (

⋃n
p=0 Ap)c =

⋂n
p=0 Ac

p.

On a bien montré que A est une algèbre.

2. Soit (Ai)i∈I une famille d’algèbres (sur E). Montrer que
⋂

i∈IAi = {A ∈ P (E) ;
A ∈ Ai pour tout i ∈ I} est encore une algèbre.

Corrigé – On peut montrer que
⋂

i∈IAi est une algèbre en utilisant directement la
définition d’une algèbre. On peut aussi le montrer en utilisant la première question,
ce que nous faisons ici. On montre donc que

⋂
i∈IAi vérifie (a) et (b) :

E ∈⋂
i∈IAi car E ∈ Ai pour tout i ∈ I.

Soit A,B ∈⋂
i∈IAi . Pour tout i ∈ I, on a A,B ∈ Ai . On en déduit A \B ∈ Ai (car Ai

est une algèbre) et donc A \B ∈⋂
i∈IAi .

On a bien montré que
⋂

i∈IAi est une algèbre.

Si C ⊂ P (E), la deuxième question permet donc de définir l’algèbre engendrée par C
comme l’intersection de toutes les algèbres sur E contenant C.

Exercice 2.10 (Suite croissante de tribus) Soit E un ensemble. Soit (An)n∈N une
suite croissante de tribus de E. Montrer que A = ∪n∈NAn est une algèbre (cf. défini-
tion 2.5), mais n’est pas, en général, une tribu. Donner une suite d’algèbres finies de
parties de [0,1] dont la réunion engendre B([0,1]).

Exercice 2.11 (Tribu engendrée par une partition)

Soit E un ensemble et (Ai)i∈I une partition de E, c’est-à-dire que ∪i∈IAi = E et
Ai ∩Aj = ∅ si i , j. On suppose aussi que Ai , ∅ pour tout i ∈ I.

On note C l’ensemble des parties de E s’écrivant comme réunion au plus dénombrable
d’éléments de cette partition, c’est-à-dire que

C = {∪i∈JAj , avec J ⊂ I, J au plus dénombrable}.
On note aussi D = {Bc, B ∈ C} et T = C ∪D.
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1. On suppose, dans cette question, que I = {1,2, ...,n} avec n ∈ N∗. Montrer que
T = C =D et que T est la tribu engendrée par la famille {A1, . . . ,An}. Combien la
tribu T a-t-elle d’éléments?

Corrigé – Soit B ∈ D. On a Bc ∈ C et il existe donc J ⊂ I tel que Bc = ∪i∈JAi , ce qui
donne B = ∪i∈JcAi . Comme Jc est fini, on a donc B ∈ C. On a ainsi montré que D ⊂ C.
Un raisonnement analogue donne C ⊂ D et donc C =D. Finalement, on obtient bien
C =D = T.

On note T̄ la tribu engendrée par {A1, . . . ,An}. Comme T̄ ⊃ {A1, . . . ,An} et que T̄ est
stable par union finie, on a C ⊂ T̄. Pour montrer que T̄ = C, il suffit donc de montrer
que C est une tribu (car T̄ est la plus petite tribu contenant {A1, . . . ,An}).
Pour montrer que C est une tribu, on remarque que

• ∅ ∈ C car ∅ = ∪i∈JAj avec J = ∅,
• C est stable par union dénombrable car toute réunion de parties de I est finie,

• C est stable par passage au complémentaire car Bc ∈ D = C si B ∈ C.

Ceci donne bien que C est une tribu et donc que C = T̄.

Pour trouver le nombre déléments de C, on considère l’application f de l’ensemble
des parties de {1, . . . ,n} dans C définie par f (J) = ∪i∈JAj . La définition de C donne
que f est surjective et, comme les Ai sont tous non vides et que les Ai sont disjoints
deux à deux, on remarque que f est injective. Ceci montre que f est bijective et
donc que le cardinal de C est le même que le cardinal de l’ensemble des parties de
{1, . . . ,n}, c’est-à-dire 2n. La tribu C a donc 2n éléments.

2. On suppose, dans cette question, que I est dénombrable (on peut donc supposer que
I = N). Montrer que T = C =D et que T est la tribu engendrée par la famille {Ai ,
i ∈ I}.

Corrigé – On reprend le même raisonnement que pour la question précédente.
Soit B ∈ D. On a Bc ∈ C et il existe donc J ⊂ I tel que Bc = ∪i∈JAi , ce qui donne
B = ∪i∈JcAi . Comme Jc ⊂ I, Jc est au plus dénombrable, on a donc B ∈ C. On a
ainsi montré que D ⊂ C. Un raisonnement analogue donne C ⊂ D et donc C = D.
Finalement, on obtient bien C =D = T.

On note T̄ la tribu engendrée par {Ai , i ∈ I}. Comme T̄ ⊃ {Ai , i ∈ I} et que T̄ est
stable par union dénombrable (et donc aussi par union finie), on a C ⊂ T̄. Pour
montrer que T̄ = C, il suffit donc de montrer que C est une tribu (car T̄ est la plus
petite tribu contenant {Ai , i ∈ I}).
Pour montrer que C est une tribu, on remarque que

• ∅ ∈ C car ∅ = ∪i∈JAj avec J = ∅,
• C est stable par union dénombrable car toute réunion de parties de I est au plus

dénombrable,

• C est stable par passage au complémentaire car Bc ∈ D = C si B ∈ C.

Ceci donne bien que C est une tribu et donc que C = T̄.
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3. On suppose maintenant que I est un ensemble infini non dénombrable. Montrer que
C ,D et que T est la tribu engendrée par la famille {Ai , i ∈ I}.

Corrigé – Pour montrer que C ,D, il suffit de remarquer que ∅ ∈ C (car ∅ = ∪i∈JAj
avec J = ∅) et que ∅ < D. En effet, ∅c = E = ∪i∈IAi et donc ∅c , ∪i∈JAi pour tout
J ⊂ I, J au plus dénombrable (et donc J , I) car les Ai sont disjoints deux à deux et
non vides. Ce qui montre que ∅c < C et donc ∅ <D.

En fait, on peut même montrer que C ∩D = ∅.
On note T̄ la tribu engendrée par {Ai , i ∈ I}. Comme T̄ ⊃ {Ai , i ∈ I} et que T̄ est
stable par union dénombrable (et donc aussi par union finie), on a C ⊂ T̄. Puis comme
T̄ est stable par passage au complémentaire, on a aussi D ⊂ T̄. On a donc T ⊂ T̄.
Pour montrer que T̄ = T, il suffit donc de montrer que T est une tribu (car T̄ est la
plus petite tribu contenant {Ai , i ∈ I}).
On montre maintenant que T est une tribu.

• ∅ ∈ T car ∅ = ∪i∈JAj ∈ C ⊂ T, avec J = ∅.
• T est stable par passage au complémentaire car Bc ∈ D ⊂ T si B ∈ C et Bc ∈
C ⊂ T si B ∈ D.

• Il reste à montrer la stabilité de T par union dénombrable. Soit (Bn)n∈N une
famille d’éléments de T. Pour montrer que ∪n∈NBn ∈ T, on distingue deux cas :
Cas 1. Bn ∈ C pour tout n ∈ N, On a alors ∪n∈NBn ∈ C ⊂ T, car une réunion
dénombrable d’ensembles au plus dénombrable est encore au plus dénombrable.
Cas 2. Il existe m ∈ N tel que Bm < C (et donc Bm ∈ D). On a alors Bc

m ∈ C et il
existe donc J ⊂ I, J au plus dénombrable, tel que Bc

m = ∪i∈JAi . On a alors

(∪n∈NBn)c = ∩n∈NBc
n ⊂ Bc

m,

ce qui prouve qu’il existe J̄ ⊂ J tel que (∪n∈NBn)c = ∪i∈J̄Ai . Comme J̄ est au plus
dénombrable, on a donc (∪n∈NBn)c ∈ C et donc ∪n∈NBn ∈ D ⊂ T. Ceci prouve
la stabilité de de T par union dénombrable.

On a ainsi montré que T est une tribu et donc que T = T̄.

Exercice 2.12 Soit E un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose
que ∅,E ∈ C, que C est stable par intersection finie et que le complémentaire de tout
élément de C est une union finie disjointe d’éléments de C, c’est-à-dire :

C ∈ C ⇒ ∃n ∈ N∗ et C1, . . . ,Cn ∈ C tels que Cc =
n⋃

p=1

Cp et Cp ∩Cq = ∅ si p , q.

On note B l’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de E
est donc un élément de B si et seulement si il existe n ∈ N∗ et (Ap)p=1,...,n ⊂ C tel que
Ap ∩Aq = ∅ si p , q et A =

⋃n
p=1 Ap.

1. Montrer que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.



2.7. EXERCICES 85

Corrigé – On montre tout d’abord la stabilité de B par intersection finie. Soit
A,B ∈ B. Il existe A1, . . . ,An ∈ C et B1, . . . ,Bm ∈ C tels que Ai ∩ Aj = ∅ si i , j,
Bi ∩ Bj = ∅, si i , j, A =

⋃n
i=1 Ai et B =

⋃m
j=1 Bj . On a alors A∩ B = (

⋃n
i=1 Ai)∩

(
⋃m

j=1 Bj ) =
⋃n

i=1
⋃m

j=1(Ai∩Bj ). Comme Ai∩Bj ∈ C (car C est stable par intersection
finie) pour tout i, j et que (Ai ∩Bj )∩ (Ak ∩Bl) = ∅ si (i, j) , (k, l), on en déduit que
A∩B ∈ B.

Une récurrence sur n donne alors la stabilité de B par intersection finie.

On montre maintenant la stabilité de B par passage au complémentaire. Soit A ∈ B.
Il existe A1, . . . ,An ∈ C tels que Ai ∩ Aj = ∅ si i , j et A =

⋃n
i=1 Ai . On a alors

Ac =
⋂n

i=1 Ac
i . Comme Ac

i est une réunion finie disjointe d’éléments de C, on a bien
Ac
i ∈ B. La stabilité de B par intersection finie donne alors que Ac ∈ B. On a donc

bien montré la stabilité de B par passage au complémentaire.

2. Montrer que l’algèbre engendrée (voir remarque 2.6 pour la définition) par C est
égale à B.

Corrigé – On noteA l’algèbre engendrée par C. CommeA est stable par union finie
et contient C, il est clair que A ⊃ B. Comme B contient C, pour montrer l’inclusion
inverse, il suffit de montrer que B est une algèbre (car A est l’intersection de toutes
les algèbres contenant C). On montre donc maintenant que B est une algèbre.

Pour montrer que B est une algèbre, on montre que B vérifie les quatre propriétés
d’une algèbre.

(a) E,∅ ∈ B car C ⊂ B et E,∅ ∈ C.

(b) La question précédente montre que B est stable par intersection finie et par passage
au complémentaire.

(c) La stabilité de B par union finie découle facilement de la stabilité de B par
intersection finie et par passage au complémentaire, car

⋃n
i=1 Ai = (

⋂n
i=1 Ac

i )
c.

On a bien montré que B est une algèbre. Comme B ⊃ C, on a donc B ⊃ A et finalement
B =A.

Exercice 2.13 (Classes monotones) Soit E un ensemble. Pour Σ ⊂ P (E), on dit que
Σ est une classe monotone (sur E) si Σ vérifie les deux propriétés suivantes (de stabilité
par union croissante dénombrable et par intersection décroissante dénombrable) :

(p1) (An)n∈N ⊂ Σ, An ⊂ An+1 pour tout n ∈ N⇒⋃
n∈N An ∈ Σ,

(p2) (An)n∈N ⊂ Σ, An ⊃ An+1 pour tout n ∈ N⇒⋂
n∈N An ∈ Σ.

1. Soit Σ ⊂ P (E). Montrer que Σ est une tribu si et seulement si Σ est une classe
monotone et une algèbre (cf. exercice 2.9).

Corrigé – Si Σ est une tribu, Σ est stable par union dénombrable et intersection
dénombrable. On en déduit immédiatement que Σ est une algèbre et une classe
monotone.
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On suppose maintenant que Σ est une algèbre et une classe monotone. Comme Σ est
une algèbre, pour montrer que Σ est une tribu, il suffit de montrer que Σ est stable
par union dénombrable.

Soit donc (An)n∈N ⊂ Σ et A =
⋃

n∈N An. On veut montrer que A ∈ Σ. On remarque
que

A =
⋃

n∈N
Bn avec Bn =

n⋃

p=0

An.

Comme Σ est une algèbre, on a Bn ∈ Σ pour tout n ∈ N. Puis, comme Σ est stable par
union croissante (noter que Bn ⊂ Bn+1) dénombrable, on en déduit que A ∈ Σ. On a
bien montré que Σ est stable par union dénombrable et donc que Σ est une tribu.

Noter que l’hypothèse de stabilité de Σ par intersection décroissante dénombrable
n’a pas été utilisé. Elle sera utile à la question 4.

2. Donner un exemple, avec E = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

Corrigé – Il y a beaucoup d’exemples de classes monotones qui ne sont pas des
tribus. En voici un : Σ = {R}.

3. Soit (Σi)i∈I une famille de classes monotones (sur E). Montrer que
⋂

i∈I

Σi = {A ∈ P (E); A ∈ Σi pour tout i ∈ I}

est encore une classe monotone.

Corrigé – Soit (An)n∈N ⊂
⋂

i∈IΣi telle que An ⊂ An+1 pour tout n ∈ N. On a
donc, pour tout i ∈ I, (An)n∈N ⊂ Σi et donc, puisque Σi est une classe monotone,⋃

n∈N An ∈ Σi . On en déduit que
⋃

n∈N An ⊂
⋂

i∈IΣi .

Soit (An)n∈N ⊂
⋂

i∈IΣi telle que An ⊃ An+1 pour tout n ∈ N. On a donc, pour tout
i ∈ I, (An)n∈N ⊂ Σi et donc, puisque Σi est une classe monotone,

⋂
n∈N An ∈ Σi . On

en déduit que
⋂

n∈N An ⊂
⋂

i∈IΣi .

Ceci montre bien que
⋂

i∈IΣi est une classe monotone.

Si C ⊂ P (E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée
par C comme l’intersection de toutes les classes monotones sur E contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit A une algèbre sur E. On note Σ la classe
monotone engendrée par A et on note T la tribu engendrée par A.

(a) Montrer que Σ ⊂ T.

Corrigé – Σ est l’intersection de toutes les classes monotones sur A. Une tribu
étant aussi une classe monotone, la tribu T (engendrée par A) est donc une classe
monotone contenant A. On en déduit que Σ ⊂ T.
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(b) Soit A ⊂ E. On pose ΣA = {B⊂ E ; A \B ∈ Σ et B \A ∈ Σ}. Montrer que ΣA est
une classe monotone.

Corrigé – Soit (Bn)n∈N ⊂ ΣA, Bn ⊂ Bn+1 pour tout n ∈ N.
On pose B =

⋃
n∈N Bn. On va montrer que B ∈ ΣA.

On a A \ B = A \⋃n∈N Bn =
⋂

n∈N(A \ Bn). La suite (A \ Bn)n∈N est une suite
décroissante de Σ. Comme Σ est une classe monotone, on en déduit A \ B =⋂

n∈N(A \Bn) ∈ Σ.

On montre aussi que B\A ∈ Σ. En effet, B\A =
⋃

n∈N Bn \A =
⋃

n∈N(Bn \A) ∈ Σ
par la stabilité de Σ par union croissante dénombrable.

On a donc bien montré que B ∈ ΣA, ce qui donne la stabilité de Σ par union
croissante dénombrable.

De manière analogue, on va montrer la stabilité de Σ par intersection décrois-
sante dénombrable. Soit (Bn)n∈N ⊂ ΣA, Bn ⊃ Bn+1 pour tout n ∈ N. On pose
B =

⋂
n∈N Bn.

Comme A \ B =
⋃

n∈N(A \ Bn), on obtient A \ B ∈ Σ en utilisant la stabilité de Σ
par union croissante dénombrable.

Comme B \A =
⋂

n∈N(Bn \A), on obtient B \A ∈ Σ en utilisant la stabilité de Σ
par intersection décroissante dénombrable.

On a donc B ∈ ΣA, ce qui donne la stabilité de Σ par intersection décroissante
dénombrable.

On a bien montré que ΣA est une classe monotone.

(c) (Question plus difficile.) Montrer que Σ est une algèbre. [Utiliser la question (b)
et la première question de l’exercice 2.9.] En déduire que T = Σ.

Corrigé – Pour montrer que Σ est une algèbre, il suffit de montrer que Σ vérifie
les propriétés (a) et (b) de la première question de l’exercice 2.9. Il est immédiat
que la propriété (a) est vérifiée car E ∈ A ∈ Σ. Pour montrer (b), on utilise la
classe monotone ΣA définie à la question 4 pour A ⊂ E.

Soit A ∈ A. Comme A est une algèbre, on a donc A ⊂ ΣA. La classe monotone
ΣA contient A, elle contient donc Σ qui est l’intersection de toutes les classes
monotones contenant A. On a donc :

A ∈ A, B ∈ Σ⇒ B ∈ ΣA. (2.18)
On remarque maintenant que, pour tout A,B ∈ P (E), on a :

A ∈ ΣB⇔ B ∈ ΣA.

On déduit donc de (2.18) :
A ∈ A, B ∈ Σ⇒ A ∈ ΣB.

Si B ∈ Σ, la classe monotone ΣB contient donc A. Elle contient alors aussi Σ (qui
est l’intersection de toutes les classes monotones sur E contenant A). On a donc
montré :

B ∈ Σ, A ∈ Σ⇒ A ∈ ΣB.
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On en déduit que A \B ∈ Σ si A,B ∈ Σ.

On a bien montré que Σ vérifie la propriété (b) de la première question de l’exercice
2.9 et donc que Σ est une algèbre.

Pour conclure, on remarque Σ est une classe monotone et une algèbre. C’est
donc une tribu (par la question 1) contenant A. Elle contient donc T (qui est
l’intersection de toutes les tribus contenant A) et on a bien, finalement, Σ = T.

Exercice 2.14 (Caractérisation de la tribu engendrée) Soit E un ensemble et A ⊂
P (E). On dit que A est stable par intersection finie si A,B ∈ A⇒ A∩B ∈ A. On dit
que A est stable par différence si :

A,B ∈ A, B⊂ A⇒ A \B = A∩Bc ∈ A.
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :

(An)n∈N ⊂ A,An ∩Am = ∅ pour n ,m⇒
⋃

n∈N
An ∈ A.

Enfin, on appelle système de Dynkin un ensemble D de parties de E tel que

• E ∈ D,

• D stable par différence,

• D stable par union dénombrable disjointe.

Soit C ⊂ P (E).

1. Montrer qu’il existe un système de Dynkin contenant C et contenu dans tous les
systèmes de Dynkin contenant C. c’est-à-dire qu’il existe un système de Dynkin,
noté D, tel que D ⊃ C et

A système de Dynkin A ⊃ C ⇒D ⊂A.

Corrigé – On note Z l’ensemble des systèmes de Dynkin contenant C. On remarque
tout d’abord que Z , ∅ car P (E) ∈ Z. Puis, on note D l’ensemble des parties de E
appartenant à tous les éléments de Z (c’est-à-dire que, pour A ∈ P (E), on a A ∈ D
si, pour tout B ∈ Z, A ∈ B).

Il est facile de voir que D contient E, D est stable par différence, D est stable
par union dénombrable disjointe et que D contient C (car tous les éléments de Z
vérifient ces quatres propriétés). Enfin, A ∈ Z ⇒D ⊂A, ce qui est bien la propriété
demandée.

Le système de Dynkin D s’appelle le système de Dynkin engendré par C. Dans la
suite, on note toujours D le système de Dynkin engendré par C.
On suppose maintenant que C est stable par intersection finie et on va montrer que
D est égal à la tribu engendrée par C Ceci démontre le théorème π-λ de Dynkin.



2.7. EXERCICES 89

2. Pour A ∈ P (E), on note DA = {D ∈ D tel que A∩D ∈ D}.
(a) Soit A ∈ P (E). Montrer que DA est stable par union dénombrable disjointe et

stable par différence.

Corrigé – Soit (Dn)n∈N ⊂ DA avec Dn ∩Dm = ∅ si n , m. On va montrer que⋃
n∈N Dn ∈ DA. On remarque tout d’abord que

⋃
n∈N Dn ∈ D car Dn ∈ D, pour

tout n ∈ N, etD est stable par union dénombrable disjointe. Puis, A∩(
⋃

n∈N Dn) =⋃
n∈N(Dn ∩A) ∈ D car Dn ∩A ∈ D, pour tout n ∈ N, (Dn ∩A)∩ (Dm ∩A) = ∅,

si n ,m, et D est stable par union dénombrable disjointe. On a donc montré que⋃
n∈N Dn ∈ DA. Ce qui prouve que DA est stable par union dénombrable disjointe.

Soit maintenant D1,D2 ∈ DA, avec D1 ⊂ D2. On va montrer que D2 \D1 ∈ DA.
Pour cela, on remarque que D2 \D1 ∈ D car D1,D2 ∈ D et que D est stable par
différence. Puis, A∩ (D2 \D1) = (A∩D2) \ (A∩D1) ∈ D car A∩D1, A∩D2 ∈
D, (A∩D1) ⊂ (A∩D2) et D est stable par différence. On a donc montré que
D2 \D1 ∈ DA, ce qui prouve que DA est stable par différence.

(b) Soit A ∈ C. Montrer que C ⊂ DA. En déduire que DA =D.

Corrigé – Soit B ∈ C. On a B ∈ D (car D ⊃ C) et A∩B ∈ C (car C est stable par
intersection finie), donc A∩B ∈ D. Ceci montre que B ∈ DA et donc C ⊂ DA.

On remarque aussi que E ∈ DA car A∩ E = A ∈ C ⊂ D. Comme DA est stable par
différence et stable par union dénombrable disjointe, DA est donc un système de
Dynkin. Comme DA contient C, DA contient le système de Dynkin engendré par C,
c’est-à-dire D. On a donc DA ⊃ D et, finalement, DA =D.

(c) Soit A ∈ D. Montrer que DA = D. En déduire que D est stable par intersection
finie.

Corrigé – Soit B ∈ C. On a B ∈ D (car D ⊃ C). Comme B ∈ C, la question
précédente donne D =DB et donc A ∈ DB. On a donc A∩B ∈ D. Ceci montre que
B ∈ DA et donc C ⊂ DA.

On en déduit, comme à la question précédente, que DA =D.

On montre maintenant queD est stable par intersection finie. Soit B,C ∈ D. Comme
D =DC, on a B ∈ DC et donc C∩B ∈ D. L’intersection de deux éléments de D est
donc aussi dans D. Ceci prouve bien la stabilité de D par intersection finie (une
récurrence facile donne que l’intersection d’un nombre fini d’éléments de D est
aussi dans D).

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.

Corrigé – On remarque que E ∈ D et que D est stable par complémentaire car, si
A ∈ D, on a E \ A ∈ D car D est stable par différence (et E,A ∈ D avec A ⊂ E).
Pour montrer que D est une tribu, il suffit de montrer que D est stable par union
dénombrable (non nécessairement disjointe).
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Soit (An)n∈N ⊂ D. Comme D est stable par complémentaire, on aussi Ac
n ∈ D, pour

tout n ∈ N. Pour tout n ∈ N, on pose :

Bn = An ∩ (
n−1⋂

i=0

Ac
i ).

On a Bn ∈ D carD est stable par intersection finie et Bn∩Bm = ∅ si n ,m (en notant
que Bn ⊂ An et Bm ⊂ Ac

n si m > n). Comme D est stable par union dénombrable
disjointe, on en déduit

⋃
n∈N Bn ∈ D et donc

⋃
n∈N An ∈ D (car

⋃
n∈N An =

⋃
n∈N Bn).

Ceci prouve que D est stable par union dénombrable et donc que D est une tribu.

On a ainsi montré que D est une tribu contenant C et donc contenant la tribu engen-
drée par C, notée τ(C). D’autre part, il est facile de voir que toute tribu contenant C
est un système de Dynkin contenant C et donc que τ(C) contient D. On a bien montré
finalement que D = τ(C).

2.7.2 Mesures et probabilités

Exercice 2.15 (Exemple de mesures) Soit E un ensemble infini non dénombrable.
Pour toute partie A de E, on pose m(A) = 0 si A est au plus dénombrable, et m(A) =
+∞ sinon. L’application m est-elle une mesure sur P (E)?

Corrigé – Oui, l’application m est une mesure sur P (E). En effet, on a bien m(∅) = 0
et si (An)n∈N ⊂ P (E) on a m(

⋃
n∈N An) =

∑+∞
n=0m(An) = 0 si An est au plus dénom-

brable pour tout n ∈ N (car une réunion d’ensembles au plus dénombrables est au
plus dénombrable) et m(

⋃
n∈N An) =

∑+∞
n=0m(An) = +∞ s’ill existe n ∈ N tel que An

est infini non dénombrable. On a donc toujours m(
⋃

n∈N An) =
∑+∞

n=0m(An) (noter
d’ailleurs qu’il est inutile de supposer les An disjoints deux à deux).

Exercice 2.16 (Exemple de probabilité) Soit E = {xk , k ∈ N} un ensemble infini
dénombrable et (pk)k∈N ⊂ [0,1]N telle que pk ≥ 0∀k ∈ N et

∑
k∈Npk = 1.

1. Montrer que, pour tout A ∈ P (E), A , ∅, on peut définir p(A) =
∑

k;xk∈Apk . On
pose p(∅) = 0.

2. Montrer que p définie en 1. est une probabilité

Exercice 2.17 (Mesure trace et restriction d’une mesure) Soit (E,T,m) un espace
mesuré

1. Soit F ∈ T. Montrer que la tribu trace de T sur F, notée TF, est incluse dans T (cette
tribu est une tribu sur F). Montrer que la restriction de m à TF est une mesure sur
TF. On l’appellera la trace de m sur F. Si m(F) < +∞, cette mesure est finie.

Corrigé – Soit B ∈ TF, il existe donc A ∈ T tel que B = A∩ F. Comme F ∈ T, on a
donc aussi B ∈ T.
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On note mF la restriction de m à TF, on a donc mF(B) = m(B) pour tout B ∈ TF. Il
est alors immédiat de voir que mF(∅) = 0 et que mF est σ-additive sur TF, mF est
donc une mesure sur TF. Si m(F) < +∞, on a mF(F) = m(F) < +∞, la mesure mF est
donc finie (mais la mesure m peut ne pas être finie, c’est-à-dire que l’on peut avoir
m(E) = +∞).

2. Soit A une tribu incluse dans T. La restriction de m à A est une mesure. Est-elle
finie (resp. σ-finie) si m est finie (resp. σ-finie) ?

Corrigé – On note ma la restriction de m à A, on a donc ma(B) = m(B) pour tout
B ∈ A. Il est clair que ma est une mesure sur A.

Si m est finie, on a ma(E) = m(E) < +∞, ma est donc aussi une mesure finie.

Si m est σ-finie, il existe une suite (An)n∈N ⊂ T telle que
⋃

n∈N An = E et m(An) <
+∞ pour tout n ∈ N. Mais, comme les An ne sont pas nécessairement dans A, la
mesure ma peut ne pas être σ-finie. On peut construire un exemple facilement de la
manière suivante :
On suppose que m est σ-finie mais n’est pas finie (on peut prendre, par exemple
(E,T,m) = (R,B(R), λ)) et on prend A = {∅,E}. La mesure ma n’est pas σ-finie. . .

Exercice 2.18 (Différence de deux unions) Soit (E,T,m) un espace mesuré fini (“fi-
ni” signifie que m(E) < +∞) et (An)n∈N, (Bn)n∈N des suites d’ensembles mesurables
tels que Bn ⊂ An pour tout n ∈ N.

1. Montrer que (
⋃

n∈N An) \⋃n∈N Bn ⊂
⋃

n∈N(An \Bn).

Corrigé – Soit x ∈ (
⋃

n∈N An) \⋃n∈N Bn, on a donc x ∈⋃
n∈N An et x <

⋃
n∈N Bn,

c’est-à-dire qu’il existe p ∈ N tel que x ∈ Ap et que, pour tout n ∈ N, x < Bn. On a
donc x ∈ Ap \Bp, ce qui prouve que x ∈⋃

n∈N(An \Bn) et donc que

(
⋃

n∈N
An) \

⋃

n∈N
Bn ⊂

⋃

n∈N
(An \Bn).

2. Montrer que m(
⋃

n∈N An)−m(
⋃

n∈N Bn) ≤∑
n∈N(m(An)−m(Bn)).

Corrigé – Puisque m(E) < +∞, on a, pour tout A,B ∈ T tels que B⊂ A, m(A\B) =
m(A)−m(B). La monotonie de m, la σ-sous additivité de m (et la question précédente)
nous donne alors :

m(
⋃

n∈N
An)−m(

⋃

n∈N
Bn) = m((

⋃

n∈N
An) \ (

⋃

n∈N
Bn))

≤m(
⋃

n∈N
(An \Bn)) ≤

+∞∑

n=0

m(An \Bn) =
+∞∑

n=0

(m(An)−m(Bn)).

Exercice 2.19 (Intersection d’ensembles pleins) Soit (E,T,m) un espace mesuré fini
et (An)n∈N ⊂ T telle que, pour tout n ∈ N, m(An) = m(E). Montrer que m(∩n∈NAn) =
m(E).
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Corrigé – Comme m(E) < +∞, on a m(Ac) = m(E) −m(A) pour tout A ∈ T. De
m(An) = m(E), on déduit alors m(Ac

n) = 0 pour tout n ∈ N. Par σ-sous additivité de m,
on a alors m(

⋃
n∈N Ac

n) = 0. Comme
⋃

n∈N Ac
n = (

⋂
n∈N An)c, on a donc

m((
⋂

n∈N
An)c) = 0 et donc m(

⋂

n∈N
An) = m(E).

Exercice 2.20 (Sur la mesure d’une union) Soit (Ω,A,m) un espace mesuré et
n ∈ N∗. Soit A1, . . . ,An ∈ A et B ∈ A. On suppose que m(Ap) < +∞ pour tout p.
Montrer que

m(
n⋃

p=1

(B∩Ap)) =
n∑

k=1

(−1)k+1




∑

1≤i1<...<ik≤n
m(B∩ (

k⋂

j=1

Aij ))


 . (2.19)

Corrigé – On va montrer que pour toute mesure finie, notée µ, sur A, on a, pour tout
n ∈ N∗ et toute famille A1, . . . ,An ∈ A,

µ(
n⋃

p=1

Ap) =
n∑

k=1

(−1)k+1




∑

1≤i1<...<ik≤n
µ(

k⋂

j=1

Aij )


 . (2.20)

Ceci est suffisant pour montrer (2.19). En effet, on pose C = B∪ (
⋃n

i=p Ap) et on définit
µ en posant, pour A ∈ A, µ(A) = m(A∩C) (on a bien ainsi une mesure finie sur A).
L’égalité (2.19) est alors identique à (2.20).

Pour montrer (2.20), on raisonne par récurrence sur n. L’égalité (2.20) est clairement
vraie pour n = 1. Soit n ∈ N∗. On suppose que (2.20) est vraie pour cette valeur de n et
pour toute mesure finie sur A et il s’agit donc de montrer (2.20) pour n+ 1 au lieu de n.

Soit µ une mesure finie sur A et A1, . . . ,An+1 ∈ A, on a (comme µ(B∪ C) = µ(B) +
µ(C)− µ(B∩C) pour tout B,C ∈ A)

µ(
n+1⋃

p=1

Ap) = µ((
n⋃

p=1

Ap)∪An+1) = µ(An+1) + µ(
n⋃

p=1

Ap)− µ(Ap+1 ∩ (
n⋃

p=1

Ap)). (2.21)

On peut alors utiliser l’hypothèse de récurrence pour la famille A1, . . . ,An et la mesure
µ. On obtient

µ(
n⋃

p=1

Ap) =
n∑

k=1

(−1)k+1




∑

1≤i1<...<ik≤n
µ(

k⋂

j=1

Aij )


 . (2.22)

Mais, on peut aussi utiilser l’hypothèse de récurrence pour la famille A1, . . . ,An et la
mesure µ1 définie par µ1(C) = µ(C∩An+1) pour C ∈ A (ce qui revient a écrire (2.19)
avec µ au lieu de m et An+1 au lieu de B). On obtient

µ(Ap+1 ∩ (
n⋃

p=1

Ap)) =
n∑

k=1

(−1)k+1




∑

1≤i1<...<ik≤n
µ(An+1 ∩ (

k⋂

j=1

Aij ))


 . (2.23)

En utilisant (2.22) et (2.23) dans (2.21), on obtient bien (2.20), ce qui termine cette
démonstration.
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Exercice 2.21 (Contre-exemples) 1. Soit λ la mesure de Lebesgue sur B(R) et A ∈
B(R) tel que λ(A) = 0. A-t-on nécessairement A fermé?

Corrigé – Non, A n’est pas nécessairement fermé. On peut prendre, par exemple
A = { 1n , n ≥ 1}. On a λ(A) = 0 et A n’est pas fermé (car 0 appartient à l’adhérence
de A sans être dans A).

2. Soit (E,T) un espace mesurable et C ⊂ P (E) qui engendre T. On considère m1 et
m2 des mesures sur T. Montrer que m1(A) = m2(A) pour tout A ∈ C n’implique pas
que m1 = m2 sur T. [On pourra trouver un exemple (facile) avec (E,T) = (R,B(R))
et m1, m2 non finies. Un exemple avec (E,T) = (R,B(R)) et m1, m2 finies est aussi
possible mais plus difficile à trouver. . . ]

Corrigé – On prend (E,T) = (R,B(R)).

Exemple facile (avec m1, m2 non finies).
On prend

C1 = {]a,+∞[, a ∈ R}.
On a bien T(C1) = B(R), c’est-à-dire que C1 engendre B(R) (voir la proposition 2.10).
On prend alors m1 = λ et m2 = 2λ (c’est-à-dire m2(B) = 2λ(B) pour tout B ∈ B(R)).
On a bien m1(B) = m2(B) pour tout B ∈ C1 (car on a alors m1(B) = m2(B) = +∞).
Mais m1 ,m2 puisque, par exemple, m1(]0,1[) = 1 et m2(]0,1[) = 2.

Exemple difficile (avec m1, m2 finies).
On prend maintenant C2 = {B ∈ B(R) ; {−1,0,1} ∩ B = ∅} ∪ {{−1,0}} ∪ {{0,1}} (un
élément de C2 est donc un borélien ne contenant ni −1 ni 0 ni 1, ou bien la partie
{−1,0}, ou bien la partie {0,1}). On montre d’abord que T(C2) = B(R). Il est clair
que T(C2) ⊂ B(R) car C2 ⊂ B(R). Pour montrer l’inclusion inverse, c’est-à-dire
B(R) ⊂ T(C2), on remarque que {0} = {−1,0} ∩ {0,1} ∈ T(C2) et donc que {−1} =
{−1,0} \ {0} ∈ T(C2), {1} = {0,1} \ {0} ∈ T(C2). Finalement on voit alors que B(R) ⊂
T(C2) car tout borélien s’écrit comme un borélien ne contenant ni −1 ni 0 ni 1
(qui appartient donc à T(C2)), auquel on ajoute éventuellement 1, 2 ou 3 autre(s)
élément(s) de T(C2) (qui sont les parties {0}, {−1} et {1}, on conclut alors avec la
stabilité par union finie de la tribu T(C2)).

On rappelle que, pour a ∈ R, on note δa la mesure de Dirac sur B(R). On a donc, pour
B ∈ B(R), δa(B) = 1 si a ∈ B et δa(B) = 0 si a < B. On prend alors m1 = δ−1 +δ0 +δ1
et m2 = 2δ−1 + 2δ1. On a clairement m1 = m2 sur C2 car m1(B) = m2(B) = 0 si
B ∈ B(R) est tel que {−1,0,1} ∩ B = ∅ et m1({−1,0}) = m2({−1,0}) = m1({0,1}) =
m2({0,1}) = 2. Enfin, on a m1 ,m2 puisque, par exemple, m1({0}) = 1 et m2({0}) =
0.

Exercice 2.22 (Résultat d’unicité) Soit (E,T) un espace mesurable et m,µ deux
mesures sur T. Soit C ⊂ P (E). On suppose que C engendre T et que C est stable par
intersection finie.

On suppose que m(A) = µ(A) pour tout A ∈ C.
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1. On suppose que E ∈ C et que m(E) < +∞. Montrer que m(A) = µ(A) pour tout
A ∈ T. [On pourra introduire D = {A ∈ T, m(A) = µ(A)} et utiliser l’exercice 2.14.]

Corrigé – On pose D = {A ∈ T, m(A) = µ(A)}. La σ−additivité de m et µ montre
que D est stable par union dénombrable disjointe. Comme m(E) < +∞, on peut aussi
montrer que D est stable par différence (au sens de l’exercice 2.14). En effet, si
A,B ∈ D, avec B ⊂ A, on a (par additivité de m et µ) m(B) + m(A \ B) = m(A) et
µ(B) + µ(A \ B) = µ(A). Comme m(A) < +∞ et µ(A) < +∞, on a donc m(A \ B) =
m(A) −m(B) et µ(A \ B) = µ(A) − µ(B), ce qui prouve que m(A \ B) = µ(A \ B) et
donc que A \B ∈ D. Enfin, E ∈ D car E ∈ C.

On utilise maintenant l’exercice 2.14. L’ensemble D est un système de Dynkin (voir
l’exercice 2.14) contenant C. Il contient donc le système de Dynkin engendré par C.
Comme C est stable par intersection finie, l’exercice 2.14 donne que le système de
Dynkin engendré par C est égal à la tribu engendrée par C (qui est T). On a donc
D ⊃ T et donc finalement D = T (car, par définition, D ⊂ T).

On a donc bien montré que m(A) = µ(A) pour tout A ∈ T.

2. (Généralisation de la question précédente).
On suppose qu’il existe une suite (En)n∈N ⊂ C telle que En ∩ Em = ∅ si n , m,
m(En) < +∞ pour tout n ∈ N et E =

⋃
n∈N En. Montrer que m(A) = µ(A) pour tout

A ∈ T.

Corrigé – Soit n ∈ N. Pour A ∈ T, on pose mn(A) = m(A∩ En) et µn(A) = µ(A∩
En) (noter que A∩ En ∈ T, car A,En ∈ T). On obtient ainsi deux mesures sur T, mn
et µn. Ces deux mesures sont égales sur C (car A∩ En ∈ C puisque C est stable par
intersection finie).

On raisonne alors comme à la question précédente. On pose D = {A ∈ T, mn(A) =
µn(A)} et le raisonnement de la question précédente donne que E ∈ D (car En ∈ C),
que D est stable par union dénombrable disjointe et (grâce à mn(E) < +∞) que
D est stable par différence (au sens de l’exercice 2.14). L’ensemble D est donc un
système de Dynkin contenant C. Il contient donc le système de Dynkin engendré par
C), Comme C est stable par intersection finie, l’exercice 2.14 donne que le système
de Dynkin engendré par C est égal à la tribu engendrée par C (qui est T). On a donc
D ⊃ T et donc finalement D = T (car, par définition, D ⊂ T).

On a donc, pour tout A ∈ T et tout n ∈ N :

m(A∩ En) = mn(A) = µn(A) = µ(A∩ En).

On en déduit que m(A) = µ(A), pour tout A ∈ T, car, par σ−additivité de m et µ,
m(A) =

∑
n∈Nm(A∩ En) =

∑
n∈Nµ(A∩ En) = µ(A).

3. Avec (E,T) = (R,B(R), donner un exemple pour lequel E ∈ C et m , µ.

Corrigé – Un exemple simple est obtenu en prenant pour C l’ensemble des ouverts
de R, µ = 2m et m définie sur T par m(A) =card(A) si A a un nombre fini d’éléments
et m(A) = +∞ sinon.
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Exercice 2.23 (Existence d’une mesure, de l’algèbre à la σ-algèbre) Soit Ω un
ensemble, F0 une algèbre sur Ω et m une mesure sur F0 (c’est-à-dire que m est une
application de F0 dans R+, m(∅) = 0 et m(

⋃
n∈N An) =

∑
n∈Nm(An) pour toute suite

(An)n∈N d’éléments de F0 disjoints deux à deux et telle que
⋃

n∈N An ∈ F0). On note
F = σ(F0). Cette exercice montre qu’il est possible de prolonger m en une mesure sur
F .

Pour A ⊂Ω on pose

m∗(A) = inf{
∑

n∈N
m(An), (An)n∈N ⊂ F0,A ⊂

⋃

n∈N
An}.

1. Montrer que m∗ vérifie les 3 propriétés suivantes :

— m∗(∅) = 0,

— (monotonie de m∗) pour tout A,B ∈ P (Ω), A ⊂ B⇒m∗(A) ≤m∗(B),

— (σ-sous-additivité de m∗) pour toute suite (An)n∈N ⊂ P (Ω), m∗(
⋃

n∈N An) ≤∑
n∈Nm∗(An).

N.B. : On dit que m∗ est une mesure extérieure.

Soit A ∈ P (Ω).
On dit que A est m∗-mesurable si on a, pour tout E ∈ P (Ω), m∗(E) = m∗(E∩A) +
m∗(E∩Ac).
On noteM l’ensemble des parties de E m∗-mesurables.

2. Soit A ∈ P (Ω). Montrer que A est m∗-mesurable si et seulement si on a, pour tout
E ∈ P (Ω) tel que m∗(E) < +∞, m∗(E) ≥m∗(E∩A) +m∗(E∩Ac).

3. Montrer queM est une algèbre. [On montrera que Ω ∈M, puis que A∩ Bc ∈M
pour tout A,B ∈M.]

4. Montrer queM est une σ-algèbre. [On pourra montrer, par exemple, queM est
stable par union dénombrable.]

5. Montrer que la restriction de m∗ àM est une mesure.

6. Montrer que F0 ⊂ M et que m∗ = m sur F0. En déduire que F ⊂ M et que la
restriction de m∗ à F est une mesure sur F prolongeant m.

Exercice 2.24 (Un pas vers l’unicité d’une mesure) Soit Ω un ensemble, F une
tribu sur Ω et µ1, µ2 deux mesures sur F . Soit A ∈ F tel que µ1(A) = µ2(A) < +∞.
On pose L = {B ∈ F tel que µ1(A∩B) = µ2(A∩B)}. Montrer que L est un λ-système
(c’est-à-dire que L est stable par union dénombrable croissante, Ω ∈ L et B \C ∈ L si
B,C ∈ L avec C ⊂ B).

Corrigé – Soit (Bn)n∈N une suite croissante d’éléments de L. On pose B = ∪n∈NBn.
On veut montrer que B ∈ L. On remarque d’abord que B ∈ F (par stabilité de F par
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union dénombrable). Puis, comme A∩B = ∪n∈N(A∩Bn) et que µ1(A∩Bn) = µ2(A∩Bn)
pour tout n ∈ N, la continuité croissante de µ1 et µ2 donne que µ1(A∩B) = µ2(A∩B).
On a donc B ∈ L et ceci montre la stabilité de L par union dénombrable croissante.

On a bien Ω ∈ L car µ1(A∩Ω) = µ1(A) = µ2(A) = µ2(A∩Ω).

On montre maintenant la troisième propriété. Soit B,C ∈ L avec C ⊂ B. On veut montrer
que B \C ∈ L. On remarque d’abord que B \C = B∩Cc ∈ F par stabilité de F par
passage au complémentaire et par intersection.
Puis, on a A∩ (B \C) = (A∩ B) \ (A∩C). Comme µ1(A) < +∞ et µ2(A) < +∞ on a
aussi µ1(A∩C) < +∞ et µ2(A∩C) < +∞ et donc

µ1((A∩B) \ (A∩C)) = µ1(A∩B)− µ1(A∩C),

µ2((A∩B) \ (A∩C)) = µ2(A∩B)− µ2(A∩C).

Comme B,C ∈ L, on en déduit que µ1((A∩B)\ (A∩C)) = µ2((A∩B)\ (A∩C)) et donc

µ1(A∩ (B \C)) = µ2(A∩ (B \C)).

Ceci montre que B \C ∈ L et termine la démonstration du fait que L est un λ-système.

Exercice 2.25 (Mesure atomique, mesure diffuse) Soit (E,T) un espace mesurable
tel que {x} ∈ T pour tout x ∈ E. Une mesure m sur T est diffuse si m({x}) = 0 pour tout
x ∈ E. Une mesure m sur T est purement atomique s’il existe S ∈ T tel que m(Sc) = 0
et m({x}) > 0 si x ∈ S.

1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (E,T)
= (R, B(R)) un exemple de mesure purement atomique et un exemple de mesure
diffuse. [Montrer que la mesure de Lebesgue sur B(R) est diffuse.]

Corrigé – Soit m une mesure purement atomique et soit S ∈ T tel que m(Sc) = 0 et
m({x}) > 0 si x ∈ S. Si m est diffuse, on a m({x}) = 0 pour tout x ∈ E, donc S = ∅ et
m = 0.

On rappelle que, pour a ∈ R, on note δa la mesure de Dirac sur B(R). On a donc,
pour B ∈ B(R), δa(B) = 1 si a ∈ B et δa(B) = 0 si a < B. La mesure δa est (pour
tout a ∈ R) purement atomique, il suffit de prendre S = {a}, on a bien δa(Sc) = 0 et
δa({a}) = 1 > 0.

Un exemple de mesure diffuse sur (R,B(R)) est donné par la mesure de Lebesgue sur
B(R).

2. Soit m une mesure diffuse sur T. Montrer que tous les ensembles dénombrables
sont de mesure nulle.

Corrigé – Soit A une partie dénombrable de E. Il existe donc une suite (xn)n∈N ⊂ E
telle que A = {xn, n ∈ N} =

⋃
n∈N{xn}. On a donc A ∈ T (car {xn} ∈ T pour tout

n ∈ N et que T est stable par union dénombrable) et m(A) ≤∑+∞
n=0m({xn}) = 0 car

m est diffuse.
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3. Soit m une mesure sur T. On suppose que m est σ-finie, c’est-à-dire qu’il existe
(En)n∈N ⊂ T telle que E =

⋃
n∈N En et m(En) < +∞ pour tout n ∈ N.

(a) Montrer que l’ensemble des x ∈ E tels que m({x}) > 0 (de tels x sont appelés
“atomes” de m) est au plus dénombrable. [On pourra introduire l’ensemble An,k =
{x ∈ En; m(x) ≥ 1

k }.]
Corrigé – On pose A = {x ∈ E; m({x}) > 0}. Si x ∈ A, il existe n ∈ N tel que
x ∈ En et il existe k ∈ N∗ tel que m({x}) ≥ 1

k . On a donc x ∈ An,k . Ceci montre
que A =

⋃
(n,k)∈N×N∗ An,k . Pour montrer que A est au plus dénombrable, il suffit

de montrer que An,k est au plus dénombrable (car une réunion dénombrable
d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable). Soit donc n ∈ N et
k ∈ N∗. Soit x1, . . . ,xp p éléments distincts de An,k . Par monotonie et additivité
de m, on a p

k ≤
∑p

n=1m({xn}) = m({x1, . . . ,xp}) ≤m(En) < +∞. On en déduit que
p ≤ km(En) < +∞ et donc que An,k a un nombre fini d’éléments (ce nombre est
inférieur ou égal à km(En)). On en déduit donc que A est au plus dénombrable.

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffuse md et une mesure purement atomique ma

sur T telles que m = md +ma. Montrer que md et ma sont étrangères, c’est-à-dire
qu’il existe A ∈ T tel que md(A) = 0 et ma(Ac) = 0.

Corrigé – On considère toujours A = {x ∈ E; m({x}) > 0}. On remarque tout
d’abord que A ∈ T (car A est au plus dénombrable, d’après la question précédente,
et que les singletons, c’est-à-dire les parties réduites à un seul élément, sont dans
T). On pose alors, pour tout B ∈ T :

ma(B) = m(B∩A), md(B) = m(B∩Ac).

Il est facile de voir que md et ma sont des mesures sur T et que, par additivité de
m, on a bien m = ma +md .

La mesure md est diffuse car, si x ∈ E, on a md({x}) = m({x}) = 0 si x ∈ Ac (car A
contient tous les points tels que m({x}) > 0) et md({x}) = m(∅) = 0 si x ∈ A (car
{x} ∩Ac = ∅).
La mesure ma est purement atomique. Il suffit de prendre S = A, on a bien ma(Sc) =
m(Ac ∩A) = 0 et ma({x}) = m({x}) > 0 si x ∈ S = A.

Enfin, ma et md sont étrangères car md(A) = 0 et ma(Ac) = 0.

(c) Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou
égale à la mesure de tous les autres singletons. Montrer que ceci peut-être inexact
si m n’est que σ-finie.

Corrigé – On suppose que m est finie. Soit M = sup{m({x}), x ∈ E}. On veut
montrer qu’il existe x ∈ E tel que M = m({x}). On suppose M > 0 (sinon, il
suffit de prendre n’importe quel x ∈ E pour avoir m({x}) = M). On va raisonner
par l’absurde, on suppose donc que m({x}) < M pour tout x ∈ E. Par définition
de M, Il existe une suite (xn)n∈N ⊂ E tel que m({xn}) → M quand n→ +∞.
Comme m({xn}) < M pour tout n ∈ N, on peut même supposer (quitte à extraire
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une sous-suite) que m({xn}) < m({xn+1}) < M pour tout n ∈ N. Quitte à supprimer
les premiers termes de la suite, on peut aussi supposer que m({x0}) > M

2 . Les
points xn sont alors tous distincts, ce qui donne

∑+∞
n=0m({xn}) = m({xn, n ∈ N}) ≤

m(E). Ceci est impossible car m(E) < +∞ et m({xn}) > M
2 pour tout n ∈ N (donc∑+∞

n=0m({xn}) = +∞).

Exemple de mesure σ-finie pour laquelle M n’est pas atteint.

Sur B(R) on définit m par m(B) =
∑+∞

n=2(1− 1
n )δn(B) (où δn est la mesure de Dirac

au point n ∈ N, définie en (2.2)).

Pour montrer que m est une mesure, on peut remarquer, en posant N2 = {n ∈ N ;
n ≥ 2}, que m(B) =

∑
n∈N2;n∈B(1− 1

n ). Si B =
⋃

p∈N Bp avec Bp ∩ Bq = ∅ si p , q,
on a ∑

p∈N
m(Bp) =

∑

p∈N

∑

n∈N2;n∈Bp

(1− 1
n

) =
∑

(n,p)∈N2×N;n∈Bp

(1− 1
n

)

(on utilise ici le lemme 2.38 page 58). Comme les Bp sont disjoints deux à deux, n
appartient à Bp pour au plus 1 p, et comme B =

⋃
p∈N Bp, on obtient

∑

(n,p)∈N2×N;n∈Bp

(1− 1
n

) =
∑

n∈N2×N;n∈B

(1− 1
n

) = m(B).

Ceci prouve la σ-additivité de m. Le fait que m(∅) = 0 est immédiat. On a donc
bien montré que m est une mesure.

La mesure m est bien σ-finie, il suffit de remarquer que m([−n,n]) < +∞ pour tout
n ∈ N et que R =

⋃
n∈N[−n,n]. enfin, pour cette mesure m, on a M = sup{m({x}),

x ∈ E} = 1 et il n’existe pas de x ∈ R tel que m({x}) = 1. En fait, m est purement
atomique car m((N2)c) = 0 et on a 0 < m({x}), pour tout x ∈ N2.

4. Pour (E,T) = (R,B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie
dont l’ensemble des atomes est infini.

Corrigé – Un tel exemple est obtenu en modifiant légèrement la mesure construite
à la question précédente. Sur (R,B(R)) on définit m par m(B) =

∑+∞
n=1

1
n2 δn(B). Une

démonstration analogue à celle faite à la question précédente montre que m est bien
une mesure sur B(R), m est finie (on a m(R) = π2

6 < +∞), et m est atomique car
m((N∗)c) = 0 et 0 < m({x}) < 1, pour tout x ∈ N∗. L’ensemble des atomes de m est
infini, c’est N∗.

Exercice 2.26 (Limites sup et inf d’ensembles) Soit (E,T,m) un espace mesuré et
(An)n∈N ⊂ T. On rappelle que

limsup
n→+∞

An =
⋂

n∈N

⋃

p≥n
Ap et liminf

n→+∞ An =
⋃

n∈N

⋂

p≥n
Ap.

1. On suppose qu’il existe n0 ∈ N tel que m(
⋃

p≥n0
Ap) < +∞. Montrer que

m(liminf
n→+∞ An) ≤ liminf

n→+∞ m(An) ≤ limsup
n→+∞

m(An) ≤m(limsup
n→+∞

An).
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Corrigé – • La propriété de continuité croissante d’une mesure (voir la proposi-
tion 2.27) donne :

m(liminf
n→+∞ An) = lim

n→+∞m(
⋂

p≥n
Ap).

La monotonie de m donne m(
⋂

p≥n Ap) ≤ m(Aq) pour tout q ≥ n. On a donc
m(

⋂
p≥n Ap) ≤ infp≥nm(Ap) et donc

lim
n→+∞m(

⋂

p≥n
Ap) ≤ lim

n→+∞(inf
p≥nm(Ap)),

soit encore
m(liminf

n→+∞ An) ≤ liminf
n→+∞ m(An).

• De infp≥nm(Ap) ≤ supp≥nm(Ap), on déduit

liminf
n→+∞ m(An) ≤ limsup

n→+∞
m(An).

• Comme il existe n0 ∈ N tel que m(
⋃

p≥n0
Ap) < +∞, la propriété de continuité

décroissante d’une mesure (voir la proposition 2.27) donne

m(limsup
n→+∞

An) = lim
n→+∞m(

⋃

p≥n
Ap).

La monotonie de m donne m(
⋃

p≥n Ap) ≥m(Aq) pour tout q ≥ n. On a donc

m(
⋃

p≥n
Ap) ≥ sup

p≥n
m(Ap)

et donc limn→+∞m(
⋃

p≥n Ap) ≥ limn→+∞(supp≥nm(Ap)), c’est-à-dire

m(limsup
n→+∞

An) ≥ limsup
n→+∞

m(An).

2. Donner un exemple (c’est-à-dire choisir (E,T,m) et (An)n∈N ⊂ T) pour lequel :

limsup
n→+∞

m(An) > m(limsup
n→+∞

An).

Corrigé – On prend (E,T,m) = (R,B(R),λ) et An = [n,n+1[, pour tout n ∈ N. On
obtient alors :

limsup
n→+∞

m(An) = 1 > 0 = m(∅) = m(limsup
n→+∞

An).

3. Donner un exemple avec m finie (c’est-à-dire m(E) < +∞) pour lequel

m(liminf
n→+∞ An) < liminf

n→+∞ m(An) < limsup
n→+∞

m(An) < m(limsup
n→+∞

An).

Corrigé – On prend (E,T,m)=([0,4],B([0,4]),λ) (plus précisément, λ est ici la
restriction à B([0,4]) de λ qui est une mesure sur B(R)) et A2n = [0,2], A2n+1 =
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[1,4] pour tout n ∈ N. On obtient limsupn→+∞An = [0,4] et liminfn→+∞An =
[1,2]. On a ainsi :

m(liminf
n→+∞ An) = 1, liminf

n→+∞ m(An) = 2,

limsup
n→+∞

m(An) = 3, m(limsup
n→+∞

An) = 4.

4. On suppose que
∑

n∈Nm(An) < +∞. Montrer que m(limsupn→+∞An) = 0.

Corrigé – De
∑

n∈Nm(An) < +∞ on déduit
∑+∞

p=nm(Ap) → 0 quand n→ +∞
et donc m(

⋃
p≥n Ap) → 0 quand n→ +∞ (car, par σ-sous additivité de m, on a

m(
⋃

p≥n Ap) ≤∑+∞
p=nm(Ap)).

Par continuité décroissante de m, on en déduit alors m(limsupn→+∞An) = 0.

Exercice 2.27 (Petit ouvert dense. . . ) On considère ici l’espace mesuré (R,B(R),λ).
Soit ε > 0, peut-on construire un ouvert dense dans R de mesure inférieure à ε? [On
rappelle qu’une partie A de R est dense dans R si A = R ou encore si, pour tout x ∈ R
et pour tout ε > 0, il existe a ∈ A tel que |x − a| < ε.]

Corrigé – La réponse est oui. . . . Soit ε > 0. Comme Q est dénombrable, il existe
ϕ : N→Q, bijective. On considère alors O =

⋃
n∈N]ϕ(n)− ε

2n+2 ,ϕ(n) + ε
2n+2 [. O est

bien un ouvert (comme réunion d’ouverts), dense dans R (car O ⊃ Q et Q est dense
dans R) et, par σ-sous additivité d’une mesure, on a λ(O) ≤ ε∑+∞

n=0
1

2n+1 = ε.

Exercice 2.28 (Non existence de la mesure de Lebesgue sur P (R))

On définit la relation d’équivalence sur [0,1[ : xRy si x− y ∈Q. En utilisant l’axiome
du choix, on construit un ensemble A ⊂ [0,1[ tel que A contienne un élément et
un seul de chaque classe d’équivalence. Pour q ∈ Q ∩ [0,1[, on définit Aq = {y ∈
[0,1[;y = x + q ou y = x + q − 1,x ∈ A}, c’est-à-dire Aq = {y ∈ [0,1[ ; y − q ∈ A ou
y − q+ 1 ∈ A}.

1. Montrer que
⋃

q∈Q∩[0,1[ Aq = [0,1[.

Corrigé – Soit y ∈ [0,1[, il existe x ∈ A tel que yRx (car A contient un élément
dans chaque classe d’équivalence), c’est-à-dire y−x ∈Q. Comme y−x ∈]−1,1[ (car
x,y ∈ [0,1[), on a donc y−x = q ∈Q∩ [0,1[ ou y−x+1 = q ∈Q∩]0,1[. Ceci donne
y ∈ Aq. On a donc [0,1[⊂⋃

q∈Q∩[0,1[ Aq. Comme Aq ⊂ [0,1[ pour tout q ∈Q∩[0,1[,
on a finalement [0,1[=

⋃
q∈Q∩[0,1[ Aq.

Il est important aussi de remarquer que les Aq sont disjoints deux à deux. En effet, si
y ∈ Aq ∩Aq′ , il existe x,x′ ∈ A tels que y − x = q ou (q − 1) et y − x′ = q′ ou (q′ − 1).
On en déduit x − x′ ∈ Q et donc x = x′ (car A contient un seul élément de chaque
classe d’équivalence). Ceci donne q = q′ = y−x (si y−x ∈ [0,1[) ou q = q′ = y−x+1
(si y − x ∈]− 1,0[).
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2. Montrer que si m est une application de P (R) dans R+, invariante par translation et
vérifiant m([0,1[) = 1, m ne peut pas être σ- additive. En déduire la non-existence
d’une mesure m, sur P (R), invariante par translation et telle que m([a,b]) = b − a
pour tout a,b ∈ R, a < b. En particulier, montrer que l’application λ∗, définie en
cours, ne peut pas être une mesure sur P (R).

Corrigé – On suppose que m est une mesure sur P (R) vérifiant m([0,1[) = 1. La
σ- additivité de m donne alors, avec la première question,

1 =
∑

q∈Q∩[0,1[

m(Aq). (2.24)

Pour x ∈ R et B ∈ P (R), on note B + x = {y + x, y ∈ B}. On suppose que m est
invariante par translation, on a donc m(B + x) = m(B) pour tout B ∈ P (R) et tout
x ∈ R.

On remarque maintenant que Aq = ((A + q)∩ [0,1[)∪ ((A + q−1)∩ [0,1[) pour tout
q ∈Q∩[0,1[. De plus, si y ∈ ((A+q)∩[0,1[)∩((A+q−1)∩[0,1[), il existe x,x′ ∈ A
tels que y = x + q = x′ + q − 1, donc x′ − x = 1, ce qui est impossible. Ceci montre
que ((A + q)∩ [0,1[)∩ ((A + q − 1)∩ [0,1[) = ∅. On a donc, en utilisant l’additivité
de m, l’invariance par translation de m et le fait que A + q ⊂ [0,2[, m(Aq) =
m((A+q)∩[0,1[)+m((A+q−1)∩[0,1[) = m((A+q)∩[0,1[)+m((A+q)∩[1,2[) =
m(A + q) = m(A), pour tout q ∈ Q∩ [0,1[. On en déduit

∑
q∈Q∩[0,1[m(Aq) = 0 si

m(A) = 0 et
∑

q∈Q∩[0,1[m(Aq) = +∞ si m(A) > 0, et donc
∑

q∈Q∩[0,1[m(Aq) , 1, en
contradiction avec (2.24). Il n’existe donc pas de mesure sur P (R), invariante par
translation et telle que m([0,1[) = 1.

Si m est une mesure sur P (R), invariante par translation et telle que m([a,b]) =
b − a pour tout a,b ∈ R, a < b. On montre que m[0,1[= 1 en utilisant la continuité
croissante de m et le fait que [0,1[=

⋃
n≥1[0,1− 1

n ]. Il est donc impossible de trouver
une telle mesure.
L’application λ∗ définie en cours sur P (R) (à valeurs dans R+) est invariante par
translation et vérifie λ∗([a,b]) = b − a pour tout a,b ∈ R, a < b. Elle n’est donc pas
σ-additive sur P (R).
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Exercice 2.32 (Ensemble de Cantor)

On considère l’espace mesuré ([0,1],B([0,1]),λ). On pose C0 = [0,1], a0
1 = 0, b0

1 =
1, et α0 = 1. Pour n ≥ 0, on construit Cn+1 ⊂ [0,1] de la manière suivante : on
suppose Cn =

⋃2n

p=1[anp,b
n
p] connu, et on définit Cn+1 =

⋃2n+1

p=1 [an+1
p ,bn+1

p ] où, pour
p = 1, . . . ,2n, an+1

2p−1 = anp, bn+1
2p−1 = anp + αn+1, an+1

2p = bnp − αn+1 et bn+1
2p = bnp , avec

αn+1 = ρnαn
2 , et 0 < ρn < 1. On pose C =

⋂
n≥0 Cn (C s’appelle ensemble de Cantor”,

l’exemple le plus classique est obtenu avec ρn = 2
3 pour tout n ∈ N).

1. Montrer que Cn+1 ⊂ Cn.

Corrigé – Pour tout n ∈ N et p ∈ {1, . . . ,2n}, la longueur de l’intervalle [anp,b
n
p]

est αn. Comme αn+1 < αn
2 et que an+1

2p−1 = anp et bn+1
2p = bnp , on a [an+1

2p−1,b
n+1
2p−1] ∪

[an+1
2p ,bn+1

2p ] ⊂ [anp,b
n
p], pour tout n ∈ N et p ∈ {1, . . . ,2n}. En prenant l’union sur

p ∈ {1, . . . ,2n}, on en déduit Cn+1 ⊂ Cn.

2. Montrer que C est compact et
◦
C= ∅.

Corrigé – L’ensemble C est fermé (dans R) car c’est une intersection de fermés
(chaque Cn est fermé). D’autre part C ⊂ [0,1], C est donc compact (car fermé et
borné dans R).

Comme αn+1 < αn
2 , on a toujours bnp < anp+1 (pour tout n ∈ N et p ∈ {1, . . . ,2n − 1}).

Les intervalles composant Cn sont donc disjoints deux à deux et de longueur αn. Ceci
montre que x,y ∈ [0,1], (y − x) > αn implique ]x,y[1 Cn. Comme αn → 0 quand
n→ +∞ (noter que αn ≤ 1

2n ), on en déduit que C =
⋂

n∈N Cn ne contient aucun

intervalle ouvert (non vide) et donc que
◦
C= ∅.

3. Montrer que C est non dénombrable.

Corrigé – On commence par définir, par récurrence sur n ∈ N∗, des points xc pour
c ∈ {1,2}n.

Pour n = 1, x(1) = a0
1 et x(2) = b0

1.

Soit n ≥ 1. Supposons que xc est construit pour tout c ∈ {1,2}n et que pour chaque c ∈
{1,2}n, xc ∈ {bn−1

p , p = 1, . . . ,2n−1}∪{an−1
p , p = 1, . . . ,2n−1}. On construit maintenant

xc pour c ∈ {1,2}n+1. Soit donc c ∈ {1,2}n+1, on pose c = {c,b} avec c ∈ {1,2}n et
d ∈ {1,2} et on distingue 4 cas :

(a) xc = bn−1
p , avec p ∈ {1, . . . ,2n−1}, d = 1. On pose alors xc = an2p,

(b) xc = bn−1
p , avec p ∈ {1, . . . ,2n−1}, d = 2. On pose alors xc = bn2p,

(c) xc = an−1
p , avec p ∈ {1, . . . ,2n−1}, d = 1. On pose alors xc = an2p−1,

(d) xc = an−1
p , avec p ∈ {1, . . . ,2n−1}, d = 2. On pose alors xc = bn2p−1.
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Il est intéressant de noter, avec ces formules, que |xc − xc | ≤ αn ≤ 1
2n et que xc ∈ C.

On note S l’ensemble des suites indexées par N∗, prenant leurs valeurs dans {1,2}.
Si c ∈ S, on note cn l’élément de {1,2}n formé par les n premiers termes de la suite
et on note xn = xcn . La suite (xn)n∈N est de Cauchy (car |xn+1 − xn| ≤ 1

2n ) et incluse
dans C, elle converge donc vers un point xc ∈ C. On remarque que si c et c′ sont deux
suites différentes, alors xc , xc′ . En effet soit n ∈ N tel que cn = c′n et cn+1 , c′n+1, on
alors |xcm − xc′m | ≥ (1− ρn)αn pour tout m > n et donc, en passant à la limite quand
m→ +∞, |xc − xc′ | ≥ (1 − ρn)αn, ce qui donne xc , xc′ . L’application c 7→ xc est
donc une injection de S dans C. Ceci montre que C est infini non dénombrable (car S
est infini non dénombrable).

4. Montrer que si ρn ne dépend pas de n, alors λ(C) = 0. En déduire que si A ∈
B([0,1]), λ(A) = 0 n’entraîne pas que A est dénombrable.

Corrigé – La construction des points anp et bnp donne

λ([an+1
2p−1,b

n+1
2p−1]∪ [an+1

2p ,bn+1
2p ]) = 2αn+1 = ρnαn = ρnλ([anp,b

n
p]).

En prenant l’union sur p ∈ {1, . . . ,2n}, on en déduit λ(Cn+1) = ρnλ(Cn).

Si ρn ne dépend pas de n, c’est-à-dire ρn = ρ pour tout n ∈ N et 0 < ρ < 1, on a donc
λ(Cn+1) = ρλ(Cn). Ceci donne, comme λ(C0) = 1, λ(Cn) = ρn pour tout n ∈ N. Par
continuité décroissante de λ, on en déduit λ(C) = limn→+∞λ(Cn) = 0.

5. Soit 0 < ε < 1. Montrer qu’il existe une suite (ρn)n≥0 ⊂]0,1[ telle que λ(C) = ε.

Corrigé – Soit (εn)n∈N ⊂]ε,1] telle que ε0 = 1, εn+1 < εn pour tout n ∈ N et εn→ ε
quand n→ +∞ (on peut prendre, par exemple, εn = ε− 1−ε

n+1 ).

On prend ρn = εn+1
εn

pour tout n ∈ N. On a bien 0 < ρn < 1 et, comme λ(Cn+1) =
ρnλ(Cn) (ceci a été démontré à la question précédente), on a donc λ(Cn) = εn pour
tout n ∈ N. Par continuité décroissante de λ, on en déduit λ(C) = limn→+∞λ(Cn) =
ε.

6. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0,1] tel
que λ(A) = 0, alors f (A) est un compact de R tel que λ(f (A)) = 0.

Corrigé – Comme f est continue, f transforme les compacts en compacts. Donc,
f (A) est bien un compact de R (et donc appartient à B(R)).

On montre maintenant que λ(f (A)) = 0.

Soit L ∈ R tel que |f (y) − f (x)| ≤ L|y − x| pour tout x,y ∈ R. On commence par
montrer un petit résultat préliminaire. Soit I = [a,b] un intervalle fermé de [0,1] (I
est donc compact). Comme f est continue sur [a,b], il existe x,y ∈ [a,b] tels que
f (x) = m = min{f (z), z ∈ [a,b]} et f (y) = M = max{f (z), z ∈ [a,b]}. On a donc
f (I) ⊂ [m,M] (en fait, f (I) = [m,M]), d’où :

λ(f (I)) ≤M −m = f (y)− f (x) ≤ L|y − x| = Lλ(I). (2.27)
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Soit η > 0. Comme A ∈ B(R), d’après la régularité de λ (voir le théorème 2.43), il
existe O, ouvert de R, tel que A ⊂ O et λ(0) ≤ η. D’après le lemme 2.44 page 65, O
est une union dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux à deux. En prenant
éventuellement la restriction à [0,1] de ces intervalles, on obtient donc une famille
dénombrable, notée (In)n∈N, d’intervalles inclus dans [0,1], disjoints deux à deux
tels que A ⊂⋃

n∈N In ⊂ O. On en déduit
+∞∑

n=0

λ(In) = λ(
⋃

n∈N
In) ≤ η et f (A) ⊂

⋃

n∈N
f (In) ⊂

⋃

n∈N
f (In).

On a donc λ(f (A)) ≤∑+∞
n=0λ(f (In)). En utilisant (2.27), on a donc

λ(f (A)) ≤ L
+∞∑

n=0

λ(In) = L
+∞∑

n=0

λ(In) ≤ Lη.

Comme η est arbitrairement petit, on a donc λ(f (A)) = 0.

7. Construire une fonction continue de R dans R telle que si A est un compact de [0,1]
tel que λ(A) = 0, on n’a pas forcément λ(f (A)) = 0 (mais f (A) est un compact de
R). [Utiliser un ensemble de Cantor de mesure nulle (cf question 4) et un ensemble
de Cantor de mesure ε > 0 (cf question 5).]

Corrigé – On note C l’ensemble obtenu dans la question 4, c’est-à-dire avec ρn = ρ
pour tout n ∈ N et 0 < ρ < 1 (par exemple, ρ = 2

3 ). On note a
p
n, bpn, Cn les points et

ensembles utilisés pour construire C et on note aussi D = {apn, n ∈ N, p ∈ {1, . . . ,2n}}∪
{bpn, n ∈ N, p ∈ {1, . . . ,2n}}. (Noter que D ⊂ C.)

Soit ε > 0. On note C̃ l’ensemble C obtenu à la question 5. On a donc λ(C) = ε. On
note ã

p
n, b̃pn, C̃n les points et ensembles utilisés pour construire C̃ et on note aussi

D̃ = {ãpn,n ∈ N,p ∈ {1, . . . ,2n}} ∪ {b̃pn,n ∈ N,p ∈ {1, . . . ,2n}}.
(Noter que D̃ ⊂ C̃.)

Soit n ∈ N et p ∈ {1, . . . ,2n}. On construit une fonction f sur l’intervalle [bn+1
2p−1, a

n+1
2p ]

en prenant f affine et telle que f (bn+1
2p−1) = b̃n+1

2p−1 et f (an+1
2p−1) = ãn+1

2p−1. On remarque
que

f : (
⋃

n∈N
Cc
n)∪D→ (

⋃

n∈N
C̃c
n)∪ D̃

est strictement croissante. Comme (
⋃

n∈N Cc
n)c = C et que C est d’intérieur vide, f

est définie sur une partie dense de [0,1] et, comme (
⋃

n∈N C̃c
n)c = C̃ et que C̃ est

d’intérieur vide, l’image de f est dense dans [0,1].

Il est maintenant facile de définir f par densité sur tout [0,1]. En effet, soit x ∈
[0,1] \ (

⋃
n∈N Cc

n)∪D, il existe une suite de points de (
⋃

n∈N Cc
n)∪D, notée (yn)n∈N,

convergeant en croissant vers x et une suite de points de (
⋃

n∈N Cc
n) ∪ D, notée

(zn)n∈N, convergeant en décroissant vers x (en fait, ces points peuvent même être pris
dans D). Comme f et croissante, la suite (f (yn))n∈N converge donc en croissant vers
un certain γ ∈ [0,1] et la suite (f (zn))n∈N converge en décroissant vers un certain
δ ∈ [0,1] (la croissance de f donne aussi que ces limites ne dépendent que du choix
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de x et non du choix des suites (yn)n∈N et (zn)n∈N). Comme f est croissante, on a
γ ≤ δ et comme l’image de f (définie pour l’instant seulement sur (

⋃
n∈N Cc

n)∪D)
est dense dans [0,1], on a nécessairement γ = δ (l’intervalle [γ,δ] ne rencontre pas
l’image de f ). On peut donc poser f (x) = γ = δ.

La fonction f est donc maintenant définie sur tout [0,1] à valeurs dans [0,1]. Elle
est strictement croissante et son image est dense dans [0,1], elle est donc continue
(par le même raisonnement que celui fait pour définir f (x) en tout point x ∈ [0,1] \
(
⋃

n∈N Cc
n)∪D). Comme une application continue transforme un compact en compact,

on a donc f ([0,1]) = [0,1] et ceci prouve en particulier que

f ([0,1] \ (
⋃

n∈N
Cc
n)∪D) = [0,1] \ (

⋃

n∈N
C̃c
n)∪ D̃

Comme f (D) = D̃, on a aussi f (C) = C̃. Pour que f soit définie sur R et continue,
on ajoute f (x) = 0 pour x < 0 et f (x) = 1 pour x > 1. On a toujours f (C) = C̃. Ceci
donne bien le résultat désiré car λ(C) = 0 et λ(C̃) = ε > 0.
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Exercice 2.35 (Lemme de Borel-Cantelli)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (An)n∈N une suite d’éléments de T.

On pose
Bn =

⋃

k≥n
Ak et A =

⋂

n∈N
Bn

(on rappelle que A = limsupn→+∞An).

1. Montrer que si
∑

n∈Np(An) < +∞ alors p(A) = 0.

Corrigé – Cette question a été traitée dans l’exercice 2.26, question 4.

2. On suppose que, pour tout n ∈ N, les événements A0, . . . ,An sont indépendants.
On suppose aussi que

∑
n∈Np(An) = +∞. Montrer que p(A) = 1.

Corrigé – Comme cela a été vu à l’exercice 2.26, la propriété de continuité décrois-
sante d’une mesure (voir la proposition 2.27) donne p(A) = limn→+∞p(Bn). Il suffit
donc de montrer que p(Bn) = 1 pour tout n ∈ N.

Soit n ∈ N ; supposons d’abord qu’iil existe k ≥ n tel que p(Ak) = 1. On a alors, par
monotonie de p, que p(Bn) ≥ p(Ak) = 1 et donc p(Bn) = 1. On suppose maintenant
que p(Ak) < 1 pour tout k ≥ n. Comme Bc

n =
⋂

k≥n Ac
k , la continuité décroissante de

p et l’indépendance des Ak donne :

p(Bc
n) = lim

m→+∞

m∏

k=n

p(Ac
k) = lim

m→+∞

m∏

k=n

(1− p(Ak)).

Comme ln(1 − x) ≤ −x pour tout x < 1 (ou, de manière équivalente, ln(u) ≤ u − 1
pour tout u > 0, ceci est une conséquence, par exemple, de la concavité de la fonction
ln), on a, pour m > n :

ln(
m∏

k=n

(1− p(Ak))) =
m∑

k=n

ln(1− p(Ak)) ≤ −
m∑

k=n

p(Ak).

De l’hypothèse
∑

n∈Np(An) = +∞, on déduit

lim
m→+∞ ln(

m∏

k=n

(1− p(Ak))) = −∞,

et donc p(Bc
n) = 0. Ceci donne bien p(Bn) = 1 et termine la démonstration.



Chapitre 3

Fonctions mesurables, variables
aléatoires

3.1 Introduction, topologie sur R+

Nous allons, dans ce chapitre, introduire différents outils nécessaires à la définition
de l’intégrale de Lebesgue. De la même manière que les fonctions en escalier ont été
introduites lors de la définition de l’intégrale des fonctions réglées, nous introduisons
maintenant le concept de fonction étagée sur un espace mesurable (E,T). Nous in-
troduirons ensuite les concepts de fonction mesurable et de variable aléatoire, ainsi
que les premières notions de convergence de suite de ces fonctions. La notion de
variable aléatoire est fondamentale en calcul des probabilités : c’est en général par la
connaissance de la variable aléatoire (et par sa loi de probabilité) que se construit le
modèle probabiliste, l’espace probabilisé (E, T, p) restant souvent mal connu.

Remarque 3.1
1. L’objectif est d’intégrer des fonctions de E (espace de départ) dans F (espace

d’arrivée). Pour construire ainsi une notion d’intégrale, il faut un espace mesuré au
départ et un espace topologique à l’arrivée, car nous aurons besoin dans l’espace
d’arrivée d’une notion de convergence (pour les procédés de passage à la limite
dans la définition de l’intégrale). Les espaces d’arrivée usuels sont (pour la théorie
de l’intégration) R, C, RN ou un espace de Banach. Le procédé de construction
dû à Lebesgue donne un rôle fondamental aux fonctions à valeurs dans R+ (et à la
notion de convergence croissante) et nous aurons besoin d’utiliser la topologie de
R+ (voir la définition 3.2).

2. On rappelle qu’un espace topologique est la donnée d’un ensemble F muni d’une
famille de parties de F, appelées “ouverts de F”, contenant ∅ et F, stable par union
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(quelconque) et stable par intersection finie. On rappelle aussi que, dans un espace
topologique, xn→ x, quand n→ +∞, signifie que, pour tout O ouvert contenant x,
il existe n0 tel que xn ∈ O pour tout n ≥ n0.

3. Soit F un espace topologique et G⊂ F. On appelle topologie trace sur G la topologie
définie par l’ensemble des restrictions à G des ouverts de F. Si O ⊂ G, O est un
ouvert de G si et seulement s’il existe U ouvert de F tel que O = U ∩G. Noter
donc que O peut ne pas être un ouvert de F si G n’est pas un ouvert de F. Par
contre, il est important de remarquer que si G est un borélien de F (c’est-à-dire
G ∈ B(F), B(F) étant la tribu engendrée par les ouverts de F), l’ensemble des
boréliens de G est exactement l’ensemble des boréliens de F inclus dans G, c’est-
à-dire B(G) = {B ⊂ G; B ∈ B(F)}, ceci est démontré dans l’exercice 2.3 page
75.

4. Un exemple fondamental de topologie sur l’ensemble F est celui de la topologie
donnée par une distance sur F. Dans le cas de F = R, nous considérerons toujours
R muni de la topologie donnée par la structure métrique de R, c’est-à-dire par
l’application “distance” définie par d(a,b) = |b − a|.

Définition 3.2 (Topologie et tribu de Borel sur R+) R+ = R+ ∪ {+∞}

1. Soit O ⊂ R+. O est un ouvert si pour tout a ∈ O on a :

(a) Si 0 < a < +∞, alors il existe ε ∈ R∗+ tel que ]a− ε, a+ ε[⊂ O,

(b) si a = 0, alors il existe α ∈ R∗+ tel que [0,α[⊂ O,

(c) si a = +∞, alors il existe α ∈ R+ tel que ]α,+∞] ⊂ O.

2. B(R+) est la tribu (sur R+) engendrée par les ouverts de R+. Soit B ⊂ R+, on
peut montrer (voir la remarque 3.3 ci après) que B ∈ B(R+) si et seulement si
B∩R ∈ B(R) (B(R) est la tribu de Borel sur R).

Remarque 3.3 (Topologie sur R et R+)

1. La topologie sur R+ est la topologie induite par celle de R+, c’est aussi la topologie
induite par celle de R (la démonstration de ce résultat est un exercice de topologie,
exercice 3.4). L’ensemble des boréliens de R+ est donc égal à l’ensemble des
boréliens de R+ inclus dans R+ et c’est aussi l’ensemble des boréliens de R inclus
dans R+ (voir la remarque 3.1). On remarque aussi que {+∞} ∈ B(R+) (car {+∞} est,
par exemple, une intersection dénombrable d’ouverts de R+). On en déduit que, si
B⊂ R+, on a B ∈ B(R+) si et seulement si B∩R ∈ B(R) (noter que B∩R = B∩R+).

2. Soit A ⊂ R+, A est donc un borélien de R+ si et seulement si A ∈ B(R) ou A = B
∪ {+∞}, avec B ∈ B(R).
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3. La définition de la topologie sur R+ donne bien que, pour (xn)n∈N ⊂ R+, on a
xn→ +∞ (dans R+, quand n→ +∞) si et seulement si, pour tout α > 0, il existe n0
tel que xn ∈]α,+∞] pour tout n ≥ n0 (ce qui est la définition usuelle de convergence
vers +∞).

4. On peut aussi montrer que B(R+) est la tribu engendrée par C1 = {]a,+∞]; a ∈ R+}.
C’est aussi la tribu engendrée par C2 = {]a,+∞[∩R+; a ∈ R}. Par contre, ce n’est pas
la tribu engendrée (sur R+) par C3 = {]a,+∞[; a ∈ R+} (on a donc T(C3) ⊂ B(R+)
et T(C3) , B(R+)). Voir à ce propos les exercices 3.13 et 3.14.

3.2 Fonctions étagées

Définition 3.4 (Fonction caractéristique d’un ensemble) Soient (E,T) un espace
mesurable et soit A ∈ T. On appelle fonction caractéristique mesurable de l’ensemble
A, et on note 1A (ou χA) la fonction définie par : 1A(x) = 1 si x ∈ A et 1A(x) = 0 si
x ∈ Ac.

Définition 3.5 (Fonction étagée) Soient (E,T) un espace mesurable et f : E→ R.

1. On dit que f est étagée (ou T-étagée) si f est une combinaison linéaire (finie)
de fonctions caractéristiques mesurables, c’est-à-dire s’il existe une famille finie

(Ai)i=1,...,n ⊂ T et n réels a1, ..., an tels que f =
n∑

i=1

ai1Ai
.

2. On dit que f est étagée positive si f est étagée et prend ses valeurs dans R+.

On note E l’ensemble des fonctions étagées et E+ l’ensemble des fonctions étagées
positives.

La notion de fonction étagée positive va nous permettre de définir l’intégrale à partir
de la notion de mesure. On se limite pour l’instant aux fonctions positives afin de
donner un sens à l’addition de mesures infinies. Notons que, dans la définition d’une
fonction étagée, les ensembles Ai peuvent être d’intersection non vide. On aura besoin,
pour introduire facilement la notion d’intégrale d’une fonction étagée positive, de
considérer une décomposition de la fonction étagée sur des ensembles d’intersection
vide. C’est l’objet du lemme suivant :

Lemme 3.6 (Décomposition canonique d’une fonction étagée positive) Soit (E,T)
un espace mesurable, et soit f ∈ E+ une fonction étagée positive, non identiquement
nulle. Alors il existe une unique famille finie (ai ,Ai)i=1,...,n ⊂ R∗+ × T telle que 0 <
a1 < . . . < an, Ai , ∅, pour tout i, Ai ∩Aj = ∅, si i , j, et f =

∑n
i=1 ai1Ai

.
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DÉMONSTRATION – Soient (Bi)i=1,...,p ⊂ T, (bi)i=1,...,p ⊂ R et f =
∑p

i=1 bi1Bi
une

fonction étagée positive non nulle. L’ensemble Imf des valeurs prises par f est donc
fini. Comme Imf ⊂ R+, on a donc Imf \ {0} = {a1, . . . , an} avec 0 < a1, . . . < an. En
posant Ai = {x ∈ E;f (x) = ai}, on a donc f =

∑n
i=1 ai1Ai

avec Ai , ∅ et Ai ∩Aj = ∅.
(Noter aussi que {x ∈ E;f (x) = 0} = (

⋃n
i=1 Ai)c.) Il reste à montrer que Ai ∈ T. Pour

i ∈ {1, . . . ,n}, on pose Ii = {K ⊂ {1, . . . ,p} ; ai =
∑

k∈K bk}. On a alors, pour tout
i ∈ {1, . . . ,n}, Ai =

⋃
K∈Ii CK, avec CK =

⋂p
j=1 Dj , Dj = Bj si j ∈ K et Dj = Bc

j si
j < K. Les propriétés de stabilité d’une tribu nous donnent alors que Ai ∈ T pour
tout i ∈ {1, . . . ,n}. On a donc trouvé la décomposition voulue de f . Le fait que cette
décomposition est unique est immédiat car on a nécessairement {a1, . . . , an} = Imf \{0}
et Ai = {x ∈ E;f (x) = ai}.

On aurait envie à partir de la notion de fonction étagée positive décomposée sous la
forme précédente, de définir l’intégrale de f comme

∫
f dm =

∑n
i=1 aim(Ai). En fait,

on pourra même (cf définition 4.1) définir l’intégrale d’une fonction étagée avec une
décomposition plus générale (non unique) grâce au lemme suivant :

Lemme 3.7 Soit (E,T,m) un espace mesuré et soit f ∈ E+ une fonction étagée positive
non nulle, telle que

f =
n∑

i=1

ai1Ai
et f =

p∑

i=1

bi1Bi

où a1, ..., an, b1, ...,bp sont des réels strictement positifs, (Ai)i=1,...,n ⊂ T et (Bi)i=1,...,p
⊂ T sont des familles de parties disjointes deux à deux, i.e. telles que Ai ∩Aj = ∅ et
Bi ∩Bj = ∅ si i , j. Alors :

n∑

i=1

aim(Ai) =
p∑

j=1

bjm(Bj ). (3.1)

DÉMONSTRATION – On pose, pour i = 1, . . . ,n et j = 1, . . . ,p, Cij = Ai ∩ Bj . En
remarquant que {x;f (x) > 0} =

⋃n
i=1 Ai =

⋃p
j=1 Bj , on écrit Ai =

⋃p
j=1 Cij et Bj =⋃n

i=1 Cij . On peut donc écrire
n∑

i=1

aim(Ai) =
n∑

i=1

p∑

j=1

aim(Cij )

et
p∑

j=1

bjm(Bj ) =
p∑

j=1

n∑

i=1

bjm(Cij )

On remarque alors que ai = bj dès que Cij , ∅, d’où l’égalité 3.1.
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Lemme 3.8 (Décomposition d’une fonction étagée avec une partition) Soit (E,T)
un espace mesurable, et soit f ∈ E une fonction étagée. Alors il existe une unique
famille finie (ai ,Ai)i=0,...,n ⊂ R × T telle que ai , aj si i , j, Ai , ∅, pour tout i,
Ai ∩Aj = ∅, si i , j, E =

⋃n
i=0 Ai et f =

∑n
i=0 ai1Ai

.

DÉMONSTRATION – La démonstration est très voisine de celle donnée pour la dé-
composition d’une fonction étagée positive (lemme 3.6). L’ensemble {ai , i ∈ {0, . . . ,n}}
est l’ensemble de toutes les valeurs prises par f (et pas seulement les valeurs non
nulles) et Ai = {x ∈ E ; f (x) = ai}.

Enfin, on conclut ce paragraphe en remarquant que E est un espace vectoriel sur R.

Proposition 3.9 (Structure vectorielle de E) Soit (E,T) un espace mesurable, l’en-
semble E des fonctions étagées est un espace vectoriel sur R. De plus, si f ,g ∈ E, on
a aussi f g ∈ E.

DÉMONSTRATION – Soiet f ,g ∈ E et soient α,β ∈ R. On utilise la décomposition
de f et g donnée dans le lemme 3.8. Elle donne f =

∑n
i=0 ai1Ai

et g =
∑m

j=0 bj1Bi
.

Comme les familles (Ai){i∈{0,...,n}} et (Bj ){j∈{0,...,m}} forment des partitions de E, on a

f =
n∑

i=0

m∑

j=0

ai1Ai∩Bj
et g =

m∑

j=0

n∑

i=0

bj1Ai∩Bj
,

de sorte que αf + βg =
∑n

i=0
∑m

j=0(αai + βbi)1Ai∩Bj
, ce qui montre que αf + βg ∈ E,

et donc que E est un espace vectoriel.

D’autre part, on remarque aussi que f g =
∑n

i=0
∑m

j=0 aibi1Ai∩Bj
, ce qui montre que

f g ∈ E.

On montrera aussi les propriétés de linéarité et de monotonie de l’intégrale des
fonctions étagées (voir proposition 4.3).

3.3 Fonctions mesurables et variables aléatoires

Afin d’étendre le concept d’intégrale à une classe de fonctions plus générale que celle
des fonctions étagées (positives), on introduit les fonctions mesurables (positives). On
pourra ensuite utiliser une technique de passage à la limite pour définir l’intégrale de
telles fonctions.

On va tout d’abord définir la notion de mesurabilité pour une fonction f de E dans F.
L’espace de départ, E, est muni d’une tribu et l’espace d’arrivée, F, est, en général,
muni d’une topologie (et donc de sa tribu de Borel, les exemples fondamentaux sont
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F = R ou F = R+). On peut aussi considérer le cas où F est muni d’une tribu (non
donnée par une topologie sur F).

Définition 3.10 (Fonction mesurable) Soient (E,T) un espace mesurable et F un
ensemble muni d’une topologie (par exemple : F = R ou R+). Une fonction f , définie
de E dans F, est une fonction T-mesurable si f −1(A) ∈ T, pour tout A ∈ B(F) (ce qui
est équivalent à dire que la tribu f −1(B(F)) = {f −1(B), B ∈ B(F)} est incluse dans T
ou encore que la tribu Tf = {B ∈ P (F) ; f −1(B) ∈ T} contient B(F), voir l’exercice 2.4
sur les tribus image directe et image réciproque.) En l’absence d’ambiguïté possible
on dira “mesurable” au lieu de “T-mesurable”.

Plus généralement, si F n’est pas muni d’une topologie (et donc de la tribu B(F))
mais est muni directement d’une tribu T (on a alors deux espaces mesurables : (E,T)
et (F,T )), une fonction f , définie de E dans F, est une fonction (T,T )-mesurable si
f −1(A) ∈ T, pour tout A ∈ T . (Ce qui est équivalent à dire que la tribu f −1(T ) =
{f −1(B), B ∈ T } est incluse dans T ou encore que la tribu Tf = {B ∈ P (F) ; f −1(B) ∈
T} contient T .) En l’absence d’ambiguïté possible on dira “mesurable” au lieu de

“(T,T )-mesurable”.

Enfin, si E et F sont deux espaces munis d’une topologie, on dit que f est borélienne
si f est mesurable pour les tribus boréliennes sur E et F (c’est-à-dire les tribus
engendrées par les ouverts) .

Remarque 3.11 Une fonction étagée est toujours mesurable. En effet, soit (E,T) un
espace mesurable et soit f ∈ E (donc f est une application de E dans R). D’après
le lemme 3.8, il existe une partition (A0, . . . ,An) de E, et a0, . . . , an ∈ R tels que
f =

∑n
i=0 ai1Ai

et Ai ∈ T pour tout i ∈ {0, . . . ,n}. Pour tout B⊂ R, on a donc f −1(B) =⋃
{i;ai∈B}Ai ∈ T, ce qui prouve que f est mesurable de E dans R.

Noter que si f ∈ E+, on a donc aussi f mesurable de E dans R+ (voir l’exercice 3.5).

La terminologie probabiliste utilise les termes “variable aléatoire” ou “vecteur aléa-
toire” (selon l’espace d’arrivée) au lieu de “fonction mesurable” (ou “application
mesurable”).

Définition 3.12 (Variable aléatoire, vecteur aléatoire)
1. Soit (E,T) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire réelle (v.a.r.) une

fonction X définie de E dans R et T-mesurable,i.e. telle que X−1(A) ∈ T, pour tout
A ∈ B(R).

2. Plus généralement, soient (E,T) et (F,T ) deux espaces probabilisables. Une fonc-
tion X, définie de E dans F, est une variable aléatoire si c’est une fonction (T,T )-
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mesurable (c’est-à-dire si X−1(A) ∈ T, pour tout A ∈ T ). Lorsque F est un espace
vectoriel, on dit que X est une variable aléatoire vectorielle ou un “vecteur aléatoi-
re”.

Remarque 3.13 Comme cela a été dit dans la proposition 3.10, on dit, en l’absence
d’ambiguïté, “mesurable” au lieu de “T-mesurable”. On remarque d’ailleurs que le
terme probabiliste “variable aléatoire” ne mentionne pas la dépendance par rapport à
la tribu. Dans la définition 3.12, on a noté X la variable aléatoire plutôt que f car c’est
l’usage dans la littérature probabiliste.

Définition 3.14 (Tribu engendrée par une fonction mesurable) Soient (E,T) un
espace mesurable (resp. probabilisable) et f (resp. X) une fonction mesurable de
E dans R (resp. une variable aléatoire) alors l’ensemble {f −1(A),A ∈ B(R)} (resp.
{X−1(A),A ∈ B(R)}) est une tribu sur E qu’on appelle tribu engendrée par la fonction
mesurable f (resp. la variable aléatoire X). Cette tribu est aussi la tribu image
réciproque de B(R) par f (resp. X).

Définition 3.15 (EspacesM etM+) Soit (E,T) un espace mesurable, on note :

— M(E,T) = {f : E→ R, mesurable},

— M+(E,T) = {f : E→ R+, mesurable}.

En l’absence d’ambiguïté, on noteraM =M(E,T) etM+ =M+(E,T).

Proposition 3.16 (Première caractérisation de la mesurabilité)

Soient (E, T) un espace mesurable et f : E → F, avec F = R ou R+. Soit C une
partie de P (F) engendrant la tribu borélienne de F. On a alors : f est mesurable si et
seulement f −1(C) ∈ T pour tout C ∈ C. En particulier, f est mesurable si et seulement
si f vérifie l’une des deux propriétés suivantes :

1. f −1(]α,β[) ∈ T, pour tout α,β ∈ R, α < β,

2. f −1(]α,+∞[) ∈ T, pour tout α ∈ R.

Dans cette caractérisation, l’ensemble ]α,β[ (ou ]α,+∞[) désigne, bien sûr, l’ensemble
des éléments de F appartenant à ]α,β[ (ou ]α,+∞[).

La démonstration de cette proposition fait l’objet de l’exercice 3.1. Le lecteur pourra
trouver lui-même d’autres caractérisations de la mesurabilité, en utilisant la propo-
sition ci-dessus. Par exemple, soit f de E (muni de la tribu T) dans R+, la fonction
f est mesurable si et seulement si f −1(]α,+∞]) ∈ T pour tout α > 0 (par contre,
f −1(]α,+∞[) ∈ T pour tout α ≥ 0 n’implique pas que f est mesurable).
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La proposition suivante nous permettra de définir l’intégrale des fonctions appartenant
àM+ (comme limite d’intégrales de fonctions étagées, voir le chapitre suivant). Par
contre, on ne pourra pas donner un sens, dans le cas général, à l’intégrale des fonctions
appartenant àM.

Proposition 3.17 (Mesurabilité positive) Soient (E,T) un espace mesurable et f :
E→ R+. Alors f ∈M+ si et seulement s’il existe une suite (fn)n∈N ⊂ E+, telle que :

1. pour tout x ∈ E, fn(x)→ f (x), quand n→ +∞,

2. fn+1(x) ≥ fn(x), pour tout x ∈ E, et tout n ∈ N.

Les deux conditions précédentes seront notées dans la suite sous la forme fn ↑ f
quand n→ +∞.

DÉMONSTRATION – Soit (fn)n∈N ∈ E+ t.q. fn ↑ f quand n→ +∞. On remarque
que, pour tout α ∈ R,

f −1(]α,+∞]) =
⋃

n∈N
f −1
n (]α,+∞[).

Comme fn est mesurable, pour tout n ∈ N (voir la remarque 3.11), on a f −1
n (]α,+∞[)

∈ T pour tout n ∈ N et donc, par stabilité de T par union dénombrable, f −1(]α,+∞])
∈ T. Ceci étant vrai pour tout α ∈ R, on en déduit, comme {]α,+∞], α ≥ 0} engendre
B(R+), que f est mesurable de E dans R+, c’est-à-dire f ∈M+.

Réciproquement, on suppose que f ∈M+. On va construire une suite (fn)n∈N∗ ⊂ E+
telle que fn ↑ f quand n→ +∞.

Pour n ∈ N∗, on définit la fonction fn par :

fn(x) =


p

2n si f (x) ∈ [
p

2n ,
p+ 1

2n [, avec p ∈ {0, . . . ,n2n − 1}
n si f (x) ≥ n,

de sorte que

fn = n1{x∈E;f (x)≥n} +
n2n−1∑

p=0

p

2n 1{x∈E;f (x)∈[ p
2n ,

p+1
2n [}.

Comme f ∈M+, on a {x ∈ E; f (x) ≥ n} ∈ T et {x ∈ E; f (x) ∈ [ p
2n ,

p+1
2n [} ∈ T pour tout

n et tout p, on a donc (fn)n∈N∗ ⊂ E+.

On montre maintenant que, pour tout x ∈ E, on a fn(x)→ f (x), quand n→ +∞. Soit
x ∈ E. On distingue deux cas :
Premier cas. On suppose f (x) < +∞. On a alors, pour n ≥ f (x), |f (x)− fn(x)| ≤ 1

2n .
On a donc fn(x)→ f (x) quand n→ +∞.
Deuxième cas. On suppose f (x) = +∞. On a alors fn(x) = n pour tout n ∈ N∗ et donc
fn(x)→ f (x) quand n→ +∞.

On montre enfin que, pour tout x ∈ E et pour tout n ∈ N∗, on a fn+1(x) ≥ fn(x). Soit
x ∈ E et n ∈ N∗. On distingue trois cas :
Premier cas. On suppose f (x) ≥ n+ 1. On a alors fn+1(x) = n+ 1 > n = fn(x).
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Deuxième cas. On suppose n ≤ f (x) < n+1. Il existe alors i ∈ {n2n+1, . . . , (n+1)2n+1−
1} tel que f (x) ∈ [ i

2n+1 ,
i+1
2n+1 ]. On a alors fn(x) = n ≤ i

2n+1 = fn+1(x).
Troisième cas. On suppose f (x) < n. Il existe alors p ∈ {0, . . . ,n2n − 1} tel que f (x) ∈
[ p

2n ,
p+1
2n [= [ 2p

2n+1 ,
2(p+1)
2n+1 [. Si f (x) ∈ [ 2p

2n+1 ,
2p+1
2n+1 [, on a fn(x) = p

2n = 2p
2n+1 = fn+1(x).

Si f (x) ∈ [ 2p+1
2n+1 ,

2(p+1)
2n+1 [, on a fn(x) = p

2n < 2p+1
2n+1 = fn+1(x). On a toujours fn(x) ≤

fn+1(x).

On a bien ainsi construit une suite (fn)n∈N∗ ⊂ E+ telle que fn ↑ f quand n→ +∞.

Proposition 3.18 (Mesurabilité sans signe) Soient (E, T) un espace mesurable, et
f : E→ R. On suppose que f est mesurable. Il existe alors une suite (fn)n∈N ⊂ E telle
que, pour tout x ∈ E, fn(x)→ f (x), quand n→ +∞.

DÉMONSTRATION – On définit la fonction f + : E→ R+ par f +(x) = max(f (x),0)
pour tout x ∈ E. On remarque que f + ∈M+ (et f + ∈M, voir l’exercice 3.5). En effet,
f + prend ses valeurs dans R+ et (f +)−1(]α,+∞]) = f −1(]α,+∞[) ∈ T si α > 0. On
conclut en remarquant que {]α,+∞], α > 0} engendre B(R+). On définit également
f − = (−f )+, de sorte que f = f + − f −. On a donc aussi f − ∈M+. La proposition 3.17
donne l’existence de suites (fn)n∈N ⊂ E+ et (gn)n∈N ⊂ E+ telles que fn ↑ f + et gn ↑ f −
quand n→ +∞. On pose hn = fn − gn, de sorte que hn(x)→ f (x), quand n→ +∞,
pour tout x ∈ E. D’autre part, comme E est un espace vectoriel (voir la proposition 3.9
page 121), on a (hn)n∈N ∈ E.

La proposition précédente nous donnera, avec les propriétés de stabilité deM etM+
(voir la proposition 3.19) une deuxième caractérisation de la mesurabilité, voir la
proposition 3.20.

L’ensemble des fonctions mesurables est un ensemble très stable, c’est-à-dire que des
opérations usuelles (comme addition, multiplication, limite. . . ) sur des fonctions me-
surables donnent encore des fonctions mesurables, ceci est précisé dans la proposition
suivante. Dans le cas (fondamental) de (E,T) = (R,B(R)), il est difficile de trouver des
fonctions non mesurables (comme il est difficile de trouver des parties non boréliennes,
bien que le cardinal de B(R) soit égal au cardinal de R et donc strictement inférieur
au cardinal de P (R)). En pratique, on peut en gros supposer que les fonctions de R
dans R sont toutes B(R)-mesurables (bien qu’il y ait “beaucoup” de fonctions non
mesurables).

Proposition 3.19 (Stabilité deM etM+) Soit (E,T) un espace mesurable.

1. Soit I ⊂ N.

Soit (fn)n∈I ⊂M+, alors supn∈I fn ∈M+ et infn∈I fn ∈M+.
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Soit (fn)n∈I ⊂M. Si supn∈I fn prend ses valeurs dans R, alors supn∈I fn ∈M.
De même, si infn∈I fn prend ses valeurs dans R, alors infn∈I fn ∈M.

2. Soit (fn)n∈N ⊂M+, alors limsupn→+∞ fn ∈M+ et liminfn→+∞ fn ∈M+.

Soit (fn)n∈N ⊂M. Si limsupn∈N fn prend ses valeurs dans R, alors limsupn∈N fn
∈M.
De même, si liminfn∈N fn prend ses valeurs dans R, alors liminfn∈N fn ∈M.

3. Soit (fn)n∈N ⊂M+. On suppose que fn(x)→ f (x) dans R+, pour tout x ∈ E. Alors
f ∈M+.

Soit (fn)n∈N ⊂ M. On suppose que fn(x)→ f (x) dans R, pour tout x ∈ E. Alors
f ∈M.

4.M est un espace vectoriel sur R et si f ,g ∈M, alors f g ∈M.

DÉMONSTRATION –

1. Soit (fn)n∈N ⊂ M+. Il est clair que f = supn∈I fn est bien définie et prend ses
valeurs dans R+. Puis, Pour tout α ∈ R, on a

f −1(]α,+∞]) =
⋃

n∈I

f −1
n (]α,+∞]) ∈ T.

Comme {]α,+∞]∩R+, α ∈ R} engendre B(R+), on en déduit que f est mesurable
de E dans R+, c’est-à-dire f ∈M+.

De même la fonction f = infn∈I fn est aussi bien définie et prend ses valeurs dans
R+ (elle prend même ses valeurs dans R+ si les fn prennent leurs valeurs dans R+,
ceci n’est pas vrai avec la fonction supn∈I fn). On remarque ensuite que

f −1(]−∞,α[) =
⋃

n∈I

f −1
n (]−∞,α[) pour tout α ∈ R.

Comme {]−∞,α[∩R+, α ∈ R} engendre B(R+), on en déduit que f est mesurable
de E dans B(R+), c’est-à-dire f ∈M+.

Soit maintenant (fn)n∈N ⊂M. La fonction f = supn∈I fn est bien définie si on la
considère comme étant à valeurs dans R car elle peut prendre la valeur +∞ en
certains points. On la suppose maintenant à valeurs dans R. On peut alors raisonner
comme précédemment en remarquant que f −1(]α,+∞[) =

⋃
n∈I f

−1
n (]α,+∞[) et

que {]α,+∞[, α ∈ R} engendre B(R). De même, la fonction f = infn∈I fn est bien
définie si on la considère comme étant à valeurs dans R car elle peut prendre la
valeur −∞ en certains points. On la suppose maintenant à valeurs dans R. On
peut alors raisonner comme précédemment en remarquant que f −1(] −∞,α[) =⋃

n∈I f
−1
n (]−∞,α[) et que {]−∞,α[, α ∈ R} engendre B(R).

2. Soit (fn)n∈N ⊂M+. On pose f = limsupn→+∞ fn, la fonction f est bien définie à
valeurs dans R+. Pour tout x ∈ E, on a

f (x) = limsup
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞(sup

p≥n
fp(x)) = inf

n∈N
(sup
p≥n

fp(x)),
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c’est-à-dire f = infn∈N(supp≥n fp). En utilisant les résultats précédents (avec sup
puis inf), on a donc f ∈M+. Un raisonnement similaire donne liminfn→+∞ fn =
supn∈N(infp≥n fp) ∈M+.
Soit maintenant (fn)n∈N ⊂M. On suppose que

f = limsup
n→+∞

fn = inf
n∈N

(sup
p≥n

fp)

(qui est bien définie dans R∪{+∞}) prend ses valeurs dans R. Comme les fn prennent
leurs valeurs dans R, on peut alors remarquer que la fonction supp≥n fp prend aussi
ses valeurs dans R, pour tout n ∈ N. On a donc, avec la propriété démontrée en 1,
supp≥n fp ∈M pour tout n ∈ N. Puis, utilisant encore la propriété démontrée en 1,
f = infn∈N(supp≥n fp) ∈M. Un raisonnement analogue donne liminfn→+∞ fn =
supn∈N(infp≥n fp) ∈M dès que l’on suppose que liminfn→+∞ fn prend ses valeurs
dans R.

3. Cette question est immédiate grâce à la précédente. Il suffit de remarquer que dès
que la limite de la suite (fn(x))n∈N existe, elle est nécessairement égale à la limite
supérieure (ou la limite inférieure) de cette même suite (fn(x))n∈N, c’est-à-dire
que limn→+∞ fn(x) = limsupn→+∞ fn(x) (pour tout x ∈ E). Ici on remarque donc
simplement que f = limsupn→+∞ fn et on applique la propriété 2.

4. Soit f ,g ∈M et soit α,β ∈ R On pose h = αf + βg. D’après la proposition 3.18, il
existe des suites (fn)n∈N ⊂ E et (gn)n∈N ⊂ E telles que fn(x)→ f (x) et gn(x)→ g(x),
quand n→ +∞, pour tout x ∈ E. On pose hn = αfn+βgn, de sorte que hn(x)→ h(x),
quand n→ +∞, pour tout x ∈ E. La proposition 3.9 donne que E est un espace
vectoriel sur R, on a donc (hn)n∈N ⊂ E. Comme E ⊂M (voir la remarque 3.11), la
propriété 3 ci-dessus donne alors que h ∈ M. L’ensembleM est donc un espace
vectoriel (sur R).

Soit f ,g ∈M. On pose h = f g. On raisonne comme ci-dessus, il existe (fn)n∈N ⊂ E
et (gn)n∈N ⊂ E telle que fn(x)→ f (x) et gn(x)→ g(x), quand n→ +∞, pour tout
x ∈ E. On pose hn = fngn, de sorte que hn(x)→ h(x), quand n→ +∞, pour tout
x ∈ E. La proposition 3.9 donne aussi (hn)n∈N ⊂ E ⊂M. La propriété 3 ci-dessus
donne alors que h ∈M.

Proposition 3.20 (Deuxième caractérisation de la mesurabilité) Soit (E, T) un
espace mesurable et f : E→ R. Alors, f est mesurable si et seulement s’il existe une
suite (fn)n∈N ⊂ E telle que pour tout x ∈ E, fn(x)→ f (x), quand n→ +∞.

DÉMONSTRATION – Cette caractérisation est donnée par la proposition 3.18 pour
le sens “seulement si” et par la propriété 3 de la proposition 3.19 pour le sens “si”.

On rappelle aussi qu’une fonction f de E (muni de la tribu T) dans R+ est mesurable
(c’est-à-dire appartient àM+) si et seulement s’il existe (fn)n∈N ⊂ E+ t.q. fn ↑ f (voir
la proposition 3.17).
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Remarque 3.21 Il est intéressant de remarquer que la proposition 3.20 peut être
fausse si on prend pour F un espace topologique quelconque (elle reste vraie, par
exemple, si F est un espace vectoriel normé de dimension finie) avec une définition
immédiate de E généralisant celle donnée pour les fonctions à valeurs dans R ou R+.

Définition 3.22 Soient E un ensemble et f : E→ R. Pour tout x ∈ E, on pose :

— f +(x) = max(f (x),0),

— f −(x) = −min(f (x),0) = (−f )+(x),

— |f |(x) = |f (x)|.

Proposition 3.23 Soient (E,T) un espace mesurable et f ∈M. On a alors f = f +−f −,
|f | = f + + f − et f +, f −, |f | ∈M+ ∩M.

DÉMONSTRATION – Le fait que f = f + − f − et |f | = f + + f − est immédiat. On a
déjà vu, dans la démonstration de la proposition 3.18, que f +, f − ∈M+ et donc que
f +, f − ∈ M (voir l’exercice 3.5). La proposition 3.19 donne queM est un espace
vectoriel sur R. On a donc |f | ∈M et donc aussi |f | ∈M+ car |f | ≥ 0.

3.4 Mesure image, loi d’une v.a., v.a. indépendantes

Soit (E,T) et (F,T ) deux espaces mesurables (l’exemple fondamental est (F,T ) =
(R,B(R))) et f une fonction mesurable de E vers F. Si m est une mesure sur T, alors
on peut définir, à partir de f et m, une mesure sur T de la manière suivante :

Proposition 3.24 (Mesure image) Soient (E,T,m) un espace mesuré, (F,T ) un es-
pace mesurable et f une fonction mesurable de E vers F (c’est-à-dire (T,T )-mesu-
rable). Alors, l’application mf définie de T dans R+ par : mf (A) = m(f −1(A)), pour
tout A ∈ T , est une mesure sur T , appelée mesure image par f .

DÉMONSTRATION – Il suffit de remarquer que mf est bien définie, que mf (∅) = 0 et
que mf est σ−additive, ce qui découle naturellement des propriétés de m.

Définition 3.25 (Loi de probabilité et fonction de répartition d’une v.a.)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle (c’est-à-dire
une fonction mesurable de E, muni de la tribu T, dans R, muni de la tribu borélienne).
On appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X la probabilité pX image de p
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par X (cette probabilité est donc définie sur B(R)). On appelle fonction de répartition
de la variable aléatoire X la fonction de répartition de la probabilité pX.

Un exemple simple de loi de probabilité est la loi uniforme sur [0,1]. Elle est définie
par p(A) = λ(A∩[0,1]) pour tout A ∈ B(R). Soit X une v.a.r. (sur l’espace probabilisé
(E, T, p)). On dit que X ∼ U ([0,1)] si pX = p.

Si X et Y sont deux v.a.r. (sur des espaces probabilisés éventuellement différents), on
dit que X ∼ Y si pX = pY. Le sigle “∼” signifie donc “a pour loi” ou “a même loi que”.

Dans de nombreux cas, les modèles probabilistes seront déterminés par une loi de
probabilité d’une variable aléatoire. Une conséquence immédiate du théorème 2.61
est que la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle est entièrement déterminée
par sa fonction de répartition. Ceci est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 3.26 (Égalité de deux lois) Soient (E, T, p) et (F,S,q) des espaces proba-
bilisés, X une variable aléatoire réelle sur E (c’est-à-dire une fonction mesurable de E,
muni de T, dans R muni de B(R)) et Y une variable aléatoire réelle sur F. On note pX
et pY les lois de X et Y. On a alors pX = pY si et seulement si p({X ≤ t}) = q({Y ≤ t})
pour tout t ∈ R. On a aussi pX = pY si et seulement si p({s ≤ X ≤ t}) = q({s ≤ Y ≤ t})
pour tout s, t ∈ R, s < t. (Les inégalités strictes peuvent être remplacées par des
inégalités larges.)

DÉMONSTRATION – Cette proposition est une conséquence des théorèmes 2.61 et
2.62. Il suffit de remarquer que p({X ≤ t}) = pX(]−∞, t]) et p({s ≤ X ≤ t}) = pX([s, t])
(et que l’on a des égalités analogues avec Y au lieu de X).

On rappelle que la notation p({X ≤ t}) (si X est une v. a. réelle sur l’espace probabilisé
(E, T, p)) signifie p({ω ∈ E ; X(ω) ≤ t}). Cette notation sera parfois abrégée sous la
forme p(X ≤ t).

Définition 3.27 (Variables aléatoires équidistribuées)

Soient (E, T, p) et (E′ ,T′ ,p′) des espaces probabilisés, X (resp. X′) une variable
aléatoire de (E, T, p) (resp. (E′ ,T′ ,p′)) dans (R,B(R)), on dit que les variables
aléatoires X et X′ sont équidistribuées si elles ont même loi de probabilité.

Définition 3.28 (Variable aléatoire discrète, entière, continue) Soient (E, T, p) un
espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur (E, T, p), pX la loi de la
variable aléatoire X et FX sa fonction de répartition ;
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1. Si X(E) est dénombrable, on dit que la variable aléatoire X est discrète.

2. Si X(E) ⊂ N, on dit que la variable aléatoire X est entière.

3. Si la fonction de répartition FX définie de R dans [0,1] est continue, on dit que la
variable aléatoire est continue.

Définition 3.29 (Variables aléatoires indépendantes) Soit (E,T,p) un espace pro-
babilisé.

1. Soit N > 1 et X1, . . . ,XN une famille de variables aléatoires réelles. On dit que
X1, . . . ,XN sont indépendantes (ou que la famille ( X1, . . . ,XN) est indépendante)
si les tribus engendrées par X1, . . . ,XN (on notera souvent τ(X) ou σ(X) la tribu
engendrée par la variable aléatoire X) sont indépendantes.

2. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles. On dit cette suite est indé-
pendante (ou que les v.a. X1, . . . , Xn, . . . sont indépendantes) si, pour tout N > 1,
les v.a. X1, . . . , XN sont indépendantes.

On appellera “suite de v.a.r.i.i.d. ” une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes identiquement distribuées (ce dernier point signifiant que toutes les v.a. de la
suite ont même loi).

Soit (E,T,p) un espace probabilisé et X1,X2,X3 trois v.a.r. (c’est-à-dire variables
aléatoires réelles). Le fait que X1 soit indépendante de X2 et X3 n’implique pas que
X1 soit indépendante de (par exemple) X2 +X3, même si X2 et X3 sont indépendantes.
Mais, on a bien X1 indépendante de X2+X3 si la famille (X1,X2,X3) est indépendante.
Ceci est une conséquence de la proposition suivante.

Proposition 3.30 (Indépendance et composition) Soit (E,T,p) un espace pro-
babilisé, n ≥ 1, m ≥ 1 et X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym des v.a.r. indépendantes. Soit ϕ
une fonction borélienne de Rn dans R et ψ une fonction borélienne de Rm dans R.
Alors, les v.a.r. ϕ(X1, . . . ,Xn) et ψ(Y1, . . . ,Ym) sont indépendantes. Nous avons ici
décomposé la famille initiale de v.a.r. indépendantes en 2 groupes. la proposition peut
se généraliser à une décomposition en un nombre quelconque de groupes.

DÉMONSTRATION – La notation ϕ(X1, . . . ,Xn) est un peu incorrecte (mais est tou-
jours utilisée). Elle désigne (comme on le devine facilement) la composition de ϕ (qui
va de Rn dans R) avec l’application de E dans Rn donnée par les Xi , i = 1, . . . ,n.

La démonstration de cette proposition (et de sa généralisation à un nombre quel-
conque de groupes) est une conséquence simple de la proposition 2.59 dés que l’on
remarque que la tribu engendrée par ϕ(X1, . . . ,Xn) est incluse dans la tribu engendrée
par X1, . . . ,Xn (c’est-à-dire la tribu engendrée par les tribus σ(X1), . . . ,σ(Xn)), ce que
nous démontrons maintenant.
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On note τ la tribu engendrée par X1, . . . ,Xn et X l’application de E dans Rn qui à ω ∈ E
associe (X1(ω), . . . , Xn(ω))t . Il est facile de voir que {A ∈ B(Rn) t.q. X−1(A) ∈ τ} est
une tribu (sur Rn). Si A =

∏n
i=1 Ai avec Ai ∈ B(R) pour tout i = 1, . . . ,n, on a

X−1(A) =
n⋂

i=1

X−1
i (Ai) ∈ τ

(car X−1
i (Ai) appartient à τ(Xi) et donc à τ). Comme B(Rn) est engendrée par l’en-

semble des produits de boréliens de R (et même par l’ensemble des produits d’inter-
valles ouverts de R, voir l’exercice 2.7), on en déduit que

{A ∈ B(Rn) t.q. X−1(A) ∈ τ} ⊃ B(Rn).

Pour tout B ∈ B(R), on a donc (ϕ(X))−1(B) = X−1(ϕ−1(B)) ∈ τ car ϕ−1(B) ∈ B(Rn)
(puisque ϕ est borélienne), ce qui prouve bien que la tribu engendrée par ϕ(X1, . . . ,Xn)
est incluse dans la tribu engendrée par X1, . . . ,Xn.

Nous verrons au chapitre 7 la conséquence principale de l’indépendance. Cette consé-
quence est que, si X,Y sont des v.a.r. indépendantes, la loi du couple (X,Y) est le pro-
duit des lois PX et PY (c’est-à-dire , avec les notations du Chapitre 7, P(X,Y) = PX⊗PY).
Une propriété analogue est vraie pour une famille (X1, . . . ,Xn) de v.a.r. indépendantes.

Nous terminons ce paragraphe par un théorème très utile en probabilités sur la repré-
sentation d’une v.a. mesurable par rapport à une autre v.a..

Théorème 3.31 (V.a. mesurable par rapport à une autre v.a.)

Soient X et Y deux v.a. réelles définies sur un espace probabilisé (Ω,A,P). Alors,
la v.a. Y est mesurable par rapport à la tribu engendrée par X (notée τ(X)) si et
seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle que Y = f (X).

DÉMONSTRATION – La démonstration de ce résultat fait l’objet de l’exercice 3.17.
Il est intéressant de remarquer que la démonstration de ce théorème effectuée dans
l’exercice 3.17 donne les informations complémentaires suivantes :

• Y est τ(X)-mesurable bornée si et seulement s’il existe f borélienne bornée t.q.
Y = f (X),

• Y est τ(X)-mesurable positive si et seulement s’il existe f borélienne positive
t.q. Y = f (X).

La partie “si” de ces deux résultats est immédiate. Pour la partie “seulement si”, il
suffit de remarquer que la démonstration faite dans l’exercice 3.17 donne f t.q.

Im(f ) = {f (t), t ∈ R} ⊂ Im(Y)∪ {0}, avec Im(Y) = {Y(ω), ω ∈Ω}.
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3.6 Exercices

Exercice 3.1 (Caractérisation des fonctions mesurables) Soient (E,T) un espace
mesurable et f une application de E dans R ;

1. Montrer que Tf = {B ∈ P (R) ; f −1(B) ∈ T} est une tribu.

Corrigé – Cette question est un cas particulier (avec F = R) de la question 2 de
l’exercice 2.4.

2. Soit C un ensemble qui engendre B(R), montrer que les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) f est mesurable,

(ii) f −1(C) ∈ T, pour tout C ∈ C.

Corrigé – On remarque que f mesurable signifie simplement que Tf (définie
à la question précédente) contient B(R).

Le sens (i)⇒ (ii) est immédiat car C ⊂ B(R).

Pour le sens (ii)⇒ (i), on remarque que Tf est une tribu. Donc, si Tf contient
C, on a aussi Tf contient T(C) = B(R). Ceci donne f mesurable. Donc, on a
bien (ii)⇒ (i)

Exercice 3.2 (Mesurabilité pour f à valeurs dans R) Soit Ω un ensemble et F
une σ-algèbre sur Ω. Soit f une application de Ω dans R. On munit R de la tribu
borélienne.

1. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout x ∈ R, {ω ∈Ω, f (ω) <
x} ∈ F .

Corrigé – On pose C = {]−∞,x[, x ∈ R}. Compte tenu de la proposition 3.16 (voir
aussi l’exercice 3.1), il suffit de montrer que T(C) = B(R).
Comme les éléments de C sont des ouverts, on a, bien sûr, T(C) ⊂ B(R).
Pour montrer l’inclusion inverse, on commence par remarquer que, pour tout a,b ∈ R,
a < b, on a (grâce aux propriétés de stabilité d’une tribu) [a,b[=]−∞,b[\]−∞, a[∈
T(C), puis ]a,b[= ∪n∈N∗ [a+ (1/n),b[∈ T(C). Puis, comme tout ouvert est une union
au plus dénombrable d’intrevalles ouverts bornés (voir le lemme 2.11), on en déduit
que T(C) contient tous les ouverts et donc T(C) ⊃ B(R). Finalement, on a bien
T(C) = B(R).

2. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout x ∈ R, {ω ∈Ω, f (ω) ≤
x} ∈ F .

Corrigé – On pose ici D = {]−∞,x], x ∈ R}. Compte tenu de proposition 3.16, il
suffit de montrer que T(D) = B(R).
Comme les éléments de D sont des fermés, on a, bien sûr, T(D) ⊂ B(R).
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Pour montrer l’inclusion inverse, on remarque pour tout x ∈ R on a ]−∞,x[= ∪n∈N∗ ]−
∞,x − (1/n)] et donc C ⊂ T(D) (où C est l’ensemble défini à la question précédente).
On a donc B(R) = T(C) ⊂ T(D). Finalement, on a donc bien T(D) = B(R).

Exercice 3.3 (Composition de fonctions mesurables) Soit (E,T) et (F,S) deux es-
paces mesurables. Soit f : E→ F et ϕ : F→ R (R est muni, comme toujours, de
la tribu borélienne). On suppose que f et ϕ sont mesurables. Montrer que ϕ ◦ f est
mesurable (de E dans R).

Corrigé – Soit B ∈ B(R), on remarque que (ϕ ◦ f )−1(B) = f −1(ϕ−1(B)). Comme
ϕ−1(B) ∈ S car ϕ est mesurable (de F dans R), on a donc f −1(ϕ−1(B)) ∈ T car f est
mesurable (de E dans F). Ceci montre bien que ϕ ◦ f est mesurable (de E dans R).

Exercice 3.4 (Topologie de R+) On définit la topologie de R+ comme étant la topo-
logie induite sur R+ par la topologie de R. Soit O ⊂ R+, l’ensemble O est donc un
ouvert de R+ si et seulement si il existe U ouvert de R t.q. O = U∩R+.

1. Soit O ⊂ R+. Montrer que O est un ouvert de R+ si et seulement si il existe U
ouvert de R+ t.q. O = U ∩R+. (Ceci montre que la topologie de R+ est aussi la
topologie induite sur R+ par la topologie de R+.)

2. Montrer que L’ensemble des boréliens de R+ est égal à l’ensemble des boréliens de
R+ inclus dans R+ et est aussi égal à l’ensemble des boréliens de R inclus dans R+.

3. Montrer que, si B⊂ R+, on a B ∈ B(R+) si et seulement si B∩R ∈ B(R) (noter que
B∩R = B∩R+).

Exercice 3.5 (R ou R+. . . ) Soit ϕ : R→ R, ϕ ≥ 0. On munit R (au départ et à
l’arrivée) de la tribu borélienne. Montrer que ϕ est mesurable (on dit aussi borélienne)
si et seulement si ϕ est mesurable quand on la considère comme une application de R
dans R+ (R+ étant aussi muni de la tribu borélienne).

Corrigé – On suppose ϕ mesurable de R dans R. Soit B un borélien de R+, on a donc
B∩R ∈ B(R) (voir la définition 3.2 page 118). Comme ϕ prend ses valeurs dans R et
que ϕ est mesurable de R dans R, on a donc ϕ−1(B) = ϕ−1(B∩R) ∈ B(R). Ceci donne
donc que ϕ est mesurable de R dans R+.

Réciproquement, on suppose maintenant ϕ mesurable de R dans R+ (mais ϕ ne prend
jamais la valeur +∞, on peut donc la considérer comme étant de R dans R). Soit
B ∈ B(R). Comme R+ ∈ B(R), on a aussi B∩R+ ∈ B(R) et donc B∩R+ ∈ B(R+).
Comme ϕ est mesurable de R dans R+, on en déduit que ϕ−1(B∩R+) ∈ B(R). Comme
ϕ ≥ 0, on a ϕ−1(B∩R+) = ϕ−1(B) et donc ϕ−1(B) ∈ B(R). Ceci prouve que ϕ est
mesurable de R dans R.

Exercice 3.6 (Stabilité deM)
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1. Soient (E,T), (E′ ,T′), (E′′ ,T′′) des espaces mesurables, f (resp. g) une application
de E dans E′ (resp. de E′ dans E′′). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer
que g ◦ f est une application mesurable de E dans E′′.

Corrigé – Cette question est identique à celle de l’exercice 3.3 avec E′′ au lieu de
R. La démonstration est semblable :

Soit B ∈ T′′ , on remarque que (g ◦ f )−1(B) = f −1(g−1(B)). Comme g−1(B) ∈ T′ car
g est mesurable (de E′ dans E′′), on a donc f −1(g−1(B)) ∈ T car f est mesurable (de
E dans E′). Ceci montre bien que g ◦ f est mesurable (de E dans E”).

2. Soit (E,T) un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(R) ; soient
f et g des fonctions mesurables de E dans R.

(a) Pour x ∈ E on pose f +(x) = max{f (x),0} et f −(x) = −min{f (x),0}. Montrer
que f + et f − sont des fonctions mesurables de E dans R.

Corrigé – Cette question est démontrée dans la proposition 3.23 page 128.

(b) Montrer que f + g, f g et |f | sont des fonctions mesurables de E dans R.

Corrigé – Le fait que f + g, f g ∈M est démontré dans la proposition 3.19 et le
fait que |f | ∈M est démontré dans la proposition 3.23 (car |f | prend ses valeurs
dans R et |f | ∈M+, on conclut avec l’exercice 3.5.

3. Soient (E,T) un espace mesurable, (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables de
E dans R. On suppose que la suite (fn(x))n∈N converge (dans R) pour tout x ∈ E.
On pose f (x) = limn→+∞fn(x) (pour tout x ∈ E). Montrer que f est une fonction
mesurable de E dans R.

Corrigé – La démonstration de cette question est donnée dans la proposition 3.19
page 125 (propriété 3).

4. Soit (E,T) un espace mesurable, on suppose qu’il existe A ∈ T dont les sous-
ensembles ne soient pas tous mesurables. Il existe donc B ⊂ A tel que B < T.
Montrer que h = 1B − 1A\B n’est pas mesurable (de E dans R), alors que |h| l’est.

Corrigé – {1} ∈ B(R) alors que h−1({1}) = B < T, donc h n’est pas mesurable. Par
contre |h| = 1A est mesurable car A ∈ T.

Exercice 3.7 (Mesurabilité des fonctions continues) Soit f une application de R
dans R. On munit R (au départ et à l’arrivée) de la tribu borélienne

1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est
borélienne).
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Corrigé – Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, f −1(O) est aussi un
ouvert de R, donc f −1(O) ∈ B(R). Comme l’ensemble des ouverts engendre B(R),
on en déduit que f est mesurable (on utilise ici la caractérisation de la mesurabilité
donnée à la proposition 3.16 page 123).

2. On suppose f continue à droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.

Corrigé – On suppose f continue à droite. Pour n ∈ N∗, on définit fn par :

fn(x) =



0 si x ≤ −n,
f ( pn ) si −n < x ≤ n et p ∈ Z tel que p−1

n < x ≤ p
n ,

0 si x > n,

de sorte que

fn =
n2∑

p=−n2+1

f (
p

n
)1] p−1

n , pn ].

On a fn ∈ E car ]p−1
n , pn ] ∈ B(R) pour tout n et p. Soit x ∈ R. Pour n > |x|, on a

fn(x) = f ( pn ) avec p
n − 1

n < x ≤ p
n (p dépend de n, x est fixé). Comme f est continue à

droite en x, on a fn(x)→ f (x) quand n→ +∞ (car p
n → x, avec p

n ≥ x). La deuxième
caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.20 page 127) donne alors f ∈M.

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.

Corrigé – Soit α ∈ R. On pose A = f −1([α,∞[). On suppose A , ∅ (si A = ∅, on
a bien A ∈ B(R)). Si x ∈ A, on a f (x) ≥ α et, comme f est croissante, on a aussi
f (y) ≥ α pour tout y ≥ x. Donc, [x,∞[⊂ A. En posant a = inf A ∈ R∪ {−∞}, on
en déduit que ]a,∞[⊂ A ⊂ [a,∞[. A est donc nécessairement un intervalle (dont
la borne supérieure est ∞), ce qui prouve que A ∈ B(R). Comme {[α,∞[, α ∈ R}
engendre B(R), on en déduit que f est mesurable. (On a utilisé ici de nouveau la
caractérisation de la mesurabilité donnée à la proposition 3.16 page 123).

Exercice 3.8 (Mesurabilité de 1Q) On munit R de sa tribu borélienne. La fonction
1Q est-elle mesurable?

Corrigé – Oui, la fonction 1Q est mesurable. En effet, si A ∈ B(R) (et même si
A ∈ P (R)), on a 1−1

Q (A) = ∅ ou R ou Q ou R\Q (selon que 1 et 0 appartiennent ou non
à A). Comme ces 4 ensembles sont des boréliens, on en déduit que 1Q est borélienne
(c’est-à-dire mesurable de R dans R quand R est muni de sa tribu borélienne).

Exercice 3.9 (Loi de probabilité de la v.a.r. nulle) Soit (E, T, p) un espace proba-
bilisé et X une v.a.r.. On suppose que X = 0 p.s.. Donner la loi de probabilité pX de
X.
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Corrigé – Soit A ∈ B(R). Si 0 ∈ A on a p(X−1(A)) = 1 et si 0 < A on a p(X−1(A)) = 0.
Ceci montre que PX est la mesure de Dirac en 0 (notée δ0).

Exercice 3.10 Soit A une tribu sur un ensemble E.

1. Soit A ∈ A tel que : B ∈ A et B ⊂ A implique B = ∅ ou B = A. Montrer que toute
fonction mesurable (de E dans R) est constante sur A.

Corrigé – Soit f une fonction mesurable de E dans R. (L’ensemble E est muni de
la tribu A et, comme d’habitude, R est muni de la tribu borélienne.)
On peut supposer A , ∅ (et même A non réduit à un seul élément, sinon il n’y a rien
à démontrer !).

Soit x ∈ A, on pose α = f (x) et B = A∩ f −1({α}). Comme f est mesurable et que
{α} ∈ B(R), on a B ∈ A. Comme B⊂ A et que B , ∅ (car x ∈ B) on a nécessairement
B = A, ce qui prouve que f est constante sur A (et f (y) = α pour tout y ∈ A).

2. On suppose dans cette question que A est engendrée par une partition, montrer
qu’une fonction mesurable est constante sur chaque élément de la partition.

Corrigé – Soit (Ai)i∈I une partition de E. On a donc ∪i∈IAi = E et Ai ∩Aj = ∅ si
i , j. On peut aussi supposer aussi que Ai , ∅ pour tout i ∈ I.
Selon l’exercice 2.11, on a alors

A = {∪i∈JAi , avec J ⊂ I et J ou Jc au plus dénombrable}.
Soit f une fonction mesurable de E dans R.

Soit i ∈ I. Comme les Aj sont disjoints deux à deux et non vides et que tout élément
de A est une réunion de Aj , on a

B ∈ A, B⊂ Ai ⇒ B = ∅ ou B = Ai .

On peut donc appliquer la première question, elle donne que f est constante sur Ai .

3. Donner un exemple de fonction constante sur tout élément d’une partition mais qui
ne soit pas mesurable pour la tribu engendrée par cette partition. [Prendre comme
partition de R tous les singletons]

Corrigé – Comme cela est suggéré, on prend E = R et comme partition l’ensemble
des singletons, c’est-à-dire {{x}, x ∈ R}. La tribu engendrée par cette partition,
notée A, est donc l’ensemble des parties de R au plus dénombrable ou dont le
complémentaire est au plus dénombrable. La tribu A est incluse dans B(R) (car
les singletons appartiennent à B(R)) mais est différente de B(R) (par exemple, l’in-
tervalle ]0,1[ appartient à B(R) mais n’appartient pas à A). La fonction f de R
dans R définie par f (x) = x pour tout x ∈ R n’est donc par mesurable (par exemple,
f −1(]0,1[) =]0,1[<A) mais est bien constante sur chaque élément de la partition.

Exercice 3.11 (Égalité presque partout) 1. Soient f et g des fonctions continues de
R dans R et λ la mesure de Lebesgue ; montrer que f = g λ p.p. si et seulement si
f = g.
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Corrigé – Si f = g (c’est-à-dire f (x) = g(x) pour tout x ∈ R), on a bien f = g λ
p.p. car f = g sur ∅c et λ(∅) = 0.

Pour la réciproque, on va utiliser le fait qu’un ouvert non vide est toujours de mesure
de Lebesgue strictement positive. En effet, si O est un ouvert non vide, il existe
α,β ∈ R t.q. α < β et ]α,β[⊂ O, on a donc 0 < β−α = λ(]α,β[) ≤ λ(O).

On suppose maintenant que f = g λ p.p., il existe A ∈ B(R) tel que λ(A) = 0 et
f = g sur Ac. On a alors {f (x) , g(x)} ⊂ A. Or, {f (x) , g(x)} = (f − g)−1(R∗) est
un ouvert car (f − g) est continue (de R dans R) et R∗ est un ouvert de R. Donc
{f (x) , g(x)} ∈ B(R) et la monotonie de λ donne λ({f (x) , g(x)}) ≤ λ(A) = 0. On
en déduit que {f (x) , g(x)} = ∅ (car un ouvert non vide est toujours de mesure de
Lebesgue strictement positive) et donc f = g.

2. Soient f et g des fonctions de R dans R et δ0 la mesure de Dirac en 0 (définie en
(2.2)) ; montrer que f = g δ0 p.p. si et seulement si f (0) = g(0).

Corrigé – Si f (0) = g(0), on prend A = {0}c. On a bien A ∈ B(R), δ0(A) = 0 et
f = g sur Ac car Ac = {0}. Donc, f = g δ0 p.p..

Réciproquement, on suppose maintenant que f = g δ0 p.p., il existe donc A ∈ B(R)
tel que f = g sur Ac et δ0(A) = 0. Comme δ0(A) = 0, on a donc 0 < A, c’est-à-dire
0 ∈ Ac et donc f (0) = g(0).

Exercice 3.12 (Mesurabilité) Soit f : RN × R dans R. On munit Rp de sa tribu
borélienne (pour tout p ∈ N∗). on suppose que f est mesurable par rapport à x ∈ RN ,
pour tout y ∈ R, et que f est continue a gauche par rapport a y ∈ R, pour tout x ∈ RN .

Pour n > 1 et p ∈ Z, on pose : anp = p
n , p ∈ Z ; on définit la fonction fn, n > 1, de

RN ×R dans R par :

fn(x,y) = f (x,anp), si y ∈ [anp, a
n
p+1[.

On se limite à N = 1.

1. Montrer que fn converge simplement vers f lorsque n→ +∞.

Corrigé – Soit (x,y)t ∈ R2. Pour tout n ∈ N∗, on a donc fn(x,y) = f (x, pn ) avec
p
n ≤ y < p

n + 1
n . Noter que x et y sont fixés et que p dépend de n. Quand n→ +∞,

on a donc p
n → y avec p

n ≤ y. Comme f (x, ·) est continue à gauche en y, on a donc
f (x, pn )→ f (x,y) quand n→ +∞, c’est-à-dire fn(x,y)→ f (x,y) quand n→ +∞.

2. Montrer que fn est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que
A×B ∈ B(R2) si A, B ∈ B(R). Ceci est démontré dans l’exercice 2.6 page 78.]

Corrigé – Soit n ∈ N∗. Pour p ∈ Z, on pose gp = f (·, pn ). On a donc, par hypothèse,
gp mesurable de R dans R.
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Soit C ∈ B(R). Soit (x,y)t ∈ R2. Il existe donc p ∈ Z tel que y ∈ [ pn ,
p+1
n [. On a alors

fn(x,y) = gp(x) et donc fn(x,y) ∈ C si et seulement gp(x) ∈ C. On en déduit que :

f −1
n (C) =

⋃

p∈Z
(g−1

p (C)× [
p

n
,
p+ 1
n

[).

Comme gp est mesurable, on a g−1
p (C) ∈ B(R). On a aussi [ pn ,

p+1
n [∈ B(R) et donc

g−1
p (C)× [ pn ,

p+1
n [∈ B(R2) (ceci est démontré dans l’exercice 2.6 page 78). Comme

B(R2) est stable par union dénombrable, on en déduit f −1
n (C) ∈ B(R2) et donc fn

mesurable de R2 dans R.

3. Montrer que f est mesurable.

Corrigé – Comme fn mesurable pour tout n ∈ N∗ et que fn(x,y)→ f (x,y), quand
n→ +∞, pour tout (x,y)t ∈ R2, la propriété 3 de la proposition 3.19 donne que f
est mesurable (de R2 dans R).

Exercice 3.13 (Sur la tribu borélienne de R+)

On note T l’ensemble des boréliens de R+ contenant les deux points 0 et +∞ ou ne
contenant aucun de ces deux points, c’est-à-dire T = T1 ∪T2 avec

T1 = {A ∈ B(R+) t.q. {0,∞} ⊂ A} et T2 = {A ∈ B(R+) t.q. {0,∞} ⊂ Ac}
1. Montrer que T est une tribu et que T est strictement incluse dans B(R+).
2. On pose C = {]α,β[, 0 ≤ α < β ≤ +∞[}. Déduire de la première question que C

n’engendre pas la tribu B(R+).

Exercice 3.14 (Tribu de Borel sur R+)

1. Montrer que {[0,β[,β ∈ R∗+} engendre B(R+).

Corrigé – On note C1 = {[0,β[,β ∈ R∗+}.
— Comme [0,β[ est un ouvert de R+ pour tout β ∈ R∗+, on a C1 ⊂ B(R+) et donc

T(C1) ⊂ B(R+).
— Par stabilité d’une tribu par passage au complémentaire, on a {[β,∞],β ∈ R∗+} ⊂

T(C1).
Comme [0,∞] = [0,1[∪[1,∞] ∈ T(C1), on a aussi {[α,∞],α ∈ R+} ⊂ T(C1).
Par stabilité d’une tribu par intersection, on a alors {[α,β[, α,β ∈ R+, α < β} ⊂
T(C1).
Par stabilité d’une tribu par union dénombrable, on montre alors que {]α,β[,
α,β ∈ R+, α < β} ⊂ T(C1) et {]β,∞],β ∈ R+} ⊂ T(C1).

Comme tout ouvert de R+ est une réunion au plus dénombrable d’intervalles
du type ]α,β[ (avec α,β ∈ R+ ∩Q), [0,β[ (avec β ∈ R+ ∩Q) et ]β,∞] (avec
β ∈ R+∩Q), on en déduit que tout ouvert de R+ est dans T(C1) et donc B(R+) ⊂
T(C1).
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On a bien montré que B(R+) = T(C1).

2. Montrer que {[0,β[,β ∈Q∩R∗+} engendre B(R+).

Corrigé – On note C2 = {[0,β[,β ∈ Q∩R∗+}. Si β ∈ R∗+, on remarque que [0,β[=⋃
α∈Q∩R∗+,α<β[0,α[. On en déduit que [0,β[∈ T(C2). On a donc C1 ⊂ T(C2) et T(C1) ⊂

T(C2).

Comme T(C1) = B(R+), on a aussi T(C2) = B(R+).

3. Montrer que {]0,β[,β ∈ R∗+} n’engendre pas B(R+).

Corrigé – Cette question peut se faire comme dans l’exercice 3.13. On donne ici
une autre méthode. On prend un ensemble E (ayant au moins 2 éléments) et une tribu
T sur E différente de P (E) (par exemple, T = {∅,E}). Soit alors A ⊂ E, A < T. On
définit f de E dans R+ par f (x) =∞ si x ∈ A et f (x) = 0 si x < A. Comme A < T, la
fonction f est non mesurable. On a pourtant f −1(]0,β[) = ∅ ∈ T pour tout β ∈ R∗+.
Ceci montre que {]0,β[,β ∈ R∗+} n’engendre pas B(R+).

Exercice 3.15 (Graphe d’une fonction borélienne) Soit f une fonction mesurable
de R dans R (R est muni de sa tribu borélienne, notée B(R)). On se propose de montrer
que le graphe de f est un borélien de R2. On admettra le résultat suivant que l’on
verra au chapitre 7 :

A,B ∈ B(R)⇒ A×B ∈ B(R2). (3.2)

On munit aussi R2 de sa tribu borélienne. Pour x,y ∈ R, on pose F(x,y) = f (x) et
H(x,y) = y.

1. Montrer que F et H sont mesurables de R2 dans R.

Corrigé – Soit A ∈ B(R). On a F−1(A) = f −1(A) ×R. Comme f est mesurable,
f −1(A) ∈ B(R). Comme R ∈ B(R), (3.2) donne f −1(A)×R ∈ B(R2) et donc F−1(A) ∈
B(R2). On a donc F mesurable de R2 dans R.

Le fait que H est mesurable se démontre de manière semblable en remarquant que
H−1(A) = R×A (ou en utilisant la continuité de H).

2. On pose G(f ) = {(x,y)t ∈ R2 ; y = f (x)} (G(f ) est donc le graphe de f ). Montrer
que G(f ) ∈ B(R2).

Corrigé – L’ensemble de fonctions mesurables est un espace vectoriel, on a donc
F−H mesurable. On en déduit que G(f ) ∈ B(R2) en remarquant que G(f ) = (F−
H)−1({0}) et {0} ∈ B(R).

Exercice 3.16 (Mesurabilité au sens de Lusin) Soit m une mesure sur B(RN), finie
sur les compacts de RN. On rappelle (cf. cours) que m est nécessairement régulière
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(c’est-à-dire que pour tout A ∈ B(RN) et pour tout ε > 0, il existe F fermé et O ouvert
tel que F ⊂ A ⊂ O et m(O \ F) < ε).

Soit f ∈ RN→ R. On dit que f est mesurable au sens de Lusin si pour tout compact
K et pour tout ε > 0, il existe K1 compact, K1 ⊂ K, tel que m(K \K1) ≤ ε et f|K1

∈
C(K1,R).

1. On suppose, dans cette question, que f = 1A avec A ∈ B(RN). Montrer que f est
mesurable au sens de Lusin. [Construire K1 avec K, F et O, où F et O sont donnés
par la régularité de m appliquée à l’ensemble A.]

Corrigé – Soit K compact et ε > 0. Par la régularité de m, il existe F fermé et O
ouvert t.q. F ⊂ A ⊂ O et m(O \ F) < ε. On prend K1 = (K∩ F)∪ (K∩Oc).

Les ensembles K∩ F et K∩Oc sont fermés (car l’intersection d’un compact et d’un
fermé est un compact). L’ensemble K1 est donc compact car il est l’union de deux
compacts. Comme K1 = K \ (O \ F), on a bien K1 ⊂ K et (K \K1) ⊂ (O \ F). On en
déduit m(K \K1) ≤m(O \ F) ≤ ε.
On montre maintenant que f|K1

∈ C(K1,R). Soit x ∈ K1. On distingue deux cas :

Premier cas. Si x ∈ K∩ F, on a alors x ∈ O. Comme O est ouvert il existe δ > 0
tel que B(x,δ) ⊂ O (où B(x,δ) est la boule ouverte de centre x et de rayon δ). On a
donc K1 ∩B(x,δ) ⊂ K∩ F ⊂ A, ce qui prouve que f|K1

est constante et égale à 1 sur
K1 ∩B(x,δ) et donc f|K1

est continue en x (car constante dans un voisinage de x).

Deuxième cas. Si x ∈ K∩Oc, on raisonne de manière similaire. On a x ∈ Fc. Comme
Fc est ouvert il existe δ > 0 tel que B(x,δ) ⊂ Fc. On a donc K1∩B(x,δ) ⊂ K∩Oc ⊂ Ac,
ce qui prouve que f|K1

est constante et égale à 0 sur K1 ∩ B(x,δ) et donc f|K1
est

continue en x.

2. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-à-dire f ∈ E(RN ,B(RN)).
Montrer que f est mesurable au sens de Lusin.

Corrigé –
Il existe n ∈ N∗, A1, . . . ,An ∈ B(RN) et a1, . . . , an ∈ R t.q. f =

∑n
i=1 ai1Ai

. On pose
fi = 1Ai

, de sorte que f =
∑n

i=1 aifi .

Soit K compact et ε > 0. Par la question 1, pour tout i ∈ {1, . . . ,n}, il existe K(i)
1

compact, K(i)
1 ⊂ K, tel que m(K \K(i)

1 ) ≤ ε/n et (fi)|
K

(i)
1

∈ C(K(i)
1 ,R). On prend alors :

K1 =
n⋂

i=1

K(i)
1 .

On a bien K1 compact (car intersection de compacts), K1 ⊂ K. On a aussi (K\K1) =
⋃n

i=1(K \K(i)
1 ) et donc :

m(K \K1) ≤
n∑

i=1

m(K \K(i)
1 ) ≤ ε.
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Enfin, f|K1
est continue car f|K1

=
∑n

i=1 ai(fi)|K1
et (fi)|K1

est continue (puisque (fi)K(i)
1

est continue et K1 ⊂ K(i)
1 ).

3. On suppose que f est mesurable (c’est-à-dire f ∈ M(RN ,B(RN)). Montrer que
f est mesurable au sens de Lusin. [On rappelle qu’une fonction mesurable est
limite simple de fonctions étagées. On pourra utiliser le théorème d’Egorov, Théo-
rème 3.39, et la question précédente.]

Corrigé – Comme f ∈M(RN ,B(RN)), il existe (fn)n∈N ⊂ E(RN ,B(RN)) t.q. fn→
f p.p..

Soit K compact et ε > 0. Par la question 2, pour tout n ∈ N, il existe K(n)
1 compact,

K(n)
1 ⊂ K, tel que m(K\K(n)

1 ) ≤ ε2−n et (fn)|
K

(n)
1

∈ C(K(n)
1 ,R). On prend tout d’abord :

K2 =
⋂

n∈N
K(n)

1 .

On a bien K2 compact (car intersection de compacts), K2 ⊂ K. On a aussi (K\K2) =
⋃

n∈N(K\K(n)
1 ) et donc m(K\K2) ≤∑

n∈Nm(K\K(n)
1 ) ≤ 2ε. Enfin, (fn)|K2

est continue
pour tout n ∈ N.

Pour trouver K1, on utilise maintenant le théorème d’Egorov. Comme fn→ f p.p. sur
K2 et que m(K2) <∞, il existe A ∈ B(Rn) tel que A ⊂ K2, m(K2 \A) ≤ ε et fn→ f
uniformément sur A. En utilisant la régularité de m, on trouve aussi F ⊂ A, F fermé
et m(A \ F) ≤ ε. On prend alors K1 = F.

On a bien K1 compact (car K1 est fermé dans le compact K2), K1 ⊂ K. On a
(K \ K1) = (K \ K2) ∪ (K2 \ A) ∪ (A \ F) et donc m(K \ K1) ≤ 4ε. Enfin f|K1

est
continue car f|K1

est limite uniforme de la suite de fonctions continues ((fn)|K1
)n∈N.

Exercice 3.17 (V.a. mesurable par rapport à une autre v.a.) Dans cet exercice,
on démontre le théorème 3.31. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies
sur un espace probabilisé (Ω,A,P). On veut veut montrer que Y est mesurable par
rapport à la tribu engendrée par X (notée τ(X)) si et seulement si il existe une fonction
borélienne f de R dans R telle que Y = f (X) (c’est-à-dire, plus précisément, que
Y = f ◦X).

1. Montrer que si Y est de la forme Y = f (X) où f est une fonction borélienne de R
dans R, alors Y est τ(X)-mesurable.

Corrigé – On rappelle que la tribu engendrée par X est τ(X) = {X−1(B), B ∈ B(R)}.
Soit B ∈ B(R), on a Y−1(B) = X−1(f −1(B)). Comme f est borélienne (c’est-à-dire
mesurable de R dans R, où R est muni de la tribu borélienne), on a f −1(B) ∈ B(R) et
donc X−1(f −1(B)) ∈ τ(X). Ce qui prouve que T est τ(X)-mesurable.

On suppose maintenant que Y est τ(X)-mesurable.
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2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite de réels (aj ) tels que aj , ak
pour j , k et une suite d’événements (Aj ) disjoints deux à deux tels que

Y =
∑

j

aj1Aj
.

On suppose aussi que
⋃

j Aj = Ω. Montrer que, pour tout j, Aj ∈ τ(X) et qu’il
existe une fonction borélienne f : R→ R telle que Y = f (X).

Corrigé – Soit j ∈ N. Comme les Ai sont disjoints deux à deux, ai , ak si i , k
et

⋃
i Ai = Ω, on a Aj = Y−1({aj }). Comme {aj } ∈ B(R) et Y est τ-mesurable, on

en déduit que Aj ∈ τ(X). (On rappelle aussi que τ(X) ⊂ A car X est une v.a. sur
(Ω,A,P).)

Pour tout i, il existe Bi ∈ B(R) tel que Ai = X−1(Bi) (car Ai ∈ τ(X)). Comme les Ai
sont disjoints deux à deux, on a, si i , j, Bi ∩ Bj∩ Im(X) = ∅ (avec Im(X) = {X(ω),
ω ∈Ω}). On peut donc supposer les Bi disjoints deux à deux en remplaçant chaque
Bi (i > 0) par Bi \

⋃
j<i Bj .

On pose f =
∑

i ai1Bi
. La fonction f est bien une fonction borélienne de R dans R.

Si ω ∈Ω, il existe i tel que ω ∈ Ai (car Ω =
⋃

i Ai), on a donc X(w) ∈ Bi et donc
f (X(ω)) = ai = Y(ω), ce qui donne bien f (X) = Y.

3. Soit n un entier. On définit la fonction φn : R → R par : φn(x) = 1
n [nx] où [·]

désigne la partie entière. ([x] est le plus grand entier inférieur ou égal à x.)

(a) Montrer que, pour tout x ∈ R, φn(x) converge vers x, quand n→ +∞.

Corrigé – Soit x ∈ R. Pour tout n ∈ N∗, on a 0 ≤ nx − [nx] < 1 et donc 0 ≤
x −φn(x) < 1

n , ce qui prouve que φn(x)→ x quand n→∞.

(b) On pose Yn = φn(Y). Montrer que Yn est τ(X) mesurable.

Corrigé – On remarque tout d’abord que φ1 est borélienne. En effet, pour p ∈ Z,
on a φ−1

1 ({p}) = [p,p+ 1[ ∈ B(R). Puis, pour B ∈ B(R), on a

φ−1
1 (B) =

⋃

p∈Z∩B

[p,p+ 1[∈ B(R).

Soit n ∈ N∗. Comme x 7→ nx est continue, c’est une application borélienne. Par
composition (et produit par (1/n)), on en déduit que la fonction φn est borélienne.
On montre alors que Yn est τ(X)-mesurable, comme dans la première question car,
pour B ∈ B(R), on a Y−1

n (B) = Y−1(φ−1
n (B)) ∈ τ(X).

4. Terminer la preuve du théorème.

Corrigé – Soit n ∈ N∗. Comme l’ensemble des valeurs prises par Yn (définie dans la
troisième question) est au plus dénombrable, on peut appliquer la deuxième question.
On obtient l’existence de fn : R→ R, borélienne, t.q. Yn = fn(X).
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On note A l’ensemble des réels x pour lesquels la suite (fn(x))n∈N∗ est convergente. A
est donc aussi l’ensemble des réels x pour lesquels la suite (fn(x))n∈N∗ est de Cauchy.
On en déduit que A ∈ B(R) car A peut s’écrire :

A =
⋂

n∈N∗

⋃

N∈N∗

⋂

p,q≥N

(fp − fq)−1([−1
n
,
1
n

]).

On pose maintenant f (x) = limn→∞ fn(x) si x ∈ A et f (x) = 0 si x ∈ Ac. La fonction
f est borélienne car f est limite simple des fonction boréliennes fn1Ac quand n→∞.

Enfin, si ω ∈Ω, on a Yn(ω) = fn(X(ω)). La troisième question donne que Yn(ω) =
φn(Y(ω))→ Y(ω). On a donc X(ω) ∈ A et donc fn(X(ω))→ f (X(ω)). Ceci donne
Y(ω) = f (X(ω)). On a bien montré que Y = f (X) avec f borélienne.

Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonction f est unique. On note PX
la loi de X.

5. Soit f et g deux fonctions boréliennes t.q. Y = f (X) = g(X). Montrer que

PX(f = g) = 1.

Corrigé – Soit B = {x ∈ R, f (x) = g(x)}. On a B = (f −g)−1({0}) ∈ B(R). Si ω ∈Ω,
on a f (X(ω)) = g(X(ω)) = Y(ω) et donc X(ω) ∈ B. Ceci prouve que X−1(B) =Ω et
donc que PX(B) = P(X−1(B)) = 1, c’est-à-dire PX(f = g) = 1.

Exercice 3.18 (Composition de v.a.) Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Soit N
une variable aléatoire à valeurs dans N∗ et (Yn)n∈N une suite de variables aléatoires
réelles. (c’est-à-dire à valeurs dans R, muni de la tribu des boréliens.) On définit Z par

∀ω ∈Ω , Z(ω) = YN(ω)(ω).

Montrer que Z est une variable aléatoire.

Corrigé – Soit B ∈ B(R). Pour n ∈ N, on pose :

An = {N = n} = {ω ∈Ω, N(ω) = n} et Bn = Y−1
n (B) = {Yn ∈ B} = {ω ∈Ω, Yn(ω) ∈ B}.

(Noter que l’ensemble des An, n ∈ N∗, forme une partition de Ω.) On va montrer que
Z−1(B) =

⋃
n∈N∗(An ∩Bn).

En effet, pour tout ω ∈Ω, on a ω ∈ AN(ω) et, si ω ∈ Z−1(B), on a Z(ω) = YN(ω)(ω) ∈ B.
On a donc ω ∈ AN(ω) ∩BN(ω), ce qui donne bien ω ∈⋃

n∈N∗(An ∩Bn).

Réciproquement, si ω ∈ ⋃
n∈N∗(An ∩ Bn), il existe n ∈ N∗ tel que ω ∈ An ∩ Bn. On a

donc Z(ω) = Yn(ω) ∈ B. On a bien montré que Z−1(B) =
⋃

n∈N∗(An ∩Bn).

Comme N et Yn sont des v.a.r., on a An,Bn ∈ A, pour tout n ∈ N∗. On en déduit que
Z−1(B) ∈ A. Ceci donne bien que Z est mesurable.

N.B. : Une autre démonstration possible est de remarquer que Z =
∑

n∈N∗ 1An
Yn.
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Exercice 3.19 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes) Soit (E,A,P) un espace
probabilisé.

1. (Indépendance de 2 événements) Soit A1,A2 ∈ A. Montrer que A1 et A2 sont
indépendants (c’est-à-dire P(A1 ∩A2) = P(A1)P(A2)) si et seulement si les tribus
τ({A1}) et τ({A2}) sont indépendantes (c’est-à-dire P(B1 ∩B2) = P(B1)P(B2) pour
tout B1 ∈ τ({A1}) et B2 ∈ τ({A2})).

Corrigé – On a τ({A1}) = {∅,A1,A
c
1,E} et τ({A2}) = {∅,A2,A

c
2,E}.

Comme les tribus τ({A1}) et τ({A2}) sont indépendantes on a donc :

P(B1 ∩B2) = P(B1)P(B2) pour tout B1 ∈ {∅,A1,A
c
1,E} et tout {∅,A2,A

c
2,E}. (3.3)

En prenant, dans (3.3), B1 = A1 et B2 = A2, on en déduit que A1 et A2 sont indépen-
dants.

Réciproquement, on suppose que A1 et A2 sont indépendants. Pour montrer que
τ({A1}) et τ({A2}) sont indépendantes, il suffit de montrer (3.3). On remarque tout
d’abord que (3.3) est vraie si B1 = ∅ ou E et si B2 = ∅ ou E (l’hypothèse d’indé-
pendance de A1 et A2 est même inutile). Puis, on remarque que l’hypothèse d’indé-
pendance de A1 et A2 donne que (3.3) est vraie si B1 = A1 et B2 = A2. Enfin, on
remarque que C1 et C2 indépendants implique que C1 et Cc

2 sont indépendants. En
effet, on a :

P(C1 ∩Cc
2) = P(C1 \ (C1 ∩C2)) = P(C1)− P(C1 ∩C2).

Comme C1 et C2 sont indépendants, on en déduit :

P(C1 ∩Cc
2) = P(C1)− P(C1)P(C2) = P(C1)(1− P(C2)) = P(C1)P(Cc

2).

En appliquant cette propriété avec C1 = A1 et C2 = A2, on montre donc que A1 et
Ac

2 sont indépendants. En prenant maintenant C1 = Ac
2 et C2 = A1, on montre alors

que Ac
1 et Ac

2 sont indépendants. Enfin, En prenant C1 = A2 et C2 = A1, on montre
que Ac

1 et A2 sont indépendants. On a ainsi montré que (3.3) est vraie, c’est-à-dire
que les tribus τ({A1}) et τ({A2}) sont indépendantes.

2. (Indépendance de n événements, n ≥ 2) Soit n ≥ 2, A1, . . . ,An ∈ A. Montrer que
les événements A1, . . . ,An vérifient la propriété

P(
⋂

i∈I

Ai) =
∏

i∈I

P(Ai) pour tout I ⊂ {1, . . . ,n}

si et seulement si les tribus τ({A1}), . . . , τ({An}) sont indépendantes (c’est-à-dire
P(

⋂n
i=1 Bi) =

∏n
i=1 P(Bi) pour tout Bi ∈ τ({Ai}), i ∈ {1, . . . ,n}).

Corrigé – Pour p ∈ {0, . . . ,n}, on introduit la propriété Pp suivante :

P(
n⋂

i=1

Bi) =
n∏

i=1

P(Bi) si Bi ∈ τ({Ai}) pour i ≤ p et

Bi ∈ {∅,Ai ,E} pour i > p.
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Il est facile de voir que la propriété P0 est équivalente à

P(
⋂

i∈I

Ai) =
∏

i∈I

P(Ai) pour tout I ⊂ {1, . . . ,n}.

La propriété Pn signifie que les tribus τ({A1}), . . . , τ({An}) sont indépendantes.

Le fait que Pn implique P0 est immédiat. On suppose maintenant que P0 est vérifiée
et on va montrer que Pn est vérifiée. Pour cela, on raisonne par récurrence sur p.
On suppose donc que Pp−1 est vérifiée pour un p ∈ {1, . . . ,n} et on doit montrer que
Pp est vérifiée. Pour montrer que Pp est vérifiée, il suffit de prendre les Bi tels que
Bi ∈ τ({Ai}) pour i ≤ p − 1, Bp = Ac

p et Bi ∈ {∅,Ai ,E} pour i < p et de montrer que
P(

⋂n
i=1 Bi) =

∏n
i=1 P(Bi) (car les autres choix de Bp sont directement donnés par

Pp−1). Or, on a, pour ce choix des Bi :

P(
n⋂

i=1

Bi) = P(
n⋂

i=1

Ci)− P(
n⋂

i=1

Di),

avec Ci = Di = Bi si i , p, Cp = E et Dp = Ap. En utilisant Pp−1 on a P(
⋂n

i=1 Ci) =∏n
i=1 P(Ci) et P(

⋂n
i=1 Di) =

∏n
i=1 P(Di) et donc :

P(
n⋂

i=1

Bi) = (
∏

i,p

P(Bi))(P(E)− P(Ap))

= (
∏

i,p

P(Bi))P(Ac
p) =

n∏

i=1

P(Bi).

On a ainsi montré que Pp est vérifiée. Par récurrence (finie) sur p, on montre donc que
Pn est vérifiée, ce qui prouve que les tribus τ({A1}), . . . ,τ({An}) sont indépendantes.

3. En donnant un exemple (avec n ≥ 3), montrer que l’on peut avoir n événements,
notés A1, . . . ,An, indépendants deux à deux, sans que les événements A1, . . . ,An

soient indépendants.

Corrigé – On prend, par exemple, E = {1,2,3,4}, A = P (E) et P donnée par
P({i}) = 1

4 , pour i ∈ {1,2,3,4}. Puis, on choisit A1 = {1,2}, A2 = {1,3} et A3 =
{2,3}. Les trois événements A1,A2,A3 sont bien indépendants deux à deux (car
P(Ai ∩Aj ) = P(Ai)P(Aj ) = 1

4 si i, j ∈ {1,2,3}, i , j) mais ne sont pas indépendants
car 0 = P(A1 ∩A2 ∩A3) , 1

8 = P(A1)P(A2)P(A3).

4. Soit A ∈ A.

(a) On suppose que A ∈ A1 et A ∈ A2 et queA1 etA2 sont deux tribus indépendantes
(et contenues dans A). Montrer que P(A) ∈ {0,1}.

Corrigé – Comme A ∈ A1, A ∈ A2 et que A1 et A2 sont deux tribus indépen-
dantes, on doit avoir P(A∩A) = P(A)P(A), c’est-à-dire P(A)(1 − P(A)) = 0 et
donc P(A) ∈ {0,1}.

(b) Montrer que P(A) ∈ {0,1} si et seulement si A est indépendant de tous les
éléments de A.
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Corrigé – Si A est indépendant de tous les éléments de A, A est indépendant avec
lui même. On en déduit, comme à la question précédente que P(A) ∈ {0,1}.
Réciproquement, on suppose maintenant que P(A) ∈ {0,1} et on distingue deux cas.
Premier cas. On suppose que P(A) = 0. On a alors pour tout B ∈ A, A∩ B ⊂ A et
donc (par monotonie de P) 0 ≤ P(A∩ B) ≤ P(A) = 0. On en déduit P(A∩ B) = 0 =
P(A)P(B), ce qui prouve que A est indépendant de tous les éléments de A.
Deuxième cas. On suppose que P(A) = 1. On a alors P(Ac) = 0 et, pour tout B ∈ A,
P(A∩B) = 1−P((A∩B)c) = 1−P(Ac ∪Bc). Or (par monotonie et σ–sous additivité
de P) P(Bc) ≤ P(Ac ∪ Bc) ≤ P(Ac) + P(Bc) = P(Bc). Donc, P(Ac ∪ Bc) = P(Bc) et
donc P(A∩B) = 1−P(Bc) = P(B) = P(A)P(B), ce qui prouve que A est indépendant
de tous les éléments de A.

5. Soit n ≥ 1 et A1, . . . ,An ∈ A. Montrer que les événements A1, . . . ,An sont indépen-
dants si et seulement si les v.a. 1A1

, . . . ,1An
sont indépendantes.

Corrigé – Si X est une v.a.r., la tribu engendrée par X est τ(X) = {X−1(B), B ∈
B(R)}. Pour A ∈ A, on a donc τ(1A) = {∅,A,Ac,E}, c’est-à-dire τ(1A) = τ({A}).
L’indépendance des événements A1, . . . ,An correspond (par la définition 2.58) à
l’indépendance des tribus τ({A1}), . . . ,τ({A1}). L’indépendance des v.a.r. 1A1

, . . . ,1An

correspond (par la définition 3.29) ) à l’indépendance des tribus τ(1A1
), . . . ,τ(1An

).
Comme τ({Ai}) = τ(1Ai

), pour tout i, on en déduit que les événements A1, . . . ,An
sont indépendants si et seulement si les v.a. 1A1

, . . . ,1An
sont indépendantes.

Exercice 3.20 (Indépendance deux par deux et dépendance globale)

Trouver un espace probabilisé et 3 v.a.r. indépendantes deux à deux mais globalement
dépendantes.

Corrigé – Un solution simple consiste à reprendre l’exemple donné à la question 3 de
l’exercice 3.19. On prend E = {1,2,3,4}, A = P (E) et P donnée par P({i}) = 1

4 , pour
i ∈ {1,2,3,4}. Puis on choisit A1 = {1,2}, A2 = {1,3} et A3 = {2,3} et Xi = 1Ai

pour
i = 1,2,3. Les trois v.a.r. X1, X2 et X3 sont bien indépendantes deux à deux (car les
événements A1, A2, A3 sont indépendants deux à deux) mais ne sont pas indépendantes
(car les événements A1, A2, A3 ne sont pas indépendants).

Exercice 3.21 (Indépendance et indépendance 2 à 2)

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, et X1, X2, X3 trois v.a.r. indépendantes. On
suppose que chaque Xi a pour loi la loi discrète uniforme sur {1,2,3,4,5,6}. Pour
i , j, on pose Ai,j = {Xi = Xj}.
1. Pour i , j, calculer P(Ai,j ).

Corrigé – Soit i , j. On a, en utilisant l’indépendance de Xi avec Xj , puis le fait
que Xi et Xj ont pour loi la loi discrète uniforme sur {1,2,3,4,5,6},

P(Ai,j ) =
6∑

k=1

P({Xi = k} ∩ {Xj = k}) =
6∑

k=1

P({Xi = k}P({Xj = k} = 6
1
6

1
6

=
1
6
.
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2. Montrer que A1,2, A1,3 et A2,3 sont indépendants 2 à 2 mais ne sont pas indépen-
dants.

Corrigé – Pour montrer l’indépendance 2 à 2 des trois événements A1,2, A1,3
et A2,3, on utilise l’indépendance des trois v.a.r. X1, X2, X3 (et pour ce calcul
l’indépendance 2 à 2 des trois v.a.r. suffit) :

P(A1,2 ∩A1,3) = P(A1,2 ∩A2,3) = P(A2,3 ∩A1,3) = P({X1 = X2 = X3})

=
6∑

k=1

P({X1 = k} ∩ {X2 = k} ∩ {X3 = k})

=
6∑

k=1

P({X1 = k})P({X2 = k})P({X3 = k}) =
1
62 .

Avec la première question, on en déduit bien l’indépendance 2 à 2 de A1,2, A1,3 et
A2,3.
(On a, par exemple, P(A1,2 ∩A1,3) = P(A1,2)P(A1,3).)
Enfin, pour montrer que A1,2, A1,3 et A2,3 ne sont pas indépendants, on remarque
que

P(A1,2 ∩A1,3 ∩A2,3) = P({X1 = X2 = X3}) =
1
62 , P(A1,2)P(A1,3)P(A2,3) =

1
63 .


