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Chapitre 2

Tribus et mesures

2.1 Introduction

2.1.1 Cas d’un probleme “discret”

Pour introduire la série de définitions qui suivent, commengons par quelques exemples,
tirés du calcul des probabilités. Le calcul des probabilités s’intéresse a mesurer la
“chance” qu’un certain événement, résultat d’une expérience, a de se produire. Con-
sidérons par exemple I’expérience qui consiste a lancer un dé. On appelle éventualité
associée a cette expérience un des résultats possibles de cette expérience, et univers
des possibles I’ensemble E de ces éventualités. Dans notre exemple, les éventualités
peuvent étre 1, 2, 3,4, 5 ou 6 ; on pourrait choisir aussi comme éventualités les résultats
correspondant au dé cassé. On peut donc tout de suite remarquer que 1’ensemble E
des univers du possible dépend de la modélisation, c’est-a-dire de la formalisation
mathématique que 1’on fait du probléme. Notons qu’il est parfois difficile de définir
I’ensemble E.

A partir des éventualités, qui sont donc les éléments de 1’univers des possibles E, on
définit les événements, qui forment un ensemble de parties de E. Dans notre exemple
du lancer de dé, I’ensemble des événements est I’ensemble des parties de E, noté P(E).
Dans I’exemple du dé, la partie {2, 4, 6} de E est I’événement : “le résultat du lancer
est pair”. On appelle événement élémentaire un singleton, par exemple {6} dans notre
exemple du lancer de dé, événement certain I’ensemble E tout entier, et I’événement
vide I’ensemble vide @ (qui a donc une chance nulle de se réaliser). Pour mesurer la
chance qu’a un événement de se réaliser, on va définir une application p de I’ensemble
des événements (donc de P(E) dans notre exemple du lancer de dé) dans [0, 1] avec
certaines propriétés (qui semblent naturelles. . .). La chance (ou probabilité) pour un
événement A C E de se réaliser sera donc le nombre p(A), appartenant a [0,1].



40 CHAPITRE 2. TRIBUS ET MESURES

L’exemple du lancer de dé, que nous venons de considérer, est un probleme discret
fini, au sens ou I’ensemble E est fini. On peut aussi envisager des problémes discrets
infinis, I’ensemble E est alors infini dénombrable (on rappelle qu’un ensemble I est
dénombrable s’il existe une bijection de I dans N, il est au plus dénombrable s’il existe
une injection de I dans N), ou des problemes (parfois appelés continus) ol E est infini
non dénombrable.

2.1.2 Exemple continu

Considérons maintenant 1’expérience qui consiste a lancer une balle de ping-pong
sur une table de ping-pong. Soit E I’ensemble des points de la table de ping-pong, on
peut voir E comme un sous-ensemble de R?, un événement élémentaire est alors un
point (x,v) € E (le point d’impact de la balle), et un événement semble étre une partie
quelconque A de P(E). On suppose qu’on a effectué le lancer sans viser, ¢’est-a-dire
en supposant que n’importe quel point de la table a une chance égale d’étre atteint (les
événements élémentaires sont dit équiprobables), et que la balle tombe forcément sur
la table (on est treés optimiste. .. ). On se rend compte facilement que la probabilité
pour chacun des points de E d’€tre atteint doit &tre nulle, puisque le nombre des points
est infini. On peut aussi facilement deviner que la probabilité pour une partie A d’étre
atteinte (dans le modele équiprobable) est le rapport entre la surface de A et la surface
de E. La notion intuitive de surface correspond en fait a la notion mathématique de
mesure que nous allons définir dans le prochain paragraphe. Malheureusement, comme
on I’a dit dans le chapitre introductif, il ne nous sera pas mathématiquement possible
de définir une application convenable, i.e. qui vérifie les propriétés (4.1)-(4.2), et qui
mesure toutes les parties de R (au sens intuitif de longueur) ou R? (au sens intuitif
de surface), ou méme du sous-ensemble E de R? (voir a ce sujet I’exercice 2.28). On
va donc définir un sous-ensemble de P(E) (qu’on appelle tribu) sur lequel on pourra
définir une telle application. Dans le cas d’un ensemble fini, la tribu sera, en général,
P(E) tout entier. Mais, dans le cas de la balle de ping-pong que vous venons de décrire,
I’ensemble des événements sera une tribu strictement incluse dans P(E).

2.2 Tribu ou o—algebre

Définition 2.1 (Tribu ou c—algebre) Soient E un ensemble, T une famille de parties
de E (i.e. T C P(E)). La famille T est une tribu (on dit aussi une oc—algebre) sur E si
T vérifie :

1.0eT,EeT,

2. T est stable par union dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable
(Ay)nen d’éléments de T, on a | J,en Ay € T.
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3. T est stable par intersection dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille
dénombrable (A,) N d’éléments de T, ona (), Ay € T.

4. T est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € T, on a
A€ € T (On rappelle que A =E\ A).

11 est clair que, pour montrer qu’une partie T de P(E) est une tribu, il est inutile de
vérifier les propriétés 1-4 de la définition précédente. Il suffit de vérifier par exemple
DeT(uEeT),2(oul)etd.

Exemples de tribus sur E : {0, E} et P(E) sont des tribus sur E.

Définition 2.2 (Langage probabiliste) Soient E un ensemble quelconque (parfois
appelé 'univers des possibles) et T une tribu; on appelle éventualités les éléments de
E et événements les éléments de T. On appelle événement élémentaire un singleton
appartenant a T. On dit que deux événements A, B € T sont incompatibles si ANB = ().

Proposition 2.3 (Stabilité par intersection des tribus) Soient E et I deux ensembles.
Pour tout i € 1, on se donne une tribu T; sur E. Alors, la famille (de parties de E)

ﬂTi ={ACE; AeT, Viel)
iel
est encore une tribu sur E.

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition fait 1’objet de la premiere
question de I’exercice 2.2. [ ]

Cette proposition nous permet de définir ci-apres la notion de tribu engendrée.

Définition 2.4 (Tribu engendrée) Soient E un ensemble et C C P(E). On appelle
tribu engendrée par C la plus petite tribu contenant C, c¢’est-a-dire la tribu T(C)
intersection de toutes les tribus sur E contenant C (cette intersection est non vide car
P(E) est une tribu contenant C).

Il est parfois utile d’utiliser la notion d’algebre, qui est identique a celle de tribu en
remplagant “dénombrable” par “finie”.

Définition 2.5 (Algebre) Soient E un ensemble, A une famille de parties de E (i.e.
A CP(E)). La famille A est une algeébre sur E si A vérifie :

1.0 A,Ec A,
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2. A est stable par union finie, c¢’est-a-dire que pour tout A,B€ Aona AUB € A.

3. A est stable par intersection finie, c’est-a-dire que pour tout A,Be Aona ANB e
A.

4. A est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € A, on
aAf e A

Remarque 2.6 (Algebre engendrée) Soit E un ensemble et C C P(E). Comme pour
les tribus, on peut définir I’algebre engendrée par C. C’est la plus petite algébre conte-
nant C, ¢’est-a-dire 'intersection de toutes les algebres contenant C (voir [’exercice
2.9).

Soit E un ensemble, C C P(E) et T(C) la tribu engendrée par C (voir la définition 2.4 et
I’exercice 2.2). Il est important de remarquer que, contrairement a ce que 1’on pourrait
étre tenté de croire, les éléments de la tribu engendrée par C ne sont pas tous obtenus,
a partir des éléments de C, en utilisant les opérations : intersection dénombrable, union
dénombrable et passage au complémentaire. Plus précisément, on pose :

RYC)={ACEtel que A= U A, avec, pour tout 1, A, € C ou A§, € C},
neN

R?(C)={ACEtel que A = ﬂ A, avec, pour tout 1, A, € C ou A§, € C},
neN

R(C) =RYC)UR?(C).

Prenons E = R et C ’ensemble des ouverts de R (donc T(C) est la tribu borélienne
de R, voir définition ci-apres). Il est facile de voir que R(C) C T(C). Cependant, R(C)
n’est pas une tribu (cela est moins facile a voir). En posant : Sy =C, et S,, = R(S,_1),
pour n > 1, on peut aussi montrer que S = UnenS,, n’est pas une tribu (et que
S cT(C)).

Remarque 2.7 Soit E un ensemble et C; C C, C P(E). Il est alors facile de voir que
T(Cy) € T(C,) (cf Exercice 2.2).

La construction de la tribu de Borel s’appuie sur la topologie des ouverts de R.
Rappelons a toutes fins utiles qu’une topologie est précisément la donnée des ouverts :

Définition 2.8 (Topologie) Soir E un ensemble. Une topologie sur E est donnée par
une famille de parties de E, appelées ouverts de E, contenant () et E, stable par union
(quelconque) et stable par intersection finie. L’ensemble E, muni de cette famille de
parties, est alors un espace topologique.
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Définition 2.9 (Tribu borélienne) Soir E un ensemble muni d’une topologie (un
espace métrique, par exemple). On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la
tribu engendrée par I’ensemble des ouverts de E, cette tribu sera notée B(E). Dans le
cas E =R, cette tribu est donc notée B(R). On appelle borélien de R un élément de la
tribu borélienne.

Un des objectifs principaux de ce chapitre est de construire une application A de la
tribu B(R) dans R, telle que :

1. AM(Je, B[) = P — &, pour tout o, p € R o < B,

2. MUpenAy) = Y ,en MA,,), pour toute suite (A,,) ey C B(R) telle que A, N A, =0
si n = m. (Noter que U, cnA, € B(R) grace a la stabilité d’une tribu par union
dénombrable.)

C’est I’objet du paragraphe 2.5. Une question naturelle est de savoir si I’on peut
prendre B(R) = P(R). La réponse est non (voir les exercices 2.28 et 2.29). On peut
méme démontrer que card(B(R)) = card(R) (alors que card(P(R)) > card(R)).

On donne maintenant un rappel rapide sur les cardinaux (sans entrer dans les aspects
difficiles de la théorie des ensembles, et donc de maniere peut-&tre un peu imprécise).

Soient A et B deux ensembles.

1. On dit que card(A) = card(B) s’il existe une application bijective de A dans B. Pour
montrer que deux ensembles ont méme cardinaux, il est souvent trés utile d’utiliser
le théoreme de Bernstein (voir I’exercice 1.11). Ce théoréme dit que s’il existe une
injection de A dans B et une injection de B dans A, alors il existe une bijection de A
dans B (et donc card(A) = card(B)). Le théoreme de Bernstein motive également
la définition suivante.

2. On dit que card(A) < card(B) s’il existe une application injective de A dans B.

3. Un autre théoréme intéressant, dii a Cantor, donne que, pour tout ensemble X,
on a card(X) < card(P(X)) (c’est-a-dire card(X) < card(P(X)) et card(X) =
card(P(X))). On a donc, en particulier, card(P(R)) > card(R). La démonstration
du théoreme de Cantor est tres simple. Soit ¢ : X — P(X). On va montrer que ¢
ne peut pas étre surjective. On pose A = {x € X; x € @(x)} (A peut étre I’ensemble
vide). Supposons que A € Im(¢). Soit alors a € X tel que A = ¢(a). Sia € A = @(a),
alors a ¢ A par définition de A. Sia ¢ A = @(a), alors a € A par définition de A.
On a donc montré que A ne peut pas avoir d’antécédent (par ¢) et donc ¢ n’est pas
surjective.
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Proposition 2.10 On note C; ’ensemble des ouverts de R, C, = {]a, b, a,b € R,
a < b} et C3 = {]a,o0[, a € R}. Alors T(Cy) = T(C,) = T(C3) = B(R). (Noter que
d’autres caractérisations de B(R), semblables, sont possibles.)

DEMONSTRATION —  On a, par définition de B(R), T(C;) = B(R). On va démontrer
ci-apres que T(Cq) = T(C,) (le fait que T(C;) = T(C3) est laissé au lecteur).

Comme C, C Cy, on a T(C,) C T(Cy). Il suffit donc de démontrer I’inclusion inverse.
On va montrer que C; C T(C;), on aura alors que T(Cy) C T(C,).

Soit O un ouvert de R. On suppose O = 0 (on sait déja que @ € T(C,)). Le lemme 2.11
ci-apres nous donne I’existence d’une famille (I,,),,ca d’intervalles ouverts telle que
AcNetO =J,ea L, Noter qu'on a aussi O = | J,,en 1, en posant I, =@ sin € N\A.
Comme I,, € C, C T(C;) pour tout 1 € A et @ € T(C;), on en déduit, par stabilité
dénombrable d’une tribu, que O € T(C,). Donc, C; C T(C,) et donc T(Cy) C T(C,).
On a bien montré que T(Cy) = T(C,). |

Lemme 2.11 Tout ouvert non vide de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles
ouverts bornés.

DEMONSTRATION —  Soit O un ouvertde R, O # 0. On pose A = {(,7) € Q%;p <y,
Jp, ¥[c O}. On a donc g ,)ealB, Y[C O. On va montrer que O C U )ealBs ¥[ (et

donc que O = g )ealB: vD-

Soit x € O, il existe a, > 0 tel que |x — o, x + o, [C O. En prenant B, € QNJx —
oy x[ et v € QNx, x + o[ (de tels By et y, existent) on a donc x €]By, yx[C O
et donc (By, yx) € A. D’o x €]B, ¥x[C U(g,1)ealp, v[- On a bien montré que O C

U(p.y)ealp, vl et donc que O =g ,)ea B, y[. Comme Q? est dénombrable, A est au
plus dénombrable et le lemme est démontré. ]

On peut aussi montrer que tout ouvert non vide est réunion au plus dénombrable
d’intervalles ouverts disjoints deux a deux (cf. le lemme 2.44 page 65).

Définition 2.12 (Espace et partie mesurable ou probabilisable)  Soient E un
ensemble et T une tribu sur E. Le couple (E, T) est appelé espace mesurable ou (en
langage probabiliste!) espace probabilisable. Les parties de E qui sont (resp. ne sont
pas) des éléments de T sont dites mesurables ou probabilisables (resp. non mesurables,
non probabilisables).

2.3 Mesure, probabilité
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Définition 2.13 (Mesure) Soit (E,T) un espace mesurable. On appelle mesure une
application m: T — R, (avec R, =R, U (+00)) vérifiant :

1. m(0) =0,

2. m est o-additive, c’est-a-dire que pour toute famille (A,),cN d’éléments de T
disjoints deux a deux (i.e. tels que A, N A, =0, sin=m)ona:

m(|_JA) =) m(A,). 2.1)

neN neN

Remarque 2.14

1. Dans la définition précédente on a étendu a R, 1’addition dans R, . On a simplement
posé x + (+00) = +oo0, pour tout x € R, . Noter également que la somme de la série
dans la définition précédente est a prendre dans R, et que, bien sir, a =}, .y a,
signifie simplement que ZZ:O ap — a (dans R, ) quand n — +oo.

2. Solent x,y,z € R, . Remarquer que x + v = x +z implique y = z si x # +o0.

3. Dans la définition précédente, la condition 1. peut étre remplacée par la condition :
4 A € T,m(A) < oo. La vérification de cette affirmation est laissée au lecteur
attentif.

4. 11 est intéressant de remarquer que, pour une série a termes positifs, I’ordre de
sommation est sans importance. Plus précisément, si (a,,),eny C R, et si ¢ est une
bijection de N dans N, on a }_,en @y = )_yen Ag(n)- C est I’objet du lemme 2.15.

5. Une conséquence immédiate de la o-additivité est I’additivité, ¢’est-a-dire que

m(o Ap) = im(Ap)
p=0 p=0

pour toute famille finie (Ay),-o,..., d’€léments de T, disjoints deux a deux. L’addi-
tivité€ se démontre avec la o-additivité en prenant A, = @ pour p > n dans (2.1).

6. Dans le cas E = R et T = P(R), il est facile de construire des mesures sur T, mais il
n’existe pas de mesure sur T, notée m, telle que m(]a, b[) = b —a pour tout a, b € R,
a < b (voir les exercices 2.29 et 2.28). Une telle mesure existe si on prend pour T la
tribu borélienne de R, c’est I’objet de la section 2.5.

Lemme 2.15 Soit (a,),en C R, et soit ¢ : N — N bijective; alors

E:Lan = E:;awoﬂ.

neN neN
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A=) al= Jm ) ap)etB= D otn(= JLim ) ag(p)).
neN p=0 neN p=0

DEMONSTRATION —  On pose
n n
Noter que A, B € R,,. On veut montrer que A = B.

On montre d’abord que B < A. Soit # € N. On pose N = max{¢(0),...,¢(n)}. Comme
ag > 0 pour toutg €N, on a Z;:O Agp(p) < Z;I:O a, < A. On en déduit, faisant tendre
n vers oo que B < A.

En raisonnant avec I’inverse de ¢ on a aussi A < B et finalement A = B. |

Définition 2.16 (Mesure finie et probabilité) Soir (E, T) un espace mesurable.
1. On appelle mesure finie une mesure m sur T telle que m(E) < oo.

2. On appelle probabilité une mesure p sur T telle que p(E) = 1.

Définition 2.17 (Espace mesuré, espace probabilisé) Soient (E, T) un espace mesu-
rable, et m une mesure (resp. une probabilité) sur T. Le triplet (E, T, m) est appelé
espace mesuré (resp. espace probabilisé).

Définition 2.18 (Mesure o-finie) Soir (E, T, m) un espace mesuré, on dit que m est
o-finie (ou que (E, T, m) est 6-fini) si il existe une suite (A,,),cn telle que

A, €T, m(A,)<+oco, pourtourneN, et E= U A,
neN

Remarque 2.19 Soit (E, T, m) un espace mesuré o-fini. Une conséquence de la défini-
tion 2.18 est qu’il existe alors une suite (E,;),,cy d’élément de T telle que m(E,,) < +o0
pour tout 11, E = U, cNE,, et E,NE,, = 0 si n = m. En effet, a partir de la suite (A,,),en
donnée par la définition 2.18, on construit une suite (E,,),cn en posant

n-1
Ey=Aget,pourn>0,E, =A,\| |E,.
p=0

La suite (E,;),,ey Vérifie bien les propriétés désirées.

Exemple 2.20 (Mesure de Dirac) Soient (E,T) un espace mesurable et a € E. On
définit sur T la mesure o, par (pour A€T) :

8a(A) = 2.2)

0 siagA,
1 siaeA.
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On peut remarquer que la mesure de Dirac est une probabilité.

Remarque 2.21 (Comment choisir la probabilité) Soit (E, T) un espace probabili-
sable, on peut évidemment définir plusieurs probabilités sur T. C’est tout I’art de la
modélisation que de choisir une probabilité qui rende compte du phénomene aléatoire
que I’on veut observer. On se base pour cela souvent sur la notion de fréquence, qui
est une notion expérimentale a 1’origine. Soit A € T un événement, dont on cherche a
évaluer la probabilité p(A). On effectue pour cela N fois I’expérience dont I’univers
des possibles est E, et on note N le nombre de fois ot ’événement A est réalisé. A
N fixé, on définit alors la fréquence fi(A) de I’événement A par :

fulA) = <2

Expérimentalement, il s’avere que fy(A) admet une limite lorsque N — +o0. C’est ce
qu’on appelle la loi empirique des grands nombres. On peut donc définir expérimen-
talement p(A) = limy_,, fn(A). Cependant, on n’a pas ainsi démontré que p est
une probabilité : il ne s’agit pour I’instant que d’une approche intuitive. On donnera
plus loin la loi forte des grands nombres (proposition 6.99), qui permettra de justifier
mathématiquement la loi empirique. On peut remarquer que fy(E) = % =1.

Exemple 2.22 (Le cas équiprobable) Soit (E, T, p) un espace probabilisé. On sup-
pose que tous les singletons appartiennent a la tribu et que les événements élémentaires
sont équiprobables. On a alors : p({x}) = ﬁ pour tout x € E.

Définition 2.23 (Mesure atomique) Soit (E, T, m) un espace mesuré tel que : {x} € T
pour tout x de E. On dit que m est portée par S € T si m(S€) = 0. Soit x € E, on dit
que x est un atome ponctuel de m si m({x}) = 0. On dit que m est purement atomique
si elle est portée par la partie de E formée par I’ensemble de ses atomes ponctuels.

Définition 2.24 (Mesure diffuse) Soient (E,T) un espace mesurable et m une mesure
sur T . On dit que m est diffuse si {x} € T et m({x}) = 0 pour tout x € E. (Cette
définition est aussi valable pour une mesure signée sur T, définie dans la section 2.4.)

Définition 2.25 (Partie négligeable) Soient (E, T, m) un espace mesuré et A C E. On
dit que A est négligeable s’il existe un ensemble B € T tel que A C B et m(B) = 0.

Définition 2.26 (Mesure complete) Soit (E, T,m) un espace mesuré, on dit que m
est complete (ou que 'espace (E, T, m) est complet) si toutes les parties négligeables
sont mesurables, c’est-a-dire appartiennent a T.

La proposition suivante donne les principales propriétés d’une mesure.
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Proposition 2.27 (Propriétés des mesures) Soit (E,T,m) un espace mesuré. La
mesure m vérifie les quatre propriétés suivantes :

1. Monotonie : Soit A, Be T, A C B, alors
m(A) < m(B). 2.3)

2. o-sous-additivité : Soit (A,,)eny C T, alors

m(U A,) < Zm(An). 2.4)

neN neN

3. Continuité croissante : Soit (A,;)eny C T, telle que A, C A,,.1, pour tout n € N,
alors

UA ) = lim (m(A,)) = sup(m(A,)). (2.5)

neN n—o0 neN

4. Continuité décroissante : Soit (A,),en C T, telle que A, 1 C A, pour tout n € N,
et telle que il existe ny € N, m(A,, ) < oo, alors

ﬂA ) = lim (m(A,)) = inf(m(A,)). (2.6)

n—>oo neN
neN

DEMONSTRATION — La démonstration de ces propriétés est facile : elles découlent
toutes du caractere positif et du caractere o-additif de la mesure. Attention : ces
propriétés ne sont pas vérifiées par les mesures signées que nous verrons a la section
2.4,

1. Monotonie. Soit A, Be T,ACB.OnaB=AU(B\A)et AN (B\A)=0. Comme
AeTetB\A=BNA €T, I'additivité de m (voir la remarque 2.14) donne
m(B) = m(A)+m(B\ A) > m(A), car m prend ses valeurs dans R,.

Noter aussi que m(B\ A) = m(B) —m(A) si 0 < m(A) < m(B) < co (mais cette
relation n’a pas de sens si m(A) = m(B) = o).
2. o—sous additivité. Soit (A,) ey C T. On veut montrer que
m(| A <) m(A,)
neN neN

On pose By = Ay et, par récurrence sur n, B,, = A, \ (U?;& B;) pour n > 1. Par
récurrence sur 1 on montre que B,, € T pour tout # en remarquant que, pour n > 1,
B,=A,N(N5 BY). La construction des B,, assure que

B,NB,=0sin=met UA”:UB”'

neN neN
Pour vérifier cette derniere propriété, on remarque que

B, C A, et donc U B, C U A,

neN neN
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Puis,sixe A, et x & U?;(} B;, on a alors

n—1
xeAnm(ﬂBf):Bn.
i=0

Ceci prouve que

neN neN

et donc, finalement,
U A, = U B,,.
neN neN

On utilise maintenant la o-additivité de m et la monotonie de m (car B, C A,,) pour

écrire que
mi(_Jan=m(|_JB)=) m®B,)<) m(A,).

neN neN neN neN
. Continuité croissante. Soit (A,),eny C T, telle que A,, C A,,,1, pour tout n € N. Par
monotonie de m, on a
m(A,11) = m(A,), pourtout n € N,
et donc

lim m(A,) =supm(A,) eR,.

n—+oo neN

On pose A = J,,cy Ay, et on définit la suite (B,;),,cy par
By=AgetB,=A,\A,_; pourtout n>1
(noter que A,,_1 CA,).Ona
A= UA” = UBn,Bn € Tpourtoutne NetB, NB,, =0sin=m.

neN neN
La o-additivité de m nous donne

&)= m(_JB,)= Y m(b,)= tim ) m(s,)
neN neN p=0

Puis, comme A, = U;:o B, I"additivité de m (qui se déduit de la o-additivité) nous
donne

n—+oo

Zm(Bp) =m(A,) etdonc m(A) = lim m(A,).
p=0

. Continuité décroissante. Soit (A,),en C T, telle que A, 1 C A, pour tout n € N,
et telle qu’il existe ng € N, m(A,, ) < oo.
Par monotonie, on a m(A, 1) < m(A,,) pour tout n € N et donc

lim m(A,) = iglgm(An) eR,.

n—+oo

On a aussi, par monotonie,

m(A) <m(A,), pour tout n € N, avec A = ﬂ A,.
neN
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Comme m(A,,) < co, on a aussi
m(A,,) < oo pour tout n > ng et m(A) < oo.
On pose B, = A, ) \ A, = A, NAj, € T, pour tout n > n. La suite (B,,);>,, est
croissante (B,, C B, pour tout n > ng) et
B= UBn = U (Ano \Ay) :Ano\ ﬂ A, :Ano \ A
n>0 nxny nxngy
La continuité croissante donne

m(Ay, \A)=m(B)= lim m(B,)= lim m(A, \A,). 2.7

n—+oo n—+o0

Comme A C A, , onam(A, \ A)=m(A,)-m(A) (car m(A) < m(A,,) < oo, on
utilise ici la remarque a la fin de la preuve de la monotonie). De méme, comme
A, C Ay, (pour n > ng), on a m(A,, \ A,) = m(A,) —m(A,) (car m(A,) <
m(A,,) < o). En utilisant une nouvelle fois que m(A,,) < co, on déduit de (2.7)
que m(A) =lim, o, m(A,). ™

Théoréme 2.28 (Mesure complétée) Soit (E, T, m) un espace mesuré, on note N,
I’ensemble des parties négligeables. On pose T = {AUN, A € T, N € N,,}. Alors
T est une tribu, et il existe une et une seule mesure, notée m, sur T, égale a m sur
T. De plus, une partie de E est négligeable pour (E, T, ) si et seulement si elle est
négligeable pour (E, T, m). la mesure i est compléte et I’espace mesuré (E,T,m)
s’appelle le complété de (E, T, m). La mesure m s’ appelle la mesure complétée de la
mesure M.

La démonstration de ce théoréme fait I’objet de I’exercice 2.33.

On introduit maintenant la notion de mesure absolument continue, cette notion est
intéressante en liaison avec les mesures de densité (définition 4.21). On montrera au
chapitre 6 que, si (E, T, m) un espace mesuré o-fini et p une mesure finie sur T, alors p
est absolument continue par rapport a m si et seulement si p est une mesure de densité
par rapport a m (théoreme 6.78). Cette notion de mesure absolument continue peut
étre sautée en premiere lecture.

Définition 2.29 (Mesure absolument continue, mesure étrangere)

Soient (E, T) un espace mesurable, et m et p des mesures (positives) sur T.

1. On dit que la mesure . est absolument continue par rapport a la mesure m (et on
note y << m) si pour tout A € T tel que m(A) = 0, alors p(A) = 0.

2. On dit que la mesure W est étrangere a la mesure m (et note pL.m) s’il existe A € T
tel que m(A) = 0 et u(A°) = 0.
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Proposition 2.30 Soient (E, T) un espace mesurable, et m et p des mesures (positives)
sur T ; on suppose de plus que la mesure y est 6-finie. Alors il existe une mesure y,
absolument continue par rapport a m et une mesure W, étrangere a m (et a y,) telle

que | =Py + P

DEMONSTRATION —  On suppose tout d’abord que p est une mesure finie. On pose
a = sup{p(A); A € T,m(A) = 0}. Il existe donc une suite (A,),cy C T telle que
m(A,) = 0, pour tout n € N, et u(A,) — «, quand #n — +oo. On pose alors C =
UneN Ay

OnaCeT,0<m(C)<) ,enm(A,) =0 (par o-sous additivité de m), u(C) > p(A,)
pour tout # € N (par monotonie de ) et donc, en passant a la limite quand n — +oo,
#(C) = «. Enfin, la définition de o donne alors p(C) = . On a donc trouvé C e T tel
que m(C) =0 et u(C) = a.
Pour A € T, on pose p.(A) = p(ANC) et p,(A) = p(ANCE).
11 est clair que p, et p, sont des mesures sur T et que p = p, + f,. Comme p,(C°) =0
et p,(C) = 0, les mesures p, et p, sont étrangéres. Comme m(C) = 0 et p,(C¢) = 0,
les mesures i, et m sont aussi étrangeres. Il reste a montrer que p, est absolument
continue par rapport a .
Soit B € T tel que m(B) = 0. On veut montrer que y,(B) = 0, c’est-a-dire que p(BN
C%)=0.0Onpose D=BNC et F=CUD.Comme DNC=0,0na

m(F) = m(C) + m(D) < m(C) + m(B) = 0 et mu(F) = p(C) + p(D) = a + p(D).
Comme m(F) = 0, la définition de o donne que p(F) < a. On a donc o + (D) < «,
d’ot I’on déduit, comme « € R (et c’est ici que I'on utilise le fait que p est une
mesure finie), que (D) = 0, c’est-a-dire p,(B) = 0. On a bien ainsi montré que p, est
absolument continue par rapport a .

On considére maintenant le cas général ou p est o-finie. Il existe une suite (E,),eny C T
telle que E = | J,,en Ens #(E,,) < oo pour tout ne Net E, NE,, =0 si n = m (voir la
remarque 2.19).
Pour ne Net AeT, on pose

u"(A) = W(ANE,).
La mesure ") est donc finie sur T. Le raisonnement précédent donne donc 1’existence
de }42") absolument continue par rapport a m et de }42”) étrangere a m (et a plyl)) telle

que p(" = M(un) + yfgn). On pose alors, pour A€ T :
pe(A) =) p(A) pa(a) = ) i ().

neN neN
He €t 1, sont bien des mesures sur T (voir I’exercice 4.2) et il est clair que p = p, + 1,
1, absolument continue par rapport a m et p, étrangére a m (et a y,). |

1l est parfois utile (surtout en théorie des probabilités, mais une telle question apparait
aussi dans le section 2.5 et dans le chapitre 7) de montrer 1’unicité d’une mesure ayant
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des propriétés données. La proposition suivante donne une méthode pour montrer une
telle unicité (d’autres méthodes sont possibles, voir, par exemple, la proposition 5.8
dans le chapitre 5).

Proposition 2.31 (Condition suffisante pour 1’égalité de deux mesures) Soit
(E, T) un espace mesurable et m, p deux mesures sur T. On suppose qu’il existe C C T
tel que

1. C engendre T,
2. C est stable par intersection finie (¢’est-a-dire A, BeC = ANBe(),

3. 1l existe une suite (E,),en C C telle que E,,NE,, = 0 si n = m, m(E,;) < oo, pour
toutneN, et E=J,cnEp

4. m(A) = w(A) pour tout A € C.
On a alors m = y (c’est-a-dire m(A) = u(A) pour tout A€ T).

La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exercice 2.22 qui découle de
I’exercice 2.14 (consacré au théoréme T — A de E. Dynkin).

2.4 Mesure signée

Définition 2.32 (Mesure signée) Soit (E, T) un espace mesurable. On appelle mesure
signée (sur T) une application m : T — R vérifiant la propriété de o-additivité,
c’est-a-dire telle que pour toute famille (A,),en C T, telle que A, N A, =0, sin #

" m(|_JA) =) m(A,). 2.8)

neN neN

Noter qu’une mesure signée prend ses valeurs dans R. En prenant A,, = () pour tout
n € N dans (2.8), on en déduit que m(Q) = 0.

On peut aussi considérer des mesures a valeurs complexes (c’est-a-dire dans C). Dans
ce cas, les parties réelles et imaginaires de ces mesures a valeurs complexes sont des
mesures signées.

Dans toute la suite du cours, les mesures considérées seront en général positives,
¢’est-a-dire (cf. définition 2.13) a valeurs dans R, . Lorsque 1’on s’intéressera a des
mesures prenant leurs valeurs dans R, on précisera qu’il s’agit de mesures signées.
Noter que les mesures signées ne vérifient pas, en général, les propriétés (2.3) et (2.4).
Pour avoir un contre—exemple, il suffit de considérer une mesure signée m (non nulle)
telle que —m soit une mesure (positive).
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Proposition 2.33 (Décomposition de Hahn d’une mesure signée) Soient (E, T) un
espace mesurable et m une mesure signée sur 'T. Alors, il existe deux mesures (posi-
tives) finies, notées m* et m~, telles que :

1. m(A) = m*(A)—m~(A), pour tout A € T.
2. Les mesures m* et m~ sont étrangéres, c¢’est-a-dire qu’il existe C € T tel que
m*(C)=0, etm (E\C)=0.

Une conséquence des propriétés ci-dessus est que m~(A) = —m(ANC) et m*(A) =
m(A N C°) pour tout A €T.

De plus, la décomposition de m en différence de deux mesures (positives) finies
étrangeres est unique. Elle s’appelle décomposition de Hahn de m.

DEMONSTRATION — La démonstration d’existence de m™ et m~ est décomposée en
trois étapes. Dans la premiere étape, on va montrer que, si A € T, il existe A € T tel
que ACA, m(A)>m(A)et:

BeT, BCA = m(B)>0.
Cette premiere étape nous permettra, dans I’étape 2, de montrer 1’existence de C e T
tel que m(C) = sup{m(A), A € T}; ceci montre, en particulier que sup{m(A), A €
T} < oo.

Enfin, dans I’étape 3, on pose m*(A) = m(ANC) et m™(A) = —m(A N C) (pour tout
A € T) et on remarque que m™* et m~ sont des mesures finies, étrangeres et telles que
m=m*t—m".

Etape 1. Soit A € T, on montre, dans cette étape, qu’il existe AeTtel que AcCA,

m(A) >m(A)et:
BeT,BCA = m(B)>0 (2.9)

On commence par montrer, par récurrence sur 1, I’existence d’une suite (B,,),cn
d’éléments de T tels que :

1. By = A,

2.B,,1 CB,,pourtout n € N,

3. m(B, \ B41) < B, = max{3F,-1} o o, = inf{m(C),C e T,C C B,}.

On prend By = A. Soit maintenant n € N, on suppose B, connu pour p <. On a
a, =inf{m(C),CCcB,} <0
(car @ C B,). Si o, = —o0, il existe C,, € T tel que
C,CcB,etm(C,)<p,=-1
Si—-co <, <0,0nap, >a,,ilexiste donc C, € T tel que
C, Cc B, et m(C,) < B,

Si a, = 0, on prend C,, = 0. Enfin, on prend B,,.; = B,,\ C, et on obtient bien les
propriétés désirées en remarquant que C,, = B,, \ B,.,1.
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La suite (B,,),ey est décroissante (c’est-a-dire B,,,; C B,, pour tout n € N). Pour m
> n, on a donc C,, ¢ B, ¢ B,,,; et donc C,,NC,, =0 (car B,,; = B,,\ C,). Par
o-additivité de m, on en déduit

m(|_JCw=) m(Cy).

neN neN
Comme m(|J,cn Cyy) € R, la série de terme général m(C,;) est convergente. On a donc

m(C,;) = 0 quand n — +oo et donc p,, — 0 quand 1 — +o0
(car m(C,;) < B, < 0) et, finalement,

o, — 0 quand n — +oo.

A:A\UCn:ﬂBn.

neN neN

On pose maintenant

On a,~bien siir, A € T et A C A. On montre maintenant que A vérifie (2.9). Soit Ce T,
Cc A.On a, pour tout n € N, C c B, et donc m(C) > a,,. Quand n — +co, on en
déduit que m(C) > 0. ce qui donne bien (2.9).

I reste 2 montrer que #1(A) > n1(A). Comme A = AU (Unen Cu) (et que cette union
est “disjointe”), la o-additivité de m donne que m(A) = m(A)+ Y,y m(C,) < m(A).
Ce qui termine la premiére étape.
Etape 2. On pose a = sup{m(A), A € T} et on montre, dans cette étape, qu’il existe
CeT tel que m(C) = .
Par définition d’une borne supérieure, il existe une suite (A,),cy d’éléments de T
telle que m(A,,) — o quand n — +co. Grice a I’étape 1, on peut supposer (quitte a
remplacer A,, par A, construit comme dans I’étape 1) que A,, vérifie (2.9), ¢’est-a-dire
que pour tout n € N :

BeT, BCA, = m(B)>0. (2.10)

On pose C = |J,,enyA;;. On commence par montrer que m(C) > m(A,,), pour tout
meN.

Soit m € N. On peut écrire C comme une union “disjointe” :
C=A,U (U Cn,m)’

n#m
avecC, ,, € TetC, ,, C A, pour tout m = n. En effet, il suffit pour cela de construire
par récurrence (sur 1) la suite des C,, ,,, en prenant pour C,, ,, I'intersection de C avec
A, alaquelle on retranche A, et les C,, ,,, précédemment construits.

Par o-additivité de m, on a

m(C) = m(Ap)+ ) m(Cpp)

n+m
puis, comme C,, ,, C A, on a, par (2.10), m(C,, ;) = 0. On en déduit m(C) > m(A,,).

En faisant tendre m vers oo, on a alors m(C) > « et donc, finalement m(C) =

Etape 3. Construction de m* et m™.
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Pour construire m* et m~, on utilise un élément C de T tel que m(C) = o = sup{m(A),
A € T} (existence de C a été montré a I’étape 2). Pour A € T, on pose :

m*(A)=m(ANC), m™(A) = -m(ANC).
On a m™(0) = m~(0) = 0 (car m(Q) = 0) et les applications m* et m~ sont des
applications o—additives de T dans R (car m est o—additive). Pour montrer que m™ et
m~ sont des mesures finies, il suffit de montrer qu’elles prennent leurs valeurs dans
R,, ce que I’on montre maintenant.
Soit A € T, on a, par additivité de m et grice a la définition de «,
a=m(C)=m(ANC)+m(A°NC)<m(ANC)+a.
On en déduit m(A N C) > 0, ce qui prouve bien que m*(A) € R,. On a aussi, encore
une fois par additivité de m et grace a la définition de «,
a>m(C)+m(ANC) =a+m(ANnC°).
On en déduit m(A N C®) <0etdonc m™(A) e R,.
Les applications m™ et m~ sont des mesures finies (noter que m* (E) = m(EN C) < 00
et m~(E) = m(E N C°) < o). Elles sont étrangeres car
m (CE)=m(C°NC)=m(P) =0 et m (C) = -m(CNC")=0.
Enfin, pour tout A € T, on a, par o-additivité de m :
m(A)=m(ANC)+m(ANC)=m"(A)—m (A).
Ceci termine la démonstration de 1’existence de m™ et m™.

Pour montrer I'unicité de cette décomposition de m, on suppose que p et v sont
deux mesures finies étrangeres telles que m = p — v. Comme elle sont étrangeres, il
existe D € T tel que p(D¢) = v(D) = 0. On montre alors que, pour tout A € T, on a
nécessairement :

H(A) =sup{m(B); Be T, BC A}. (2.11)
En effet, si Ac TetBe T, BC A, onam(B)=p(B)—v(B) < u(B) < u(A) (par
positivité de v et monotonie de ). Puis, en prenant B= AND, on a

m(B) =m(AND)=p(AND)-v(AND)=pu(AND)=nu(A)—u(AND°) = u(A).

Ceci prouve bien que (2.11) est vraie (et prouve que le sup est atteint pour B = A N D).
L’égalité (2.11) donne donc de maniere unique p en fonction de m. L'unicité de v
découle alors du fait que v = p—m. m

Remarque 2.34 Une conséquence de la proposition 2.33 est que la série ), .y m(A,,)
apparaissant dans (2.8) est absolument convergente car (pour toute famille (A,,),.cy C
T telleque A, N A,, =0,sin=m)ona

Zlm(Ap)| < Zm+(Ap) + Zm_(Ap) < m*(E)+ m(E) < .
p=0 p=0 p=0

En fait, la définition 2.32 donne directement que la série ) , . #71(A,) apparaissant
dans (2.8) est commutativement convergente (c’est-a-dire qu’elle est convergente, dans
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R, quel que soit I’ordre dans lequel on prend les termes de la série et la somme de la
série ne dépend pas de I’ordre dans lequel les termes ont été pris). Elle est donc absolu-
ment convergente (voir 1’exercice 2.34). Nous verrons plus loin que cette équivalence
entre les séries absolument convergentes et les séries commutativement convergentes
est fausse pour des séries a valeurs dans un espace de Banach de dimension infinie.

2.5 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Il serait bien agréable, pour la suite du cours, de montrer I’existence d’une application
A, définie sur tout P(RR) et & valeurs dans R, telle que I'image par A d’un intervalle
de R soit la longueur de cet intervalle, et qui vérifie les propriétés (4.1) et (4.2).
Malheureusement, on peut montrer qu’une telle application n’existe pas (voir les
exercices 2.29 et 2.28). Le théoréme suivant donne I’existence d’une telle application
définie seulement sur la tribu des boréliens de R, notée B(RR) (I’exercice 2.29 donne
alors que B(RR) = P(R)). Cette application s’appelle la mesure de Lebesgue.

Théoreme 2.35 (Carathéodory) 1 existe une et une seule mesure sur B(R), notée A
et appelée mesure de Lebesgue sur les boréliens, telle que (], B[) = p — o, pour tout
(a, B) € R? telle que —co < at < p < +00.

Il y a plusieurs démonstrations possibles de ce théoréme. Pour la partie “existence” de
ce théoréme, nous donnons dans cette section une démonstration due a Carathéodory.
Soit A C R. On définit A\*(A) par :

AM(A)=  inf Z€

: IENGEA

ou E, est I’ensemble des familles dénombrables d’intervalles ouverts dont I’union
contient A, et £(A;) représente la longueur de I’intervalle A;. On peut montrer (voir
I’exercice 2.28) que 1’application A* ainsi définie de P(IR) dans R, n’est pas o- additive
(ce n’est donc pas une mesure).

N

On montre toutefois dans cette section que la restriction de A* a B(R) est une mesure,
qu’on note A, mesure de Lebesgue. L’existence de la mesure de Lebesgue peut aussi
étre démontrée en utilisant un théoréme plus général (de F. Riesz) que nous verrons
dans un chapitre ultérieur (théoreme 5.6 page 271).

Apres la définition de A* et la démonstration de propriétés de A*, on donne la démons-
tration de la partie existence du théoréme de Carathéodory (voir page 61). La partie
unicité du théoréeme de Carathéodory (voir page 65) peut étre démontrée en utilisant
la régularité des mesures sur B(R) (Théoreme 2.43, trés utile dans la suite du cours)
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et d’un lemme classique sur les ouverts de R (lemme 2.44). Cette partie “unicité” peut
aussi étre démontrée, plus directement, en utilisant la proposition 2.31.

Définition 2.36 (Définition de \*) Soir A € P(R). On pose

X'(A) =inf( ) €(L,);(Ly)nen € Eal,
neN

avec Ex = {(1))nen; 1y =lay, by, —00 < a,, < b, < +o00, Vne N, A C J,en1n} et
{I)=b-asil=]ab], —c0o<a<b<+oo.

Proposition 2.37 (Propriétés de \*) L’application \* : P(R) — R, (définie dans la
définition 2.36) vérifie les propriétés suivantes :

1. \*(0)=0,

2. (Monotonie) \*(A) < X*(B), pour tout A, B € P(R) tel que A C B,

3. (o—sous additivité) Soit (A;),en C P(R) et A =, en Ay, alors

N(A)< ) N(A),

neN

4. X*(Ja, b[) = b — a pour tout (a,b) € R? tel que —co < a<b < +oo.

DEMONSTRATION —  On remarque tout d’abord que A*(A) € R, pour tout A € P(R)
(car A*(A) est la borne inférieure d’une partie de R ).

Propriété 1. Pour montrer que A*(0) = 0, il suffit de remarquer que (I1,,),en € Ep avec
I, =0 pour tout n € N, et donc 0 < A*(0) < ), en (L) = 0.

Propriété 2. Soit A, B € P(R) tels que A C B. On a Eg C E5 et donc A*(A) < A*(B).
Propriété 3. Soit (A,,) ey C P(R) et A =,y Ay- 11 suffit de considérer le cas ot
A*(A,,) < 400 pour tout n € N (sinon, I’inégalité est immédiate).

Soit € > 0. Pour tout n € N, il existe (I, ;) men € Ea, telle que

" €
D ) S X (A + oo

meN
On remarque alors que (I, ;) (5, m)en2 €st un recouvrement de A par des intervalles
ouverts et donc que :
NAYS ) L)
(n,m)eN?
Noter que ), menz C1im) = Lnen €(Lp(n))s 0U @ est une bijection de N dans N2

(cette somme ne dépend pas de la bijection choisie, voir le lemme 2.15 page 45). Avec
le lemme 2.38 ci-dessous, on en déduit :

N(A) <) () Ul <) N(A)+2¢,

neN meN neN
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ce qui donne bien, en faisant tendre € vers 0 :

A)< ZA*(An)

neN

Propriété 4. Pour montrer la quatriéme propriété, on commence par montrer que

A([a,b])=b—-a, Va,beR,a<b. (2.12)

Soitdonc a, beR, a<b.

Comme [a,b] Cla—¢,b+¢[, pour tout € > 0, on a A*([a,b]) < b —a+ 2¢e. On en déduit

AM([a b)) <b-a.

Pour démontrer I’inégalité inverse, soit (I,,),en € E[g ). Par compacité de [a, b], il

existe n € N tel que [4,b] C UZ:O I,. On peut alors construire (par récurrence) i, iy,
.., g €{0,...,n} tels que a;, <a, i, < b,-p pour tout p € {0,...,q—1}, b < biq~ On

en déduit que

q

b-a< Zbip —a;, < Z€(In) et donc b —a < \*([a, b]).
p=0 neN

Ceci donne bien (2.12).

En remarquant que [a+ ¢ b —¢] Cla,b[C [a,b] pour tout a,b e R, a < b,et 0 <e<

(b —a)/2, 1a monotonie de A* donne (avec (2.12)) que A*(]a,b[) = b — a pour tout

a,b € R,a < b. La monotonie de A* donne alors aussi que

A ([a,b]) = A (Ja, b)) = A (Ja,b]) =b—apourtout a,b e R,a< b
, et enfin que
I*(] = o0,a]) = A*(] — 00, a[) = A*(]a, +o0]) = A*([4, +00]) = +0c0 pour tout a € R.

Lemme 2.38 (Double série a termes positifs) Soit (a,, ) (y,m)en2 C Ry Alors ona :

Z Apm = Z(Zan,m)-

(n,m)eN? neN meN

DEMONSTRATION —  On pose

A= Z Aym €t B = ZZ”"’”

(n,m)eN2 neN meN

Soit ¢ une bijection de N dans N?. On rappelle que L (n,m)eN? Anm = LpeN Ao(p)-
Pour tout i, j € N, il existe n € N tel que {0,...,i}x{0,...j} C {¢(0),...,¢(n)}. Comme
ay,m = 0 pour tout (1, m), on en déduit que

1

A>Z% > iunm

n=0 m=0
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et donc, en faisant tendre j puis i vers +oo, que A > B. Un raisonnement similaire
donne que B > A et donc A = B. ]

On introduit maintenant la tribu de Lebesgue, sur laquelle on montrera que A* est une
mesure.

Définition 2.39 (Tribu de Lebesgue) On pose L = {E € P(R) tel que X*(A) = X*(AN
E) + X*(A N E°) pour tout A € P(R)}. On rappelle que \* est définie dans la définition
2.36 (et que E€ = R\ E). Cet ensemble de parties de R noté L s’appelle tribu de
Lebesgue (on montre dans la proposition 2.42 que L est bien une tribu).

Remarque 2.40 On peut avoir une premicre idée de I’intérét de la définition 2.39
en remarquant qu’elle donne immédiatement 1’additivité de A* sur £. En effet, soit
E{,E; C Rtels que E; NE, =0 et soit A C R. On suppose que E; € £ et on utilise la
définition de £ avec AN (E; UE,), on obtient (car E; NE, =0) :

M(AN(E{UEy)) = A (AN(E; UEy))NE;) + A (AN (E; UEy) NEY)
= X*(A N El) + )\*(Aﬂ Ez)

Par récurrence sur #, on a donc aussi

n n
vAan( JEn=) x@AanE),
i=1 i=1
desque Ey,..., B, 1 € L,AE, CRetE;NE;=0sii=j,i,je{l,...,n}k

En particulier, en prenant A = R, on obtient 1’additivité de A* sur £, c’est-a-dire

il JE=Y weEn,
i=1 i=1

SiEy,...,B, 1 € LetB;NEj=0sii=j,i,je(l,...n).

Remarque 2.41 Pour tout E, A € P(R), on a, par 6—sous additivité de A,
AM(A) S X (ANE)+ A" (ANE°).
Pour montrer que E € £ (définie dans la définition 2.39), il suffit donc de montrer que

A(A) = A (ANE)+ X (ANES), pour tout A € P(R).
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Proposition 2.42 (Propriétés de £) L est une tribu sur R et )‘rﬁ est une mesure. L et
N sont définies dans les définitions 2.36 et 2.39.

DEMONSTRATION — Il est immédiat que @ € £ et que L est stable par “passage au
complémentaire”. On sait aussi que A*(0) = 0. Il reste donc a démontrer que £ est
stable par union dénombrable et que la restriction de A* a £ est une mesure. Ceci se
fait en deux étapes décrites ci-apres.

Etape 1. On montre, dans cette étape, que L est stable par union finie et que, si n > 2

.....

n n

A*(AD(UE,-)) - Zx*(AnEi), VA € P(R). 2.13)
i=1 i=1

(Cette derniere propriété donne 1’additivité de A* sur £ en prenant A = R, cette

propriété d’additivité a déja été signalée dans la remarque 2.40.)

Par une récurrence facile, il suffit de montrer que E; UE, € L si E{, E;, € L et de
montrer la propriété (2.13) pour n = 2. Soit donc E;, E; € £. On pose E = E; UE,.
Pour montrer que E € £, il suffit de montrer (voir la remarque 2.41) que

A (A) = A" (ANE)+ A" (ANES), pour tout A € P(R).
Soit A € P(R). Par 6—sous additivité de A* on a
N(AN(E;UEy)) =A((ANE;)U(ANE{NEy) <A (ANE)+ X (ANE{ NE,),
et donc
M(AN(E{UEy)+ A (AN (B UEy)°) <A (ANE;)
+ A (ANE{NEy) + A (ANE] NEY).
Comme E, € £,0n a
N (ANE]) =X (ANE]{NE,y)+ A (ANE] NE)).
Puis, comme E; € £, on a
N(A)=X(ANE)+ A (ANEY]).
On en déduit
M(AN(ELUEy)+ A (AN (B UE)S) < A*(A).
Ce qui prouve que E € L.
Pour montrer (2.13) avec n = 2 si Eq, E; € £ avec E; N E, = 0, il suffit de remarquer
que (pour tout A € P(R))
M(AN(E; UE,)) =AM ((ANE;) U(ANEy))
= N([(ANE)) U(ANE)]NE) + A([(ANE;) U(ANE,) | NE])
=A(ANE;)+ A (ANE,).
(On a utilisé le fait que E; € £.) Ceci termine 1’étape 1.

Une conséquence de cette étape (et du fait que £ est stable par passage au complémen-
taire) est que L est stable par intersection finie.
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Etape 2. On montre, dans cette étape, que L est stable par union dénombrable et la
restriction de A* a £ est une mesure (ce qui termine la démonstration de la proposition
2.42).

Soit (E,),en C £ et E = | J,,en E;r- On veut montrer que E € £. On commence par
remarquer que E = |,y F,; avec Fy = E et, par récurrence, pour n > 1, E, = E;; \

Z;(l) F,. L’étape 1 nous donne que (F,),cn C £ et, comme F, N E,, =0 si n = m, on
peut utiliser (2.13). Pour tout A € P(RR), on a donc :

n n

A (A) = A(AN (U E,))+ (AN (U E,)°) 2.14)
p=0 p=0
n n

- ZA*(AHFPHA*(AH(UFP)C). 2.15)

p=0 p=0

En utilisant le fait que E€ C (U;’:O F,)¢ et la monotonie de A", on a
n
(AN (U E,)%) = \"(ANE°).
p=0

En faisant tendre n vers +oco dans (2.15) et en utilisant la —sous additivité de A*, on
en déduit alors que

A(A) =X (ANE)+ X (ANE).
Ceci prouve que E € £ (voir remarque 2.41) et donc que £ est une tribu.

Il reste & montrer que A" est une mesure sur L. Soit (E;,),en C £ telle que E;NE; =0
sii#jetE=J,cE,. Par monotonie de A* on a, pour tout 1 € N,

n
X*(U E,) < X(E) pour tout n € N,
p=0

et donc, en utilisant 1’additivité de A* sur £ (démontrée a 1’étape 1, voir (2.13) avec
A=E), Y ;_o\(E,) < M(E). En passant a la limite quand 7 — +co, on obtient que

+00
ZA*(EP) < \(E).
p=0
D’autre part, A*(E) < Z;;z% N*(Ep), par o—sous additivité de A*. On a donc
400
A (E) = ZX‘(EP).
p=0

Ceci prouve que )‘I*L est une mesure. |

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “EXISTENCE” DU THEOREME 2.35 Pour montrer
la partie “existence” du théoreme 2.35, il suffit, grice aux propositions 2.37 et 2.42,
de montrer que £ (définie dans la définition 2.39) contient B(R). Pour cela, il suffit
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de montrer que ]a, +oo[€ L pour tout a € R (car {]a, +oo[, a € R} engendre B(R)). Soit
donc a e Ret E =]a,+oo[ et A € P(R), on veut montrer que
M(A) = A (ANE)+ A" (ANES).
On peut supposer que A*(A) < +oo (sinon ’inégalité est immédiate).
Soit € > 0. Par la définition de A*(A), il existe (I,,),en € Ea telle que A*(A) >
Y uent(l,) — e Comme ANE C (U,en(I, NE)) et ANES C (U, en(I, N EY)), la
o—sous additivité de A* donne
N(ANE)< ) N(I,NE) et N(ANE)< ) N(I,NE)
neN neN

Comme I,,NE et I,, NE° sont des intervalles, la fin de la démonstration de la proposition
2.37 donne A*(I, NE) =£(1, NE) et A*(I,, N E°) = £(1,, N E°). On en déduit

X‘(AmE)+X‘(AmE‘)§Z(€(I NE)+¢(1,NE)) Z€

neN neN
(car €(I, NE)+€(I, NE°) = £(1,,)) et donc A*(ANE)+ A (ANES) < A*(A) +¢. Quand
€ — 0 on trouve I’inégalité recherchée. On a bien montré que E € L. ]

On va maintenant démontrer un théoréme important dont on peut déduire, en particu-
lier, la partie “unicité” du théoreme 2.35.

Théoreme 2.43 (Régularité d’une mesure sur 3(R), finie sur les compacts) Soit
m une mesure sur B(R). On suppose que m est finie sur les compacts, c¢’est-a-dire
que m(K) < +oo pour tout compact K de R (noter qu’un compact est nécessairement
dans B(R)). Alors, pour tout A € B(R) et tout € > 0, il existe un ouvert O et un fermé
F tel que F C A C O et m(O \ F) < &. En particulier, on a donc, pour tout A € B(R),
m(A) = inf{m(O), O ouvert contenant A} et m(A) = sup{m(K), K compact inclus
dans A}.

DEMONSTRATION — On appelle T I’ensemble des A € B(RR) tel que pour tout & > 0,
il existe O ouvert et F fermé vérifiant F C A C O et m(O \ F) < €. On va montrer que
T est une tribu contenant C = {]a, b[, —co < a < b < +o0}. Comme C engendre B(R),
ceci donnera T = B(R).

On montre tout d’abord que C C T. Soit —co <a < b < +oo et A =]a, bl.
Pour tout n > ng avec ng tel que (2/ng) <b—aona:
1 1
+—,b—-=]CAC]abl
[+ b= ]C Aclab|

Pour n > ng, on pose B, =]a,a+(1/n)[U]b—(1/n),b[). La suite (B,,),;>,, est une suite

décroissante et ﬂn>n0 » = 0. Comme m est finie sur les compacts, on a m(B,,) <
m([a, b]) < +oo. En utilisant la continuité décroissante de m (proposition 2.27), on a
donc :

m(]a, b [\[u+( b——] ]u,u+ [U]b—— b[) = m(B,,) — 0, lorsque n — +oo.
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Soit maintenant € > 0 en prenant n assez grand on a m(B,,) < e. En prenant O = A et
F=[a+(1/n),b—(1/n)], on a bien O ouvert, F fermé, FC A Cc O et m(O\F) <¢, ce
qui prouve que Ja,b[€ T.

On montre maintenant que T est une tribu. On remarque tout d’abord que @ € T (il
suffit de prendre F = O = () et que T est stable par passage au complémentaire (car, si
FCAcCO,onaOfCc A° C F¢et F¢\ O° = O\ F). Il reste 2 montrer que T est stable
par union dénombrable.

Soit (Ay)ueny C T et A = J,en Ay- On veut montrer que A € T. On va commencer par
traiter le cas (simple) ot m(A) < +oo puis le cas (plus difficile) ot #1(A) = +oo.

Premier cas. On suppose que #1(A) < +oo.

Soit € > 0. Pour tout n € N, il existe O,, ouvert et F,, fermé tel que E, C A, C O, et
m(O, \ E,) < (¢/2"). On pose
0= UOnetF: UF”'
neN neN

OnaFcAcO, mO\F) < 2¢ car (O\F) C U,en(0, \ F,), et O ouvert mais F
n’est pas nécessairement fermé. ..

Cependant, puisque m(A) < +oco, on a aussi m(F) < +oo. Par continuité croissante de

m (appliquée 2 la suite (U;:o F))nen), on a m(U;‘ZO E,) — m(F), quand n — +oo,
d’ou (puisque m(F) < +c0) m(F)—m(U;ZO F,) — 0. On prend alors F = U};LO F, avec
N assez grand pour que m(F \ F) = m(F) — m(F) < e. On abien F C A C O, O ouvert,
F fermé et, comme (O\F) = (O\F)U(F\F), ona m(O\F) = m(O\F)+m(F\F) < 3¢,
ce qui prouve que A € T.

Deuxiéme cas. On suppose maintenant que #1(A) = +oco (et le raisonnement précédent
n’est plus correct si m(F) = +00). On raisonne en trois étapes :

1. Soit p € Z. On remarque d’abord que A, N [p,p + 1[€ T pour tout n € N. En effet,

soit n € Net e > 0. Il existe O ouvert et F fermé tel que FC A,, CO et m(O\F) <e.

Pour k € N*, on a donc :

1
k
On a F; fermé, Oy ouvert et (O \ F,) c (O\ F)U]p - %,p[u]p +1- %,p +1[. On
en déduit :

1
FE=Fnipp+1- ]cA,,m[p,p+1[cOk=Om]p—%,p+1[.

1 1
m(Ox \ E) <e+m(lp -+, p[Ulp+1-2.p+1]).
Or la continuité décroissante de m donne que m((]p — %,p[u]p +1- %,p +1[)—0
quand k — +oo (on utilise ici le fait que m([p —1,p + 1]) < +oo car m est finie sur

les compacts). Il existe donc k € N* tel que m(Oy \ Fy) < 2¢, ce qui donne bien que
A,N[pp+1[eT.

2. Comme m(A N [p,p + 1[) < +oo, on peut maintenant utiliser le premier cas avec

AN(p,p+1[=U,en(AN[p,p+1[). Il donne que AN[p,p+1[e T pour tout p € Z.

3. On montre enfin que A € T. Soit € > 0. Pour tout p € Z, il existe un ouvert Op et
un fermé G, tel que G, C AN|[p,p+1[C O, et m(O, \ Gp) < ¢/(2/P1). On prend

63
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O =U,ezOp et F = Upez G- On obtient F ¢ A € O, m(O\ F) < 3e et O est
ouvert. Il reste a montrer que F est fermé.

Soit (x,),eny C F tel que x,, — x (dans R) quand n — +co. On veut montrer que
x € F. Il existe p € Z tel que x €]p — 1,p + 1[. 1l existe donc ny € N tel que
xy €]lp—1,p+ 1] pour tout n > ng. Comme x;, € Jyez, Gy et que G, C [q,9+ 1]
pour tout ¢, on a donc x,, € G, UG, pour tout n > 1. Comme G, U G, est
fermé, on en déduit que x € G, UG,,_; C F et donc que F est fermé.

Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que T est une tribu.
Comme cela a déja été dit, on en déduit que T = B(R).

On a donc bien montré que pour tout A € B(RR) et pour tout & > 0, il existe O ouvert et
F fermé vérifiant FC A Cc O et m(O\F) <e.
On montre maintenant que m(A) = inf{m(O), O ouvert contenant A} pour tout A €
B(R). Soit A € B(R). On remarque d’abord que la monotonie d’une mesure donne
m(A) < inf{m(O), O ouvert contenant A}.
Puis, I’inégalité inverse est immédiate si 71(A) = +oo. Enfin, si m(A) < +oo, pour tout
€ > 0 il existe O ouvert et F fermé vérifiant F C A c O et m(O \ F) < &. On a donc
O\ A c O\F et donc (par monotonie de 1)
m(O\ A)<eetm(O) =m(A)+m(O\A)<m(A)+e.
On a donc trouvé un ouvert O contenant A tel que m(O) — e < m(A). On en déduit
que inf{m(O), O ouvert contenant A} < m(A) et finalement que m(A) = inf{m(O), O
ouvert contenant A}.
De mani¢re semblable, on montre aussi que m(A) = sup{m(K),K compact, K C
A} pour tout A € B(R). En effet, soit A € B(R). Ici aussi, on commence par remarquer
que la monotonie d’une mesure donne
m(A) > sup{m(K), K compact, K C A}.
On montre maintenant 1’inégalité inverse. Soit € > 0. Il existe F fermé tel que F C A et
m(A\ F) <e. Sim(A) = +00, on en déduit que m(F) = +oco et donc que m(K,,) T +o0
quand n — +oco (par continuité croissante de m) avec K,, = FN [-n,n]. Comme K,,
est compact pour tout n € N, on a donc
sup{m(K), K compact inclus dans A} = +co = m(A).
Si m(A) < +00, on a m(A) > m(F) > m(A) — € et donc, pour n assez grand (toujours
par continuité croissante de 1),
m(K,,) > m(F) —e>m(A)—2e avec K, =FN[-n,n].
Comme K,, est compact pour tout n € N et que € est arbitraire, on en déduit que
sup{m(K), K compact inclus dans A} > m(A) et donc, finalement,

m(A) = sup{m(K), K compact, K C A}.

Pour démontrer la partie “unicité” du théoréme 2.35 avec le théoreme 2.43 on a aussi
besoin du petit lemme suivant (différent du lemme 2.11 car dans le lemme 2.44 on
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demande que les intervalles ouverts soient disjoints et on ne demande plus qu’ils
soient bornés).

Lemme 2.44 (Ouverts de R) Soit O un ouvert de R, alors O est une union au plus
dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux, c’est-a-dire qu’il existe
(L) ney tel que ] CN, 1, est un intervalle ouvert de R pour tout n, 1, N1, =0 sin=m

et O = UnE] In.

DEMONSTRATION — Pour x € O on pose
O, ={y € O;I(x,y) Cc O}, avec I(x,y) = {tx+ (1 - t)y,t € [0, 1]}

(on a donc I(x,y) = [x,y] ou [y, x]). On remarque que O = | J,o Oy et que O, est,
pour tout x € O, un intervalle ouvert (c’est I'intervalle ]inf Oy, sup O,[, avec inf O,
sup O, € R). Il est aussi facile de voir que, pour tous x, y € O, O, N O, # 0 implique
que O, = O,,. On peut trouver A C O tel que O = Uxea Oy et 0,NO, = Osix,yeA,
x #y. Comme O, = 0 pour tout x € A, on peut donc construire une application de A
dans Q en choisissant pour chaque x € A un rationnel de O, (ce qui est possible car
tout ouvert non vide de R contient un rationnel). Cette application est injective car

O0,NO,=0six,yeAx+y.

L’ensemble A est donc au plus dénombrable, ce qui termine la démonstration du
lemme. ]

Remarque 2.45 Dans la démonstration du lemme 2.44, O, est la composante connexe
de x. Le lemme 2.44 consiste donc a remarquer qu’un ouvert est réunion de ses
composantes connexes, que celles ci sont disjointes deux a deux et sont des ouverts
connexes et donc des intervalles ouverts (car un connexe dans R est nécessairement
un intervalle).

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “UNICITE” DU THEOREME 2.35

On a construit une mesure, notée A, sur B(R) telle que A(]a, b[) = b — a pour tout 4,
b € R, a < b. Supposons que # soit aussi une mesure sur B(R) telle que m(]a, b[) = b—a
pour tout a, b € R, a < b. On veut montrer que A = m (sur tout B(R)). Nous le montrons
ici avec deux méthodes différentes, utilisant le théoreme 2.43 ou la proposition 2.31.

Premiere méthode, avec le théoreme 2.43 sur la régularité d’une mesure finie sur
les compacts. En utilisant le fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints deux a deux (lemme 2.44) et les propriétés de o-additivité de A et de
m, on montre que A(O) = m(O) pour tout ouvert O de R. Puis, en utilisant la derniére
assertion du théoreme de régularité (qui s’applique pour m et pour A, car m et A sont
des mesures sur B(R), finies sur les compacts), on obtient A(A) = m(A) pour tout
A e B(R),ie.m= A

Deuxiéme méthode, avec la proposition 2.31. On utilise la proposition 2.31 avec (E,
T) = (R, B(R)) et C ={]a,b], a,b € R, a < b}. On sait que C engendre B(R), et il est
clair que C est stable par intersection finie. On prend maintenant F, = ]n,n+ 1] pour n
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€ Z. La famille (F,),cz est donc une famille dénombrable d’éléments de C, disjoints
deux a deux et telle que R = |J,,cz F,. Pour a, b € R, a < b, on a, par continuité
décroissante de m,

mla,b)) = lim m(jab+ )

1
= lim (b—a+-)
p

p—>+oo
=b-a
= A(]a, b))
On a donc m = A sur C (et m(F,) < +oco pour tout n € Z). On peut donc appliquer la
proposition 2.31. Elle donne A = m sur B(R). |

Remarque 2.46 Nous avons vu que la mesure de Lebesgue, notée A, est réguliére.
Ceci ne donne pas, pour A € 5(R), I’égalité de 1a mesure de A avec la mesure de son
intérieur ou de son adhérence. Il suffit, pour s’en convaincre, de prendre, par exemple,
A =Q. On aalors A(A) = 0 (voir la remarque 2.49) et A(A) = +oo.

Remarque 2.47 Nous avons donc, dans cette section, construit une application, notée
A*, de P(R) dans R, . Cette application n’est pas une mesure mais nous avons montré
que la restriction de A* a la tribu de Lebesgue, notée £, est une mesure. Puis, nous
avons démontré que B(R) C £ et obtenu ainsi, en prenant la restriction de A* a B(R)
la mesure que nous cherchions. On peut se demander toutefois quelle est la différence
entre £ et B(R). Du point de vue des cardinaux, cette différence est considérable
car card(L) = card(P(R)) alors que card(B(R)) = card(R) mais du point de vue de
I’intégration, la différence est dérisoire, comme nous pourrons le voir avec I’exercice
4.19 (plus complet que 1’exercice 2.33) car I’espace mesuré (R, £, Xrﬁ) est simplement

le complété de (R, B(R), XFB(]R))'

On donne maintenant une propriété, spécifique a la mesure de Lebesgue, qui est a la
base de toutes les formules de changement de variable pour 1’intégrale de Lebesgue.

Proposition 2.48 (Invariance par translation “généralisée”) Soit a € R* et p € R.
Pour A € P(R), on note aA +p ={ax+p, x € A}. On a alors :

1. A € B(R) implique oA + p € B(R),

2. MaA+B) =|a|MA) pour tout A € B(R).

Pour oo = 1, cette propriété s’appelle “invariance par translation de \”.
DEMONSTRATION — Pour la premiére partie de la proposition, on pose T = {A €

B(R); aA + p € B(R)}. On montre facilement que T est une tribu contenant les inter-
valles ouverts, on en déduit que T = B(R).
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Pour la deuxieéme partie, on pose, pour tout A € B(R), m(A) = MaA +p) et my(A) =
|a|A(A). I est facile de voir que m; et m, sont des mesures sur B(R), finies sur les
bornés, et qu’elles sont égales sur I’ensemble des intervalles ouverts. On raisonne alors

comme dans la démonstration de la partie “unicité” du théoreme 2.35, en utilisant le

théoreme 2.43 ou la proposition 2.31. Par exemple, en utilisant le lemme 2.44 et les
propriétés de o-additivité de m1; et de m,, on montre que #1;(O) = m,(O) pour tout
ouvert O de R. Puis, en utilisant la derniere assertion du théoreme de régularité (qui
s’applique pour m1; et pour #1,), on obtient m1; (A) = m,(A) pour tout A € B(R). On a
donc AMaA + ) = |a|A(A) pour tout A € B(R). (]

Remarque 2.49 La mesure de Lebesgue est diffuse (c’est-a-dire que A({x}) = 0 pour
tout x € R). Dong, si D est une partie dénombrable de R, on a A(D) = 0. Ainsi,

AN) = M(Z) = M(Q) = 0.

La réciproque est fausse. On construit par exemple un ensemble (dit “ensemble de
Cantor”, K, qui est une partie compacte non dénombrable de [0,1], vérifiant A(K) = 0,
voir exercice 2.32).

Définition 2.50 (Mesure de Lebesgue sur un borélien de R) Soit I un intervalle de
R (ou, plus généralement, 1 € B(R)) et T = {B € B(R); B C I} (on peut montrer que
T = B(1), out I est muni de la topologie induite par celle de R, voir I’exercice 2.3 page
75). 1l est facile de voir que T est une tribu sur 1 et que la restriction de )\ (définie
dans le théoreme 2.35) a T est une mesure sur T, donc sur les boréliens de 1 (voir
U’exercice 2.17 page 90). On note toujours par \ cette mesure.

2.6 Indépendance et probabilité conditionnelle

2.6.1 Probabilité conditionnelle

Commengons par expliquer la notion de probabilité conditionnelle sur I’exemple du
lancer de dé. On se place dans le modele équiprobable : soient E = {1,2,3,4,5, 6},
T = P(E) et p la probabilité définie par p({x}) = %, Vx € E. La probabilité de I’événe-
ment A “obtenir 6” est %. Supposons maintenant que 1’on veuille évaluer la chance
d’obtenir un 6, alors que 1’on sait déja que le résultat est pair (événement B = {2, 4, 6}).
Intuitivement, on a envie de dire que la “chance” d’obtenir un 6 est alors ﬁ = %
Définition 2.51 (Probabilité conditionnelle) Soient (E, T, p) un espace probabilisé
et A,LBeT.

Si p(B) # 0 la probabilité conditionnelle de A par rapport a B (on dit aussi probabilité

de A par rapport a B), notée p(A|B), est définie par p(A|B) = %.



68 CHAPITRE 2. TRIBUS ET MESURES

Si p(B) =0 la probabilité conditionnelle de A par rapport a B, notée p(A|B), n’est
pas définie. C’est un nombre arbitraire entre 0 et 1.

De cette définition on déduit la formule de Bayes : soient (E, T, p) un espace probabi-
lisé et A,Be T, alors :
p(B)p(A[B) = p(ANB) (2.16)

Remarque 2.52 Soient (E, T, p) un espace probabilisé et A un événement tel que
p(A) = 0. Alors I"application pa : T — [0, 1] définie par :

p(ANB)

,VBeT
p(A)

pa(B) =p(B|A) =
est une probabilité sur T. On dit que “la masse de p est concentrée en A” : on a en
effet : po(B) = 0, pour tout Be T tel que ANB =0. On a aussi ps(A) = 1.

Remarque 2.53 Voici un corollaire immédiat de la relation 2.16. Soit (E, T, p) est un
espace probabilisé et (C,,),cn C T une partition de E telle que p(C,,) # 0. On a alors,
pour tout A € T,

p(A)=) p(C)P(AIC,).

neN
2.6.2 [Evénements indépendants, tribus indépendantes

Définition 2.54 (Indépendance de deux événements) Soient (E, T, p) un espace
probabilisé. On dit que deux événements A et B sont indépendants si p(A)p(B) =
p(ANB).

Remarque 2.55 Lors de la modélisation d’un phénomene aléatoire, il y a des évé-
nements qui semblent a priori indépendants, c’est-a-dire que la réalisation de I’un
semble n’avoir aucune influence sur la réalisation de I’autre. On choisira alors, pour
le modele probabiliste, une probabilité qui respecte cette indépendance. Attention
toutefois, pour une probabilité p donnée, deux événements peuvent étre indépendants
alors qu’ils ne paraissent pas intuitivement indépendants, voir a ce sujet I’exercice
9.15 page 589 sur les variables aléatoires indépendantes.

Exemple 2.56 Prenons comme exemple le lancer simultané de deux dés : a priori,
il parait raisonnable de supposer que les résultats obtenus pour chacun des deux dés
n’influent pas I’un sur I’autre, et on va donc chercher une probabilité qui respecte cette
indépendance. L’univers des possibles est ici

E={(ij),1<i<6,1<j<6}.
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Les résultats de chaque lancer simultané des deux dés étant équiprobables, on a donc
envie de définir, pour A € P(E), p(A) = %. Voyons maintenant si deux événements
a priori indépendants sont indépendants pour cette probabilité. Considérons par
exemple I’événement A : “obtenir un double 6”; on peut écrire : A = BN C, ot B est
I’événement “obtenir un 6 sur le premier dé” et C I’événement “obtenir un 6 sur le
deuxiéme dé”. On doit donc vérifier que : p(A) = p(B)p(C). Or B={(6,j),1 <j < 6}
et C={(4,6),1 <i<6}.Onadonc p(B)=p(C) = %, eton a bien p(A) = p(B)p(C)(=
1

36)-

On généralise la notion d’indépendance de deux événements en introduisant la notion
d’indépendance de tribus.

Définition 2.57 (Indépendance des tribus) Soit (E, T, p) un espace probabilisé et
(Tk)kene une suite de tribus incluses dans T.

1. Soit N > 1. On dit que les N tribus Ty, k = 1, ..., N, sont indépendantes (on dit
aussi que la suite Ty, ..., Ty est indépendante) si pour toute famille (A4, ..., Ax)
d’événements tels que Ay € Ty pourk=1,...,Nona: p(ﬂkN:1 Ay) =p(A1)p(Ay)

2. On dit que la suite (Ty)ren est indépendante (ou que les tribus Ty,...,T,,... sont
indépendantes) si pour tout N > 1, les N tribus Ty, k = 1,...,N, sont indépendantes.

On peut facilement remarquer que si A et B sont deux événements d’un espace probabi-
lisé (E, T, p), ils sont indépendants (au sens de la définition 2.54) si et seulement si les
tribus T4 = {0, E, A, A} et Tg = {0, E, B, B} sont indépendantes (voir I’exercice 3.19).
Par contre, si A, B et C sont trois événements d’un espace probabilisé (E, T, p), le
fait que p(ANBNC) = p(A)p(B)p(C) n’implique pas que les tribus Ta, Tg et T
sont indépendantes (il suffit, par exemple, de considérer le casou C =0 et A =B
avec p(A) €]0, 1[). La bonne notion d’indépendance est la notion d’indépendance de
tribus et c’est par elle qu’on définit I’indépendance de plusieurs événements (définition
2.58).

Définition 2.58 (Evénements indépendants) Soient (E, T, p) un espace probabi-
lisé et (Ag)k=1,..,
indépendants si les N tribus engendrées par les événements Ay, k =1...,N (c’est-a-
dire les N tribus définies par Ty = {Ag, A}, E, 0} pour k = 1...,N) sont indépendantes.

.....

Sous les hypotheses de la définition précédente, on peut remarquer que les événements
Aq,..., AN sont indépendants, c’est-a-dire que les tribus engendrées par Ag,..., Ay
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sont indépendantes) si et seulement si

P(ﬂA,-) = ]_[P(Al-) pour tout I C {1,..., N},
i€l iel
voir I’exercice 3.19. Nous terminons ce paragraphe par une proposition sur les tribus
indépendantes :

Proposition 2.59 Soit (E, T, p) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et (Ty)ke(o,..N) une suite indépendante de tribus incluses dans T. La
tribu Ty est alors indépendante de la tribu engendrée par les tribus Ty,...,TN.

2. (Généralisation) Soit N > 1, q > 1, ng,...,n, tel que ny = 0, n; < n;yy (pour
i=0,...,g=1), ng =N et (Tg)kejo,..N) une suite indépendante de tribus incluses
dans T. Pour i = 1,...,q, on note T; la tribu engendrée par les tribus T, pour
n="mn;_q,...,n; Alors, les tribus ty,..., T, sont indépendantes.

DEMONSTRATION — On montre tout d’abord le premier item de la proposition. On
note S la tribu engendrée par les tribus Tj,..., Tyy. Comme S est la plus petite tribu
contenant les tribus T (k = 1,...,N), elle est incluse dans T. On veut montrer que
T, et S sont indépendantes, c’est-a-dire que p(A N B) = p(A)p(B) pour tout A € T et
tout B € S. Pour le montrer, on va utiliser la proposition 2.31 (donnant I’unicité d’une
mesure). Soit A € Ty, on définit les mesures m et p sur T en posant :

m(B) = p(ANB), w(B) = p(A)p(B), pour Be T,
et on pose :

N
C= {ﬂAk, Ay €Ty pourk =1,...,NJ.
k=1

PourBeC,onaB = ﬂkN:1 Apavec Ay € T, aveck =1,..., N. On a donc, en utilisant
I’indépendance des tribus Ty, Ty, ..., Ty,

m(B) = p(ANB) = p(A)p(A1)p(Az)... p(An) = p(A)p(B) = u(B).
On a donc m = p sur C. Comme C est stable par intersection et que E € C, la proposi-
tion 2.31 nous donne m = p sur la tribu engendrée par C. Comme cette tribu contient
toutes les tribus Ty (k = 1, ..., N), elle contient aussi S (en fait, elle est égale a S). On
a donc bien montré que p(A N B) = p(A)p(B) pour tout B € S et pour tout A € Tj.

Pour montrer le deuxieme item (qui est une généralisation du premier), il suffit de faire
une récurrence finie de g étapes et d’utiliser la technique précédente. Par exemple,
pour g = 2 la technique précédente donne :

n

P((()A) N Ba) = p([ ) Alp(Ba),
k=0 k=0

pour Ay € Ty, k = 0,...,ny et By € 1y. Puis en reprenant la technique précédente,
on montre p(B; N B,) = p(B1)p(B,) pour By € 1; et B, € 15, ce qui donne bien
I’indépendance de T et T,. ]
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2.6.3 Probabilités sur les boréliens de R

Une probabilité est définie sur un espace probabilisable. Trés souvent, on ne connait
du probléme aléatoire que I’on cherche a modéliser ni I’ensemble E (“univers des
possibles”) ni la tribu T (ensemble des événements) ni la probabilité p. Par contre,
on connait une “image” de la probabilité p par une application (dite mesurable, voir
chapitre suivant) X de E dans R. On travaille alors avec I’espace beaucoup plus
sympathique (car mieux défini...) (R, B(R), px), ou px est une probabilité sur B(R),
que les probabilistes appellent “loi de probabilité” (elle dépend de p et de I’application
X).

Nous donnons maintenant quelques notions propres aux lois de probabilités (ou
probabilités définies sur les boréliens de R), ainsi que quelques exemples concrets
utilisés dans la représentation de phénomenes aléatoires.

Théoreme 2.60 (Fonction de répartition) Soit p une probabilité sur les boréliens
de R. On appelle fonction de répartition de la probabilité p la fonction E, définie de
R dans [0,1] par : F(t) = p(] — oo, t]).

La fonction F est croissante et continue a droite. De plus, on a lim;_,_ F(t) = 0 et
lim;_, . F(t) = 1.

DEMONSTRATION — La croissance de F est une conséquence de la monotonie de
p (proposition 2.27). En effet, soita,b € R, a < b. On a | — 00,a] C] — o0, b] et donc,
par monotonie de p, F(a) = p(] — 00,4]) < p(] — o0, b]) = F(b), ce qui montre bien la
croissance de F.

Pour montrer que F est continue a droite, on utilise la continuité décroissante de p
(proposition 2.27). Soit a € R et (a,,),en C R telle que a,, | a (¢’est-a-dire a,,,.; < a,
pour tout nn € N et lim,,_, ., 4, = a). On remarque que

J=co,a] = (1= 00,y 1= 0, a.1] €]~ 00,4, ] et p(]  0,a,]) < +o0
neN
pour tout 1 € N. La continuité décroissante de p donne alors

F(a,) = p(] - o0, a,]) = p(] — o, a]) = F(a) lorsque 1 — +oo.
Ceci montre la continuité a droite de F.

Pour montrer que lim,_,, ., F(a) = 1, on utilise la continuité croissante de p. Soit
(an)nen C R telle que a,, T +oo (c’est-a-dire 4,1 > 4, pour tout n € N et a,, — +00).
On pose A, =] —o0,a,]. On a A, C A, pour tout n€ N et J,,cyA,; = R. Par
continuité croissante de p (Proposition 2.27), on a donc
F(a,) = p(A,) — p(R) =1 lorsque n — +oo.

Ceci prouve que lim,_,,, F(a) = 1.

Pour montrer que lim,_,_., F(a) = 0, on utilise la continuité décroissante de p. Soit
(an)neny C R telle que a,, | —oo (¢’est-a-dire a,,.1 < a,, pour tout n € Netlim,,_,,, a,
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= —00). On pose B, = |- 00,4,]. Ona B,,,; C B, pour tout n € N, p(B,,) < +0co pour
tout n € Net [,y B, = 0. Par continuité décroissante de p (Proposition 2.27), on a
donc

F(a,) = p(B,) — p(0) lorsque # — +c0.

Ceci prouve que lim,_,_,, F(a) = 0. |

Le théoreme 2.60 a une réciproque que nous énoncons dans le théoreme 2.61.

Théoreme 2.61 (Fonction de répartition et probabilité) Soir F une fonction de R
dans R, croissante, continue a droite et telle que

tlim ,E(t)=0et tlim F(t)=1.

——00 —+00

Alors, il existe une unique probabilité p sur B(R) telle que F soit la fonction de
répartition de p.

La démonstration du théoréme 2.61 n’est pas faite ici car ce théoreme est essentielle-
ment contenu dans le théoréme 2.62 que nous donnons maintenant.

Théoreme 2.62 (Lebesgue-Stieltjes)

1. Soit m une mesure sur B(R), finie sur les compacts (on dit “localement finie” ).
Soit a € R, on définit la fonction F de R dans R par : F(t) = m(la,t]) si t > a et
F(t) = —m(]t,a]) si t < a. Alors, la fonction F est continue a droite et croissante.

2. Réciproquement, soit F une fonction de R dans R, croissante et continue a droite.
Alors,il existe une unique mesure m sur B(R) telle que pour tout a,b € R avec a < b,
on ait m(]a, b)) = F(b)—F(a). Cette mesure s’appelle la mesure de Lebesgue-Stieltjes
associée a F.

DEMONSTRATION — La démonstration du premier item est essentiellement la méme
que celle du théoreme 2.60. Elle n’est pas détaillée ici.

Pour démontrer le deuxiéme item, on introduit /, application définie de 1’ensemble
des intervalles de R de la forme |a, b] dans R (a < b) par : I(]a, b]) = F(b) — F(a). La
démonstration du fait qu’il existe un prolongement unique de cette application en une
mesure sur B(R) est trés voisine a celle du théoreme de Carathéodory (théoréme 2.35).
Elle n’est pas détaillée ici. |

Donnons, pour clore ce chapitre, quelques exemples de lois de probabilités, c’est-a-
dire de probabilités sur les boréliens de R, et leurs fonctions de répartition associées.
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Définition 2.63 (Loi de probabilité discrete) Soit p une loi de probabilité. On dit
que p est discréte si elle est purement atomique. L’ensemble de ses atomes A est
nécessairement dénombrable (voir I’exercice 2.23). La probabilité p s’écrit alors

p=) plia)s,

acA

ou O, désigne la mesure de Dirac en a., définie par (2.2) La fonction de répartition de
la probabilité p est définie par :

F)= ) plia).

acA,a<t

Exemple 2.64 (Exemples de lois discretes) Donnons quelques exemples de probabi-
lités discretes, p, sur B(R) et de A I’ensemble (dénombrable) de leurs atomes.

1

N

— La loi binomiale : N e N*, A= {1,...,N}, P €]0,1[, p({k}) = Ck P*(1 - P)N-*
— Laloi de Pascal : A=N*, P €]0,1[, p({k}) = P(1 - P)k!

— La loi uniforme discréte : N e N, A={ay,...,an}, p({a;}) =

By
k!

Définition 2.65 (Loi continue) Soit p une probabilité sur les boréliens de R . On dit
que p est continue si sa fonction de répartition est continue.

— La loi de Poisson a paramétre A : A=N, A> 0, p({k}) =e

Exemple 2.66 (Exemple de loi continue) La plupart des exemples de probabilités
continues provient de ce qu’on appelle les mesures de densité par rapport a la mesure
de Lebesgue, pour lesquelles on a besoin de la notion d’intégrale de Lebesgue qu’on
n’a pas encore introduite. On peut toutefois déja citer I’exemple de la loi uniforme sur
un intervalle [a,b] de R : Soient —co < a < b < +o0; pour A € B(R), on pose

e X(Abm_[;z,b]).

On vérifie facilement que p est une probabilité appelée probabilité uniforme sur [a, b].

2.7 Exercices

2.7.1 Tribus

Exercice 2.1 (Caractérisation d’une tribu) Soit E un ensemble.
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1. Soit T une partie de P(E) stable par union dénombrable, stable par passage au
complémentaire et telle que @ € T. Montrer que T est une tribu, c’est-a-dire qu’elle
vérifie aussi E € T et qu’elle est stable par intersection dénombrable.

Corrigé — Onabien E€T car E = 0° et T stable par passage au complémentaire.
1l reste a montrer que T est stable par intersection dénombrable. Soit (A,) C T,
ona (NyenAn)’ =U,en A% €T (car T est stable par passage au complémentaire
et par union dénombrable) et donc (\,cy A, € T (car T est stable par passage au
complémentaire).

2. L’ensemble des parties finies de E est-il une tribu ?

Corrigé — Si E est fini, [’ensemble des parties finies de E est une tribu, c’est la tribu
P(E).

Si E est infini, I’ensemble des parties finies de E n’est pas une tribu. Il suffit par
exemple de remarquer que E n’est pas une partie finie (et une tribu sur E contient
toujours E comme élément).

Exercice 2.2 (Tribu engendrée) Soit E un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

Corrigé — Soit (T;);e1 une famille de tribus sur 1 (1 est un ensemble quelconque).
Onpose T={A CE; A€eT, pourtoutiecl} (T estbien l’intersection des tribus T;,
i €1). On montre que T est une tribu :

(a) Ona®eT car® e T; pourtout i €1.

(b) On remarque que T est stable par passage au complémentaire car, si ACT, ona
A € T; pour tout i €1, et donc A€ € T; pour tout i € I (car T; est stable par passage
au complémentaire), donc A € T.

(c) On remarque enfin que T est stable par union dénombrable car, si (A,)ueny C T,
ona A, €T; pour tout i € 1 et tout n € N donc | J ;e Ay € Ti pour tout i € 1 et tout
n € N (car T; est stable par union dénombrable), donc | ), Ay, € T.

D’aprés Uexercice 2.1, on en déduit que T est une tribu.

2. Soit A C P(E). On note T4 I’intersection de toutes les tribus sur E contenant A
(une partie de E appartient donc a T 4 si et seulement si elle appartient a toutes les
tribus contenant A, on remarquera qu’il y a toujours au moins une tribu contenant
A, c’est la tribu P(E)). Montrer que T 4 est la plus petite des tribus contenant .A
(c’est la tribu engendrée par .A).

Corrigé — D’apres la question précédente, T 4 est bien une tribu. La définition de
T4 donne que toute tribu contenant A doit contenir T 4. T 4 est donc la plus petite
tribu contenant A.
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3. Soient A et B C P(E) et T4, Ty les tribus engendrées par A et 5. Montrer que si
AcBalors T4 C Tg.

Corrigé — Tg est une tribu contenant 3, donc contenant A. Donc T4 C Tg.
Exercice 2.3 (Exemples de tribus)

1. Tribu trace

(a) Soit 7 une tribu sur un ensemble E et F C E. Montrer que 7p = {ANF, Ae T}
est une tribu sur F (tribu trace de 7 sur F).

Corrigé —

i.0eTpcar@=0NFet@eT.
ii. Soit A € Tg. Il existe B€ T tel que A=BNF. Onadonc F\A =(E\B)NFeT¢
car E\ B € 7. T3 est donc stable par passage au complémentaire.

iii. Soit (A,,)nen C Tg. Pour tout n € N, il existe B, € T tel que A, =B, NF. Ona

donc
UAn:(UBaneTF

neN neN

car U, ey By € T. Ty est donc stable par union dénombrable.

Ceci est suffisant pour dire que Ty est une tribu sur F.

(b) Si E est un espace topologique et 7 = B(E) (B(E) est la tribu borélienne de E),
montrer que la tribu trace sur F, notée 7%, est la tribu engendrée par la topologie
trace sur F (tribu borélienne de F, notée B(F)). [Montrer que B(F) C 7¢. Pour
montrer que 7z C B(F), considérer C = {A € P(E); ANF € B(F)} et montrer que
C est une tribu (sur E) contenant les ouverts de E.] Si F est un borélien de E,
montrer que 7 est égale a I’ensemble des boréliens de E contenus dans F.

Corrigé — On note Og I’ensemble des ouverts de F, et Og ’ensemble des ouverts
de E. Par définition de la topologie trace, Or = {ONF, O € Og}.

Comme Og C B(E), on a Op C Tz = {BNF, B € B(E)} (Noter que Tz = B(E)g,
avec les notations de la question précédente). On en déduit que B(F) C Tg car T
est une tribu sur F contenant O qui engendre B(F).

On montre maintenant que Tz C B(F). On pose C = {A € P(E); ANF € B(F)}.
0 eC car DNF =0 € B(F). C est stable par passage au complémentaire car, si
AeC ona(ENA)NF=F\A=F\(ANF) e B(F), donc (E\ A) € C. Enfin,
pour montrer que C est stable par union dénombrable, soit (A,),eny C C, on a
(UnenAn) NF =U,en(A, NE) € B(F), ce qui donne | J,,cn A, € C et la stabilité
de C par union dénombrable. C est donc une tribu. Il est clair que Og C C car
si O € Op, ona ONF € Op C B(F). La tribu C contient Og, ce qui prouve
que C contient B(E) et donc que ANF € B(F) pour tout A € B(E). Ceci donne
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exactement Tp C B(F). On a bien montré finalement que Tz = B(F) (on rappelle
que Tr = B(E)g, avec les notations de la question précédente).

On suppose maintenant que F est un borélien de E, ¢’est-a-dire que F € B(E). Ona
alors Tz C B(E) (car ANF € B(E) si A € B(E)). Puis, soit A CF tel que A € B(E),
on peut écrire A = ANF, donc A € Tz. On a bien montré que Tz = {A C F;
A€ B(E)L.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{x}, x € E}. Déterminer la tribu engendrée par S
(distinguer les cas E dénombrable et non dénombrable).

Corrigé — On note T(S) la tribu engendrée par S.

On suppose que E est au plus dénombrable (c’est-a-dire dire fini ou dénombrable).
D’apres la stabilité de T(S) par union dénombrable, la tribu T(S) doit contenir
toutes les parties au plus dénombrables. Comme toutes les parties de E sont au plus
dénombrables, on en déduit T(S) = P(E).

On suppose maintenant que E est infini non dénombrable. On note A [’ensemble
des parties de E au plus dénombrables et B = {A¢, A € A}. D’aprés la stabilité de
T(S) par union dénombrable, la tribu T(S) doit contenir A. Par stabilité de T(S) par
passage au complémentaire, T(S) doit aussi contenir B.

On va montrer maintenant que AU B est une tribu (on en déduit que T(S) = AU B).
Ona®e AcC AUB etil est clair que AU B est stable par passage au complémentaire
(car A € A implique A € B et A € B implique A° € A). Enfin, si (A,,),eny C AU B,
on distingue 2 cas :

ler cas. Si A, € A pour tout n € N, on a alors | J,,ex Ay € ACAUB.

2éme cas. Si il existe n € N tel que A,, € B on a alors AS, € A, donc AS, est au plus
dénombrable et (UpeN Ap) = ﬂpeN AIC, C A, est aussi au plus dénombrable,ce qui
donne (UpenAp) € Aet UyenAp € BCAUB.

On a bien montré que | ), Ay € AU B, ce qui prouve la stabilité par union dénom-
brable de AU B. Finalement, AU B est donc une tribu contenant S et contenu dans
T(S), ceci donne T(S) = AUB.

Exercice 2.4 (Tribus images) Soient E et F des ensembles. Pour .A C P(E) (resp.
P(F)) on note T(.A) la tribu de E (resp. F) engendrée par A.

Soit f une application de E dans F.
On note f~! I’application de P(F) dans P(E) définie par, pour B € P(F),

fYB)={xeEtq. f(x)€B}.

1. Soit S une tribu sur F. On pose Ty g = {f~1(B); B € S}. Montrer que Tr s est une
tribu sur E (c’est la tribu image réciproque de S par f).
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Corrigé —  On démontre que Ty g est une tribu sur E en remarquant que f 1) =0,
E\ f~1(A) = f1(F\ A) (pour tout A C F) et que

V(Aen € PE), £ A = £ A,

neN neN

2. Soit T une tribu sur E. On pose S¢ 1t = {BCF; f~1(B) € T}. Montrer que Sf 1 est
une tribu sur F (c’est la tribu image directe de T par f).

Corrigé —  Ici aussi, on montre que Syt est une tribu sur F en remarquant que
1@ =0, f/HF\A)=E\ fY(A) (pour tout A C F) et que,

V(Annen € PE), £ JAn = £ A,
neN neN
Si B CE, on pose By = {f(x); x € B}. Noter que, en général, {Bs, B € T} n’est pas
une tribu sur F (par exemple, si f est non surjective, F € {Bs, B € T}).

3. Soit C un ensemble de parties de F. On pose Cy = {fY(B); BeC}etS=T(C).
Montrer que T(Cy) est la tribu image réciproque de S par f, c’est-a-dire que
T(Cy) = Tf,s avec la notation de la premiere question.

[On pourra montrer d’abord que T(Cy)) C Ty s. Puis, pour montrer que Ty s C
T(Cy), montrer que la tribu image de T(Cy) par f contient C.]

Corrigé — Ty 5 est une tribu sur E (d’apres la premiére question) contenant Cyg
(car S =T(C) D C), elle contient donc T(Cy). Ceci donne Tgs D T(Cy).

On montre maintenant I’inclusion inverse, c’est-a-dire T s C T(Cy). Comme dans la
deuxieme question, on note Sf,T(Cf) la tribu image de T(Cy) par f.

On remarque que Sf,T(Cf) >C(car f1(B) e T(Cy) pour tout B € C). On en déduit
que Sf,T(Cf) contient T(C), c’est-a-dire que f~'(B) € T(Cy) pour tout B € T(C).
Comme T(C) =S, ceci signifie exactement que Tr s C T(Cy).

Les deux inclusions nous donnent bien Tr g = T(Cy).

Exercice 2.5 (1t-systeme, A-systeme) Soit () un ensemble et F C P(Q).

1. Montrer que F est une tribu si et seulement si F est un T-systeme (c’est-a-dire
stable par intersection finie) et un A-systéme (c’est-a-dire que F est stable par union
dénombrable croissante, Q€ F et A\Be F si A,Be F avec BC A).

Corrigé — Si F est une tribu, il est immédiat que F est un T-systéme et un \-
systeme. La question consiste a démontrer la réciproque.

On suppose donc F est un T-systéme et un A-systeme. Pour montrer que F est une
tribu, il suffit de démontrer que F posseéde les trois propriétés suivantes :

(pl) Qe F,

(p2) F est stable par passage au complémentaire,
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(p3) F est stable par union dénombrable.
La propriété (pl) est immédiate car elle est dans la définition de A-systéme.
La propriété (p2) est aussi assez simple. En effet, soit A € F, Comme () € F et
A c Q, la troisiéme propriété des A-systémes donne A° = Q) \ A € F. Ceci prouve
bien (p2).
On prouve maintenant (p3). Soit (A,,)en une suite telle que A, € F pour tout n € N.
On pose A =, en Ay, et on veut montrer que A € F. On commence par remarquer

que A = J,en By, avec
n
B, =(_J A,
p=0

Comme B, C B, pour tout n € N et que F est stable par union dénombrable
croissante, il suffit de montrer que B,, € F (pour tout n € N) pour avoir A € F.
SoitneN, ona B = (U;ZO Ay = Z:O A;. Pour tout p, ona A, € F, on a donc
A;, € F (car F vérifie (p2)) et donc ﬂzzo A}"‘7 € F (car F est un m-systeme). On a
ainsi montré que B, € F. Enfin, comme F vérifie (p2), on a bien B,, € F. On en
déduit que A € F et donc que F vérifie (p3), ce qui termine cette question.

2. On suppose que F est un A-systeme. Soit C € F. On pose G = {B € Q) tel que
CN B e F}. Montrer que G est un A-systéme.

Corrigé — On va montrer que G vérifie les trois propriétés définissant un \-systeme.

(1) On montre la stabilité de G par union dénombrable croissante — Soit (A,),cn
une suite de parties de Q) telle que A, C A, 1 et A, € G pour tout n € N. On veut
montrer que | J,,cx A, € G. Pour cela on remarque que

cnlJan=Jcna,.

neN neN

Pour tout neN, ona A, € G et donc CNA,, € F. Comme (CNA,)C(CNA,)
pour tout n €N et que F est stable par union dénombrable croissante, on a donc
Unen(CNAy) € F, ce qui donne bien que | J,,cn Ay €G.
(2) On montre que Q) € G — Cette propriété de G est due au fait que C € F (et donc
CNnQ=CeF)
(3) On montre que A\Be Gsi A,Be Gavec BC A—-Soit A,BeGavec BCA. On
remarque que CN(A\B) = (CNA)\(CNB). Comme BNC,ANC € F et (BNC) C (ANC),
ona(CNA)\(CNB)eF.Onadonc CN(A\B)eF, cequi donne bien (A\B) € G.

On a ainsi montré que G est un \-systéme.

Exercice 2.6 (Tribu borélienne sur R?) On note T la tribu (sur R?) engendrée par
{AxB; A, B B(R)}. On va montrer ici que T = B(R?).

1. Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’inter-
valles ouverts de R. [S’inspirer d’une démonstration analogue faite pour R au lieu
de R2.] En déduire que B(R?) c T.
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Corrigé — On s’inspire ici de la démonstration du lemme 2.11 (une autre méthode
est donnée a l’exercice 2.7).

Soit O un ouvert de R?. Pour tout x = (x1,x,)" € O, il existe r > 0 tel que |x; —1,x; +
r[x]xy — 7, %5 + ¥[C O. Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver
1 € QN]xy —7,x1[, 21 € QN]xy, x1 + 7, Y2 € QN]xy — 7, x5[ et 2z € QN]xp, x5 + 1[.
On a donc x €]y1,2z1[X]y,,22[C O.

On note alors 1={(y1,21,92,22) € Q*; 1y1,21[x]y2,22[) € O}. Pour tout x € O, il
existe donc (y1, 21, V2, 22) € L tel que x €]yy,21[X]y2, 25[. On en déduit que

0= U 1, 21[x]y2, 22
(¥1,21,92,22)€l
Comme 1 est au plus dénombrable (car Q* est dénombrable), on en déduit que
O € T. On a ainsi montré que T est une tribu contenant tous les ouverts de R2, et

donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R? (c’est-a-dire B(R?)). Donc,
B(R?) cT.

2. Soit A un ouvert de R et T; = {B € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T; est une
tribu (sur R) contenant les ouverts (de R). En déduire que T; = B(R).
Corrigé— — Qe T car AxD=0¢c BR>).
— On montre ici que T est stable par passage au complémentaire.

Soit B € Tj, on a donc B € B(R) et AXB° = Ax (R\B)=(AxR)\ (AxB).
Or, (A xR) est un ouvert de R2 (car A et R sont des ouverts de R), on a
donc (A xR) € B(R?). D’autre part, (A x B) € B(R?) (car B € T;). Donc,
A x B¢ = (AxR)\ (A xB) e B(R?). Ce qui prouve que B¢ € Ty et donc que T,
est stable par passage au complémentaire.

— Enfin, Ty est stable par union dénombrable. En effet, si (B,),en C T1, on a
A X (Upen Br) = Upen A x B, € B(R?) (car A x B, € B(R?) pour tout n € N).
Donc, | J,;en By € Ty

On a donc montré que Ty est une tribu, il reste a montrer que Ty contient les ouverts
de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R?, on
a AxBeB(R?). OnadoncBeT.

T, est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, T; =
B(R).

La conséquence de cette question est donc :

A ouvert de R et B € B(R) = A x B € B(R?). (2.17)

3. Soit B € B(R) et T, = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T, = B(R).

Corrigé — On commence par remarquer que la question précédente donne que T,
contient les ouverts de R. En effet, soit A un ouvert de R, la propriété (2.17) donne
A x B e B(R?), et donc A € T,.

On montre maintenant que T, est une tribu (on en déduira que T, = B(R)).
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(a) e T, car Dx B =0 € B(R?).

(b) On montre ici que T, est stable par passage au complémentaire.
Soit A € T, ona A° € B(R) et A°xB = (R x B)\ (A x B). La propriété (2.17)
donne (R x B) € B(R?) car R est un ouvert de R. D’autre part, (A x B) € B(R?)
(car A € T,). Donc, A° x B € B(R?). Ce qui prouve que A° € T, et donc que T, est
stable par passage au complémentaire.

(c) Enfin, T, est stable par union dénombrable. En effet, si (A,),eny C To, on a
(Upen An) X B = U, en(Ay x B) € B(R?) (car A,, x B € B(R?) pour tout n € N).
Donc, ey Ay € T

T, est donc une tribu (sur R) contenant les ouverts de R, ce qui prouve que T, D B(R)
et donc, finalement, T, = B(R).

4. Montrer que T c B(R?) (et donc que T = B(R?)).

Corrigé — La question précédente donne :
A,Be B(R) = A xB e B(R?).

On a donc {A xB; A, B € B(R)} € B(R?). On en déduit T  B(R?). Avec la question
1, on a finalement T = B(R?).

Exercice 2.7 (Tribu borélienne sur RN) 1. Montrer que la tribu borélienne de RN
est égale a celle engendrée par 1’ensemble de toutes les boules ouvertes de RN, [On
pourra montrer d’abord que tout ouvert de RN est réunion dénombrable de boules
ouvertes de RN ]

Corrigé — Soit T la tribu engendrée par I’ensemble de toutes les boules ouvertes
de RN. Comme les boules ouvertes sont des ouverts, on a T C B(RN).

On montre maintenant I'inclusion inverse, c’est-a-dire B(RN) c T. Soit O un ouvert
de RN. Pour tout x € O, il existe r > 0 tel que B(x,r) € O (ot B(x,r) désigne la
boule ouverte de centre x et rayon r). Comme Q est dense dans R, on peut donc
trouver y € QN et s € Q% = {t € Q; t > 0}, tel que x € B(y,s) C O. On note alors
I={(y,5) € QN xQ*; B(y,5) C O}. Ona alors O = U(y,s)d B(y,s). Comme I est au
plus dénombrable (car QN*1 est dénombrable), on en déduit que O € T et donc que
B(RN) C T (car T est une tribu contenant tous les ouverts).

Le raisonnement précédent montre méme que B(RN) est aussi la tribu engendrée
par l’ensemble des boules ouvertes dont le rayon est rationnel et dont le centre a des
coordonnées rationnelles.

2. Montrer que la tribu borélienne de RN est égale a celle engendrée par 1’ensemble
des produits d’intervalles ouverts a extrémités rationnelles.

Corrigé — On reprend le méme raisonnement que dans la question précédente en
remplacant B(x, 1) par P(x,r) = ]_[f-il]xi —r,x; +r[, avec x = (x1,...,xn)".
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3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles ]a, b] ou
a,beR, a<b.

Corrigé — SoitC ={]a,b], a,b € R, a<b} et T(C) la tribu engendrée par C. Comme
1a,b] = N,50la b+ [, on voit que ]a, b] € B(R) pour tout a,b € R, a < b. Donc, on
aC C B(R) et donc T(C) c B(R).

On montre maintenant 1’inclusion inverse, ¢’est-a-dire B(R) C T(C). Soit I =]a, b|
avec a,b € R, a < b. On peut écrire 1 = UnZHO]a,b - ,1—1], avec ny tel que nl—o <b-a.
On en déduit que 1 € T(C). Puis, comme tout ouvert non vide peut s’écrire comme
réunion dénombrable d’intervalles ouverts a extrémités finies (voir le lemme 2.11

page 44), on obtient que tout ouvert appartient a T(C). Ceci permet de conclure que
B(R) c T(C) et finalement que B(R) = T(C).

4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(RN) est engendrée par la classe
des boules ouvertes telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent a
S. (Un résultat analogue, non demandé ici, est vrai en remplagant “boules ouvertes”
par “boules fermées”.)

Corrigé — Si S est dénombrable, il suffit de reprendre le méme raisonnement que
dans la premiére question en remplacant QN par SN (qui est dense dans RN ) et
Q3 par S, ={s € S; s > 0} (qui est dense dans R’.). On ne détaille pas cette
démonstration.

Si S est non dénombrable, on se raméne au cas S dénombrable de la maniére suivante.
Soit n € N*. Pour tout i € Z, on choisit x; € S t.q. |x; — (i/n)] < (1/n) (I’existence
de x; vient de la densité de S dans R) et on pose S, = {x;, i € Z}. Puis, on pose
S =U,entS;,- L'ensemble S est un sous ensemble de S, il est dense dans R (car Q est
dense dans R) et il est dénombrable (car ¢’est une union dénombrable d’ensembles
dénombrables). La tribu B(RN) est donc engendrée par la classe des boules ouvertes

telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent a S. Elle est donc, a
fortiori, engendrée par la classe des boules ouvertes telles que les coordonnées du
centre et le rayon appartiennent a S.

Exercice 2.8 (Une tribu infinie est non dénombrable) Montrer que toute tribu
infinie T sur un ensemble (infini) E est non dénombrable. [Si T est dénombrable, on
pourra introduire, pour tout élément x € E, I’ensemble A(x) intersection de tous les
éléments de T contenant x. Puis, montrer a I’aide de ces ensembles qu’il existe une
injection de P(N) dans T.]

Exercice 2.9 (Algebre) Soit E un ensemble et A C P(E).

1. Montrer que A est une algebre (cf. définition 2.5) si et seulement si A vérifie les
deux propriétés suivantes :

(aA)Ee A,
(b)AALBe A= A\Be A
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Corrigé — On suppose que A est une algebre. Il est clair que (a) est vérifiée. Pour
montrer (b) il suffit d’utiliser la stabilité par intersection finie et par passage au
complémentaire, cela donne bien que A\B=ANB e Asi A,Be A

On suppose maintenant que A vérifie (a) et (D).
Onaalors)=E\Ec A, et donc 0,E € A.

On remarque ensuite que, grace a (b), A =E\ A € Esi A € A. On a donc la stabilité
de A par passage au complémentaire.

Soit maintenant Ay, A, € A. Ona Aj N A, = Ay \ AS, on en déduit que AjNA, € A
par (b) et la stabilité de A par passage au complémentaire. Une récurrence sur n
donne alors que A est stable par intersection finie.

Enfin, la stabilité de A par union finie découle de la stabilité de A par intersection
finie et par passage au complémentaire car (U;:O Ap)c = 2:0 A;.

On a bien montré que A est une algébre.

2. Soit (A;);er une famille d’algebres (sur E). Montrer que ();;A; = {A € P(E);
A € A, pour tout i € I} est encore une algebre.

Corrigé — On peut montrer que ();c; A; est une algébre en utilisant directement la
définition d’une algébre. On peut aussi le montrer en utilisant la premiere question,
ce que nous faisons ici. On montre donc que ( ;e A; vérifie (a) et (b) :

E e (N Ai car E€ A; pourtouti el

Soit A,B € (1 Aj. Pourtouti€l, ona A,Be A;. On en déduit A\B e A; (car A,
est une algébre) et donc A\ B € [, A;.

On a bien montré que ( ;e A; est une algeébre.

Si C ¢ P(E), la deuxieme question permet donc de définir 1’algebre engendrée par C
comme I’intersection de toutes les algebres sur E contenant C.

Exercice 2.10 (Suite croissante de tribus) Soit E un ensemble. Soit (A,,),.cy une
suite croissante de tribus de E. Montrer que A = U,,cyA,, est une algebre (cf. défini-
tion 2.5), mais n’est pas, en général, une tribu. Donner une suite d’algebres finies de
parties de [0, 1] dont la réunion engendre 5([0, 1]).

Exercice 2.11 (Tribu engendrée par une partition)

Soit E un ensemble et (A;);c; une partition de E, c’est-a-dire que U, A; = E et
A;jNAj=0sii=j.Onsuppose aussi que A; = () pour tout i € I.

On note C ’ensemble des parties de E s’écrivant comme réunion au plus dénombrable
d’éléments de cette partition, c’est-a-dire que

C ={UjgAj, avec ] C L, J au plus dénombrable}.

On note aussi D = {B¢, BeC}et T=CUD.
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1. On suppose, dans cette question, que I = {1,2,...,n} avec n € N*. Montrer que
T=C="Detque T est la tribu engendrée par la famille {Aq,..., A,,}. Combien la
tribu T a-t-elle d’éléments ?

Corrigé — Soit B€ D. Ona B € C et il existe donc ] C 1 tel que B® = U;e5 A, ce qui
donne B = Ujcic A;. Comme ] est fini, on a donc B € C. On a ainsi montré que D C C.
Un raisonnement analogue donne C C D et donc C = D. Finalement, on obtient bien
C=D=T.

On note T la tribu engendrée par {A,,...,A,}). Comme T D {Aq,...,A,} et que T est
stable par union finie, on a C C T. Pour montrer que T = C, il suffit donc de montrer
que C est une tribu (car T est la plus petite tribu contenant {A,..., A,}).

Pour montrer que C est une tribu, on remarque que

* 0eCcard=VUjgA;javec] =0,

¢ C est stable par union dénombrable car toute réunion de parties de 1 est finie,

e C est stable par passage au complémentaire car B € D =C si B e C.
Ceci donne bien que C est une tribu et donc que C = T.
Pour trouver le nombre déléments de C, on considere I’application f de I’ensemble
des parties de {1,...,n} dans C définie par f(J) = U;ejA;. La définition de C donne
que f est surjective et, comme les A; sont tous non vides et que les A; sont disjoints
deux a deux, on remarque que f est injective. Ceci montre que f est bijective et

donc que le cardinal de C est le méme que le cardinal de I’ensemble des parties de
{1,...,n}, c’est-a-dire 2". La tribu C a donc 2" éléments.

2. On suppose, dans cette question, que I est dénombrable (on peut donc supposer que
I =N). Montrer que T =C =D et que T est la tribu engendrée par la famille {A;,
iel}

Corrigé — On reprend le méme raisonnement que pour la question précédente.
Soit B € D. On a B € C et il existe donc ] C I tel que B¢ = U;ejA;, ce qui donne
B = Uj¢gjcAj. Comme J¢ C 1, J¢ est au plus dénombrable, on a donc B € C. On a
ainsi montré que D C C. Un raisonnement analogue donne C C D et donc C = D.
Finalement, on obtient bien C =D =T.

On note T la tribu engendrée par {A;, i € 1}. Comme T D {A;, i €1} et que T est
stable par union dénombrable (et donc aussi par union finie), on a C C T. Pour
montrer que T = C, il suffit donc de montrer que C est une tribu (car T est la plus
petite tribu contenant {A;, i € 1}).

Pour montrer que C est une tribu, on remarque que
* 0eCcarD=VigAjavec] =0,

e C est stable par union dénombrable car toute réunion de parties de 1 est au plus
dénombrable,

* C est stable par passage au complémentaire car B € D =C si B € C.

Ceci donne bien que C est une tribu et donc que C = T.
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3. On suppose maintenant que I est un ensemble infini non dénombrable. Montrer que
C =D etque T est la tribu engendrée par la famille {A;, i € I}.

Corrigé —  Pour montrer que C = D, il suffit de remarquer que 0 € C (car @ = U;gjA;
avec ] =0) et que O ¢ D. En effet, )° = E = U1 A; et donc 0° # U5 A; pour tout
J C L, J au plus dénombrable (et donc ] #1) car les A; sont disjoints deux a deux et
non vides. Ce qui montre que O° ¢ C et donc O & D.

En fait, on peut méme montrer que C N'D = (.

On note T la tribu engendrée par {A;, i € 1). Comme T D {A;, i €1} et que T est
stable par union dénombrable (et donc aussi par union finie), on a C C T. Puis comme
T est stable par passage au complémentaire, on a aussi D C T. On a donc T C T.
Pour montrer que T =T, il suffit donc de montrer que T est une tribu (car T est la
plus petite tribu contenant {A;, i € 1}).

On montre maintenant que T est une tribu.
*0eTcard=UjgA;eCCT, avec] =0.
T est stable par passage au complémentaire car B € DC T si Be C et B¢ €
CcTsiBeD.
* [l reste a montrer la stabilité de T par union dénombrable. Soit (B,,),cn une
famille d’éléments de T. Pour montrer que U,,cnB,, € T, on distingue deux cas :

Cas 1. B, € C pour tout n € N, On a alors U,cnB,, € C C T, car une réunion
dénombrable d’ensembles au plus dénombrable est encore au plus dénombrable.

Cas 2. Il existe m € N tel que B,, ¢ C (et donc B,, € D). On a alors BS,, € C et il

existe donc ] C 1, ] au plus dénombrable, tel que B}, = U;c;A;. On a alors
(UnenBy) = mnENBZ - Bfw

ce qui prouve qu’il existe ] C ] tel que (U,enB,,)¢ = UiejAi. Comme J est au plus

dénombrable, on a donc (U,,enB,,)¢ € C et donc U,nB,, € D C T. Ceci prouve

la stabilité de de T par union dénombrable.

On a ainsi montré que T est une tribu et donc que T =T.

Exercice 2.12 Soit E un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose
que O, E € C, que C est stable par intersection finie et que le complémentaire de tout
€lément de C est une union finie disjointe d’éléments de C, c’est-a-dire :

n
CeC:;EIneN*etCl,...,CneCtelsqueCC:UCP etC,NC,=0sip=q.
p=1

On note 5 I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de E
est donc un €lément de 3 si et seulement si il existe n € N* et (Ay),-1, ., CC tel que
ApNA;=0sip=getA=J,1 A,

1. Montrer que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.
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Corrigé — On montre tout d’abord la stabilité de B par intersection finie. Soit
A,B € B. Il existe Ay,...,A, € C et By,...,B,, €C tels que A; NA;j = Osii=j,
B;NBj=0,siizj A= AjetB= U;"ZIB]; Onaalors ANB= (UL, A)N
(U;":1 Bj)=UL,; U;”ZI(A,ﬂBj). Comme A;NB; € C (car C est stable par intersection
finie) pour tout i,j et que (A; N B;) N (A NBy) =0 si (i, ]) # (k, 1), on en déduit que
ANBekB.

Une récurrence sur n donne alors la stabilité de B par intersection finie.

On montre maintenant la stabilité de B par passage au complémentaire. Soit A € .
1l existe Ay,..., A, € Ctels que AiNA; =0 sii=jet A= UL, A;. On a alors
A° =L, AS. Comme AS est une réunion finie disjointe d’éléments de C, on a bien
Af € B. La stabilité de B par intersection finie donne alors que A° € B. On a donc
bien montré la stabilité de B par passage au complémentaire.

2. Montrer que 1’algebre engendrée (voir remarque 2.6 pour la définition) par C est
égale a I5.
Corrigé — Onnote Al’algébre engendrée par C. Comme A est stable par union finie
et contient C, il est clair que A D B. Comme B contient C, pour montrer l'inclusion

inverse, il suffit de montrer que B est une algébre (car A est ’intersection de toutes
les algebres contenant C). On montre donc maintenant que B est une algébre.

Pour montrer que B est une algeébre, on montre que B vérifie les quatre propriétés
d’une algébre.

(a) E,0e BcarCcBetE,0eC.

(b) La question précédente montre que B est stable par intersection finie et par passage
au complémentaire.

(c) La stabilité de B par union finie découle facilement de la stabilité de B par
intersection finie et par passage au complémentaire, car | Ji\_; A; = (i, Af)".

On a bien montré que B est une algébre. Comme B D C, on a donc B D A et finalement

B=A

Exercice 2.13 (Classes monotones) Soit E un ensemble. Pour > C P(E), on dit que
Y est une classe monotone (sur E) si X vérifie les deux propriétés suivantes (de stabilité
par union croissante dénombrable et par intersection décroissante dénombrable) :

P (Ay)uen CE, A, CA,pourtoutn e N = J,nA, €L,
P2) (Ay)nen CX, Ay DA, pourtout n e N= (), nA, €X.

1. Soit ¥ C P(E). Montrer que X est une tribu si et seulement si ¥ est une classe
monotone et une algebre (cf. exercice 2.9).

Corrigé — Si ¥ est une tribu, ¥ est stable par union dénombrable et intersection
dénombrable. On en déduit immédiatement que ¥ est une algebre et une classe
monotone.
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On suppose maintenant que Y. est une algébre et une classe monotone. Comme . est
une algeébre, pour montrer que 3. est une tribu, il suffit de montrer que X est stable
par union dénombrable.

Soit donc (Ay)peny C E et A = J,en Ay- On veut montrer que A € X. On remarque

que
n
A= UB” avec B, = UA,,.
neN p=0

Comme ¥ est une algébre, on a B, € X pour tout n € N. Puis, comme ¥. est stable par
union croissante (noter que B, C B,,,1) dénombrable, on en déduit que A € ¥. On a
bien montré que ¥ est stable par union dénombrable et donc que ¥ est une tribu.

Noter que I’hypothese de stabilité de Y. par intersection décroissante dénombrable
n’a pas été utilisé. Elle sera utile a la question 4.

2. Donner un exemple, avec E = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

Corrigé — Il y a beaucoup d’exemples de classes monotones qui ne sont pas des
tribus. En voici un : ¥ = {R}.

3. Soit (X;);¢r une famille de classes monotones (sur E). Montrer que

ﬂzi ={AeP(E);A€X; pour tout i €I}

i€l
est encore une classe monotone.

Corrigé —  Soit (Ay)uen C i1 Zi telle que A, C A, pour tout neN. On a
donc, pour tout i € 1, (A,)eny C X et donc, puisque Y; est une classe monotone,
Unen An € Z;. On en déduit que | ;e Ay C Nier Zi-

Soit (A;)nen C Njer Zi telle que Ay, D A1 pour tout n € N. On a donc, pour tout
i€l (Ay)uen C X et donc, puisque ¥; est une classe monotone, (), ey Ay, € Xi. On
en déduit que (e Ay C(ie Zi-

Ceci montre bien que ;1 X; est une classe monotone.

Si C ¢ P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée
par C comme I’intersection de toutes les classes monotones sur E contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit .4 une algébre sur E. On note ¥ la classe
monotone engendrée par A et on note T la tribu engendrée par .A.

(a) Montrer que ¥ C T.

Corrigé — ¥ est l'intersection de toutes les classes monotones sur A. Une tribu
érant aussi une classe monotone, la tribu T (engendrée par A) est donc une classe
monotone contenant A. On en déduit que ¥ C T.
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(b) Soit ACE.Onpose X, ={BCE; A\BeX et B\ AecX}. Montrer que X 5 est
une classe monotone.

Corrigé — Soit (B,,),eny C X, B, C B,,4q pour tout n e N.
On pose B = e By. On va montrer que B € X 4.

Ona A\B =A\U,enBy = Nyen(A\ By,). La suite (A\ By,),en est une suite
décroissante de Y. Comme Y. est une classe monotone, on en déduit A\ B =
ﬂnEN(A \ Bn) €.

On montre aussi que B\ A € X. En effet, B\A = J,,en By \A = U, en(B,\A) €X
par la stabilité de Y. par union croissante dénombrable.

On a donc bien montré que B € ¥, ce qui donne la stabilité de ¥ par union
croissante dénombrable.

De maniere analogue, on va montrer la stabilité de 3. par intersection décrois-
sante dénombrable. Soit (B,,),eny C X, B, D B,.1 pour tout n € N. On pose
B= mneN By

Comme A\ B =J,cn(A\By,), on obtient A\ B € ¥ en utilisant la stabilité de ¥
par union croissante dénombrable.

Comme B\ A = (,,en(B,, \ A), on obtient B\ A € ¥ en utilisant la stabilité de ¥
par intersection décroissante dénombrable.

On a donc B € Y5, ce qui donne la stabilité de Y. par intersection décroissante
dénombrable.

On a bien montré que X 5 est une classe monotone.

(¢) (Question plus difficile.) Montrer que Y. est une algebre. [Utiliser la question (b)
et la premiere question de I’exercice 2.9.] En déduire que T = X.

Corrigé — Pour montrer que Y. est une algebre, il suffit de montrer que Y. vérifie
les propriétés (a) et (b) de la premiere question de I’exercice 2.9. 1l est immédiat
que la propriété (a) est vérifiée car E € A € X. Pour montrer (b), on utilise la
classe monotone ¥ 5 définie a la question 4 pour A C E.

Soit A € A. Comme A est une algébre, on a donc A C Y. La classe monotone
Y. A contient A, elle contient donc Y. qui est I'intersection de toutes les classes
monotones contenant A. On a donc :

AeA BeX=BeX,. (2.18)
On remarque maintenant que, pour tout A,B € P(E), on a :

Ae¥go Bel,.

On déduit donc de (2.18) :

AceA BeX=Ael;.
Si B € ¥, la classe monotone Y5 contient donc A. Elle contient alors aussi Y. (qui
est lintersection de toutes les classes monotones sur E contenant A). On a donc

montré :
Be) AeY=>AeX;.
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On en déduit que A\Be X si A,BeX.

On a bien montré que Y. vérifie la propriété (b) de la premiére question de [’exercice
2.9 et donc que ¥ est une algebre.

Pour conclure, on remarque Y. est une classe monotone et une algébre. C’est
donc une tribu (par la question 1) contenant A. Elle contient donc T (qui est
Uintersection de toutes les tribus contenant A) et on a bien, finalement, 3. = T.

Exercice 2.14 (Caractérisation de la tribu engendrée) Soit E un ensemble et A C
P(E). On dit que A est stable par intersection finie si A,Be A = AN B e A. On dit
que A est stable par différence si :

ABeA BCA=A\B=ANB‘ec A
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :

(Ap)nen CA A, NA,, =0pour n=m= UA” e A
neN
Enfin, on appelle syst¢éme de Dynkin un ensemble D de parties de E tel que
eEecD,
e D stable par différence,

e D stable par union dénombrable disjointe.
Soit C C P(E).

1. Montrer qu’il existe un systéeme de Dynkin contenant C et contenu dans tous les
systeémes de Dynkin contenant C. ¢’est-a-dire qu’il existe un systeéme de Dynkin,
noté D, tel que DD C et

A systeme de Dynkin A>C =D cC A

Corrigé — On note Z I’ensemble des systemes de Dynkin contenant C. On remarque
tout d’abord que Z # Q) car P(E) € Z. Puis, on note D I’ensemble des parties de E
appartenant a tous les éléments de Z (c’est-a-dire que, pour A € P(E), ona A€ D
si, pour tout B € Z, A € B).

1l est facile de voir que D contient E, D est stable par différence, D est stable
par union dénombrable disjointe et que D contient C (car tous les éléments de Z
vérifient ces quatres propriétés). Enfin, A € Z = D C A, ce qui est bien la propriété
demandée.

Le systeme de Dynkin D s’appelle le systeme de Dynkin engendré par C. Dans la
suite, on note toujours D le systeme de Dynkin engendré par C.

On suppose maintenant que C est stable par intersection finie et on va montrer que
D est égal a la tribu engendrée par C Ceci démontre le théoréme m-A de Dynkin.
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2. Pour A € P(E), on note Dy ={D € D tel que AND € D}.

(a) Soit A € P(E). Montrer que D, est stable par union dénombrable disjointe et
stable par différence.

Corrigé — Soit (D,,),eny C Dp avec D, ND,, =0 si n = m. On va montrer que
Unen D € Da. On remarque tout d’abord que | .5y D,, € D car D, € D, pour
tout n € N, et D est stable par union dénombrable disjointe. Puis, AN(J,,en D) =
Unen(DyNA) €D car D,NA €D, pour tout n €N, (D, NA)N(D,,NA) =0,
si n = m, et D est stable par union dénombrable disjointe. On a donc montré que
U,en Dy € Da. Ce qui prouve que Dy est stable par union dénombrable disjointe.

Soit maintenant D1,D, € Dy, avec Dy C D,. On va montrer que D, \ D1 € D 4.
Pour cela, on remarque que D, \ Dy € D car D1,D, € D et que D est stable par
différence. Puis, AN (D, \D1)=(ANDy)\(ANDy)eDcar AnND;, AND; €
D, (AND;) C (AN Dy) et D est stable par différence. On a donc montré que
D, \ Dy € Dy, ce qui prouve que D est stable par différence.

(b) Soit A € C. Montrer que C C Da. En déduire que D = D.

Corrigé — SoitBeC.OnaBeD (carD>C)et ANBeC (car C est stable par
intersection finie), donc AN B € D. Ceci montre que B € Dy et donc C C Dy.

On remarque aussi que E € Dy car ANE = A € C CD. Comme D,y est stable par
différence et stable par union dénombrable disjointe, D 5 est donc un systeme de
Dynkin. Comme Dy contient C, Dy contient le systeme de Dynkin engendré par C,
c’est-a-dire D. On a donc Dp D D et, finalement, Dy = D.

(c) Soit A € D. Montrer que Dy = D. En déduire que D est stable par intersection
finie.

Corrigé — Soit Be C. Ona B € D (car D D C). Comme B € C, la question
précédente donne D = Dg et donc A € Dg. On a donc AN B € D. Ceci montre que
B €Dy et donc C C Dy.

On en déduit, comme a la question précédente, que Dp = D.

On montre maintenant que D est stable par intersection finie. Soit B, C € D. Comme
D =Dc, onaBe D¢ etdonc CNB e D. Lintersection de deux éléments de D est
donc aussi dans D. Ceci prouve bien la stabilité de D par intersection finie (une
récurrence facile donne que ['intersection d’un nombre fini d’éléments de D est
aussi dans D).

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.

Corrigé — On remarque que E € D et que D est stable par complémentaire car; si
A €D, onakBE\AeD car D est stable par différence (et E,A € D avec A C E).
Pour montrer que D est une tribu, il suffit de montrer que D est stable par union
dénombrable (non nécessairement disjointe).
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Soit (Ay)uen C D. Comme D est stable par complémentaire, on aussi A, € D, pour
tout n € N. Pour tout n € N, on pose :

n—1
By = A, N ([ ) A9,
i=0

On a B,, € D car D est stable par intersection finie et B,, \B,,, = 0 si n = m (en notant
que B, C A, et B,, C A, si m > n). Comme D est stable par union dénombrable
disjointe, on en déduit | ) ,,cy By, € D et donc | J,,cy Ay € D (car ey Ay = U peny Bi)-
Ceci prouve que D est stable par union dénombrable et donc que D est une tribu.

On a ainsi montré que D est une tribu contenant C et donc contenant la tribu engen-
drée par C, notée t(C). D’autre part, il est facile de voir que toute tribu contenant C
est un systeme de Dynkin contenant C et donc que T(C) contient D. On a bien montré
finalement que D = t(C).

2.7.2 Mesures et probabilités

Exercice 2.15 (Exemple de mesures) Soit E un ensemble infini non dénombrable.
Pour toute partie A de E, on pose m(A) = 0 si A est au plus dénombrable, et m(A) =
+0o sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) ?

Corrigé —  Oui, l’application m est une mesure sur P(E). En effet, on a bien m(0) = 0
et si (Ay)nen C P(E) on a m(UenAn) = XSy m(A,) = 0 si A, est au plus dénom-
brable pour tout n € N (car une réunion d’ensembles au plus dénombrables est au
plus dénombrable) et m(|J e An) = Loy m(A,) = +o0 s’ill existe n € N tel que A,
est infini non dénombrable. On a donc toujours m(|J,enAy) = Y15 m(A,) (noter
d’ailleurs qu’il est inutile de supposer les A,, disjoints deux a deux).

Exercice 2.16 (Exemple de probabilité) Soit E = {x;,k € N} un ensemble infini
dénombrable et (pi)ien C [0,1]N telle que py > OVk e Net Y, npi = 1.

1. Montrer que, pour tout A € P(E), A = 0, on peut définir p(A) = ) j;, a Pk- On
pose p(0) = 0.

2. Montrer que p définie en 1. est une probabilité

Exercice 2.17 (Mesure trace et restriction d’une mesure) Soit (E, T, m) un espace
mesuré

1. Soit F € T. Montrer que la tribu trace de T sur F, notée Ty, est incluse dans T (cette
tribu est une tribu sur F). Montrer que la restriction de m a Ty est une mesure sur
Tg. On I’appellera la trace de m sur F. Si m(F) < +o0, cette mesure est finie.

Corrigé — Soit B € Ty, il existe donc A€ T tel que B= ANFE. Comme FET, ona
donc aussi Be T.
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On note mg. la restriction de m a Tg, on a donc mg(B) = m(B) pour tout B € Tg. 1l
est alors immédiat de voir que mg(0) = 0 et que my est 5-additive sur T, mg est
donc une mesure sur Tg. Si m(F) < +o0, on a mg(F) = m(F) < +oc0, la mesure mg est
donc finie (mais la mesure m peut ne pas étre finie, c’est-a-dire que I’on peut avoir
m(E) = +o0).

2. Soit A une tribu incluse dans T. La restriction de m a A est une mesure. Est-elle
finie (resp. o-finie) si m est finie (resp. o-finie) ?

Corrigé — On note m, la restriction de m a A, on a donc m,(B) = m(B) pour tout
B € A. Il est clair que m, est une mesure sur A.

Si m est finie, on a m,(E) = m(E) < +o0, m, est donc aussi une mesure finie.

Si m est o-finie, il existe une suite (A,),cn C T telle que | J,,cn A, = E et m(A,) <
+00 pour tout n € N. Mais, comme les A,, ne sont pas nécessairement dans A, la
mesure m, peut ne pas étre o-finie. On peut construire un exemple facilement de la
maniére suivante :

On suppose que m est G-finie mais n’est pas finie (on peut prendre, par exemple
(E, T,m) = (R, B(R), A)) et on prend A = {0, E}. La mesure m, n’est pas o-finie. . .

Exercice 2.18 (Différence de deux unions) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini (“fi-
ni” signifie que m(E) < +o00) et (A,),en» (By)nen des suites d’ensembles mesurables
tels que B,, C A,, pour tout n € N.

1. Montrer que (U,en An) \ Upen B € Upen(Ay \ By).

Corrigé —  Soit x € (U,,exyAn) \ Upen By, on a donc x € e Ay et x € UJ,,en Bis
c’est-a-dire qu’il existe p € N tel que x € A, et que, pour tout n €N, x € B,,. On a
donc x € Ay \ By, ce qui prouve que x € | J,,en(A,; \ By,) et donc que

(Ja B @By,

neN neN neN

2. Montrer que m(U ey Ay) = M(Upen Bn) < L yen(m(A,) — m(By)).

Corrigé — Puisque m(E) < +o0, on a, pour tout A,B € T tels que BC A, m(A\B) =
m(A)—m(B). La monotonie de m, la 6-sous additivité de m (et la question précédente)
nous donne alors :

m(|_J A =m(|_JBa) = m((|_JA)\(_Bw)

neN neN neN neN
<m((_J(A\B) <) m(A,\B,) =) (m(A,)-m(B,)).
neN n=0 n=0

Exercice 2.19 (Intersection d’ensembles pleins) Soit (E, T, #1) un espace mesuré fini
et (A,),eny C T telle que, pour tout n € N, m(A,,) = m(E). Montrer que #(N,,cnA,) =
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Corrigé — Comme m(E) < +oo, on a m(A°) = m(E) — m(A) pour tout A € T. De
m(A,,) = m(E), on déduit alors m(AS) = 0 pour tout n € N. Par o-sous additivité de m,
on a alors m(|J,,en Ay,) = 0. Comme |,y A, = (Nyen An)S, on a donc

m((ﬂ A,)°) = 0 et donc m(ﬂ A,) = m(E).

neN neN

Exercice 2.20 (Sur la mesure d’une union) Soit (QQ,.4,m) un espace mesuré et
neN". Soit Ay,...,A, € Aet B € A On suppose que m(A,) < +oo pour tout p.
Montrer que

n

n k
m(U(BmAp)):Z(—l)k“ Z m(Bﬂ(ﬂAij)). (2.19)

p=1 k=1 1<ij<.<ix<n j=1

Corrigé —  On va montrer que pour toute mesure ﬁnie, notée W, sur .A, on a, pour tout
n € N* et toute famille Aq,..., A, € A,
n k

w(OA,,):Z(—l)"“[ Y w()Ay
p=1 1 j

k= 1<ij<..<ix<n  j=1

. (2.20)

Ceci est suffisant pour montrer (2.19). En effet, on pose C = BU (U?:p Ap) et on définit
w en posant, pour A € A, y(A) = m(A N C) (on a bien ainsi une mesure finie sur A).

L’égalité (2.19) est alors identique a (2.20).

Pour montrer (2.20), on raisonne par récurrence sur n. L’égalité (2.20) est clairement
vraie pour n = 1. Soit n € N*. On suppose que (2.20) est vraie pour cette valeur de n et
pour toute mesure finie sur A et il s’agit donc de montrer (2.20) pour n+ 1 au lieu de n.

Soit p une mesure finie sur A et Ay,...,A, 1 € A, on a (comme p(BUC) = p(B) +
w(C)—u(BNC) pour tout B,C € A)

n+1 n

n n
m(JAp) =1 Ap) VAL = w(Aw) +p_Ap) - r(Apa n (A @21)
r=1 p=1 p=1 p=1
On peut alors utiliser I’hypotheése de récurrence pour la famille A4, ..., A, et la mesure

n. On obtient
n n k
wlJap) = Z(—l)k“[ Y u()Ay
p=1 j

k=1 1<ij<.<ig<n  j=1

. (2.22)

Mais, on peut aussi utiilser I’hypothése de récurrence pour la famille A4,..., A, et la
mesure Wy définie par p1(C) = W(CN A,41) pour C € A (ce qui revient a écrire (2.19)
avec y au lieu de m et A1 au lieu de B). On obtient

n n k
A N (A=) (k! [ Y Ay
p=1 1 j=1

k= 1<ip<...<ix<n
En utilisant (2.22) et (2.23) dans (2.21), on obtient bien (2.20), ce qui termine cette
démonstration.

. (2.23)
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Exercice 2.21 (Contre-exemples) 1. Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A €
B(R) tel que A(A) = 0. A-t-on nécessairement A fermé ?

Corrigé — Non, A n’est pas nécessairement fermé. On peut prendre, par exemple
A= {% n>1}. Ona AMA) =0 et A n’est pas fermé (car 0 appartient a I’adhérence
de A sans étre dans A).

2. Soit (E, T) un espace mesurable et C C P(E) qui engendre T. On considere m; et
m, des mesures sur T. Montrer que 117 (A) = m,(A) pour tout A € C n’implique pas
que mq = my sur T. [On pourra trouver un exemple (facile) avec (E, T) = (R, B(R))
et mq, m, non finies. Un exemple avec (E, T) = (R, B(R)) et 1, m, finies est aussi
possible mais plus difficile a trouver. .. ]

Corrigé — On prend (E,T) = (R, B(R)).

Exemple facile (avec my, m, non finies).

On prend
Cy ={]a, +oo[,a e R}.

On a bien T(Cy) = B(R), ¢’est-a-dire que Cq engendre B(R) (voir la proposition 2.10).
On prend alors my = X et my = 2\ (¢’est-a-dire my(B) = 2A(B) pour tout B € B(R)).
On a bien my(B) = m,(B) pour tout B € C; (car on a alors m(B) = my(B) = +o0).
Mais my # my puisque, par exemple, m1(]0,1[) = 1 et m,(]0,1[) = 2.

Exemple difficile (avec my, m, finies).

On prend maintenant Cy = {B € B(R); {-1,0,1}NB =0} U {{-1,0}} U {{0,1}} (un
élément de C, est donc un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1, ou bien la partie
{-1,0}, ou bien la partie {0,1}). On montre d’abord que T(C,) = B(R). Il est clair
que T(Cy) C B(R) car C, C B(R). Pour montrer ’inclusion inverse, c’est-a-dire
B(R) ¢ T(Cy), on remarque que {0} = {-1,0} N {0,1} € T(C,) et donc que {—1} =
{-1,0}\ {0} € T(C,), {1} ={0,1}\ {0} € T(C,). Finalement on voit alors que B(R) C
T(Cy) car tout borélien s’écrit comme un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1
(qui appartient donc a T(C,)), auquel on ajoute éventuellement 1, 2 ou 3 autre(s)
élément(s) de T(C,) (qui sont les parties {0}, {—1} et {1}, on conclut alors avec la
stabilité par union finie de la tribu T(C;)).

On rappelle que, pour a € R, on note &, la mesure de Dirac sur B(R). On a donc, pour
BeB(R), 6,(B)=1siaeBetd,(B)=0siae¢B. Onprend alors m; = d_1 +dy+ 0,
et my = 26_1 + 201. On a clairement my = my sur Co car my(B) = my(B) = 0 si
B € B(R) est tel que {—1,0,1} N B =0 et my({-1,0}) = m»({-1,0}) = m;({0,1}) =
m,({0,1}) = 2. Enfin, on a my # m, puisque, par exemple, m1({0}) = 1 et m,({0}) =
0.

Exercice 2.22 (Résultat d’unicité) Soit (E, T) un espace mesurable et m, pu deux
mesures sur T. Soit C C P(E). On suppose que C engendre T et que C est stable par
intersection finie.

On suppose que m(A) = p(A) pour tout A € C.
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1. On suppose que E € C et que m(E) < +c0. Montrer que m(A) = p(A) pour tout
A € T. [On pourra introduire D = {A € T, m(A) = u(A)} et utiliser I’exercice 2.14.]

Corrigé — Onpose D ={A e T, m(A) = p(A)}. La o—additivité de m et y montre
que D est stable par union dénombrable disjointe. Comme m(E) < +c0, on peut aussi
montrer que D est stable par différence (au sens de ’exercice 2.14). En effet, si
A,BeD, avec B C A, on a (par additivité de m et p) m(B) + m(A\ B) = m(A) et
w(B) + p(A\ B) = u(A). Comme m(A) < +o0 et p(A) < +o0, on a donc m(A \ B) =
m(A) — m(B) et p(A\ B) = p(A) — u(B), ce qui prouve que m(A\ B) = p(A\ B) et
donc que A\ B € D. Enfin, E€ D car E€C.

On utilise maintenant [’exercice 2.14. L’ensemble D est un systeme de Dynkin (voir
D’exercice 2.14) contenant C. Il contient donc le systéme de Dynkin engendré par C.
Comme C est stable par intersection finie, I’exercice 2.14 donne que le systéme de
Dynkin engendré par C est égal a la tribu engendrée par C (qui est T). On a donc
D DT et donc finalement D =T (car, par définition, D C T).

On a donc bien montré que m(A) = p(A) pour tout A € T.

2. (Généralisation de la question précédente).

On suppose qu’il existe une suite (E,,),cy C C telle que E, N E,, = 0 si n = m,
m(E,;) < +oo pour tout n € Net E = [ J, o E,,. Montrer que m(A) = u(A) pour tout
AeT.

Corrigé — Soit n € N. Pour A € T, on pose m,(A) = m(ANE,) et p,(A) = p(AN
E,) (noter que ANE, €T, car A,E, € T). On obtient ainsi deux mesures sur T, m,,
et W, Ces deux mesures sont égales sur C (car ANE,, € C puisque C est stable par
intersection finie).

On raisonne alors comme a la question précédente. On pose D ={A €T, m,(A) =
tn(A)} et le raisonnement de la question précédente donne que E € D (car E,, € C),
que D est stable par union dénombrable disjointe et (grdce a m,(E) < +oo) que
D est stable par différence (au sens de ’exercice 2.14). L’ensemble D est donc un
systeme de Dynkin contenant C. Il contient donc le systéme de Dynkin engendré par
C), Comme C est stable par intersection finie, [’exercice 2.14 donne que le systéme
de Dynkin engendré par C est égal a la tribu engendrée par C (qui est T). On a donc
D DT et donc finalement D =T (car, par définition, D C T).

On a donc, pour tout A€ T et tourn e N :
m(ANE,) =my,(A) = p,(A) = w(ANE,).

On en déduit que m(A) = w(A), pour tout A € T, car, par c—additivité de m et y,
m(A) = ZnEN m(ANE,)= ZneN ”(A NE,) = V(A)

3. Avec (E,T) = (R, B(R), donner un exemple pour lequel E € C et m = .

Corrigé — Un exemple simple est obtenu en prenant pour C I’ensemble des ouverts
de R, p = 2m et m définie sur T par m(A) =card(A) si A a un nombre fini d’éléments
et m(A) = +oo sinon.
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Exercice 2.23 (Existence d’une mesure, de I’algebre a la ¢-algebre) Soit () un
ensemble, JF; une algebre sur () et m une mesure sur J (c’est-a-dire que m est une
application de & dans R, m(0) = 0 et m(U,cy Ay) = ¥ .en 7(A,,) pour toute suite
(Aj)nen d’éléments de Fy disjoints deux a deux et telle que |, Ay € Fo). On note
F = 0(Fy). Cette exercice montre qu’il est possible de prolonger m en une mesure sur
F.

Pour A C Q) on pose

m(A) =inf[)_m(Ay), (Auhuen € Fo A ) Al
neN neN
1. Montrer que m* vérifie les 3 propriétés suivantes :
— m*(0) =0,
— (monotonie de m*) pour tout A, B € P(Q), A C B= m*(A) < m*(B),
— (o0-sous-additivité de m*) pour toute suite (A;),en C P(Q), m*(U,en An) <
ZneN m*(An)-
N.B. : On dit que m" est une mesure extérieure.
Soit A € P(Q)).
On dit que A est m*-mesurable si on a, pour tout E € P(Q), m*(E) = m*(ENA) +
m*(ENA°).
On note M I’ensemble des parties de E m*-mesurables.
2. Soit A € P(Q)). Montrer que A est m*-mesurable si et seulement si on a, pour tout
E e P(Q) tel que m*(E) < +o0, m*(E) > m*(ENA) + m*(EN A°).
3. Montrer que M est une algébre. [On montrera que (Q € M, puis que AN B¢ e M
pour tout A, B e M.]

4. Montrer que M est une ¢-algébre. [On pourra montrer, par exemple, que M est
stable par union dénombrable.]

5. Montrer que la restriction de m* a M est une mesure.

6. Montrer que Fy C M et que m* = m sur JFy. En déduire que F C M et que la
restriction de m™ a F est une mesure sur F prolongeant .

Exercice 2.24 (Un pas vers I’unicité d’une mesure) Soit () un ensemble, F une
tribu sur () et pq, p, deux mesures sur F. Soit A € F tel que py(A) = pp(A) < +o0.
On pose £ = {B € F tel que p1(ANB) = n(ANB)}. Montrer que £ est un A-systeme
(c’est-a-dire que L est stable par union dénombrable croissante, ) € L et B\ C € L si
B,C € £ avec C C B).

Corrigé — Soit (B,,)en une suite croissante d’éléments de L. On pose B = U, cnB,,.
On veut montrer que B € L. On remarque d’abord que B € F (par stabilité de F par
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union dénombrable). Puis, comme ANB = U, cn(ANB,) et que 1 (ANB,,) = n,(ANB,,)
pour tout n € N, la continuité croissante de y; et p, donne que p1(ANB) =n,(ANB).
On a donc B € L et ceci montre la stabilité de L par union dénombrable croissante.

On a bien Q) € L car i1 (AN Q) =p1(A) = p2(A) = p2(ANQ).

On montre maintenant la troisieme propriété. Soit B, C € L avec C C B. On veut montrer
que B\ C € L. On remarque d’abord que B\ C = BN C¢ € F par stabilité de F par
passage au complémentaire et par intersection.

Puis, ona AN(B\C)=(ANB)\ (ANC). Comme p1(A) < +o0 et pp(A) < +o0 on a
aussi (AN C) < +oo et (AN C) < 400 et donc
m((ANB)\(ANC)) =w(ANB)-p(ANC),
2 ((ANB)\ (ANC)) = u(ANB) (AN C).
Comme B,C € L, on en déduit que 1y ((ANB)\ (ANC)) = u,((ANB)\ (ANC)) et donc
B(AN(B\C) = (AN (B O)).

Ceci montre que B\ C € L et termine la démonstration du fait que L est un \-systéme.

Exercice 2.25 (Mesure atomique, mesure diffuse) Soit (E, T) un espace mesurable
tel que {x} € T pour tout x € E. Une mesure m sur T est diffuse si #({x}) = 0 pour tout
x € E. Une mesure m sur T est purement atomique s’il existe S € T tel que m(S¢) =0
et m({x})>0six€eS.

1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (E, T)
= (R, B(R)) un exemple de mesure purement atomique et un exemple de mesure
diffuse. [Montrer que la mesure de Lebesgue sur B(R) est diffuse.]

Corrigé — Soit m une mesure purement atomique et soit S € T tel que m(S€) = 0 et
m({x}) > 0 si x € S. Si m est diffuse, on a m({x}) = 0 pour tout x € E, donc S =0 et
m=0.

On rappelle que, pour a € R, on note o, la mesure de Dirac sur B(R). On a donc,
pour B € B(R), 0,(B) =1 sia€ Betd,(B) =0 si aeB. La mesure o, est (pour
tout a € R) purement atomique, il suffit de prendre S = {a}, on a bien 6,(S°) = 0 et
o,(fah)y=1>0.

Un exemple de mesure diffuse sur (R, B(R)) est donné par la mesure de Lebesgue sur
B(R).

2. Soit m une mesure diffuse sur T. Montrer que tous les ensembles dénombrables
sont de mesure nulle.

Corrigé —  Soit A une partie dénombrable de E. 1l existe donc une suite (x,,) ey C E
telle que A = {x,, ne N} = |J,enix,}). On a donc A € T (car {x,} € T pour tout
n € N et que T est stable par union dénombrable) et m(A) <Y % m({x,}) = 0 car
m est diffuse.
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3. Soit m une mesure sur T. On suppose que m est o-finie, c’est-a-dire qu’il existe
(E)nen C T telle que E = (e B,y et m(E,;) < +o0 pour tout n € N.

(a) Montrer que ’ensemble des x € E tels que m({x}) > 0 (de tels x sont appelés
“atomes” de m) est au plus dénombrable. [On pourra introduire I’ensemble A, ; =
{x € E,; m(x) > %}.]

Corrigé — On pose A = {x € E; m({x}) > 0}. Si x € A, il existe n€N tel que
x € E,, et il existe k € N* tel que m({x}) > % On a donc x € A, . Ceci montre
que A = U(n,k)eNxN* A, k. Pour montrer que A est au plus dénombrable, il suffit
de montrer que A, est au plus dénombrable (car une réunion dénombrable
d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable). Soit donc n € N et

k € N*. Soit x,...,x, p éléments distincts de A, k. Par monotonie et additivité

dem, ona I,z <yP 1m({xn}) m({xy,...,xp}) < m(E,) < +oco. On en déduit que

p <km(E,) < +oo et donc que A, i a un nombre fini d’éléments (ce nombre est
inférieur ou égal a km(E,))). On en déduit donc que A est au plus dénombrable.

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffuse m; et une mesure purement atomique 1,
sur T telles que m = m,; + m,. Montrer que m, et m, sont étrangeres, c’est-a-dire
qu’il existe A € T tel que m4(A) = 0 et m,(A°) = 0.

Corrigé — On considére toujours A = {x € E; m({x}) > 0}. On remarque tout
d’abord que A € T (car A est au plus dénombrable, d’apres la question précédente,
et que les singletons, c’est-a-dire les parties réduites a un seul élément, sont dans
T). On pose alors, pour tout Be T :

my(B) = m(BN A), my(B)=m(BnNA°).
1l est facile de voir que my et m, sont des mesures sur T et que, par additivité de
m, on a bien m = m, + my.
La mesure my est diffuse car, si x € E, on a my({x}) = m({x}) = 0 si x € A (car A
contient tous les points tels que m({x}) > 0) et my({x}) = m(@) = 0 si x € A (car

{x) N AS = 0).

La mesure m, est purement atomique. 1l suffit de prendre S = A, on a bien m,(S¢) =
m(A°NA)=0et my({x}) =m({x})>0sixeS=A.

Enfin, m, et my sont étrangeres car my(A) = 0 et m,(A°) =0

(c) Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou
égale a la mesure de tous les autres singletons. Montrer que ceci peut-étre inexact
si m n’est que o-finie.

Corrigé — On suppose que m est finie. Soit M = sup{m({x}), x € E}. On veut
montrer qu’il existe x € E tel que M = m({x}). On suppose M > 0 (sinon, il
suffit de prendre n’importe quel x € E pour avoir m({x}) = M). On va raisonner
par I’absurde, on suppose donc que m({x}) < M pour tout x € E. Par définition
de M, Il existe une suite (x,),eny C E tel que m({x,}) > M quand n — +co.
Comme m({x,,}) < M pour tout n € N, on peut méme supposer (quitte a extraire
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une sous-suite) que m({x,}) < m({x,+1}) < M pour tout n € N. Quitte a supprimer
les premiers termes de la suite, on peut aussi supposer que m({xy}) > % Les
points x,, sont alors tous distincts, ce qui donne Y % m({x,}) = m({x,, n € N}) <
m(E). Ceci est impossible car m(E) < +o0 et m({x,}) > % pour tout n € N (donc

oo M({x,}) = +00).

Exemple de mesure 6-finie pour laquelle M n’est pas atteint.
Sur B(R) on définit m par m(B) =Y %5 (1— %)6H(B) (oi d,, est la mesure de Dirac
au point n € N, définie en (2.2)).

Pour montrer que m est une mesure, on peut remarquer, en posant Ny = {n e N;
1y ¢ .
n> 2}, que m(B) =} e, mep(1—5)- SiB=UpenBy avec B,NB, =0sip =g,

onda
YomE)=Y Y u-n= Y -

peN peNneNy;neB, (n,p)ENyxN;neB,

(on utilise ici le lemme 2.38 page 58). Comme les B, sont disjoints deux a deux, n
appartient a B, pour au plus 1 p, et comme B = UpeN By, on obtient

Yo -= Y (-p)=m)

(n,p)eN,xN;neB, neN; xN;neB
Ceci prouve la ¢-additivité de m. Le fait que m(0) = 0 est immédiat. On a donc
bien montré que m est une mesure.

La mesure m est bien o-finie, il suffit de remarquer que m([—n, n]) < +oco pour tout
n €N et que R =, en[—n n]. enfin, pour cette mesure m, on a M = sup{m({x}),
x € E} =1 et il n’existe pas de x € R tel que m({x}) = 1. En fait, m est purement
atomique car m((N,)¢) = 0 et on a 0 < m({x}), pour tout x € N,.

4. Pour (E,T) = (R, B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie
dont I’ensemble des atomes est infini.

Corrigé — Un tel exemple est obtenu en modifiant légérement la mesure construite
a la question précédente. Sur (R, B(R)) on définit m par m(B) = Y =% %6,,(B). Une

n=1
démonstration analogue a celle faite a la question précédente montre que m est bien

2
une mesure sur B(R), m est finie (on a m(R) = T < +co), et m est atomique car
m((N*)¢) = 0 er 0 < m({x}) < 1, pour tout x € N*. L’ensemble des atomes de m est
infini, ¢’est N*.

Exercice 2.26 (Limites sup et inf d’ensembles) Soir (E, T, m) un espace mesuré et
(A})nen C T. On rappelle que

limsupA, = [")(_JAp e liminfA, =|_J(1)A,.

n—+o0
neNpzn neNpzn

1. On suppose qu’il existe ny € N tel que m(UpZnO Ap) < +oo. Montrer que

m(liminf A,)) <liminfm(A,) <limsupm(A,) < m(limsup A,).
1—>+00 n—+00 Hes400 H—>100
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Corrigé — * La propriété de continuité croissante d’une mesure (voir la proposi-
tion 2.27) donne :
m(liminfA,) = lim m([ |A,)
n—+o0 n—+00
p>n

La monotonie de m donne m(ﬂp>n
(ﬂpzn p) <infys, m(A,) et donc

p) < m(Ay) pour tout g > n. On a donc

lim m([ |Ap) < lim (infm(Ap)),
n—+o0 > n—+o00 p>n
p=

soit encore
m(liminf A,;) <liminfm(A,,).

n—+0oo n—+o00
* Deinfy>, m(A,) < sup,s, m(Ap), on déduit

liminfm(A,) <limsupm(A,).
n—+oo Nn—+00

e Comme il existe ny € N tel que m(UpZn0 Ap) < +oo, la propriété de continuité
décroissante d’une mesure (voir la proposition 2.27) donne

m(limsupA,) = hm m UA

n—+oo p>7’l

La monotonie de m donne m(Up>n Ap) = m(Ay) pour tout q > n. On a donc
U Ap) = supm(Ap)
p=n pzn
et donc lim,,_, , m(UPZn Ap) > limn_,+oo(supp2n m(A,)), ¢’est-a-dire
m(limsup A,) > limsupm(A,).

n—+oo n—-+oo

2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E, T,m) et (A,),en C T) pour lequel :

limsupm(A,) > m(limsupA,).

n—-+oo n—+oo

Corrigé — Onprend (E,T,m) = (R, B(R),\) et A,, = [n,n+ 1], pour tout n € N. On
obtient alors :

limsupm(A,)=1>0=m(0) = m(limsupA,).

n—+oo n—+oo
3. Donner un exemple avec m finie (c’est-a-dire m(E) < +o0) pour lequel

m(liminf A,) <liminfm(A,) <limsupm(A,) < m(limsupA,).

n—+0o n—-+00 N—+00 H—>400

Corrigé — On prend (E, T,m)=([0,4], B([0,4]), \) (plus précisément, X est ici la
restriction a B([0,4]) de X qui est une mesure sur B(R)) et Ay, =[0,2], Ay =
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[1,4] pour tout n € N. On obtient limsup,_,, A, = [0,4] et liminf, ,, A, =
[1,2]. On a ainsi :

m(liminfA,) =1, liminfm(A,) =2,
n—+oo n—+oo
limsupm(A,) =3, m(limsupA,) = 4.
n—+oo n—+oo

4. On suppose que ), .y m(A,) < +oo. Montrer que m(limsup,_, . A,)=0.

Corrigé — De ) ,.nym(A,) < +o0 on déduit Z;;f; m(A,) — 0 quand n — +oo
et donc m(UpZH Ap) — 0 quand n — +oo (car, par o-sous additivité de m, on a
m(Uerz Ap) < Z;:; m(Ap))

Par continuité décroissante de m, on en déduit alors m(limsup,,_,_ A,)=0.

Exercice 2.27 (Petit ouvert dense...) On considere ici I’espace mesuré (R, B(R), A).
Soit € > 0, peut-on construire un ouvert dense dans R de mesure inférieure a € ? [On
rappelle qu’une partie A de R est dense dans R si A = R ou encore si, pour tout x € R
et pour tout € > 0, il existe a € A tel que |x —a| < e.]

Corrigé — La réponse est oui. ... Soit € > 0. Comme Q est dénombrable, il existe
¢ : N> Q bijective. On considere alors O = J,en]@(n) = 52, (1) + 5z [ O est
bien un ouvert (comme réunion d’ouverts), dense dans R (car O D Q et Q est dense

dans R) et, par o-sous additivité d’une mesure, on a A\(O) < ey ', 2,,% =e

Exercice 2.28 (Non existence de la mesure de Lebesgue sur P(R))

On définit la relation d’équivalence sur [0, 1] : xRy si x —y € Q. En utilisant ’axiome
du choix, on construit un ensemble A C [0, 1] tel que A contienne un élément et
un seul de chaque classe d’équivalence. Pour g € Q N [0, 1[, on définit Ay=1{ye
[0,1;y=x+qouy =x+qg-1,x€ A}, c’est-a-dire A, ={y €[0,1[;y—g€ Aou
y—q+1eA}l

1. Montrer que (Jzeqno,1] A¢ = [0, 1[-

Corrigé — Soit y € [0,1], il existe x € A tel que yRx (car A contient un élément
dans chaque classe d’équivalence), ¢’est-a-dire y—x € Q. Comme y—x €]—-1,1[ (car
x,9€[0,1]), onadoncy—x=qe€QN[0,1[ ouy—x+1=¢q€Qn]0, 1[. Ceci donne
v € Ay. Onadonc [0,1[C Ugeqnio,1] Ag- Comme Ay C[0,1] pour tout g € QN[0, 1],
on a finalement [0,1[= U seqnjo1| Ag-

1l est important aussi de remarquer que les A, sont disjoints deux a deux. En effet, si
yEA;NAy, il existe x,x" € Atels quey—x=qou(q—1) ety —x"=q" ou(q"-1).
On en déduit x — x" € Q et donc x = x’ (car A contient un seul élément de chaque
classe d’équivalence). Ceci donne q=q’ =y—x(siy-x€[0,1[)ouqg=q =y-x+1
(siy—x€]-1,0]).
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2. Montrer que si m est une application de P(R) dans R, , invariante par translation et
vérifiant m([0, 1[) = 1, m ne peut pas étre o- additive. En déduire la non-existence
d’une mesure m, sur P(R), invariante par translation et telle que m([a,b]) =b—a
pour tout a,b € R, a < b. En particulier, montrer que 1’application A*, définie en
cours, ne peut pas étre une mesure sur P(R).

Corrigé — On suppose que m est une mesure sur P(R) vérifiant m([0,1[) = 1. La
o- additivité de m donne alors, avec la premiere question,

1= Z m(A,). (2.24)

q€QN[0,1]

Pour x € R et B € P(R), on note B+ x = {y +x, vy € B}. On suppose que m est

invariante par translation, on a donc m(B + x) = m(B) pour tout B € P(R) et tout
xeR.

On remarque maintenant que A, = ((A+9) N[0,1[) U ((A+q-1)N[0, 1[) pour tout
q € QN[0,1[. De plus, siy € (A+g)N[0, 1[)N((A+q—1)N[0,1]), il existe x,x" € A
tels que y = x+q=x"+q—1, donc X' —x =1, ce qui est impossible. Ceci montre
que ((A+g)N[0,1[)N((A+g9-1)N[0,1[) = 0. On a donc, en utilisant I’additivité
de m, l'invariance par translation de m et le fait que A +q C [0,2[, m(A,) =
m((A+q)N[0,1))+m((A+q-1)N[0,1]) = m((A+q)N[0,1[)+m((A+q)N[1,2[) =
m(A +q) = m(A), pour tout q € QN [0, 1. On en déduit }_yeqno,1[M(Aq) = 0 si
m(A) =0 et ) ycqno,[M(Ag) = +00 si m(A) >0, et donc }_eqnjo 1 M(Ag) # 1, en
contradiction avec (2.24). Il n’existe donc pas de mesure sur P(R), invariante par
translation et telle que m([0,1]) = 1.

Si m est une mesure sur P(R), invariante par translation et telle que m([a,b]) =
b —a pour tout a,b € R, a < b. On montre que m(0,1[= 1 en utilisant la continuité
croissante de m et le fait que [0,1[=J,>1[0,1 - %] 1l est donc impossible de trouver
une telle mesure.

L’application \* définie en cours sur P(R) (& valeurs dans R, ) est invariante par
translation et vérifie \*([a,b]) = b — a pour tout a,b € R, a < b. Elle n’est donc pas
o-additive sur P(R).
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Exercice 2.32 (Ensemble de Cantor)

On considere I’espace mesuré ([0, 1], B([0,1]),A). On pose Co =[0,1],a? =0, b9 =
1, et og = 1. Pour n > 0, on construit C,..; C [0,1] de la maniere suivante : on

n+
suppose C,, = p 1[a” b”] connu, et on définit Cn+1 = U; I[a”+1 b””] oll, pour
p=1,.,2" ag‘gll =al bg;ll =dp+ Uyl azp = by —ayy et b”+1 = by, avec

Oyg] = p" soet0<p, < 1. On pose C=(,50C, (C s’appelle ensemble de Cantor”,

I exemple le plus classique est obtenu avec p,, = % pour tout n € N).

1. Montrer que C,,; C C,,.

Corrigé — Pour tout neN et p € {1,...,2"}, la longueur de I’intervalle [a” b"]
est a,. Comme o1 < 3 et que a’;;ll = ay et b”“ = by, ona [a’;"fll,bnﬁl] U
[az;;l,bggl] C [ay,bp], pour tout n € N et p € {1 ,...,2 }. En prenant I'union sur

pell,...,2"}, onendéduit C,,; CC,.

2. Montrer que C est compact et (oj: 0.

Corrigé — L’ensemble C est fermé (dans R) car c¢’est une intersection de fermés
(chaque C,, est fermé). D’autre part C C [0,1], C est donc compact (car fermé et
borné dans R).

Comme 0,1 < %, on a toujours b;’ < a;+1 (pourtoutneNetpe{l,...,2" —1}).
Les intervalles composant C,, sont donc disjoints deux a deux et de longueur co,,. Ceci
montre que x,y € [0,1], (v —x) > a,, implique |x,y[z C,. Comme o, — 0 quand
n — +oo (noter que o, < 21—,,), on en déduit que C = ),y C,, ne contient aucun

o
intervalle ouvert (non vide) et donc que C= 0.

3. Montrer que C est non dénombrable.

Corrigé — On commence par définir, par récurrence sur n € N*, des points x. pour
e{1,2}"

Pourn:l,x()_aletx bo

Soit n > 1. Supposons que x,. est construit pour tout ¢ € {1,2}" et que pour chaque c €

{1,2}" x. € {b;’_l, p= l,...,Z"_l}U{u;_l, p=1,...,2""'). On construit maintenant

x. pour c € {1,2}"*1. Soit donc ¢ € {1,2}"*, on pose ¢ = {¢, b} avec ¢ € {1,2}"
d €{1,2} et on distingue 4 cas :

(a) xz="by~ Uavecpefl,...,2" 1), d=1. Onposealorsxczag’p,

2p’

(c) xg=all~ avecpe{l,...,2” 1

b d

(b) xz=by~ U avec p e(1,...,2" 1}, d = 2. On pose alors x. = b"
}, d =1. On pose alors x. = aZp—l’
b

P
(d)xczag Uavecpefl,...,2" 1, d=2. Onposealorsxc_bzp 1
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1l est intéressant de noter, avec ces formules, que |x, — xz| < a,, < 4 et que x, € C.
q c—X¢ n=> q c

On note S ’ensemble des suites indexées par N*, prenant leurs valeurs dans {1, 2}.
Sic €S, on note c,, I’élément de {1,2}" formé par les n premiers termes de la suite
et on note x, = x, . La suite (x,,),en est de Cauchy (car |x, 1 — x,| < %) et incluse
dans C, elle converge donc vers un point x. € C. On remarque que si ¢ et ¢’ sont deux
suites différentes, alors x. # . En effet soit n € N tel que c,, = c;, et ¢pq #C),, 1, O
alors |x., —xc | > (1 - p,)a, pour tout m > n et donc, en passant a la limite quand
m — +oo, |x, — x| = (1 — py)0ty, ce qui donne x. # x.. L’application c — x, est
donc une injection de S dans C. Ceci montre que C est infini non dénombrable (car S
est infini non dénombrable).

4. Montrer que si p, ne dépend pas de n, alors A(C) = 0. En déduire que si A €
B([0,1]), A(A) = 0 n’entraine pas que A est dénombrable.

Corrigé —  La construction des points ay, et b, donne
}\([agzil’ bg;ﬂl] U [ﬂggl' bggl]) = 2041 = Py = pnx([az’ b;])
En prenant l'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit A\(C,,1) = p,MCp).
Si p,, ne dépend pas de n, c’est-a-dire p,, = p pour tout n € N et 0 < p <1, onadonc

MCii1) = pMCy). Ceci donne, comme AM(Cq) =1, M(C,,) = p" pour tout n € N. Par
continuité décroissante de A, on en déduit A\(C) = lim,,_,, ., AM(C,;) = 0.

5. Soit 0 < € < 1. Montrer qu’il existe une suite (p,),>o C€]0, 1[ telle que A(C) =e.

Corrigé —  Soit (&,)neny Cle, 1] telle que eg = 1, €,,.1 <€, pourtout n € Net e, — €

quand n — +oo (on peut prendre, par exemple, €, = € — ﬁ ).

On prend p, = é’g‘—zl pour tout n € N. On a bien 0 < p, < 1 et, comme A(C, ;1) =
puMCyy) (ceci a été démontré a la question précédente), on a donc AM(C,)) = €, pour
tout n € N. Par continuité décroissante de A, on en déduit \(C) = lim,,_,, ., AM(C,,) =
€.

6. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0, 1] tel
que A(A) =0, alors f(A) est un compact de R tel que A(f(A)) = 0.

Corrigé — Comme f est continue, f transforme les compacts en compacts. Donc,
f(A) est bien un compact de R (et donc appartient a B(R)).

On montre maintenant que A(f(A)) = 0.

Soit L € R tel que |f(y) — f(x)| < Lly — x| pour tout x,y € R. On commence par
montrer un petit résultat préliminaire. Soit | = [a, b] un intervalle fermé de [0,1] (1
est donc compact). Comme f est continue sur [a,b), il existe x,y € [a,b] tels que
f(x) =m =min{f(z), z € [a,b]} et f(y) = M = max{f(z), z € [a,b]}. On a donc
f(I) C [m,M] (en fait, f(I) = [m,M]), d’oir :

AMfD)sM-m= f(y)-f(x) <Lly - x[ = LA(I). (2.27)
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Soit 11> 0. Comme A € B(R), d’apres la régularité de X (voir le théoréme 2.43), il
existe O, ouvert de R, tel que A C O et A(0) < 1. D’apres le lemme 2.44 page 65, O
est une union dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux. En prenant
éventuellement la restriction a [0, 1] de ces intervalles, on obtient donc une famille
dénombrable, notée (1,)),en, d’intervalles inclus dans [0, 1), disjoints deux a deux
tels que A C U,,en 1, C O. On en déduit

fmn) =M Jw e fayc| Jrap el Jf@)
n=0

neN neN neN

On a donc Mf(A)) < Y 1S3 Mf(1,)). En utilisant (2.27), on a donc

NSLY ML)=L) AMI,) <Ly
n=0 n=0

Comme 1] est arbitrairement petit, on a donc A(f (A)) = 0.

7. Construire une fonction continue de R dans R telle que si A est un compact de [0, 1]
tel que A(A) = 0, on n’a pas forcément A(f(A)) = 0 (mais f(A) est un compact de
R). [Utiliser un ensemble de Cantor de mesure nulle (cf question 4) et un ensemble
de Cantor de mesure € > 0 (cf question 5).]

Corrigé — On note C I’ensemble obtenu dans la question 4, ¢’est-a-dire avec p,, =
pour tout n € N et 0 < p <1 (par exemple, p = %). On note a5, b}, C,, les points et

ensembles utilisés pour construire C et on note aussi D = {al, n € N, pefl,....2"u
{bh, neN, pefl,...,2"}. (Noter que D C C.)

Soit ¢ > 0. On note C I’ensemble C obtenu a la question 5. On a donc A\(C) = €. On
note an, bZ, C les points et ensembles utilisés pour construire C et on note aussi

D={ah,neN,pell,.. 2" u{bh,neNpe(l,.., 2"}

(Noter que DcC)

Soitn e Netp e{l,...,2"}). On construit une fonction f sur l’intervalle [bg;ll,ug';l]

en prenant | affine et telle que f( bg;ll) b”“1 etf(uggll = agl';ll On remarque

que
f:(UC;)UDe(UC;)UD
neN neN
est strictement croissante. Comme (| ey C5)¢ = C et que C est d’intérieur vide, f
est définie sur une partie dense de [0,1] et, comme (\J,en C5)¢ = C et que C est
d’intérieur vide, I'image de f est dense dans [0,1].

Il est maintenant facile de définir f par densité sur tout [0,1]. En effet, soit x €
[0, 1]\ (Uen C5) UD, il existe une suite de points de (| ey C5) U D, notée (v,,) en.
convergeant en croissant vers x et une suite de points de (|J,cnCh) U D, notée
(2z31)neN, convergeant en décroissant vers x (en fait, ces points peuvent méme étre pris
dans D). Comme f et croissante, la suite (f (y,,)),en converge donc en croissant vers
un certain y € [0,1] et la suite (f (z,,))en converge en décroissant vers un certain
6 €[0,1] (la croissance de f donne aussi que ces limites ne dépendent que du choix
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de x et non du choix des suites (V) nen €t (2,)nen). Comme f est croissante, on a
Y < 0 et comme l'image de f (définie pour I’instant seulement sur (|, C) UD)
est dense dans [0, 1], on a nécessairement y = & (I’intervalle [y, d] ne rencontre pas
l'image de f). On peut donc poser f(x) =7y = 0.

La fonction f est donc maintenant définie sur tout [0,1] a valeurs dans [0,1]. Elle
est strictement croissante et son image est dense dans [0, 1], elle est donc continue
(par le méme raisonnement que celui fait pour définir f(x) en tout point x € [0,1]\
(Upen C5)UD). Comme une application continue transforme un compact en compact,
on a donc f([0,1]) = [0, 1] et ceci prouve en particulier que

FoN(Jcpup) =01\ ((JEyuDd
neN neN
Comme f(D) =D, on a aussi f(C) = C. Pour que f soit définie sur R et continue,
on ajoute f(x) =0 pour x <0 et f(x) =1 pour x > 1. On a toujours f(C) = C. Ceci

donne bien le résultat désiré car A\(C) = 0 et A(C) =& > 0.
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Exercice 2.35 (Lemme de Borel-Cantelli)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (A,,),cn une suite d’éléments de T.

Bn:UAketA:ﬂBn

k>n neN

On pose

(on rappelle que A =limsup,_,, . Ap).

1. Montrer que si ),y p(A,) < +oo alors p(A) = 0.

Corrigé — Cette question a été traitée dans I’exercice 2.26, question 4.

2. On suppose que, pour tout 7 € N, les événements A, ..., A, sont indépendants.
On suppose aussi que ),y P(A;) = +co. Montrer que p(A) = 1.

Corrigé — Comme cela a été vu a 'exercice 2.26, la propriété de continuité décrois-
sante d’une mesure (voir la proposition 2.27) donne p(A) = lim,,_,, ., p(B,,). Il suffit
donc de montrer que p(B,) = 1 pour tout n € N.

Soit n € N; supposons d’abord qu’iil existe k > n tel que p(Ay) = 1. On a alors, par
monotonie de p, que p(B,,) > p(Ay) = 1 et donc p(B,,) = 1. On suppose maintenant
que p(Ax) <1 pour tout k > n. Comme B, = (>, A}, la continuité décroissante de
p et Uindépendance des Ay donne :

p(B) —mll)r}rlml_[p Ay) = hm ]_[1 p(Ag)).

Comme In(1 — x) < —x pour tout x < 1 (ou, de maniére équivalente, In(u) < u —1
pour tout u > 0, ceci est une conséquence, par exemple, de la concavité de la fonction
In), on a, pour m>n :

m m m
In([ Ja-pa) =) In(1-pa) <=3 p(Ag).
k=n k=n k=n
De I’hypothése ), cnp(A;) = +00, on déduit
m
mlgywln(!(_[(l ~p(AL) = —,
=n

et donc p(BS)) = 0. Ceci donne bien p(B,,) = 1 et termine la démonstration.



Chapitre 3

Fonctions mesurables, variables
aléatoires

3.1 Introduction, topologie sur R,

Nous allons, dans ce chapitre, introduire différents outils nécessaires a la définition
de I'intégrale de Lebesgue. De la méme maniere que les fonctions en escalier ont été
introduites lors de la définition de 1’intégrale des fonctions réglées, nous introduisons
maintenant le concept de fonction étagée sur un espace mesurable (E, T). Nous in-
troduirons ensuite les concepts de fonction mesurable et de variable aléatoire, ainsi
que les premicres notions de convergence de suite de ces fonctions. La notion de
variable aléatoire est fondamentale en calcul des probabilités : c’est en général par la
connaissance de la variable aléatoire (et par sa loi de probabilité) que se construit le
modele probabiliste, I’espace probabilisé (E, T, p) restant souvent mal connu.

Remarque 3.1

1. L’objectif est d’intégrer des fonctions de E (espace de départ) dans F (espace
d’arrivée). Pour construire ainsi une notion d’intégrale, il faut un espace mesuré au
départ et un espace topologique a I’arrivée, car nous aurons besoin dans 1’espace
d’arrivée d’une notion de convergence (pour les procédés de passage a la limite
dans la définition de I’intégrale). Les espaces d’arrivée usuels sont (pour la théorie
de I’intégration) R, C, RN ou un espace de Banach. Le procédé de construction
dfi 2 Lebesgue donne un role fondamental aux fonctions a valeurs dans R, (et a la
notion de convergence croissante) et nous aurons besoin d’utiliser la topologie de
R, (voir la définition 3.2).

2. On rappelle qu’un espace topologique est la donnée d’un ensemble F muni d’une
famille de parties de F, appelées “ouverts de F”, contenant ) et F, stable par union
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(quelconque) et stable par intersection finie. On rappelle aussi que, dans un espace
topologique, x,, — x, quand n — +o0, signifie que, pour tout O ouvert contenant x,
il existe ng tel que x,, € O pour tout 1 > n.

3. Soit F un espace topologique et G C F. On appelle topologie trace sur G la topologie
définie par I’ensemble des restrictions a G des ouverts de F. Si O C G, O est un
ouvert de G si et seulement s’il existe U ouvert de F tel que O = U N G. Noter
donc que O peut ne pas étre un ouvert de F si G n’est pas un ouvert de F. Par
contre, il est important de remarquer que si G est un borélien de F (c’est-a-dire
G € B(F), B(F) étant la tribu engendrée par les ouverts de F), I’ensemble des
boréliens de G est exactement 1’ensemble des boréliens de F inclus dans G, c’est-
a-dire B(G) = {B c G; B € B(F)}, ceci est démontré dans 1’exercice 2.3 page
75.

4. Un exemple fondamental de topologie sur I’ensemble F est celui de la topologie
donnée par une distance sur F. Dans le cas de F = R, nous considérerons toujours
R muni de la topologie donnée par la structure métrique de R, c’est-a-dire par
I’application “distance” définie par d(a,b) = |b — 4.

Définition 3.2 (Topologie et tribu de Borel sur R,) R, =R, U {+oco}

1. Soit O C R,. O est un ouvert si pour tout a € O ona :

(a) Si 0 < a < +oo, alors il existe ¢ € R, tel que Ja—¢,a+ ¢[C O,
(b) si a =0, alors il existe o € R’ tel que [0, a[C O,

(c) si a = +oo, alors il existe o € R, tel que |, +o0] C O.

2. B(R,) est la tribu (sur R,) engendrée par les ouverts de_@Jr. Soit B c R,, on
peut montrer (voir la remarque 3.3 ci apres) que B € B(R,) si et seulement si
BNR e B(R) (B(R) est la tribu de Borel sur R).

Remarque 3.3 (Topologie sur R et R,)

1. La topologie sur R, est la topologie induite par celle de R, ¢’est aussi la topologie
induite par celle de R (la démonstration de ce résultat est un exercice de topologie,
exercice 3.4). L’ensemble des boréliens de R, est donc égal a I’ensemble des
boréliens de R, inclus dans R, et c’est aussi I’ensemble des boréliens de R inclus
dans R, (voir la remarque 3.1). On remarque aussi que {+co} € B(RR, ) (car {+oo} est,
par exemple, une intersection dénombrable d’ouverts de R, ). On en déduit que, si

BcR,,onaB e B(R,)siet seulement si BNR € B(R) (noter que BAR = BNR,,).

2. Soit A C R, A est donc un borélien de R, si et seulement si A € B(R) ou A = B
U {+o0}, avec B € B(R).
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3. La définition de la topologie sur R, donne bien que, pour (x,),cy C R,, on a
X, — +oo (dans R, quand n — +00) si et seulement si, pour tout « > 0, il existe n
tel que x,, €]a, +o0] pour tout n > nq (ce qui est la définition usuelle de convergence
vers +00).

4. On peut aussi montrer que B(R, ) est la tribu engendrée par C; = {]a, +oo]; a € R, }.
C’est aussi la tribu engendrée par C, = {]a, +oo[NR,; a € R}. Par contre, ce n’est pas
la tribu engendrée (sur R, ) par C5 = {]a, +oo[; a € R, } (on a donc T(C3) € B(R,)
et T(C3) # B(R.)). Voir a ce propos les exercices 3.13 et 3.14.

3.2 Fonctions étagées

Définition 3.4 (Fonction caractéristique d’un ensemble) Soient (E, T) un espace
mesurable et soit A € T. On appelle fonction caractéristique mesurable de [’ensemble
A, et on note 1 5 (ou X a) la fonction définie par : 15(x) =1 si x € A et 15(x) =0 si
x € A

Définition 3.5 (Fonction étagée) Soient (E, T) un espace mesurable et f : E — R.

1. On dit que f est étagée (ou T-étagée) si f est une combinaison linéaire (finie)
de fonctions caractéristiques mesurables, c’est-a-dire s’il existe une famille finie

n
(Aj)iz1,..n CT et nréels ay,...,a, tels que f = ZailAi'
i=1
2. On dit que f est étagée positive si | est étagée et prend ses valeurs dans R, .

On note € I’ensemble des fonctions étagées et £, I’ensemble des fonctions étagées
positives.

La notion de fonction étagée positive va nous permettre de définir I’intégrale a partir
de la notion de mesure. On se limite pour I’instant aux fonctions positives afin de
donner un sens a I’addition de mesures infinies. Notons que, dans la définition d’une
fonction étagée, les ensembles A; peuvent étre d’intersection non vide. On aura besoin,
pour introduire facilement la notion d’intégrale d’une fonction étagée positive, de
considérer une décomposition de la fonction étagée sur des ensembles d’intersection
vide. C’est I’objet du lemme suivant :

Lemme 3.6 (Décomposition canonique d’une fonction étagée positive) Soir (E, T)
un espace mesurable, et soit f € £, une fonction étagée positive, non identiquement
nulle. Alors il existe une unique famille finie (a;, A;)i=1, ., C R} x T telle que 0 <
ay <...<ay, A;#0, pourtouti, AiNA;=0,sii=j et f=31 a]ly,.
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..........

fonction étagée positive non nulle. L’ensemble Im f des valeurs prises par f est donc
fini. Comme Imf C R,, on adonc Imf \ {0} = {ay,...,a,} avec 0 < ay,... <a,. En
posant A; = {x € E; f(x) =a;},onadonc f =} " a;1,, avec A; z0et A;NA; =0.
(Noter aussi que {x € E; f(x) = 0} = (UL, A;)°.) Il reste & montrer que A; € T. Pour
iefl,...,n},onpose I; = {Kc{l,..p};a; =) rexbr}. On a alors, pour tout
i €{l,...,n}, A; = Uger, Ck. avec Cg = m;’:l Dj, Dj = B; si j € Ket D; = B si
j € K. Les propriétés de stabilité d’une tribu nous donnent alors que A; € T pour
tout i € {1,...,n}. On a donc trouvé la décomposition voulue de f. Le fait que cette
décomposition est unique est immédiat car on a nécessairement {ay,...,a,} = Imf \{0}
et A; ={x€E; f(x)=a;}. |

On aurait envie a partir de la notion de fonction étagée positive décomposée sous la
forme précédente, de définir I’intégrale de f comme f fdm=Y7a;m(A;). En fait,
on pourra méme (cf définition 4.1) définir I'intégrale d’une fonction étagée avec une
décomposition plus générale (non unique) grace au lemme suivant :

Lemme 3.7 Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit f € £, une fonction étagée positive

non nulle, telle que
n p
f = Zai]‘Ai etf = ZbilBi
i=1 i=1

..........

C T sont des familles de parties disjointes deux a deux, i.e. telles que A; N A; = et
B;NB;j=0sii=j. Alors:

p
Zczim(Ai) = ijm(Bj). 3.1)
j=1

DEMONSTRATION — On pose, pouri =1,...,netj=1,...,p, C,-]- =A;N B]-. En
remarquant que {x; f(x) > 0} = /., A; = U?zl Bj, on écrit A; = U?zl CjjetB; =
Ui, Cij. On peut donc écrire

n np

Zﬂim(Ai) = a;m(C;;)

i=1 i=1 j=1

—

et

j=1 j=11i=1

On remarque alors que a; = b; dés que C;; # 0, d’ou I’égalité 3.1. |
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Lemme 3.8 (Décomposition d’une fonction étagée avec une partition) Soir (E, T)
un espace mesurable, et soit f € £ une fonction étagée. Alors il existe une unique
famille finie (a;, A;)i=o,..n C RxT telle que a; = aj sii # j, A; # 0, pour tout i,
A; ﬂA] =0, sii ¢j, E= U?:()Ai etf = Z?:Oai]-A,--

DEMONSTRATION — La démonstration est trés voisine de celle donnée pour la dé-
composition d’une fonction étagée positive (lemme 3.6). L’ensemble {a;, i € {0,...,n}}
est I’ensemble de toutes les valeurs prises par f (et pas seulement les valeurs non
nulles) et A; = {x € E; f(x) = a;}. L]

Enfin, on conclut ce paragraphe en remarquant que £ est un espace vectoriel sur R.

Proposition 3.9 (Structure vectorielle de £) Soit (E, T) un espace mesurable, I’en-
semble & des fonctions étagées est un espace vectoriel sur R. De plus, si f,g € £, on
aaussi fgek.

DEMONSTRATION —  Soiet f,g € £ et soient ¢, p € R. On utilise la décomposition
de f et g donnée dans le lemme 3.8. Elle donne f = ) I ja;14, et g = Z;‘”:o bilg,.

..........

n m m n

f= ZzailA,ﬂBj etg = ZzbleimBj,

i=0 j=0 =0 i=0
de sorte que af +Bg =) 1" Z]’-”:O(ocai +Pbi)14,nB;» ce qui montre que af +fg € £,
et donc que & est un espace vectoriel.
D’autre part, on remarque aussi que fg =) 1", Z}ﬂ:o a;b;1 A;nB;» €€ qui montre que

fgel. [

On montrera aussi les propriétés de linéarité et de monotonie de I’intégrale des
fonctions étagées (voir proposition 4.3).

3.3 Fonctions mesurables et variables aléatoires

Afin d’étendre le concept d’intégrale & une classe de fonctions plus générale que celle
des fonctions étagées (positives), on introduit les fonctions mesurables (positives). On
pourra ensuite utiliser une technique de passage a la limite pour définir I’intégrale de
telles fonctions.

On va tout d’abord définir la notion de mesurabilité pour une fonction f de E dans F.
L’espace de départ, E, est muni d’une tribu et ’espace d’arrivée, F, est, en général,
muni d’une topologie (et donc de sa tribu de Borel, les exemples fondamentaux sont
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F =R ou F = R,). On peut aussi considérer le cas ol F est muni d’une tribu (non
donnée par une topologie sur F).

Définition 3.10 (Fonction mesurable) Soient (E, T) un espace mesurable et F un
ensemble muni d’une topologie (par exemple : F = R ou R, ). Une fonction f, définie
de E dans F, est une fonction T-mesurable si f~(A) € T, pour tout A € B(F) (ce qui
est équivalent a dire que la tribu f~'(B(F)) = {f ~'(B), B € B(F)} est incluse dans T
ou encore que la tribu Ty = {B € P(F); f~Y(B) € T} contient B(F), voir I’exercice 2.4
sur les tribus image directe et image réciproque.) En I’absence d’ambiguité possible
on dira “mesurable” au lieu de “T-mesurable”.

Plus généralement, si F n’est pas muni d’une topologie (et donc de la tribu B(F))
mais est muni directement d’une tribu T (on a alors deux espaces mesurables : (E, T)
et (F,T)), une fonction f, définie de E dans F, est une fonction (T, T )-mesurable si
f~Y(A) € T, pour tout A € T. (Ce qui est équivalent a dire que la tribu f~(T) =
{fY(B), B € T} est incluse dans T ou encore que la tribu Tr = {Be P(F); f1(B)e
T} contient T .) En I’absence d’ambiguité possible on dira “mesurable” au lieu de
“(T,T )-mesurable”.

Enfin, si E et F sont deux espaces munis d’une topologie, on dit que f est borélienne
si f est mesurable pour les tribus boréliennes sur E et F (c’est-a-dire les tribus
engendrées par les ouverts) .

Remarque 3.11 Une fonction étagée est toujours mesurable. En effet, soit (E, T) un
espace mesurable et soit f € £ (donc f est une application de E dans R). D’apres
le lemme 3.8, il existe une partition (Ag,...,A;,) de E, et ag,...,a, € R tels que
f =X qaila etA;eTpourtoutie{0,...,n}. Pour tout BC R, onadonc f1(B)=
Uli;a,eB) Ai € T, ce qui prouve que f est mesurable de E dans R.

Noter que si f € £,, on a donc aussi f mesurable de E dans R, (voir I’exercice 3.5).

La terminologie probabiliste utilise les termes “variable aléatoire” ou “vecteur aléa-
toire” (selon I’espace d’arrivée) au lieu de “fonction mesurable” (ou “application
mesurable”).

Définition 3.12 (Variable aléatoire, vecteur aléatoire)

1. Soit (E, T) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire réelle (v.a.r.) une
fonction X définie de E dans R et T-mesurable,i.e. telle que X' (A) € T, pour tout
A € B(R).

2. Plus généralement, soient (E,T) et (F,T) deux espaces probabilisables. Une fonc-
tion X, définie de E dans F, est une variable aléatoire si c’est une fonction (T, T )-
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mesurable (c’est-a-dire si X~1(A) € T, pour tout A € T ). Lorsque F est un espace
vectoriel, on dit que X est une variable aléatoire vectorielle ou un “vecteur aléatoi-
re”.
Remarque 3.13 Comme cela a été dit dans la proposition 3.10, on dit, en ’absence
d’ambiguité, “mesurable” au lieu de “T-mesurable”. On remarque d’ailleurs que le
terme probabiliste “variable aléatoire” ne mentionne pas la dépendance par rapport a
la tribu. Dans la définition 3.12, on a noté X la variable aléatoire plutot que f car c’est
I’usage dans Ia littérature probabiliste.

Définition 3.14 (Tribu engendrée par une fonction mesurable) Soient (E, T) un
espace mesurable (resp. probabilisable) et f (resp. X) une fonction mesurable de
E dans R (resp. une variable aléatoire) alors I’ensemble {f 1 (A), A € B(R)} (resp.
{X~1(A), A € B(R)}) est une tribu sur E qu’on appelle tribu engendrée par la fonction
mesurable f (resp. la variable aléatoire X). Cette tribu est aussi la tribu image
réciproque de B(R) par f (resp. X).

Définition 3.15 (Espaces M et M_) Soit (E, T) un espace mesurable, on note :
— M(E,T) ={f : E - R, mesurable},
— M,(E,T)={f : E > R,, mesurable).

En I’absence d’ambiguité, on notera M = M(E, T) et M, = M, (E,T).

Proposition 3.16 (Premieére caractérisation de la mesurabilité)

Soient (E, T) un espace mesurable et f : E — F, avec F = R ou R,. Soit C une
partie de P(F) engendrant la tribu borélienne de F. On a alors : f est mesurable si et
seulement f~1(C) € T pour tout C € C. En particulier, f est mesurable si et seulement
si f vérifie l'une des deux propriétés suivantes :

1. (o, B[) € T, pour tout o, p € R, a < B,
2. fY(Ja, +oo[) € T, pour tout o € R.

Dans cette caractérisation, I’ensemble |, B[ (ou o, +o0[) désigne, bien siir, I’ensemble
des éléments de F appartenant a |o, B[ (ou ]o, +00]).

La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exercice 3.1. Le lecteur pourra
trouver lui-méme d’autres caractérisations de la mesurabilité, en utilisant la propo-
sition ci-dessus. Par exemple, soit f de E (muni de la tribu T) dans R,, la fonction
f est mesurable si et seulement si f~!(]a,+o0]) € T pour tout & > 0 (par contre,
f~1(Ja, +o0[) € T pour tout & > 0 n’implique pas que f est mesurable).
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La proposition suivante nous permettra de définir I’intégrale des fonctions appartenant
a M, (comme limite d’intégrales de fonctions étagées, voir le chapitre suivant). Par
contre, on ne pourra pas donner un sens, dans le cas général, a I’intégrale des fonctions
appartenant a M.

Proposition 3.17 (Mesurabilité positive) Soient (E, T) un espace mesurable et f :
E — R,. Alors f € M, si et seulement s’il existe une suite (f,),en C &, telle que :

1. pour tout x € E, f,(x) — f(x), quand n — +oo,
2. fur1(x) = fu(x), pour tout x € E, et tout n € N.

Les deux conditions précédentes seront notées dans la suite sous la forme f, T f
quand n — +oo.

DEMONSTRATION —  Soit (f,)uen € &4 t.q. f T f quand n — +oo0. On remarque
que, pour tout « € R,

f (e roo]) = () it (oo, +o0])
neN

Comme f,, est mesurable, pour tout # € N (voir la remarque 3.11), on a £, ! (]at, +o0[)
€ T pour tout 1 € N et donc, par stabilité de T par union dénombrable, f ~!(]a, +co0])
€ T. Ceci étant vrai pour tout o € R, on en déduit, comme {]a, +o0], & > 0} engendre
B(R,), que f est mesurable de E dans R, c’est-a-dire f € M,.

Réciproquement, on suppose que f € M, . On va construire une suite (f,),en+ C &,
telle que f, T f quand n — +oco.

Pour n € N*, on définit la fonction f,, par :

fulx) = %sif(x) [zpnp [, avec p €{0,...,n2" -1}
nsi f(x) > n,

de sorte que
n2"-1

Jn =11 xeE; f(x)2n) + Z ﬂl{er;f(x)e[z,, s R
p=0

Commefe/\/l+,ona{er;f(x)Zn}eTet{er;f(x)e[2%,
n et tout p, on a donc (f,;)uen+ C &,

‘1 [} € T pour tout

On montre maintenant que, pour tout x € E, on a f,(x) — f(x), quand n — +o0. Soit
x € E. On distingue deux cas :

Premier cas. On suppose f(x) < +oc0. On a alors, pour 1 > f(x), |f(x) — f,(x ZL
On a donc f,(x) — f(x) quand n — +o0.

Deuxiéme cas. On suppose f(x) = +oo0. On a alors f,(x) = n pour tout n € N* et donc
fu(x) = f(x) quand 1 — +oo0.

On montre enfin que, pour tout x € E et pour tout n € N*, on a f,,,1(x) > f,(x). Soit
x € E et n € N*. On distingue trois cas :

Premier cas. On suppose f(x) >n+1.Onaalors f,,1(x)=n+1>n=f,(x).
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Deuxiéme cas. On suppose n < f(x) < n+1. Il existe alors ie{n2ml, . (n+1)21 -
1} tel que f(x) € [5577, 2’;’—}1] On aalors f,,(x) =1 < 557 = fa(x
Troisieme cas. On suppose f(x) <n.1lexiste alors p € {0,...,n2" — 1} tel que f(x) e

+1 +1) 2 2p+1
[zﬂ’pzﬂ [_ [271+1’ zlrjwl [ Sl f [anl’ 2€r+1 [ on a fn(x) = % = 271+1 fn+l X).
2p+1 2(p+1 2p+1
Si f(x) € (25,2250 ona fn = £ < 22 = fu1(x). On a toujours f,(x) <
fur1(x)
On a bien ainsi construit une suite (f,),en+ C &4 telle que f, T f quand n — +oo.
[

Proposition 3.18 (Mesurabilité sans signe) Soient (E, T) un espace mesurable, et
f :E — R. On suppose que f est mesurable. Il existe alors une suite (f,),en C & telle
que, pour tout x € E, f,(x) — f(x), quand n — +oo.

DEMONSTRATION —  On définit la fonction f* : E — R, par f*(x) = max(f(x),0)
pour tout x € E. On remarque que f* € M, (et f* € M, voir I’exercice 3.5). En effet,
f* prend ses valeurs dans R, et (f*)"!(Ja, +c0]) = f!(Ja, +o0[) € T si a > 0. On
conclut en remarquant que {], +o0], a > 0} engendre B(R, ). On définit également
f~=(=f)",desorte que f = f* — f~. On a donc aussi f~ € M, La proposition 3.17
donne I’existence de suites (f,;)eny C Ey et (gn)nen C &, tellesque f, T fretg, T f
quand # — +co. On pose h,, = f,, — g,, de sorte que h,(x) — f(x), quand n — +oo,
pour tout x € E. D’autre part, comme £ est un espace vectoriel (voir la proposition 3.9
page 121), on a (h;,),en € E. |

La proposition précédente nous donnera, avec les propriétés de stabilité de M et M,
(voir la proposition 3.19) une deuxieme caractérisation de la mesurabilité, voir la
proposition 3.20.

L’ensemble des fonctions mesurables est un ensemble trés stable, ¢’est-a-dire que des
opérations usuelles (comme addition, multiplication, limite. . .) sur des fonctions me-
surables donnent encore des fonctions mesurables, ceci est précisé dans la proposition
suivante. Dans le cas (fondamental) de (E, T) = (R, B(R)), il est difficile de trouver des
fonctions non mesurables (comme il est difficile de trouver des parties non boréliennes,
bien que le cardinal de B(R) soit égal au cardinal de R et donc strictement inférieur
au cardinal de P(R)). En pratique, on peut en gros supposer que les fonctions de R
dans R sont foutes B(R)-mesurables (bien qu’il y ait “beaucoup” de fonctions non
mesurables).

Proposition 3.19 (Stabilité de M et M, ) Soit (E, T) un espace mesurable.

1. Soit ICN.
Soit (fy)ner € My, alors sup, o f, € M, etinf, 1 f,, € M,.
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Soit (f)ner C M. Si sup,; f,, prend ses valeurs dans R, alors sup,,.; f, € M.
De méme, siinf, | f, prend ses valeurs dans R, alors inf, ¢ f,, € M.

2. Soit (f,)nen C My, alors limsup,,_,,  f, € M, etliminf,_,  f, € M,.

Soit (fy)neny C M. Silimsup, . f, prend ses valeurs dans R, alors limsup,,cy f,
eEM.

De méme, siliminf, oy f, prend ses valeurs dans R, alors liminf,cy f, € M.

3. Soit (f,)peny € M. On suppose que f,(x) — f(x) dans R, pour tout x € E. Alors
feM,.

Soit (fy)nen C M. On suppose que f,(x) — f(x) dans R, pour tout x € E. Alors
feMm.

4. M est un espace vectoriel sur R et si f,g€ M, alors fge M.

DEMONSTRATION —

1. Soit (f,)yeny € M. 1l est clair que f = sup,,; f, est bien définie et prend ses
valeurs dans @Jr. Puis, Pour tout « € R, on a

F e +oo)) = )£ la+oo) € T,
nel
Comme {]a, +o0] N R,, a € R} engendre B(R, ), on en déduit que f est mesurable
de E dans R, c’est-a-dire f € M,.

De méme la fonction f = inf, f,, est aussi bien définie et prend ses valeurs dans
R, (elle prend méme ses valeurs dans R, si les f,, prennent leurs valeurs dans R,
ceci n’est pas vrai avec la fonction sup,,.; f,,). On remarque ensuite que

f‘l(] —o0,af) = Ufn_l(] — o0, af) pour tout o € R.
nel
Comme {] - co, a[NR,, a € R} engendre B(R, ), on en déduit que f est mesurable
de E dans B(R,), c’est-a-dire f € M,.

Soit maintenant (f;),ey C M. La fonction f = sup,,.; f, est bien définie si on la
considere comme étant a valeurs dans R car elle peut prendre la valeur +oco en
certains points. On la suppose maintenant a valeurs dans R. On peut alors raisonner
comme précédemment en remarquant que f 1 (Jo, +00[) = U1 fir * (Jot, +00[) et
que {]a, +oo[, a € R} engendre B(R). De méme, la fonction f = inf, f,, est bien
définie si on la considére comme étant a valeurs dans R car elle peut prendre la
valeur —co en certains points. On la suppose maintenant a valeurs dans R. On
peut alors raisonner comme précédemment en remarquant que f (= o0,a]) =
Uner fir (1= 00, af) et que {] — o0, af, & € R} engendre B(R).

2. Soit (f,)yeny € M. On pose f =limsup, _,, . f,, la fonction f est bien définie a

valeurs dans R, . Pour tout x € E, on a

f(x) = limsup f,(x) = lim (sup f,(x) = inf(sup f(x)

n—+oo0 pzn
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c’est-a-dire f = infneN(Suppzn fp)- En utilisant les résultats précédents (avec sup
puis inf), on a donc f € M, . Un raisonnement similaire donne liminf,_,, ., f, =
supneN(ianZH fp) e M.,.
Soit maintenant (f,,) ey C M. On suppose que

f =limsupf, = 1nf (sup f,)

n—-+o0 N p>n

(qui est bien définie dans RU{+o0}) prend ses valeurs dans R. Comme les f,, prennent
leurs valeurs dans R, on peut alors remarquer que la fonction Sup,s, fp prend aussi
ses valeurs dans R, pour tout # € N. On a donc, avec la propriété démontrée en 1,
SUP >y, fp € M pour tout n € N. Puis, utilisant encore la propriét€ démontrée en 1,
f= infneN(suppZn fp) € M. Un raisonnement analogue donne liminf, o, f, =
sup,,en(inf,>, fp) € M des que I’on suppose que liminf,, _, ., f,, prend ses valeurs
dans R.

3. Cette question est immédiate grace a la précédente. 11 suffit de remarquer que des
que la limite de la suite (f,,(x)),cn existe, elle est nécessairement égale a la limite
supérieure (ou la limite inférieure) de cette méme suite (f,(x)),ey, ¢ est-a-dire
que lim,,_, ., f,(x) =limsup,,_,, . f,(x) (pour tout x € E). Ici on remarque donc
simplement que f =limsup,,_,, . f, et on applique la propriété 2.

4. Soit f,g € Metsoit a,p € R On pose h = of +pg. D’aprés la proposition 3.18,1l
existe des suites (f;;),en C € et (g,)nen C & telles que f,(x) — f(x) et g,(x) — g(x),
quand 1 — +oo, pour tout x € E. On pose h,, = af,,+pg;,, de sorte que hy,(x ) — h(x),
quand 1 — +o0, pour tout x € E. La proposition 3.9 donne que £ est un espace
vectoriel sur R, on a donc (h,),cny C €. Comme £ C M (voir la remarque 3.11), la
propriété 3 ci-dessus donne alors que h € M. L’ensemble M est donc un espace
vectoriel (sur R).

Soit f,g € M. On pose h = fg. On raisonne comme ci-dessus, il existe (f;),eny C €
et (,)nen C € telle que f,(x) — f(x) et g,(x) — g(x), quand n — +co, pour tout
x € E. On pose h,, = f,g,, de sorte que h,(x) — h(x), quand n — +oo, pour tout
x € E. La proposition 3.9 donne aussi (h,,),eny C € C M. La propriété 3 ci-dessus
donne alors que h € M. -

Proposition 3.20 (Deuxiéme caractérisation de la mesurabilité) Soir (E, T) un
espace mesurable et f : E — R. Alors, f est mesurable si et seulement s’il existe une
suite (f,)nen C € telle que pour tout x € E, f,(x) — f(x), quand n — +oo.

DEMONSTRATION —  Cette caractérisation est donnée par la proposition 3.18 pour

[TPSLL)

le sens “seulement si” et par la propriété 3 de la proposition 3.19 pour le sens “si
L]

On rappelle aussi qu’une fonction f de E (muni de la tribu T) dans R, est mesurable
(c’est-a-dire appartient & M) si et seulement s’il existe (f;;),en C &4 t.q. f,, T f (voir
la proposition 3.17).
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Remarque 3.21 1l est intéressant de remarquer que la proposition 3.20 peut étre
fausse si on prend pour F un espace topologique quelconque (elle reste vraie, par
exemple, si F est un espace vectoriel normé de dimension finie) avec une définition
immédiate de € généralisant celle donnée pour les fonctions a valeurs dans R ou R, .

Définition 3.22 Soient E un ensemble et f : E — R. Pour tout x € E, on pose :

— f7(x) = max(f (x),0),
— f7(x) = —min(f (x), 0) = (=f)" (%),
— 1) = 1f ()l-

Proposition 3.23 Soient (E, T) un espace mesurable et f € M. Onaalors f = f*—f~,
fl=fr+f et fr frIfle Mo M.

DEMONSTRATION — Le faitque f = f* — f~ et|f| = f© + f~ est immédiat. On a
déja vu, dans la démonstration de la proposition 3.18, que f*, f~ € M, et donc que
f*,f~ € M (voir I'exercice 3.5). La proposition 3.19 donne que M est un espace
vectoriel sur R. On a donc |f| € M et donc aussi |f| € M, car [f]| > 0. n

3.4 Mesure image, loi d’une v.a., v.a. indépendantes

Soit (E, T) et (F,7) deux espaces mesurables (I’exemple fondamental est (F,7) =
(R, B(R))) et f une fonction mesurable de E vers F. Si m est une mesure sur T, alors
on peut définir, a partir de f et m, une mesure sur 7 de la maniere suivante :

Proposition 3.24 (Mesure image) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (F,T) un es-
pace mesurable et f une fonction mesurable de E vers F (c’est-a-dire (T, T )-mesu-
rable). Alors, I'application my définie de T dans R, par : ms(A) = m(f~1(A)), pour
tout A € T, est une mesure sur T, appelée mesure image par f.

DEMONSTRATION — Il suffit de remarquer que 115 est bien définie, que m7(0) = 0 et
que my est o—additive, ce qui découle naturellement des propriétés de m. ]

Définition 3.25 (Loi de probabilité et fonction de répartition d’une v.a.)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle (c’est-a-dire
une fonction mesurable de E, muni de la tribu T, dans R, muni de la tribu borélienne).
On appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X la probabilité py image de p
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par X (cette probabilité est donc définie sur B(R)). On appelle fonction de répartition
de la variable aléatoire X la fonction de répartition de la probabilité px.

Un exemple simple de loi de probabilité est la loi uniforme sur [0, 1]. Elle est définie
par p(A) = A(ANJ0,1]) pour tout A € B(R). Soit X une v.a.r. (sur I’espace probabilisé
(E, T, p)). On dit que X ~ U([0,1)] si px = p.

Si X et Y sont deux v.a.r. (sur des espaces probabilisés éventuellement différents), on
dit que X ~ Y si px = py. Le sigle “~” signifie donc “a pour loi” ou “a méme loi que”.

Dans de nombreux cas, les modeles probabilistes seront déterminés par une loi de
probabilité d’une variable aléatoire. Une conséquence immédiate du théoreme 2.61
est que la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle est enticrement déterminée
par sa fonction de répartition. Ceci est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 3.26 (Egalité de deux lois) Soient (E, T, p) et (E,S,q) des espaces proba-
bilisés, X une variable aléatoire réelle sur E (c’est-a-dire une fonction mesurable de E,
muni de T, dans R muni de B(R)) et Y une variable aléatoire réelle sur F. On note px
et py les lois de X et Y. On a alors px = py si et seulement si p({X < t}) = q({Y < t})
pour tout t € R. On a aussi px = py si et seulement si p({s <X <t})=q({s <Y < t})
pour tout s,t € R, s < t. (Les inégalités strictes peuvent étre remplacées par des
inégalités larges.)

DEMONSTRATION —  Cette proposition est une conséquence des théoremes 2.61 et
2.62. 11 suffit de remarquer que p({X < t}) = px(]— oo, t]) et p({s < X < t}) = px([s, t])
(et que I’on a des égalités analogues avec Y au lieu de X). |

On rappelle que la notation p({X < t}) (si X est une v. a. réelle sur I’espace probabilisé
(E, T, p)) signifie p({w € E; X(w) < t}). Cette notation sera parfois abrégée sous la
forme p(X < t).

Définition 3.27 (Variables aléatoires équidistribuées)

Soient (E, T, p) et (E’,T',p’) des espaces probabilisés, X (resp. X’) une variable
aléatoire de (E, T, p) (resp. (E’,T’,p’)) dans (R, B(R)), on dit que les variables
aléatoires X et X’ sont équidistribuées si elles ont méme loi de probabilité.

Définition 3.28 (Variable aléatoire discréte, entiére, continue) Soient (E, T, p) un
espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur (E, T, p), px la loi de la
variable aléatoire X et By sa fonction de répartition;
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1. Si X(E) est dénombrable, on dit que la variable aléatoire X est discréte.
2. Si X(E) €N, on dit que la variable aléatoire X est entiere.

3. Si la fonction de répartition Fx définie de R dans [0, 1] est continue, on dit que la
variable aléatoire est continue.

Définition 3.29 (Variables aléatoires indépendantes) Soit (E, T, p) un espace pro-

babilisé.

1. Soit N > 1 et Xy,...,Xy une famille de variables aléatoires réelles. On dit que
X1,..., XN sont indépendantes (ou que la famille ( X1,...,XN) est indépendante)
si les tribus engendrées par X1,..., Xy (on notera souvent ©(X) ou o(X) la tribu
engendrée par la variable aléatoire X) sont indépendantes.

2. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires réelles. On dit cette suite est indé-
pendante (ou que les v.a. Xy, ..., X,,,... sont indépendantes) si, pour tout N > 1,
les v.a. Xy, ..., XN sont indépendantes.

On appellera “suite de v.a.r.i.i.d. ” une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes identiquement distribuées (ce dernier point signifiant que toutes les v.a. de la
suite ont méme loi).

Soit (E, T, p) un espace probabilisé et X, X,, X3 trois v.a.r. (c’est-a-dire variables
aléatoires réelles). Le fait que X; soit indépendante de X, et X3 n’implique pas que
X soit indépendante de (par exemple) X, + X3, méme si X, et X3 sont indépendantes.
Mais, on a bien X; indépendante de X,+ X35 si la famille (X, X,, X3) est indépendante.
Ceci est une conséquence de la proposition suivante.

Proposition 3.30 (Indépendance et composition) Soit (E, T,p) un espace pro-
babilisé, n > 1, m>1et Xy, ..., X;;, Y1, ..., Yy, des v.a.r. indépendantes. Soit ¢
une fonction borélienne de R" dans R et \ une fonction borélienne de R" dans R.
Alors, les v.a.r. (Xq,...,X,) et P(Yq,...,Y,,) sont indépendantes. Nous avons ici
décomposé la famille initiale de v.a.r. indépendantes en 2 groupes. la proposition peut
se généraliser a une décomposition en un nombre quelconque de groupes.

DEMONSTRATION — La notation ¢(Xy,...,X,,) est un peu incorrecte (mais est tou-
jours utilisée). Elle désigne (comme on le devine facilement) la composition de ¢ (qui
va de R" dans R) avec I’application de E dans R"” donnée par les X;,i=1,...,1.

La démonstration de cette proposition (et de sa généralisation a un nombre quel-
conque de groupes) est une conséquence simple de la proposition 2.59 dés que I’on
remarque que la tribu engendrée par ¢(X1,...,X,) est incluse dans la tribu engendrée
par Xy,...,X,, (c’est-a-dire la tribu engendrée par les tribus 6(X;),...,0(X,,)), ce que
nous démontrons maintenant.
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On note T la tribu engendrée par X1,...,X,, et X I’application de E dans R” qui a w € E
associe (X;(w), ..., X,,(w))". Il est facile de voir que {A € B(R") t.q. X 1(A) € T} est
une tribu (sur R"). Si A =[], A; avec A; € B(R) pour touti = 1,...,7n,0na

X(A) = ﬂx;l(Ai) €t
i=1

(car Xi_1 (A;) appartient a T(X;) et donc a t). Comme B(R") est engendrée par I’en-
semble des produits de boréliens de R (et méme par I’ensemble des produits d’inter-
valles ouverts de R, voir I’exercice 2.7), on en déduit que

{A e B(R") t.q. X 1(A) e 1} D B(R").
Pour tout B € B(R), on a donc (@(X))™'(B) = X~!(¢~!(B)) € t car ¢~!(B) € B(R")
(puisque ¢ est borélienne), ce qui prouve bien que la tribu engendrée par @(Xy,...,X;)
est incluse dans la tribu engendrée par X, ..., X,,. |

Nous verrons au chapitre 7 la conséquence principale de 1’indépendance. Cette consé-
quence est que, si X, Y sont des v.a.r. indépendantes, la loi du couple (X, Y) est le pro-
duit des lois Py et Py (c’est-a-dire , avec les notations du Chapitre 7, Px y) = Px ® Py).
Une propriété analogue est vraie pour une famille (X1,...,X,,) de v.a.r. indépendantes.

Nous terminons ce paragraphe par un théoreme tres utile en probabilités sur la repré-
sentation d’une v.a. mesurable par rapport a une autre v.a..

Théoreme 3.31 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.)

Soient X et Y deux v.a. réelles définies sur un espace probabilisé (QQ, A, P). Alors,
la v.a. Y est mesurable par rapport a la tribu engendrée par X (notée (X)) si et
seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle que Y = f (X).

DEMONSTRATION — La démonstration de ce résultat fait 1’objet de I’exercice 3.17.
Il est intéressant de remarquer que la démonstration de ce théoréme effectuée dans
I’exercice 3.17 donne les informations complémentaires suivantes :

* Y est t(X)-mesurable bornée si et seulement s’il existe f borélienne bornée t.q.
Y = f(X),
* Y est t(X)-mesurable positive si et seulement s’il existe f borélienne positive
t.q. Y = f(X).
La partie “si” de ces deux résultats est immédiate. Pour la partie “seulement si”, il
suffit de remarquer que la démonstration faite dans 1’exercice 3.17 donne f t.q.

Im(f)={f(t), t e R} cIm(Y)U {0}, avec Im(Y) ={Y(w), w € Q}.
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3.6 Exercices

Exercice 3.1 (Caractérisation des fonctions mesurables) Soient (E, T) un espace
mesurable et f une application de E dans R;

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~1(B) € T} est une tribu.

Corrigé — Cette question est un cas particulier (avec F = R) de la question 2 de
Iexercice 2.4.

2. Soit C un ensemble qui engendre 3(R), montrer que les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) f est mesurable,
(ii) f~1(C) e T, pour tout C € C.

Corrigé —  On remarque que f mesurable signifie simplement que Ty (définie
a la question précédente) contient B(R).

Le sens (i) = (ii) est immédiat car C C B(R).

Pour le sens (ii) = (i), on remarque que Tf est une tribu. Donc, si Tf contient

C, on a aussi Ty contient T(C) = B(R). Ceci donne f mesurable. Donc, on a
bien (ii) = (i)

Exercice 3.2 (Mesurabilité pour f a valeurs dans R) Soit () un ensemble et F
une o-algebre sur Q. Soit f une application de QO dans R. On munit R de la tribu
borélienne.

1. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout x € R, {w € Q, f(w) <
x}eF.

Corrigé — On pose C = {] — 00, x[, x € R}. Compte tenu de la proposition 3.16 (voir
aussi U'exercice 3.1), il suffit de montrer que T(C) = B(R).

Comme les éléments de C sont des ouverts, on a, bien siir, T(C) C B(R).

Pour montrer I'inclusion inverse, on commence par remarquer que, pour tout a,b € R,
a < b, on a (grdce aux propriétés de stabilité d’une tribu) [a, b[=] — 0o, b[\] — 00, al€
T(C), puis |a, b[= Uyens[a + (1/n), b[€ T(C). Puis, comme tout ouvert est une union
au plus dénombrable d’intrevalles ouverts bornés (voir le lemme 2.11), on en déduit
que T(C) contient tous les ouverts et donc T(C) D B(R). Finalement, on a bien
T(C) = B(R).

2. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout x € R, {w € Q), f(w) <
x}eF.
Corrigé — On pose ici D = {] — o0, x|, x € R}. Compte tenu de proposition 3.16, il
suffit de montrer que T(D) = B(R).
Comme les éléments de D sont des fermés, on a, bien siir, T(D) C B(R).
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Pour montrer Iinclusion inverse, on remarque pour tout x € R on a |—oo0, x[= U,en+ |—
o0,x —(1/n)] et donc C C T(D) (ou C est I’ensemble défini a la question précédente).
On a donc B(R) = T(C) C T(D). Finalement, on a donc bien T(D) = B(R).

Exercice 3.3 (Composition de fonctions mesurables) Soit (E, T) et (F,S) deux es-
paces mesurables. Soit f : E— Fet ¢ : F —» R (R est muni, comme toujours, de
la tribu borélienne). On suppose que f et ¢ sont mesurables. Montrer que @ o f est
mesurable (de E dans R).

Corrigé — Soit B € B(R), on remarque que (¢ o f)"1(B) = f~1(¢~!(B)). Comme
¢ Y(B) €S car @ est mesurable (de F dans R), on a donc f~'(¢™'(B)) € T car f est
mesurable (de E dans F). Ceci montre bien que @ o | est mesurable (de E dans R).

Exercice 3.4 (Topologie de R,) On définit la topologie de R, comme étant la topo-
logie induite sur R, par la topologie de R. Soit O C R,, I’ensemble O est donc un
ouvert de R, si et seulement si il existe U ouvertde Rt.q. O = UNR,.

1. Soit O C R,. Montrer que O est un ouvert de R, si et seulement si il existe U
ouvert de R, t.q. O = UNR,. (Ceci montre que la topologie de R, est aussi la
topologie induite sur R, par la topologie de R, .)

2. Montrer que L’ensemble des boréliens de R, est égal a I’ensemble des boréliens de
R, inclus dans R, et est aussi égal a I’ensemble des boréliens de R inclus dans R,.

3. Montrer que, si BC R,, on a B € B(R,) si et seulement si BN R € B(R) (noter que
BNR=BNR,).

Exercice 3.5 (R ou @Jr...) Soit @ : R — R, ¢ > 0. On munit R (au départ et a
’arrivée) de la tribu borélienne. Montrer que ¢ est mesurable (on dit aussi borélienne)
si et seulement si ¢ est mesurable quand on la considére comme une application de R
dans R, (R, étant aussi muni de la tribu borélienne).

Corrigé — On suppose ¢ mesurable de R dans R. Soit B un borélien de R,, on a donc
BN R € B(R) (voir la définition 3.2 page 118). Comme @ prend ses valeurs dans R et
que @ est mesurable de R dans R, on a donc ¢! (B) = ¢ (BN R) € B(R). Ceci donne
donc que @ est mesurable de R dans R,.

Réciproquement, on suppose maintenant ¢ mesurable de R dans EJr (mais ¢ ne prend
Jjamais la valeur +o0, on peut donc la considérer comme étant de R dans R). Soit
B € B(R). Comme R, € B(R), on a aussi BAR, € B(R) et donc BNR, € B(R,).
Comme @ est mesurable de R dans R, on en déduit que ' (BNR,) € B(R). Comme
@20 0ona@ (BNR,)= ¢ 1(B) et donc ¢~'(B) € B(R). Ceci prouve que @ est
mesurable de R dans R.

Exercice 3.6 (Stabilité de M)
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1. Soient (E, T), (E’, T’), (E”, T”) des espaces mesurables, f (resp. g) une application
de E dans E’ (resp. de E” dans E”). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer
que g o f est une application mesurable de E dans E”.

Corrigé — Cette question est identique a celle de I’exercice 3.3 avec B” au lieu de
R. La démonstration est semblable :

Soit B € T”, on remarque que (o f)"1(B) = f~' (¢~ (B)). Comme g~'(B) € T’ car
g est mesurable (de B’ dans E”), on a donc f~1(g™1(B)) € T car f est mesurable (de
E dans E’). Ceci montre bien que g o f est mesurable (de E dans E”).

2. Soit (E, T) un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(R); soient
f et g des fonctions mesurables de E dans R.

(a) Pour x € E on pose f*(x) = max{f(x),0} et f~(x) = —min{f (x),0}. Montrer
que f* et f~ sont des fonctions mesurables de E dans R.

Corrigé — Cette question est démontrée dans la proposition 3.23 page 128.

(b) Montrer que f + g, f g et |f| sont des fonctions mesurables de E dans R.

Corrigé — Le fait que f + g, fg € M est démontré dans la proposition 3.19 et le
Jait que |f| € M est démontré dans la proposition 3.23 (car |f| prend ses valeurs
dans R et |f| € M, on conclut avec I’exercice 3.5.

3. Soient (E, T) un espace mesurable, (f,;),cy une suite de fonctions mesurables de
E dans R. On suppose que la suite (f,,(x)),en converge (dans R) pour tout x € E.
On pose f(x) = lim,_, o f,(x) (pour tout x € E). Montrer que f est une fonction
mesurable de E dans R.

Corrigé — La démonstration de cette question est donnée dans la proposition 3.19
page 125 (propriété 3).

4. Soit (E,T) un espace mesurable, on suppose qu’il existe A € T dont les sous-
ensembles ne soient pas tous mesurables. Il existe donc B C A tel que B ¢ T.
Montrer que h = 15 — 15\ n’est pas mesurable (de E dans R), alors que |h| I’est.

Corrigé — {1} € B(R) alors que ™' ({1}) = B ¢ T, donc h n’est pas mesurable. Par
contre |h| = 1 est mesurable car A € T.

Exercice 3.7 (Mesurabilité des fonctions continues) Soit f une application de R
dans R. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne

1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est
borélienne).
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Corrigé — Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, f~'(O) est aussi un
ouvert de R, donc f~1(0) € B(R). Comme I’ensemble des ouverts engendre B(R),
on en déduit que f est mesurable (on utilise ici la caractérisation de la mesurabilité
donnée a la proposition 3.16 page 123).

2. On suppose f continue a droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.
Corrigé — On suppose | continue a droite. Pour n € N*, on définit f,, par :

0 six<-mn,
fulx)=3 f(£) si—n<x§netpeZtelque$<x§%,
0 six>n,

de sorte que

Ona f, € & car ]%,%] € B(R) pour tout n et p. Soit x € R. Pour n > |x|, on a
fulx) = f(%) avec ’—; - % <x< % (p dépend de n, x est fixé). Comme f est continue a
droite en x, on a f,(x) — f(x) quand n — +oco (car % — X, avec % > x). La deuxieme
caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.20 page 127) donne alors f € M.

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.

Corrigé — Soit a € R. On pose A = f~([a, oo[). On suppose A =0 (si A =0, on
abien A€ B(R)). Sixe A, ona f(x)> «aet, comme f est croissante, on a aussi
f(y) = a pour tout y > x. Donc, [x,00[C A. En posant a = inf A € RU {-o0}, on
en déduit que la,o0o[C A C [a,00[. A est donc nécessairement un intervalle (dont
la borne supérieure est 00), ce qui prouve que A € B(R). Comme {[a, oo[, o € R}
engendre B(R), on en déduit que f est mesurable. (On a utilisé ici de nouveau la
caractérisation de la mesurabilité donnée a la proposition 3.16 page 123).

Exercice 3.8 (Mesurabilité de 1g) On munit R de sa tribu borélienne. La fonction
1 est-elle mesurable ?

Corrigé —  Oui, la fonction 1¢ est mesurable. En effet, si A € B(R) (et méme si
AeP(R)),ona 1@1 (A)=0ouR ou QouR\Q (selon que 1 et 0 appartiennent ou non
a A). Comme ces 4 ensembles sont des boréliens, on en déduit que 1 est borélienne
(c’est-a-dire mesurable de R dans R quand R est muni de sa tribu borélienne).

Exercice 3.9 (Loi de probabilité de la v.a.r. nulle) Soit (E, T, p) un espace proba-
bilisé et X une v.a.r.. On suppose que X = 0 p.s.. Donner la loi de probabilité px de
X.
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Corrigé — Soit A€ B(R).Si0€ Aonap(X~'(A))=1etsi0& Aonap(X~'(A))=0.

Ceci montre que Py est la mesure de Dirac en 0 (notée d).

Exercice 3.10 Soit A une tribu sur un ensemble E.

1. Soit A € Atel que : Be A et BC A implique B =0 ou B = A. Montrer que toute
fonction mesurable (de E dans R) est constante sur A.

Corrigé — Soit f une fonction mesurable de E dans R. (L’ensemble E est muni de
la tribu A et, comme d’habitude, R est muni de la tribu borélienne.)

On peut supposer A = Q) (et méme A non réduit a un seul élément, sinon il n’y a rien
a démontrer!).

Soit x € A, on pose a = f(x) et B= AN f~1({a}). Comme f est mesurable et que
{a} € B(R), ona B € A. Comme B C A et que B =0 (car x € B) on a nécessairement
B = A, ce qui prouve que f est constante sur A (et f(y) = o pour tout y € A).

2. On suppose dans cette question que A est engendrée par une partition, montrer
qu’une fonction mesurable est constante sur chaque élément de la partition.

Corrigé —  Soit (A;)ic1 une partition de E. On a donc Ujc1A; =Eet AiNA; =0 si
i # j. On peut aussi supposer aussi que A; = 0 pour tout i € 1.
Selon ’exercice 2.11, on a alors

A={UjgA,;, avec] Clet] ou ] au plus dénombrable}.
Soit f une fonction mesurable de E dans R.
Soit i € 1. Comme les Aj sont disjoints deux a deux et non vides et que tout élément
de A est une réunion de Aj, ona

Be A BCA; =>B=00ouB=A,.

On peut donc appliquer la premiére question, elle donne que f est constante sur A;.

3. Donner un exemple de fonction constante sur tout élément d’une partition mais qui
ne soit pas mesurable pour la tribu engendrée par cette partition. [Prendre comme
partition de R tous les singletons]

Corrigé — Comme cela est suggéré, on prend E = R et comme partition I’ensemble
des singletons, c’est-a-dire {{x}, x € R}. La tribu engendrée par cette partition,
notée A, est donc 1’ensemble des parties de R au plus dénombrable ou dont le
complémentaire est au plus dénombrable. La tribu A est incluse dans B(R) (car
les singletons appartiennent a B(R)) mais est différente de B(R) (par exemple, I’in-
tervalle 10, 1[ appartient a B(R) mais n’appartient pas a A). La fonction | de R
dans R définie par f(x) = x pour tout x € R n’est donc par mesurable (par exemple,
£71(]0,1[) =10, 1[& A) mais est bien constante sur chaque élément de la partition.

Exercice 3.11 (Egalité presque partout) 1. Soient f et g des fonctions continues de
R dans R et A la mesure de Lebesgue ; montrer que f = g A p.p. si et seulement si

f=g
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Corrigé — Si f = g (c’est-a-dire f(x) = g(x) pour tout x € R), on a bien f =g A
p.p. car f =g sur 0 et M(0) = 0.

Pour la réciproque, on va utiliser le fait qu’un ouvert non vide est toujours de mesure
de Lebesgue strictement positive. En effet, si O est un ouvert non vide, il existe
a,peRrg a<Bet]a,plcO,onadonc0<p—a=2A]ap[)<MO).

On suppose maintenant que f = g A p.p., il existe A € B(R) tel que M(A) = 0 et
f =g sur A°. On a alors {f(x) = g(x)} C A. Or;, {f(x) = g(x)} = (f — g) L (R*) est
un ouvert car (f — g) est continue (de R dans R) et R* est un ouvert de R. Donc
{f(x) = g(x)} € B(R) et la monotonie de A donne AM{f (x) = g(x)}) < MA) = 0. On
en déduit que {f (x) = g(x)} = 0 (car un ouvert non vide est toujours de mesure de
Lebesgue strictement positive) et donc f = g.

2. Soient f et g des fonctions de R dans R et 9( la mesure de Dirac en 0 (définie en
(2.2)); montrer que f = g Oy p.p. si et seulement si f(0) = g(0).
Corrigé — Si f(0) = g(0), on prend A = {0}°. On a bien A € B(R), 6y(A) =0 et
f =g sur A® car A° = {0}. Donc, f = g &g p.p..
Réciproquement, on suppose maintenant que f = g d¢ p.p., il existe donc A € B(R)

tel que f = g sur A° et 5g(A) = 0. Comme 0¢(A) =0, on a donc 0 ¢ A, c’est-a-dire
0 € A€ et donc f(0) = g(0).

Exercice 3.12 (Mesurabilité) Soit f : RN x R dans R. On munit R? de sa tribu
borélienne (pour tout p € N*). on suppose que f est mesurable par rapport a x € RN,
pour tout y € R, et que f est continue a gauche par rapport a y € IR, pour tout x € RN,

Pourn >1etp e Z,onpose:a
RN x R dans R par :

g = %, p € Z; on définit la fonction f,, n > 1, de

fulx,y) = f(x,ap), siy €[ap,ap,4[.

On se limite a N = 1.

1. Montrer que f,, converge simplement vers f lorsque n — +oo.

Corrigé — Soit (x,v)" € R?. Pour tout n € N*, on a donc f,(x,v) = f(x, %) avec

1 ; ;
% << % + 5. Noter que x et y sont fixés et que p dépend de n. Quand n — +oo,
onadonc & — y avec B <y. Comme f(x,) est continue & gauche en'y, on a donc
fx, %) — f(x,v) quand n — +co, c’est-a-dire f,(x,v) = f(x,v) quand n — +oo.
2. Montrer que f,, est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que
A xBe B(R?) si A, Be B(R). Ceci est démontré dans 1’exercice 2.6 page 78.]

Corrigé —  Soit n € N*. Pour p € Z, on pose g, = f (-, %) On a donc, par hypothése,
gp mesurable de R dans R.
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Soit C € B(R). Soit (x,v)! € R Il existe donc p € Z tel que y € [%, %[ On a alors

fu(x,9) = gp(x) et donc f,(x,p) € C si et seulement g,(x) € C. On en déduit que :

@ =g ©x (22,

n n
peZ

Comme g, est mesurable, on a g[jl(C) € B(R). On a aussi [2 &[G B(R) et donc

n’ n
g;l (C)x [%, %[E B(R?) (ceci est démontré dans I'exercice 2.6 page 78). Comme
B(R?) est stable par union dénombrable, on en déduit f;'(C) € B(R?) et donc f,
mesurable de R* dans R.

3. Montrer que f est mesurable.

Corrigé — Comme f,, mesurable pour tout n € N* et que f,(x,v) — f(x,v), quand
1 — +oo, pour tout (x,y)" € R?, la propriété 3 de la proposition 3.19 donne que f
est mesurable (de R? dans R).

Exercice 3.13 (Sur la tribu borélienne de @Jr)

On note T I’ensemble des boréliens de R, contenant les deux points 0 et +co ou ne
contenant aucun de ces deux points, c’est-a-dire T = T; U T, avec

Ty = {A e B(R,) t.q. {0,00} C A} et T, ={A e B(R,) t.q. {0,c0} C A%}

1. Montrer que T est une tribu et que T est strictement incluse dans B(RR,).

2.0n pose C = {]a, B[, 0 < a < B < +oo[}. Déduire de la premiere question que C
n’engendre pas la tribu B(R,).

Exercice 3.14 (Tribu de Borel sur @Jr)

1. Montrer que {[0, B[, p € R} engendre B(R,).
Corrigé — On note C; ={[0,B[,p e R%}.

— Comme [0, B[ est un ouvert de R, pour tout peR}, onalC C B(R.,) et donc
T(C,) C B(R,.).

— Par stabilité d’une tribu par passage au complémentaire, on a {[p,o],p e R} } C
T(Cy).
Comme [0,00] =[0,1[U[1,00] € T(Cy), on a aussi {[a, 0], € R, } C T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par intersection, on a alors {[o, B[, o, peR,, a <p} C
T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par union dénombrable, on montre alors que {]a, B[,
B eR,, a<BlCT(C) et {Jp ool peR,} CT(C,).

Comme tout ouvert de R, est une réunion au plus dénombrable d’intervalles
du type o, B[ (avec a,p € R, NQ), [0,B[ (avec p € R, NQ) et B, o0] (avec
B € R, NQ), on en déduit que tout ouvert de R, est dans T(Cy) et donc B(R,) C
T(Cy).
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On a bien montré que B(R,) = T(Cy).

2. Montrer que {[0, [, p € QN R} engendre B(R,).

Corrigé — On note C, = {[0,B[,p € QNR:L}. Si p € RY, on remarque que [0, f[=
Uaeonry,a<pl0: o[- On en déduit que [0, B[€ T(C3). Onadonc C; C T(C,) et T(Cy) C
T(Cy).

Comme T(Cy) = B(R,), on a aussi T(C,) = B(R,).

3. Montrer que {]0, B[, p € R} } n’engendre pas B(R,).

Corrigé — Cette question peut se faire comme dans ’exercice 3.13. On donne ici
une autre méthode. On prend un ensemble E (ayant au moins 2 éléments) et une tribu
T sur E différente de P(E) (par exemple, T = {0, E}). Soit alors ACE, A¢T. On
définit f de E dans R, par f(x)=cosix € Aet f(x)=0six&A. Comme AeT,la
fonction f est non mesurable. On a pourtant f~1(]0,B[) = @ € T pour tout p € R*.
Ceci montre que {10, B[, p € R%} n’engendre pas B(R.,).

Exercice 3.15 (Graphe d’une fonction borélienne) Soit f une fonction mesurable
de R dans R (R est muni de sa tribu borélienne, notée 3(R)). On se propose de montrer
que le graphe de f est un borélien de R%. On admettra le résultat suivant que ’on
verra au chapitre 7 :

A,Be B(R) = AxBe B(R?). (3.2)

On munit aussi R? de sa tribu borélienne. Pour x,y € R, on pose F(x,p) = f(x) et
H(x,y)=y.
1. Montrer que F et H sont mesurables de R? dans R.

Corrigé — Soit A € B(R). On a F"1(A) = f~1(A) x R. Comme f est mesurable,
f1(A) € B(R). Comme R € B(R), (3.2) donne f~'(A)xR € B(R?) et donc F~1(A) €
B(R?). On a donc F mesurable de R? dans R.

Le fait que H est mesurable se démontre de maniere semblable en remarquant que
H1(A) = R x A (ou en utilisant la continuité de H).

2. On pose G(f) = {(x,v) € R?; y = f(x)} (G(f) est donc le graphe de f). Montrer
que G(f) € B(R?).

Corrigé — L’ensemble de fonctions mesurables est un espace vectoriel, on a donc
F — H mesurable. On en déduit que G(f) € B(R?) en remarquant que G(f) = (F —
H)~'({0}) er {0} € B(R).

Exercice 3.16 (Mesurabilité au sens de Lusin) Soit 7 une mesure sur B(RN), finie
sur les compacts de RN. On rappelle (cf. cours) que m est nécessairement réguliere



144 CHAPITRE 3. FONCTIONS MESURABLES, VARIABLES ALEATOIRES

(c’est-a-dire que pour tout A € B(RN) et pour tout & > 0, il existe F fermé et O ouvert
telque FCACOetm(O\F)<e).

Soit f € RN — R. On dit que f est mesurable au sens de Lusin si pour tout compact
K et pour tout & > 0, il existe K; compact, K; C K, tel que m(K\ K;) < eet f|1<1 €
C(Ky,R).

1. On suppose, dans cette question, que f = 1, avec A € B(RN). Montrer que f est
mesurable au sens de Lusin. [Construire K; avec K, F et O, ou F et O sont donnés
par la régularité de m appliquée a I’ensemble A.]

Corrigé — Soit K compact et € > 0. Par la régularité de m, il existe F fermé et O
ouvertt.q. FC A C O et m(O\F) <e. Onprend K; = (KNF)U (KN O°).

Les ensembles KNF et KN O€ sont fermés (car 'intersection d’un compact et d’un
fermé est un compact). L’ensemble K est donc compact car il est 'union de deux
compacts. Comme Ky = K\ (O\F), on a bien K; CKet (K\K;) C(O\F). Onen
déduit m(K\K;) <m(O\F) <e.

On montre maintenant que f|K1 € C(Ky,R). Soit x € Ky. On distingue deux cas :

Premier cas. Si x € KNF, on a alors x € O. Comme O est ouvert il existe 6 > 0
tel que B(x,0) C O (oit B(x,0) est la boule ouverte de centre x et de rayon 5). On a
donc K; NB(x,0) c KNF C A, ce qui prouve que f|Kl est constante et égale a 1 sur

K; N B(x, d) et donc f|K1 est continue en x (car constante dans un voisinage de x).

Deuxiéme cas. Si x € KN O, on raisonne de maniére similaire. On a x € F¢. Comme
F€ est ouvert il existe o > 0 tel que B(x, d) C F¢. On a donc K{NB(x,0) c KNO° C AS,
ce qui prouve que f|Kl est constante et égale a 0 sur Ky N B(x, d) et donc f|Kl est
continue en Xx.

2. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-a-dire f € E(RN, B(RN)).
Montrer que f est mesurable au sens de Lusin.

Corrigé -
Il existe n € N*, Ay,...,A, € BRN) et ay,...,a, eRtq f = Y.ii1ail,,. On pose
fi =14, de sorte que f =Y I, a;f;.

(i)

Soit K compact et € > 0. Par la question 1, pour tout i € {1,...,n}, il existe K]
compact, K(lz) c K, tel que m(K'\ K(ll)) <e/net(f;) o € C(K(lz),R). On prend alors :
Kj

n
K=k
i=1
On a bien Xy compact (car intersection de compacts), K; C K. On a aussi (K\Ky) =
(KN K(ll)) et donc :

m(K\K,) < Zm(K\K(li))Ss.
i=1
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Enfin, f|Kl est continue car f|Kl =)y, ai(fi)h(1 et (fi)|Kl est continue (puisque (fi)K(li)
est continue et K| C K(ll)).

3. On suppose que f est mesurable (c’est-a-dire f € M(RN, B(RN)). Montrer que
f est mesurable au sens de Lusin. [On rappelle qu'une fonction mesurable est
limite simple de fonctions étagées. On pourra utiliser le théoreme d’Egorov, Théo-
réme 3.39, et la question précédente.]

Corrigé — Comme f € M(RN, B(RN)), il existe (f,)en C ERN, B(RN)) 1.q. f,, —
fpp.

Soit K compact et € > 0. Par la question 2, pour tout n € N, il existe K(ln) compact,
K(ln) C K, tel que m(K\K(ln)) <e2™et(fy) m € C(K(ln),]R). On prend tout d’abord :
K

K= )K"

neN

On a bien X, compact (car intersection de compacts), K, C K. On a aussi (K\K;) =
UneN(K\K(ln)) etdonc m(K\K,) <Y, oy m(K\K(ln)) < 2¢. Enfin, (f,,)|Kz est continue
pour tout n € N.

Pour trouver K1, on utilise maintenant le théoréme d’Egorov. Comme f,, — f p.p. sur
K, et que m(K;) < oo, il existe A € B(R") tel que A C Ky, m(K,\A)<eet f, > f
uniformément sur A. En utilisant la régularité de m, on trouve aussi F C A, F fermé
et m(A\ F) <& On prend alors K; = F.

On a bien Ky compact (car Ky est fermé dans le compact K,), K; C K. On a
(K\VKy) = (K\Ky)U(Ky; \ A)U (A \F) et donc m(K\ K;) < 4e. Enfin f|Kl est
continue car f|K1 est limite uniforme de la suite de fonctions continues (( fn)h(1 )nen-

Exercice 3.17 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.) Dans cet exercice,
on démontre le théoreme 3.31. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies
sur un espace probabilisé (Q),.4, P). On veut veut montrer que Y est mesurable par
rapport a la tribu engendrée par X (notée t(X)) si et seulement si il existe une fonction
borélienne f de R dans R telle que Y = f(X) (c’est-a-dire, plus précisément, que
Y = f o X).

1. Montrer que si Y est de la forme Y = f(X) ou f est une fonction borélienne de R
dans R, alors Y est t(X)-mesurable.
Corrigé —  On rappelle que la tribu engendrée par X est 1(X) = {X~1(B), B € B(R)).

Soit B € B(R), on a Y1 (B) = X~ (f~1(B)). Comme f est borélienne (c’est-a-dire
mesurable de R dans R, ot R est muni de la tribu borélienne), on a f~'(B) € B(R) et
donc X1 (f~1(B)) € ©(X). Ce qui prouve que T est ©(X)-mesurable.

On suppose maintenant que Y est t(X)-mesurable.
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2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite de réels (4;) tels que a; = a
pour j # k et une suite d’événements (A;) disjoints deux a deux tels que

Y= Zﬂlej.
j

On suppose aussi que U]‘ A; = Q. Montrer que, pour tout j, A; € T(X) et qu’il
existe une fonction borélienne f : R — R telle que Y = f(X).

Corrigé — Soit j € N. Comme les A; sont disjoints deux a deux, a; # ay si i # k
et UiAi=Q, onaAj = Y_l({a]-}). Comme {a;} € B(R) et Y est t-mesurable, on
en déduit que A;j € T(X). (On rappelle aussi que T©(X) C A car X est une v.a. sur
(Q,AP).)

Pour tout i, il existe B; € B(R) tel que A; = X"1(B;) (car A; € T©(X)). Comme les A,
sont disjoints deux a deux, on a, si i # j, Bi N B;N Im(X) = 0 (avec Im(X) = {X(w),
w € Q}). On peut donc supposer les B; disjoints deux a deux en remplagant chaque
B; (i > 0) par B; \ Uj<i B]

Onpose f =} ;a;1g,. La fonction f est bien une fonction borélienne de R dans R.
Si w € Q, il existe i tel que w € A; (car Q =|J; A;), on a donc X(w) € B; et donc
f(X(w)) =a; = Y(w), ce qui donne bien f(X) =Y.

1

3. Soit n un entier. On définit la fonction ¢, : R — R par : ¢,(x) = . [nx] ou [-]

désigne la partie entiere. ([x] est le plus grand entier inférieur ou égal a x.)

(a) Montrer que, pour tout x € R, ¢,,(x) converge vers x, quand n — +oo.

Corrigé — Soitr x € R. Pour tout n € N*, on a 0 < nx —[nx] < 1 et donc 0 <
x—du(x) < % ce qui prouve que ¢, (x) — x quand n — co.

(b) On pose Y,, = ¢,,(Y). Montrer que Y,, est T(X) mesurable.

Corrigé — On remarque tout d’abord que {1 est borélienne. En effet, pour p € Z,
ona o7 ({p}) = [p,p + 1] € B(R). Puis, pour B € B(R), on a

o1'B)= [ [pp+1le BR).
PEZNB
Soit n € N*. Comme x +— nx est continue, c’est une application borélienne. Par
composition (et produit par (1/n)), on en déduit que la fonction ¢,, est borélienne.
On montre alors que Y,, est ©(X)-mesurable, comme dans la premiére question car,
pour B B(R), ona Y;1(B) = Y ! ($,}(B)) € t(X).

4. Terminer la preuve du théoréme.

Corrigé — Soit n € N*. Comme ’ensemble des valeurs prises par Y,, (définie dans la
troisieme question) est au plus dénombrable, on peut appliquer la deuxieme question.
On obtient Iexistence de f,, : R — R, borélienne, t.q. Y, = f,(X).
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On note A I’ensemble des réels x pour lesquels la suite (f,,(X)),en+ est convergente. A
est donc aussi I’ensemble des réels x pour lesquels la suite (f,,(X)),en+ est de Cauchy.
On en déduit que A € B(R) car A peut s’écrire :

A-NU NG AR}

On pose maintenant f(x) =lim,,_, ., f,(x) si x € A et f(x) = 0 si x € A°. La fonction
f est borélienne car f est limite simple des fonction boréliennes f,1 pc quand n — oo.

Enfin, si w € ), on a Y,(w) = f,(X(w)). La troisiéeme questlon donne que Y, (w) =
¢, (Y(w)) = Y(w). Ona donc X(w ) € A et donc f,(X(w)) = f(X(w)). Ceci donne
Y(w) = f(X(w)). On a bien montré que Y = f(X) avec f borellenne

Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonction f est unique. On note Py
la loi de X.

5. Soit f et g deux fonctions boréliennes t.q. Y = f(X) = g(X). Montrer que
x(f =g =1

Corrigé — SoitB={x€eR, f(x)= }.OnaB=(f-g)"" ({0}) e B(R )SiweQ,
ona f(X(w)) =g(X(w)) = Y(w) et donc X( ) € B. Ceci prouve que X" 1(B) =Q et
donc que Py (B) = P(X~1(B)) = 1, ¢’est-a-dire Px(f = g) = 1.

Exercice 3.18 (Composition de v.a.) Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé. Soit N
une variable aléatoire a valeurs dans N* et (Y,,),cy une suite de variables aléatoires
réelles. (c’est-a-dire a valeurs dans R, muni de la tribu des boréliens.) On définit Z par

Yo eQ, Z(w) = YN(w)(w)-
Montrer que Z est une variable aléatoire.

Corrigé — Soit B € B(R). Pour n €N, on pose :

A,=(N=n}={weQ, N(w)=n}erB, =Y, (B)={Y, € B} = {weQ, Y,(w) € B
(Noter que I’ensemble des A,,, n € N*, forme une partition de ().) On va montrer que
271 (B) = Upen-(Ay N By,).

En effet, pour tout w € Q), on a w € Ay, et, Si w € ZY(B), ona Z(w) = Yn(w)(@) € B.

On a donc € AN(y) N BN(w), ce qui donne bien w € | J e (A, N By).
Réciproquement, si w € |J,,en+ (A, N B,,), il existe n € N* tel que w € A, NB,,. On a
donc Z(w) = Y, (w) € B. On a bien montré que Z~'(B) = U, e (A, N B,,).

Comme N et Y, sont des v.a.r, on a A, B, € A, pour tout n € N*. On en déduit que
Z~Y(B) € A. Ceci donne bien que Z est mesurable.

N.B. : Une autre démonstration possible est de remarquer que Z =), 15 Yy
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Exercice 3.19 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes) Soit (E,.A, P) un espace
probabilisé.

1. (Indépendance de 2 événements) Soit A;, A, € A. Montrer que A; et A, sont
indépendants (c’est-a-dire P(A; N A,) = P(A;)P(A,)) si et seulement si les tribus
©({A1}) et T({A,}) sont indépendantes (c’est-a-dire P(B; N B,) = P(B;)P(B,) pour
tout Bl € T({Al}) et B2 S T({Az}))

Corrigé — Onat({A}) ={0,A;, A}, E} et T({A;}) = {0, A, AS, E}.
Comme les tribus t({A1}) et T©({A,}) sont indépendantes on a donc :

P(B; NBy) = P(By)P(B,) pour tout By € {0, A, A{,E} et tout {0, Ay, A5, E}. (3.3)
En prenant, dans (3.3), By = Ay et B, = Ay, on en déduit que Ay et A, sont indépen-
dants.

Réciproquement, on suppose que A et A, sont indépendants. Pour montrer que
T({A1}) et ©({A,}) sont indépendantes, il suffit de montrer (3.3). On remarque tout
d’abord que (3.3) est vraie si By = 0 ou E et si By = 0 ou E (I’hypothése d’indé-
pendance de A1 et A, est méme inutile). Puis, on remarque que I’hypothése d’indé-
pendance de Ay et A, donne que (3.3) est vraie si By = A; et B, = A,. Enfin, on
remarque que Cy et C, indépendants implique que C; et C5 sont indépendants. En
effet, on a :

P(C; NC5) =P(C; \ (C;NCy)) =P(Cy) -P(C; N Cy).
Comme C; et C, sont indépendants, on en déduit :
P(C; NC3) =P(Cy) - P(Cy)P(Cy) = P(Cy)(1 - P(Cy)) = P(Cy)P(C3).

En appliquant cette propriété avec C; = Ay et Cy = A,, on montre donc que A; et
A sont indépendants. En prenant maintenant C; = A§ et Cy = Ay, on montre alors
que A{ et A, sont indépendants. Enfin, En prenant Cy = A, et C, = Ay, on montre

que AS et A, sont indépendants. On a ainsi montré que (3.3) est vraie, c’est-a-dire
que les tribus t({A1}) et T©({A,}) sont indépendantes.

2. (Indépendance de n événements, n > 2) Soit n > 2, A4,..., A, € A. Montrer que
les événements A4, ..., A, vérifient la propriété

P(ﬂAi) = ]_[P(Ai) pour tout I C {1,...,n}

i€l i€l

si et seulement si les tribus T({A{}),..., T({A,}) sont indépendantes (c’est-a-dire
P(NiL, B;) =TT, P(B;) pour tout B; € T({A;}), i € {1,...,n}).

Corrigé — Pour p €{0,...,n}, on introduit la propriété P, suivante :
n n
P(ﬂ B;) = ]_[P(Bi) si B; € 1({A;}) pour i <p et
i=1 i=1

B; €{0,A;,E} pouri>p.
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1l est facile de voir que la propriété Py est équivalente a

P(m Aj) = I_[P(A,-)pour tout 1 C {1,...,n}.

i€l i€l

La propriété P, signifie que les tribus T({A1}), ..., T({A,}) sont indépendantes.
Le fait que P, implique Py est immédiat. On suppose maintenant que P, est vérifiée
et on va montrer que P, est vérifiée. Pour cela, on raisonne par récurrence sur p.
On suppose donc que P,_y est vérifiée pour un p € {1,...,n} et on doit montrer que
Py est vérifiée. Pour montrer que P, est vérifiée, il suffit de prendre les B; tels que
B; € t({A;}) pouri<p-1,B, = A; et B; € {0, A;,E} pour i < p et de montrer que
P(NZ; Bi) = [T'Z, P(B;) (car les autres choix de B, sont directement donnés par
Py-1)- Or, on a, pour ce choix des B; :

P(ﬁ B;) = P(ﬁ Ci) —P(ﬁ D)),
i=1 i=1 i=1

avec C;=D; =B;sii#p, C,=E et D, = Aj,. En utilisant P,_y on a P(NL,Ci) =
=1 P(C;) et P(N}_, D;) =1L, P(D;) et donc :

P(()B) = (| [PBIPE)-P(A,)
i=1

i#p

n
=([ [e®aypag) = [re).
i#p i=1

On a ainsi montré que Py, est vérifiée. Par récurrence (finie) sur p, on montre donc que
P, est vérifiée, ce qui prouve que les tribus t({A1}),...,T({A,}) sont indépendantes.

3. En donnant un exemple (avec n > 3), montrer que 1’on peut avoir n événements,
notés Aq,..., A,, indépendants deux a deux, sans que les événements A4,..., A,
soient indépendants.

Corrigé — On prend, par exemple, E = {1,2,3,4}, A = P(E) et P donnée par
P({i}) = i, pour i € {1,2,3,4}. Puis, on choisit Ay = {1,2}, Ay = {1,3} et Az =
{2,3}). Les trois événements Ay, Ay, Az sont bien indépendants deux a deux (car
P(A;NAj) =P(A;)P(A)) = % sii,je€{1,2,3}, i #j)mais ne sont pas indépendants
car 0 =P(A; NAyNAz) = 5 =P(A])P(Ay)P(A3).

4. Soit A € A.

(a) On suppose que A € A; et A € A, etque A; et A, sont deux tribus indépendantes
(et contenues dans .A). Montrer que P(A) € {0, 1}.

Corrigé — Comme A € Ay, A € A, et que Ay et A, sont deux tribus indépen-
dantes, on doit avoir P(AN A) = P(A)P(A), c’est-a-dire P(A)(1 —P(A)) = 0 et
donc P(A) €{0,1}.

(b) Montrer que P(A) € {0,1} si et seulement si A est indépendant de tous les
éléments de A.
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Corrigé —  Si A est indépendant de tous les éléments de A, A est indépendant avec
lui méme. On en déduit, comme a la question précédente que P(A) € {0, 1}.
Réciproquement, on suppose maintenant que P(A) € {0, 1} et on distingue deux cas.
Premier cas. On suppose que P(A) = 0. On a alors pour tout Be A, ANBC A et
donc (par monotonie de P) 0 < P(ANB) < P(A) =0. On en déduit P(ANB) =0 =
P(A)P(B), ce qui prouve que A est indépendant de tous les éléments de A.
Deuxiéme cas. On suppose que P(A) = 1. On a alors P(A€) = 0 et, pour tout B € A,
P(ANB)=1-P((ANB)¢) =1-P(A°UB°). Or (par monotonie et 6—sous additivité
de P) P(B°) < P(A° U B°) < P(A®) + P(B°) = P(B). Donc, P(A° U B®) = P(B°) et
donc P(ANB)=1-P(B) = P(B) = P(A)P(B), ce qui prouve que A est indépendant
de tous les éléments de A.

5.Soitn>1etAq,...,A, € A Montrer que les événements Ay, ..., A, sont indépen-
dants si et seulement si les v.a. 14 ,..., 14 sont indépendantes.

Corrigé — Si X est une v.a.r,, la tribu engendrée par X est ©(X) = {X"1(B), B €
B(R)}. Pour A € A, on a donc t(1,) = {0, A, A%, E}, c’est-a-dire t(1,4) = T({A}).
L’indépendance des événements Aq,..., A, correspond (par la définition 2.58) a
I'indépendance des tribus t({A1}),..., ©({A1}). L'indépendance des v.a.r. 15 ,..., 1,
correspond (par la définition 3.29) ) a I'indépendance des tribus T(14,),...,t(14,)-
Comme T({A;}) = T(1,,), pour tout i, on en déduit que les événements A, ..., A,
sont indépendants si et seulement si lesv.a. 1, ,...,1, sont indépendantes.

Exercice 3.20 (Indépendance deux par deux et dépendance globale)

Trouver un espace probabilisé et 3 v.a.r. indépendantes deux a deux mais globalement
dépendantes.

Corrigé — Un solution simple consiste a reprendre I’exemple donné a la question 3 de
I’exercice 3.19. On prend E = {1,2,3,4}, A ="P(E) et P donnée par P({i}) = zlp pour
i €{1,2,3,4}. Puis on choisit Ay = (1,2}, Ay ={1,3} et A3 = {2,3} et X; = 14, pour
i =1,2,3. Les trois v.a.r. X1, X, et X3 sont bien indépendantes deux a deux (car les
événements Ay, A,, Aj sont indépendants deux a deux) mais ne sont pas indépendantes
(car les événements A1, A,, Az ne sont pas indépendants).

Exercice 3.21 (Indépendance et indépendance 2 a 2)

Soit (Q,.A,P) un espace probabilisé, et X;, X,, X3 trois v.a.r. indépendantes. On
suppose que chaque X; a pour loi la loi discrete uniforme sur {1, 2, 3,4, 5, 6}. Pour
i#j,onpose A; ;i ={X; =X;}.
1. Pour i # j, calculer P(A; ;).
Corrigé —  Soit i # j. On a, en utilisant I’indépendance de X; avec X, puis le fait
que X; et X; ont pour loi la loi discrete uniforme sur {1,2,3,4,5,6},

6 6
P(A) =Y P =KIN (X = k)= ) PUX; = kP(X; =K} = 652 = 2.
k=1 k=1
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2. Montrer que A 5, Aj 3 et A, 3 sont indépendants 2 a 2 mais ne sont pas indépen-
dants.

Corrigé — Pour montrer I'indépendance 2 a 2 des trois événements Aq 5, A3

et Ay 3, on utilise I'indépendance des trois v.a.r. Xy, Xy, X3 (et pour ce calcul
Uindépendance 2 a 2 des trois v.a.r. suffit) :

P(A12NA13)=P(A;2NAy3) =P(Ay3NA;3)=P({X; =X, =X3})

6
= ZP({Xl — k} N {X2 = k} N {X3 = k})

=
k=1

Avec la premiére question, on en déduit bien I'indépendance 2 a 2 de A 5, Ay 3 et

A2’3.

(On a, par exemple, P(A1, N A} 3) =P(A1)P(A3).)

Enfin, pour montrer que A 5, A 3 et Aj 3 ne sont pas indépendants, on remarque
que

1
P(A1oNA13NAy3) =P({X; =X, =X3}) = v P(A;)P(A3)P(Ay3) = &



