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3.5 Convergence p.p., p.S., €n mesure, en probabilité

On introduit ici plusieurs notions de convergence de fonctions définies sur un espace
mesuré a valeurs dans R (ou EJF) et on donne des liens entre ces différentes conver-
gences. On introduit les notions équivalentes pour les variables aléatoires en langage
probabiliste.

Définition 3.32 (Egalité presque partout) Soient (E, T,m) un espace mesuré, F
un ensemble et f et g des fonctions définies de E dans F (F =R ou F = E+, par
exemple) ; on dit que f = g m-presque partout (et on note f = g m-p.p.) si [’ensemble
{x € E; f(x) = g(x)} est négligeable, c’est-a-dire qu’il existe A € T tel que m(A) =0
et f(x) = g(x) pour tout x € A°.

On peut remarquer que si f et g sont des fonctions mesurables de E (muni de la tribu
T et de la mesure m) dans R (ou R,), ’ensemble {x € E; f(x) = g(x)} (noté aussi
{f = g}) appartienta T. Le fait que f = g mp.p. revient donc a dire que m({f = g}) = 0.
Dans la cas ou f ou g n’est pas mesurable, ’ensemble {f = g} peut étre négligeable
sans appartenir a T (il appartient nécessairement a T si la mesure est compléte, voir la
définition 2.26).

En I’absence de confusion possible, on remplace #m-p.p. par p.p.. Cette définition se
traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.33 (Egalité presque siire) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X et
Y des variables aléatoires réelles. On dit que X = Y presque silrement (et on note
X =Y p.s.), si ’ensemble {x € E; X(x) = Y(x)} est négligeable.

Définition 3.34 (Convergence presque partout) Soient (E, T, m) un espace mesuré,
F un ensemble, (f,),en une suite de fonctions de E dans F et f une fonction de E dans
F(F=RouF = @Jr, par exemple); on dit que f, converge presque partout vers f
(fu = f p-p.) s'il existe une partie A de E, négligeable, t.q., pour tout élément x de
A, la suite (f,(x)),en converge vers f(x).

Noter que la convergence simple entraine la convergence presque partout.
La définition 3.34 se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.35 (Convergence presque siire) Soient (E, T, p) un espace probabilisé,
(X, )nen une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle.
On dit que X,, converge presque sirement vers X (X,, — X p.s.) s’il existe une partie
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A de E, négligeable, t.q., pour tout élément x de A°, la suite (X,,(X)),en converge vers
X(x).

Définition 3.36 (Convergence presque uniforme) Soient (E, T, m) un espace mesu-
ré, (fu)neny C M et f € M. On dit que f,, converge presque uniformément vers f
(fu = f p.unif. ) si, pour tout € > 0, il existe A € T tel que m(A) < € et f,, converge
uniformément vers f sur A°.

La convergence presque uniforme entraine la convergence presque partout (voir
exercice 3.27).

Attention, la convergence presque uniforme ne donne pas la convergence uniforme
en dehors d’un ensemble de mesure nulle. La convergence uniforme en dehors d’un
ensemble de mesure nulle est reliée a la convergence essentiellement uniforme, ¢’est-
a-dire la convergence pour le sup essentiel, défini ci-aprés, ou pour la norme || - ||oo
que nous verrons dans la section 6.1.2.

Définition 3.37 (Sup essentiel) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. On dit
que f est essentiellement bornée si il existe C € R, tel que |f| < C p.p.. On appelle
alors sup essentiel de |f|, et on le note ||f||o, I'infimum des valeurs C telles que
|f| < C p.p.. Si f n’est pas essentiellement bornée, on pose ||f||oo = 0.

Remarquons que dans le cas ou (E, T, m) = (R, B(R), A), le sup essentiel d’une fonc-
tion continue est la borne supérieure de sa valeur absolue (ceci fait 1’objet de la
proposition 6.18).

Définition 3.38 (Convergence essentiellement uniforme) Soir (E, T, m) un espace
mesuré, (f,),en une suite de M et f € M. On dit que f,, converge essentiellement
uniformément vers f (f,, — f ess. unif. ) si||f, — fllco = 0 lorsque n — +co.

Il est facile de voir que la convergence essentiellement uniforme entraine la conver-
gence presque uniforme, mais la réciproque est fausse. Le théoréme suivant donne,
dans le cas ol la mesure est finie, un résultat trés important qui fait le lien entre la
convergence presque partout et la convergence presque uniforme.

Théoreme 3.39 (Egorov) Soient (E, T, m) un espace mesuré, tel que m(E) < +oo,
(fu)nen C Met f € M. On suppose que f, — f p.p.. Alors, pour tout € > 0, il existe
A €T tel que m(A) < € et f,, converge uniformément vers f sur A°. (Autrement dit, la
suite (f,,)nen converge presque uniformément vers f.)
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La démonstration de ce théoreme fait I’objet de la seconde partie du devoir 1. Attention,
lorsque m(E) = +00, on peut trouver des suites de fonctions qui convergent presque
partout et non presque uniformément.

Définition 3.40 (Convergence en mesure) Soient (E,T,m) un espace mesuré,
(f)nen C Meet f € M. On dit que f,, converge en mesure vers f si :

Ve>0, lim m({x€E ;|f(x)— fu(x)|>¢}) =0.

n—+0c0

Cette définition se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.41 (Convergence en probabilité) Soient (E, T, p) un espace probabi-
lisé, (X,,),eN une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire
réelle . On dit que X,, converge en probabilité vers X si :

Ve>0, lim p({x€E ;|X(x)—X,(x)| > ¢}) = 0.

n—-+oo

On peut montrer (cf exercice 3.26) que si (f,),eny C M converge en mesure vers
f € Met (f,),en converge en mesure vers ¢ € M, alors f = g p.p.. On montre aussi
que si (f,,)nen € M converge en mesure vers f € M et (g,),en converge en mesure
vers g € M, alors (f,, + g,)neny C M converge en mesure vers f + g € M, et, si m est
une mesure finie, (f,, £,),en C M converge en mesure vers f ¢ € M.

On montre a I’aide du théoréme d’Egorov que si f, converge vers f presque partout,
et si m(E) < +o0, alors f, converge vers f en mesure. Réciproquement, si f,, converge
vers f en mesure, alors il existe une sous-suite de ( f,;) ey qui converge vers f presque
uniformément (et donc presque partout). Ce second résultat est vrai méme si m(E) =
+00 (voir exercice 3.29).

On donne maintenant un résumé des différents types de convergence connus jusqu’a
présent avec les relations existantes entre eux. Les relations entre convergence presque
partout et convergence en mesure (resp. convergence presque siire et convergence
en probabilité) sont étudiées dans I’exercice 3.29. (On en introduira bient6t encore
quelques-unes)
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Terminologie analyste Terminologie probabiliste
convergence simple (cs)

convergence uniforme (cu)

convergence presque partout (cpp) convergence presque siire (cps)
convergence presque uniforme (cpu)

convergence en mesure (cm) convergence en probabilité (cp)

On a les implications suivantes :

Terminologie analyste Terminologie probabiliste

(cu) = (cs) = (cpp)

(cu) = (cpu) = (cpp)

(cpp) = (cpu) si la mesure est finie

(cm) = (cpu) pour une sous-suite (cp) = (cps) pour une sous-suite
(cpp) = (cm) si la mesure est finie  (cps) = (cp)

(cpu) = (cm)
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Exercice 3.22 (De loi uniforme a loi donnée) Soit (E, A, P) un espace probabilisé,
X une v.a.r. et U une v.a.r. de loi ¢4([0, 1]). Soit F la fonction de répartition de X (i.e.
F(x) = P(X < x) pour x € R). Pour u € R, on définit G(u) de la maniére suivante :

G(u) =inf{x e R; F(x) > u}, siu €]0,1],
G(u)=0, siu ¢]0,1[.

On pose Y = G(U) (c’est-a-dire Y(w) = G(U(w)) pour tout w € E).
1. Soit u € ]0, 1[, montrer que {x € R; F(x) > u} = 0, inf{x € R; F(x) > u} e Ret

{x e R;F(x) > u} = [G(u), +o0].

Corrigé — Grdce a la propriété de continuité croissante d’une mesure (proposition
2.27) on sait que F(x) — 1 quand x — +co. 1l existe donc x1 € R tel que F(x) > u
pour tout x > x1, ce qui prouve que {x € R; F(x) > u} = 0 (et G(u) < x1).
Grdce a la propriété de continuité décroissante d’une mesure (proposition 2.27) on
sait que F(x) — 0 quand x — —co. 1l existe donc x, € R tel que F(x) < u pour tout
X < Xy, ce qui prouve que inf{x € R; F(x) > u} € R (et G(u) = x»).
Comme F est une fonction croissante, ’ensemble {x € R;F(x) > u} est donc un
intervalle dont les bornes sont G(u) et +o0. Enfin, la continuité décroissante de F
donne la continuité a droite de F et donc le fait que G(u) € {x € R; F(x) > u}, ce qui
donne bien

{x e R;F(x) = u} = [G(u), +o0].

2. Montrer que Y est une v.a.r..

Corrigé — La fonction G est une fonction de R dans R, croissante sur 10, 1] et nulle
sur le complémentaire de )0, 1[. Pour tout o € R, ’ensemble G~ ([, +00[) est donc
un intervalle inclus dans 10, 1{ auquel on ajoute ]0,1[¢ si a < 0. On a donc

G ([, +00]) € B(R) pour tout o € R.

Ceci prouve que G est une fonction borélienne. Par composition de fonctions mesu-
rable, G(U) est donc mesurable de E muni de la tribu A dans R muni de la tribu
borélienne. Ceci montre que G(U) est une v.a.r.

3. Montrer que Y a la méme loi que X. [On pourra montrer que P(G(U) < x) = P(U <
F(x)), pour tout x € R.]

Corrigé — Soit x € R et u €]0, 1], la question 1 montre que
F(x) > u <= x > G(u).
On a donc, pour w € E,
U(w) €]0,1[ et F(x) = U(w) < U(w) €]0,1[ et x = G(U(w))
Comme U a pour loi U([0,1]), on a P({w € E t.q. U(w) €]0,1[}) = 0. L’égalité
précédente donne donc

P(fweEtq. F(x) > U(w)}) = P(fw € E t.q. x > G(U(w))}).
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c¢’est-a-dire P(G(U) < x) = P(U < F(x)). Enfin, soit x € R. Comme U ~ U([0,1]) et
F(x) €[0,1] on a P(U < F(x)) = F(x). On a donc P(G(U) < x) = F(x) = P(X < x).
Les v.a.r. X et Y ont méme fonction de répartition et donc méme loi.

Exercice 3.23 (Limite croissante d’une suite de v.a.r.) Soit (E, A, P) un espace
probabilisé, Y une v.a.r., (X,,),cn une suite de v.a.r. et X une application de E dans
R. On suppose que X,, T X, quand n — +o0, et que X,, et Y sont indépendantes, pour
tout n € N. Montrer que X est une v.a.r. et que X et Y sont indépendantes. (N.B. La
conclusion est encore vraie sans la croissance de la suite X,,.)

Corrigé — La fait que X soit une v.a.r. découle des propriétés de stabilité des fonctions
mesurables (voir la proposition 3.19).

Rappel Soit A € B(R). On rappelle que X' (A) = {w € E t.q. X(w) € A}. Cet ensemble
est souvent noté, de maniére abrégée, {X € A}. On rappelle aussi que (par définition)
deux v.a.r, X et Y, sont indépendantes si 5(X) et 6(Y) sont indépendantes, c’est-a-dire
si
P(X1(A)Nn Y 1(B)) = P(X"1(A))P(Y"1(B)) pour tout A, B € B(R).

La démonstration du fait que X et Y sont indépendantes se fait alors deux étapes. Dans
une premiere étape, on montre que X et Y sont indépendantes si et seulement si

P({X <a}n{Y <b}) =P({X < a})P({Y < b}) pour tout a,b € R U {+o0}. 34
Cette étape (un peu difficile a ce niveau du cours), trés intéressante, est une conséquence
de la proposition 2.31.
On conclut a lindépendance de X et Y dans la deuxieme étape.

Etape 1 1l est clair que si X et Y sont indépendantes, on a bien (3.4). Ceci est dii au fait
que | — oo, c] est un borélien de R pour tout ¢ € R.

On suppose maintenant que X et Y sont deux v.a.r. satisfaisant (3.4) et on va montrer
qu’elles sont indépendantes.
On pose C = {]—o0o,c], c € R} U{] — 0o, +00[}. On sait que C engendre B(R). Il est clair
que C est stable par intersection finie et que R € C. La proposition 2.31 nous donne
donc que deux mesures finies sur B(R) égales sur C sont égales sur tout B(R). On va
utiliser deux fois cette proposition.
Soit b € RU {+o0}. pour tout A € B(R), on pose

m(A)=P({X e A}n{Y <b}), w(A) =P({X € A})P({Y < b}).
Il est facile de voir que m et y sont deux mesures finies sur B(R), égales sur C. La
proposition 2.31 donne alors m =y sur B(R). on a donc

P({X e Aln{Y <b}) =P({X € A})P({Y < b})

pour tout A € B(R) et tout b € R U {+o0}. On fixe maintenant A € B(R) et on pose pour
B e B(R),

m(B) =P({X € A} n{Y € B}), fi(B) =P({X € A})P({Y € B}).
1l est facile aussi de voir que 1 et {i sont deux mesures finies sur B(R), égales sur C. La
proposition 2.31 donne alors 1 = fi sur B(R). on a donc finalement

P({Xe A}n{Y e B}) = P({X € A})P({Y € B}) pour tout A, B € B(R),
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ce qui prouve que X et Y sont indépendantes.

Etape 2 Soit a,b € R U {+co0). On veut montrer que P({X < a} N {Y < b}) = P({X <
a})P({Y < b}). Comme X,, et Y sont indépendantes, on a, pour tout n € N,
P({X, <a}n{Y <b}) =P({X, <a})P({Y < b}). (3.5)

La suite X,, étant croissante, on a {X, .1 < a} C {X,, < a} pour tout n € N. Comme la
suite X,, converge simplement et en croissant vers X, on a {X < a} = (,eniXy, < a}. La
continuité décroissante de P donne alors

P({X<a})= lim P({X, <a}).

De méme, on a ({X,41 < a}N{Y < b}) c ({X,, < a}n{Y < b}) pour tout neN et
(X <a}n{Y <b}) = N,en({Xy < a} N {Y < b}). La continuité décroissante de P donne
aussi

P(X <aln{Y <b})= lim P({X, <a}n{Y <b}).

n—+oo

En passant a la limite dans (3.5), on obtient donc P({X < a} N{Y < b}) = P({X <
a})P({Y < b}). Grdce a I’étape 1, on a donc bien montré I’indépendance de X et Y.

Exercice 3.24 (Construction de v.a.i. de lois uniformes) Soit (E, A, P) un espace
probabilisé.

1. Soit (U,,),,eny» une suite de v.a.r.i.i.d. avec P(U, = 0) = P(U, = 1) = 1/2. Montrer
que V, définie par V=3 ., U,27" est une v.a. de loi 2/([0, 1]).

2. Soit U, k, n,k > 1, des v.arii.d. avec P(U, ; = 0) = P(U, x = 1) = 1/2. Montrer
que les v. a. V,,, n > 1 définies par V,, = ) ;-4 Un,k2_k sont des v.a.r.i.i.d. de loi
U([o, 1]).

Exercice 3.25 (Loi du produit de la loi exponentielle par +1) Soit (Q2,.4,P) un
espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. indépendantes. On suppose que X suit une loi
exponentielle de parametre A (avec A > 0), c’est-a-dire que la fonction de répartition de
X est donnée, pour tout a € R, par P({X < a}) = f_aoof(t)dt avec f définie par f(x) =
Aexp(=Ax)1jg 1eo[(X). (comme f est continue, il s’agit ici de I’intégrale impropre
d’une fonction continue.) Nous verrons au Chapitre 4 que ceci signifie que Py est la
mesure de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue. On suppose que Y est t. q.
P({Y =1}) = P({Y = —1}) = 1/2. Donner la loi de XY.

Corrigé — Compte tenu de la définition de Px donnée ci dessus, ona P({X <a})=0
poura<0etP({X <a})=1-e" poura>0.

On calcule maintenant la fonction de répartition de XY (ce qui détermine la loi de XY ).
Soit a € R. Comme Y ne prend presque siirement que les valeurs 1 et —1, on a

PUXY <a})=P({Y=1}n{X<a})+P{Y =-1}Nn{X > —-a}).
Comme X et Y sont indépendantes et que P({Y = 1}) = P({Y = —1}) = 1/2, on obtient

P({XY <a}) = %P({X <ah)+ %P({X > —a}).
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On en déduit que pour a < 0ona P({XY < a}) = %e‘”‘ etpoura>0,onaP({XY <a})=
1- %e_“)‘. Ceci montre que la fonction de répartition de XY est donnée, pour tout a € R,
par P({XY < a}) = J_uoo g(t)dt avec g définie par g(x) = %exp(—MxI). (c’est-a-dire que
la loi de la v.a.r. XY a aussi une densité, par rapport a la mesure de Lebesgue, et cette
densité est la fonction g.)

Exercice 3.26 (Convergence en mesure) Soient (E, T, m) un espace mesuré, ( f,,),en
une suite de fonctions mesurables de E dans RR.

1. Montrer que s’il existe f et g fonctions mesurables de E dans R telles que ( f;),en
converge en mesure vers f et g, alors f = g p.p..

[On pourra commencer par montrer que, pour tout 6 > 0, m({x € E; |f (x) — g(x)| >
0}) =0.]

Corrigé — Pourh : E— R et 0> 0, on note toujours {h > 6} = {x € E; h(x) > o},
{h>08)={xeE; hix) 20}, (h<d={xe€E; hix) <0 et {h < }:{er;
h(x) < o}.

Soit 6> 0. PourtouterettoutneN ona|f(x) ) < 1f () = fu ()] + 1 fi(x

2(x)|. On en déduit {|f — f,| < 2 Fn{lf—gl < 2 C{lf — gl < d} et donc, enpassant
au complémentaire,

b
{If —gl>o} c{lf - ful > Uil —8l> 5 (3.6)
Par sous additivité de m, on a donc m({|f — gl > 8}) < m({|f - f,l > m({|f, —
}) En passant a la limite quand n — +oo, on en déduit m({|f — gl > 6}) 0.
On remarque maintenant que {x € E; f(x) = g(x)} ={lf — gl > 0} UneN* |f -
gl> = } et donc, par o-sous additivité de m, on obttent m({x € E; f gx)}) <

ZZ"zlm {If —gl>%Y)=0etdonc f =gpp.

2. Montrer que si (f,),en € M converge en mesure vers f € M et (g,),en C M
converge en mesure vers g € M, alors (f,, + £,,)neny C M converge en mesure vers

f+geM.

Corrigé — Soit d > 0. En reprenant la démonstration de (3.6), on montre que

(1 +8 (8l > 81 CIf £l > 1 Ullg ~ gl > 5}

Par sous additivité de m, ceci donne m({|f + g — (f, + &) > &) < m({lf — ful >

S})+m({|g gn|> }) et donc que m({|f + g — (f,, + g.)| > 8}) = 0 quand n — +oo.

On a bien montré que f, + g, — f + g en mesure quand n — +oo.
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3. On suppose maintenant que 1 est une mesure finie. Montrer que si (f,,),eny € M

converge en mesure vers f € M et (g,),eny C M converge en mesure vers g, alors
(f1 £1)neny € M converge en mesure vers f g € M.
[On pourra commencer par montrer que, si ( f,),eny C M converge en mesure vers
f € M, alors, pour tout € > 0, il existe ng et kg € N tels que, si n > ng et k > ko,
on am({x € E; |f,(x)| > k}) < e.] Donner un contre-exemple au résultat précédent
lorsque m(E) = +o0.

Corrigé — Pour k € N et n € N, la démonstration de (3.6) donne ici {|f,| > k} C
{If1> %}U{|fn—f| > %} et donc

m(Uf1> k) < mlf1> 1)+ m(lf, ~ £1> %) 3.7)

On pose Ay = {|f] > .. Ona (Ap)ken CT, Agy1 C Ag pour tout k € N et (Ve Ag =
O (car f prend ses valeurs dans R). Comme E est de mesure finie, on a m(Ay) < oo
(pour tout k) et on peut appliquer la continuité décroissante de m. Elle donne :

m(Ay) — 0, quand n — +oo. (3.8)
Soit € > 0. Par (3.8), il existe kg € N tel que m(Ay,) < 5. Par la convergence en

mesure de f, vers f, il existe alors ng tel que m({|f, — f| > k7°} < 5 pour tout

n > ng et 'inégalité (3.7) donne m({|f,| > ko}) < € si n > ng. On en déduit (comme
{1ful > kY C{Iful > ko} si k > ko) :

n>ng, k>ky = m({If,]> k) <. (3.9)

On montre maintenant que f,g, — f ¢ en mesure.
Soit 0 > 0, on veut montrer que m({|f, g, — f gl > 8} — 0 quand n — +oco. Pour cela,
on remarque que |f, g, — f 8| < |fullg, — gl + gl fu — f|. Pour k € N*, on a donc

il <K g~ 81 < o) sl KA Ify 15 5]  llfug— f1 <)

et, en passant au complémentaire,

) )
(fugn = f81> S} CHIful > K} Ullgn =gl > 5} UHlgl > kY OIS = f1> 5}

ce qui donne
m({|fugn — f81>0}) < m({lful > k}) + m({lg,, — gl > ik})
m({lgl> k) +m({lfu = f1> 52})

Soit ¢ > 0. Il existe kg et ny de maniére a avoir (3.9). En utilisant (3.8) avec g au
lieu de f, il existe aussi ky tel que m({|g| > k}) < € pour k > ky. On choisit alors
k = max{ky, k;}. En utilisant la convergence en mesure de f, vers f et de g, vers
g, il existe nq tel que m({|g, — g| > 2—?{}) <eerm({|f, - f| > %}) < & pour n > ny.
Finalement, avec n, = max{ng,n;} on obtient :

n>ny = m({|f,8, — fgl>d}) < 4e.

(3.10)
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Ce qui prouve la convergence en mesure de f,g, vers f g, quand n — +co.

Pour obtenir un contre-exemple a ce résultat si m(E) = oo, on prend (E,T,m) =
(R, B(R), ). Pour n > 1 on définit f,, par f,(x) = % pour tout x € R et on définit g,
par g,(x) = x pour tout x € R. Il est clair que f, — 0 en mesure, g, — g en mesure,
avec g(x) = x pour tout x € R, et f,g, /> 0 en mesure car m({|f,g,| > 8}) = oo pour
tout n € N* et tout & > 0.

Exercice 3.27 (Convergence p.u. et convergence p.p.) Soient (E, T,m) un espace
mesuré, (f,),en C M (c’est-a-dire une suite de fonctions mesurables de E dans R) et
f € M. On suppose que f, — f presque uniformément (c’est-a-dire que pour tout
e> 0 il existe A € T tel que m(A) < eet f,, — f uniformément sur A°). Montrer que
fu — f p-p-, quand n — +oo.

Corrigé — Soit A, € T tel que m(A,;) <
A = (), en+ Ay, de sorte que A € T et m
ne N

Soit x € AS, il existe n € N* tel que x € Af, et on a donc f,(x) — f(x) quand n — +oo.
Comme m(A) = 0, ceci donne bien f, — f p.p., quand n — +oo.

fn — f uniformément sur AS,. On pose

1
= et
n
(A) =0 car m(A) < m(A,) < % pour tout
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Exercice 3.29 (Convergence en mesure et convergence p.p.) Soient (E, T,m) un
espace mesuré, (f,),cn une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une
fonction mesurable de E dans R. On rappelle que, par définition, la suite (f,),en
converge en mesure vers f si:

Ve> O,HI_i)erm({x e E;|fu(x)— f(x)| >¢})=0.

1. On suppose dans cette question que m(E) < +oo.

(a) Montrer que si (f,),en tend vers f presque partout, alors (f,),cy tend vers f en
mesure [Utiliser le théoreme d’Egorov.]

Corrigé — Soit € > 0, on veut montrer que m({|f,, — | > ¢}) = m({x € E;|f,(x) -
f(x)|>¢}) = 0, quand n — +o0, c’est-a-dire que
VY6 >0, dny, t.q.

n> g = m{lf, - f|>e}) <. G.1D)

Soit donc 6 > 0. D’aprés le théoréme d’Egorov (théoréme 3.39 page 133), il
existe A € T tel que m(A) < d et f,, — f uniformément sur A°. La convergence
uniforme sur A° nous donne donc l'existence de ny tel que, |f,(x)— f(x)| < €
pour tout x € AS, si n > ngy. On a donc, pour n > ny, {|f, — f| > €} C A, et donc

m({|f,, — f1 > ¢€}) < m(A) < d. On a bien montré (3.11) et donc la convergence en
mesure de f, vers f, quand n — +oco.

(b) Montrer par un contre—exemple que la réciproque de la question précédente est
fausse.

Corrigé — L’exemple donné ici sera repris au début de la section 4.7 pour montrer
que la convergence dans L' n’entraine pas la convergence presque partout.

On prend (E, T,m) = ([0, 1[, B([0,1[), X) (on a bien m(E) < o) et on construit ainsi
la suite (f,)nen -

(p- )p<n<p(p+1) On pose alors k =

et on prend f,, = 1[k el Ilfautnoter iciquek+1 < p(pﬂ) (p=lp 1) =p

Soit n € N. Il existe un unique p € N* et

n_p=lp 1)p

et donc k;;l <1

Lorsque n — +o0, on a p — oo et donc m({|f,| > 0}) = }lj — 0, ce qui prouve, en
particulier, que f,, — 0 en mesure, quand n — +oo.

Enfin, on remarque que, pour tout x € [0,1], f,(x) /> 0 quand n — +oco. En effet,
soit x € [0,1[. Soit p € N*. Il existe alors (un umque) k €{0,...,p — 1} tel que
{p—lp lp + k. On a ainsi

construit f<P peN* sous-suite de (fi)nen (car @ est strlctement croissante de N*
dans N), t.q. f(P x) 7> 0 quand p — +oo (puisque fop)(x) =1 pour tout p). Ceci
montre bien que fn x) £ 0 quand n — +oo.

X € [k k”[ de sorte que f(p)(x) =1 en choisissant @(p) =
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On ne suppose plus que m(E) < +00 mais on suppose maintenant (pour la suite de
I’exercice) que la suite (f,,),cny converge en mesure vers f .

2. Montrer que la suite ( f,),cn est de Cauchy en mesure c’est-a-dire que

Ye>0,Y0>0,dneN;p, g > n= m({x € E;|f,(x) — fo(x)| > &}) <.

Corrigé —
Notation : Pour g fonction de E dans R et a € R, on note toujours {g > a} I’ensemble
{x € E; g(x) > a}.
Soite>0et 0> 0. Soit p,q € N. On commence par remarquer que |f,(x) — f(x)| <
fp(x) = f ()| + | f4(x) = f (x)|. On en déduit que
{Ilfp - fq|>2e {lfp=fl>¢} U{|fq—f|>s}.
On a donc
m({lf, ~ fyl > 26)) < m({If, ~ £1> €)) + m({lfy — 1> &)
Comme f, — f en mesure, il existe ng tel que
nxng=m({|f, - fl>e}) <
On a donc
p,q =no = m({|f, — fol > 2¢}) < 20.

Ceci montre bien que la suite (f,,),en est de Cauchy en mesure.

3. Montrer qu’il existe une fonction mesurable g et une sous-suite de la suite (f,,),en.
notée (fo(n))nen (avec @ strictement croissante de N dans N), vérifiant la propriété
suivante :

Pour tout ¢ > 0 il existe A € T tel que m(A) < ¢ et tel que (fo(n))nen converge
uniformément vers g sur A°.

[On pourra construire ¢ strictement croissante de N dans N et une suite (A,;),,cry
d’éléments de T t.q. m(A,) < 27" avec A, = {x € E;|fo(nr1)(X) = fom)(x)| > 27"}
pour tout n. Puis, chercher A sous la forme Ukzp Ay, ou p est convenablement
choisi.]

Corrigé — D’apres la question précédente, la suite (f,,),en est de Cauchy en mesure.
Pour tout n € N, il existe donc (en prenant € = & = 27" dans la définition donnée a la
question précédente) \p(n) € N tel que

P92 9P(n) = m({lfp _fq| >27") <27
Pour obtenir, a partir de \p, une fonction strictement croissante de N dans N on choisit
alors @(0) = P(0) et p(n) = max{(n), o(n—1)+1} pour n > 1. On obtient bien une
fonction @ strictement croissante de N dans N et, comme @(n+ 1) > ¢@(n) > {(n), on
a, pour tout n € N,

m(A,) < 27" avec A, = {|f(p(n+1) _f(p(n)| >27").
Pour construire la fonction g, on pose maintenant By, = Uy, Ay et B=N,cnyBy. On

va montrer que pour tout x € B¢ la suite (fq(n)(x))nen converge dans R (et g(x) sera
alors défini comme étant la limite de cette suite).
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Soit x € B. Il existe donc p € N tel que x € By,. Ceci donne x € Aj_ pour tout k > p,
c’est-a-dire
k2 p = [fpne) () = fum () < 275 (3.12)
On en déduit que la série de terme général fo(,41)(x) = fo(n)(x) converge dans R et
donc que la suite (fo(n)(X))nen converge dans R. En effet, pour passer de la série a la
suite, il suffit de remarquer que
n—1

Fom () = Fo0()+ ) (fotrsn)(¥) = foe) ()): (3.13)
k=0

On a donc montré que pour tout x € B la suite (f(n)(x))nen converge dans R et on
pose alors
g(x)= lim_fo)(x)si x € B

n—+o0o
La fonction g est ainsi définie sur B¢. Pour qu’elle soit définie partout, on pose
g(x) = 0 sur B. La fonction g est bien mesurable car est la limite simple des fonctions
f(p(n)ch qui sont toutes mesurables (noter, en particulier, que B € T car les A,, sont
tous dans T).

Soit p € N. On remarque maintenant que sur B; la série de terme général fo41)(X)
= fo(n)(x) converge uniformément (grdce a (3.12)). La suite ( fo(n))nen converge donc
aussi uniformément sur B;, (grace a (3.13)). Or, par c-sous additivité de m, on a

+00 +00
m(B,) <) m(Ag <) 27k=27pt,
k=p k=p

Soit € > 0. En prenant A = By, avec p € N tel que 2P+l < e on a donc m(A) < ¢ et
(fo(n))nen converge uniformément (vers g) sur A°.

Enfin, on peut aussi remarquer que (fo(u))nen converge p.p. vers g car (fo(u)(X))nen
converge vers g(x) pour tout x € B et la continuité décroissante de m donne m(B) =
lim,_, o m(B,) = 0.

4. Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (f,),ey qui converge vers f presque
partout. [On pourra commencer par montrer que la suite (fo(u)zen construite a la
question précédente converge presque partout et en mesure. |

Corrigé — On reprend les notations et résultats du corrigé de la question précédente.

On sait déja que la suite ( f(P(n))neN converge p.p. vers §. On montre maintenant qu’elle
converge en mesure vers g.

Soit >0 et 6> 0. Il existe p € N tel que m(By) < 5. Comme (fo(u))nen converge
uniformément sur By, vers g, il existe ng € N tel que |fo()(x) — §(x)| < & pour tout
n > ny et tout x € B,. On a donc

n>ng = {|fom) — 8l =€ C By = m({lfpm — gl = e} <m(B,) <o.
Ceci montre bien que (fo(n))nen converge en mesure vers g.

Comme on a déja, par hypothese, que (fo(n))nen converge en mesure vers f, on a
donc f = g p.p. (voir la premiére question de ’exercice 3.26). Finalement, on obtient
donc la convergence p.p. de la suite (fo(n))nen vers f.
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Exercice 3.30 (Convergence en mesure et produit)

Soient (u,,) ey une suite de fonctions boréliennes de R dans R (c’est-a-dire mesurables
de R dans R lorsque R est muni de sa tribu borélienne) et 1 une fonction borélienne
de R dans R.

On suppose que u,, — u en mesure, quand 1 — +oo.

1. Montrer que u2 (pour tout # € N) et 12 sont des fonctions boréliennes de R dans R.

Corrigé —  On peut, par exemple, remarquer que les fonctions u> (pour tout n € N)
et u? sont des produits de fonctions boréliennes. Elles sont donc boréliennes (voir la
proposition 3.19).

2. On suppose, dans cette question, que u est bornée. Il existe donc C > 0 telle que
|u(x)| < C pour tout x € R.

(a) Soit £ > 0. Montrer que, pour tout & > 0, {|u,, —u] < 8} C {Ju? — u?| < §(2C + ).
En déduire qu’il existe 0 > 0 (ne dépendant que de C et ¢) tel que (pour tout
neN) {ju2 -u?| > e} {ju, —ul>9).

Corrigé — Soit &> 0. Soit x € R tel que |u,(x) —u(x)] <, on a alors |u,(x)| <
|14, () = u(x)| + [u(x)| < C+ 0 et donc

i3 () = 1 ()] = Juay (x) = 00l () + 2 (20)] < g () = 00ty ()| + ()

< uy,(x) — u(x)|(2C + 6) < §(2C + 9).
Ce qui donne bien {|u,, —u] < 8} C {|u2 — u?| < 5(2C + ).

En choisissant & > 0 tel que 5(2C + ) < € (ce qui est possible car limg_,5 0(2C +
0) = 0), on en déduit

{luZ —u?| > €} c {jul —u?| = 8(2C +d)} C {lu, — ul > 3).

(b) Montrer que u2 — u? en mesure quand 7 — +co.

Corrigé — Soit € > 0. On choisit & > 0 tel que {|u2—u?| > €} C {|u,,—u| > 8} (pour
tout n). On a donc A({|u2—u?| > e}) < X({|u, —u| > 8}). Comme u,, — u en mesure,
on a lim,_,, o AM({|u, — u| > &}) = 0 et donc lim,,_, ;. M({|u2 —u?| > €}) = 0. Ce
qui prouve que u? — u® en mesure.

3. Dans cette question, on ne suppose plus que u est bornée mais on suppose qu’il
existe une partie compacte, notée K, de R telle que u#(x) = 0 pour tout x € K° (une

telle fonction est dite “a support compact”).

(a) Donner un exemple d’une fonction ©# non bornée et a support compact.

[On pourra, par exemple, prendre K = [0, 1].]
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Corrigé — On peut, par exemple, choisir u définie par u(x) = 1/x si x €]0,1[ et
u(x) = 0 si x €]0, 1[. La fonction u est non bornée et nulle hors de [0,1] (qui est
bien une partie compacte de R).

(b) Montrer que MK) < +oo0.

Corrigé — La partie K est compacte, elle est donc bornée. On choisit alors a > 0
tel que K C [—a, a]. On en déduit A\(K) < 2a < +oo0.

(c) Montrer que lim,_, o A({|u| > p}) = 0.

Corrigé —  Pour tout p € N, on pose C,, = {|u| > p}. On a, pour tout p, C,,; C C,
et M(Cp) < MK) < 400 (car C, C K) et NpenCpy = 0. La continuité croissante de A

donne alors que
lim MC,) = MNpenCp) = M0) = 0.

p—+co

(d) Montrer que 12 — u? en mesure quand 1 — +co.

[On pourra commencer par remarquer que, pour tout € > 0 et p € N, il existe 9,
ne dépendant que p et ¢, tel que (pour tout 1 € N) {|u| < p} N {ju2 —u?| > ¢} C
{lun - ”l 2 6}]

Corrigé — Soit e > 0 et p € N. Le raisonnement fait a la question 2(a) montre
que pour tout 5> 0 on a
({ < p} 0 {luy —u] <8} € ({u < p) 0 {lug —u?| <5(2p +9)}),

et donc qu’il existe 5 > 0 (ne dépendant que de p et €) tel que (pour tout n € N)

(fu < pyflug —u? 2 &) € ({u < p} O {luy —u] > 8)).

On en déduit en particulier que, pour tout n € N,

({lul < p} O {lug = u?| > &) © {lu, — | > 8). (3.14)
On va maintenant montrer que lim,,_,, o{|u? —u?| > ¢} = 0.
Soit 1> 0. On choisit d’abord p € N tel que A({|u| > p}) < 1 et on choisit &> 0 (ne
dépendant que de p et ¢ et donc que 1 et €) tel que (3.14) soit vraie pour tout n € N.
On a alors pour tout n € N
{lug = u? > €} C {lul > py U ({u < p} 0 {lug — 4| = €}) C {Jul > p} U{lu, —ul > )
et donc

Mgy = 2> &) < M{ul > p}) + Ml — ul > 8)) < 0+ A({Juy, —ul = }).
Comme u,, — u en mesure, il existe ny tel que AM{|u, —u| > 0}) < v pour n > ny et
donc
n>ng= M{luz —u?|>¢}) < 21.

2 2

Ce qui prouve que U~ — U~ en mesure.

(e) On remplace maintenant 1’hypothese u#(x) = 0 pour tout x € K¢ par “Il existe

M > 0 telle que |u(x)] < M pour tout x € K. A t-on toujours u> — u? en

mesure quand n — 400 ?
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Corrigé — Oui, on a toujours u,% — u? en mesure quand n — +oo. Le raisonne-

ment des questions 3(c) et 3(d) est toujours juste en remarquant, pour la question
3(c), que A(C,) < +oo si p>M.

4. Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement u,, et
u), qu’on peut avoir u?2 /> u? en mesure.
[On pourra, par exemple, choisir pour u la fonction u#(x) = x pour tout x € R.]

Corrigé — On prend u(x) = x et u,(x) = x+ 1/n pour tout x e R et n e N*. On a
bien u, — u en mesure. Pour tout x € R, on a u?(x) — u®(x) = 2x/n+1/n%. On en
déduit que

A({uﬁ(x)) —u?(x)) > €}) = +00 pour tout € > 0 et tout n € N*.

; 2 2
Ce qui montre que u;, 4> u* en mesure.

Exercice 3.31 (Convergence en mesure et fonctions continues) Cet exercice géné-
ralise I’exercice 3.30. Soit (Q2, A, #) un espace mesuré, (X,,),,cn une suite de fonctions
mesurables de () dans R et X une fonction mesurable de () dans R. On suppose que
X,, = X en mesure, quand n — +oco.

1. Soit ¢ une fonction uniformément continue de R dans R. Montrer que ¢(X,,) —
@(X) en mesure, quand n — +oo.

Corrigé — Soit € > 0. Comme @ est uniformément continue, il existe 11> 0 tel que
k—yl<n=le(x)-e@)<e
On a donc {|o(X,) — @(X)| > &} C{IX,, = X| > n} et
m({le(X,) = e(X)| > €}) < m({|IX,, = X[ > n}).
Comme X,, — X en mesure, on alim,_,, ., m({|{X,, — X[ >1}) = 0, on a donc aussi
Jim m({le(Xy) = e(X)| > €}) = 0.

Ce qui prouve que @(X,,) — @(X) en mesure, quand n — +oo.

2. On suppose, dans cette question, que m est finie (par exemple, la mesure m peut
étre une probabilité, on a alors m(Q)) = 1, les fonctions mesurables sont des v.a.r. et
la convergence en mesure est la convergence en probabilité). Soit ¢ une fonction
continue de R dans R. Montrer que ¢(X,,) — @(X) en mesure, quand 1 — +co.
[On pourra commencer par remarquer que lim,_,, ., m({|X| > a}) = 0.]

Corrigé — Le fait que lim,_,,, m({|X| > a}) = 0 est une conséquence de la conti-
nuité décroissante d’une mesure (on utilise ici que m est finie).

Soit >0 et 8> 0. Il existe a € R, tel que m({|X| > a}) < d. Comme @ est uniformé-
ment continue sur [-a—1,a+ 1), il existe 1> 0 tel que

xyel-a-la+1] lx—y|<n=|px)-@(y) <e
En posant i) = min{n, 1} > 0, on a aussi
xe[-aa] x-yl<i=lox) -oy)<e
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On a donc {|o(X,;) — @(X)| > &} C {[X,, = X| > A} U {[X]| = a} et
m({le(X,) — @(X)| > €}) < m({|X,, = X[ > 71}) + m({|X] > a})
<m({|X,, - X|>7}) +o.
Comme X,, — X en mesure, on alim,,_,, ., m({|X,, —X| > 7}) = 0, il existe donc ng

tel que
n> g = m({[X, = X| > 7)) <.

on a donc
n > ng = m({le(X,) - e(X)| > ¢}) < 2a.

Ce qui prouve que @(X,,) — @(X) en mesure, quand n — +oo.

3. On prend ici (), A, m) = (R, B(R), A). Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-
dire en choisissant convenablement X, et X), qu’on peut avoir X,, — X en mesure
(quand n — +o0) et @(X,,) /~ @(X) en mesure pour certaines fonctions ¢ continues
de R dans R.

Corrigé — On prend X(x) = x et X,,(x) = x+ 1/n pour tout x e Ret ne N*. On a

bien X,, — X en mesure. On choisit ¢ définie par @(x) = x*> pour tout x € R, on a
donc, pour x € R, @(X,,(x)) — @(X(x)) = 2x/n + 1/n%. On en déduit que

M{e(X,(x)) — @(X(x)) = €}) = +o0 pour tout € > 0 et tout n € N*.
Ce qui montre que @(X,,) /> @(X) en mesure.



Chapitre 4

Fonctions intégrables

Maintenant qu’on a construit un espace mesuré (E, T, m) (dont un exemple fondamen-
tal est (E, T, m) = (R, B(R), A), on voudrait généraliser la notion d’intégrale grice
a cet espace, c’est-a-dire introduire une application qui a f, fonction de E dans R,
associe un réel, dépendant de la mesure m, que nous noterons f fdm, tel que :

— Sif =1, AeT,alorsffdm:m(A),

— Lapplication ainsi définie soit linéaire, c¢’est-a-dire que pour toutes fonctions f
et g définies de E dans R,

j(ocf+[3g)dm: ajfdm+(3fgdm, V (a,p) € R

En fait, on ne peut pas définir une telle application sur foutes les fonctions de E dans R,
nous allons la définir seulement sur les fonctions que nous appellerons “intégrables”.

La construction de cette nouvelle intégrale se déroule, comme pour I’intégrale des
fonctions continues décrite au chapitre 1 en 3 étapes, que nous pouvons dans le cas
(non limitatif) des fonctions de R dans R, décrire ainsi :

1. Mesurer presque toutes les parties de R (et pas seulement les intervalles).

2. Définir I’intégrale des fonctions étagées, c’est-a-dire des fonctions de R dans R ne
prenant qu’un nombre fini de valeurs (et pas seulement des fonctions en escalier).

3. Par un passage a la limite, définir I'intégrale des fonctions limites (en un sens
convenable) de fonctions étagées.

Pour étre plus précis, dans I’étape 1 ci-dessus, on cherche une application

A:PR)—R,,
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ou P(R) désigne I’ensemble des parties de R, telle que :

Mo, B[) = B — «, pour tout o, f € R, o0 < B. 4.1)
A(U A,) = Z}\(An), V(A)uen CPR) L. A, NA, =0sin=m.  (4.2)
neN neN

(Dans toute la suite de ce cours, la notation ), est identique a ) /9.

Une telle application sur P(R) n’existe pas (voir I’exercice 2.29), mais on sait qu’elle
existe si on se limite & une partie convenable de P(R), par exemple, la tribu de Borel
définie précédemment.

Pour I’étape 2, on intégrera les fonctions prenant un nombre fini de valeurs et pour
lesquelles chaque étage est dans la tribu de Borel et est de mesure finie. De telles
fonctions seront dites étagées et intégrables.

Enfin, a I’étape 3, I’'idée principale est de définir I’intégrale des fonctions positives
qui sont limites croissantes d’une suite de fonctions étagées (on remplace donc la
convergence uniforme utilisée pour la définition de I’intégrale des fonctions réglées
par une convergence simple en croissant).

4.1 Intégrale d’une fonction étagée positive

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On rappelle que £, est ’ensemble des fonctions éta-
gées de E dans R, ne prenant que des valeurs positives ou nulles. Si f € £, , f non nulle,
le lemme 3.6 nous donne, en particulier, I’existence d’une famille (a;,A;);=;,. , C
R x T telle que A; ﬂA]' =0,sii=j,i,jef{l,...,n}etf = Z?:l a;1,.. D’autre part,
le lemme 3.7 nous permet d’affirmer que, pour une fonction étagée positive qu’on
écrit sous la forme : f =) 7, a;1 A;» Ol les A; sont deux a deux disjoints et les 4;
sont strictement positifs, la valeur ) "', a;m(A;) est indépendante de la décomposition
choisie. On peut donc définir I’intégrale sur £, de la maniére suivante :

Définition 4.1 (Intégrale d’une fonction de £,) Soit (E, T, m) un espace mesuré et
soit f de E dans R une fonction étagée positive non nulle (c’est-a-dire f € £, ). Soient
(Aj)i=1,..,n C T une famille de parties disjointes deux a deux (i.e. t.q. A;NA; =0

n
sii#j)etnréels ay,..,a, strictement positifs tels que f = ZailAi' On définit

i=1
n

lintégrale de f, qu’on note ffdm, par: dem = Zuim(Ai) (on a donc ffdm €
i=1
@Jr). D’autre part, si f =0, on pose Ifdm =0.
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Remarque 4.2 En adoptant la convention 0 x +oco = 0, on peut aussi remarquer que

n
si f = Za,-lAi €&, ol la famille (A;)iz;,_, C Testtq. AjNA;=0sii#j,etol
i=1
les réels ay, ..., a,, sont supposés positifs seulement, on a encore :

ffdm = iﬂim(Ai)-
i=1

Proposition 4.3 (Propriétés de I’intégrale sur £,) Soient f et g€ &, a et p € R,
alors :

— linéarité positive : of +pg €&, et J(ocf +pg)dm = ocffdm +[3fgdm,
— monotonie : [ > g = jfdm > fgdm.

DEMONSTRATION — Il est facile de montrer que si f € £, eta € Ry onaaf € &,
et I afdm= ocj f dm. Pour montrer la linéarité positive, il suffit donc de considérer le
cas o =P =1 et f et g non nulles. Soit donc f, g € £,, non nulles. D’apres le lemme
3.6 sur la décomposition canonique des fonctions étagées positives non nulles, on peut

écrire
n m
f = ZailAi etg= ijlB]-’
j=1

i=1
avec 0 <ay <...<ay, A;z0pourtouti, A;NA;=0sii=j, 0<by <...<by,
B; = 0 pour tout j, BiNB; =0 si j = i. En posant a9 = by = 0, Ag = ( A et
By = (U;’:1 B;)¢, on a aussi
n m
f = ZdilAi etg= ijlBj
i =0
et on peut écrire
n m
f+g= ZZ(“:‘ +bj)1,n8; = Z (ai +bj)1;08;,
i=0 j=0 (i,j)eK
avec K={(i,7) €{0,...,n} x{0,...,m}\ (0,0)}.
Onadonc f+ge&, et I(f +g)dm= Z(i,j)eK(ai +bj)m(A; N B;). On en déduit

J(f+g)dmzz aim(AiﬁBj)+ZZbJ-m(AinBj)
=1 j=0 j=1i=0
= a;m(A;)+ Zb]-m(B])

(car (Ag,...,A,) et (By,...,B,,) sont des partitions de E). On a donc bien montré que

[+ am={ gams [ gam
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Il reste a montrer la monotonie. Soit f, g € £, t.q. f > g.Onadonc f-ge€ &,
(on rappelle que £ est un espace vectoriel sur R, voir la proposition 3.9) ; et comme
J( f —g)dm > 0, la linéarité positive nous donne que

[ sam= {17 -giams [ gam> | gam

Remarque 4.4

1. Une conséquence directe de la linéarité positive de I’intégrale sur £, est que, si f €

n

&, pour n’importe quelle décompositionde f : f = Z“Z’lA; €&, ay,..,a,>0et
i=1

(A;)i=1,..n C T (on ne suppose plus A; N A; =0 sii = j), on aencore, par linéarité

positive :
n

dem = Zﬂi J 1a, = Z”im(Ai);

i=1
en posant a;m(A;) = 0sia; =0.

2. Une conséquence de la monotonie de I’intégrale sur £, est que, pour tout f € £,
ona:

dem = sup{jgdm,g €€,8<f}

4.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

On donne maintenant un petit lemme fondamental qui va permettre de définir I’inté-
grale des fonctions de M.

Lemme 4.5 Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,,),en CE,, et g € E,, tels que :
* fui1(x) > fu(x), pour tout n € N, et tout x € E,
e lim f,(x) > g(x), pour tout x € E,
n—+o0

alors

lirp andmzjgdm. 4.3)
n—+00

Noter que la suite (I fndm),cN est une suite croissante de R,, donc sa limite existe
dans R,.

DEMONSTRATION —  Pour x € E, on pose f(x) = lim,,_, ., f,(x) (cette limite existe
et appartient a R, ). Il se peut que f ¢ £,, mais on a toujours f € M, et les hypotheses
du lemme donnent f,, T f quand n — +co.
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Soit « €]0, 1], on définit, pour n € N :
A, ={xeE; ag(x) < fy(x
On a donc
A, =(f,—ag) 1 ([0,+c0[) € T, A, C Ay
(car f, < fus1) et E=1J, e Ay En effet, si x € E, on distingue deux cas :

1. Si g(x) =0, alors x € A, pour tout 7 € N donc x € | J,,eny Ay,
2. Si g(x) > 0, on a alors
ag(x) <g(x) < lim f,(x

n—+oo

11 existe donc 7, (dépendant de x) tel que x € A, pour 1 > n,. Donc, x € | J,,cx Ay

E:UA,,.

neN

On a donc bien montré que

(Comme A, C A,,,1, pour tout n € N, on peut aussi remarquer que la suite de fonctions
(agla,)nen converge simplement et en croissant vers la fonction ag.)

On remarque maintenant que agla € &,, f, € &, et que, grice a la définition de A,,
onaagls < f,. La monotonie de I'intégrale sur £, donne donc :

JaglAnde J-f,,dm. 4.4)

En utilisant la décomposition canonique de g (lemme 3.6), il existe une famille
(bi,Bi)i=1,..p telle que 0 < by <... < by, B; = 0 pour tout i, B; N\B; =0 sii =+
etg= Zle b;1g,. On a donc

P
agly, = Zo‘bilBimA”
ioT

2
jaglA”dm = Zabim(Bi NA,).

i=1

et donc :

Comme | J,,n(B; NA,) =B; N (U,exAy) = B; NE = B;, 1a continuité croissante de
m donne m(B; N An) — m(B;), quand 1 — +00. On en déduit :

n—+oo n—>+oo

p P
lim | agly dm= lim ab;m(B;,NA,) Zabim(Bi) = focgdm.
i=1

On peut donc passer a la limite, quand n — +o0, dans (4.4) et obtenir :

Jocgdm < nl—iHloo_[f”dm'

Enfin, la linéarité positive de I’intégrale sur £, donne f(xgd m= af gdm. On conclut
la démonstration du lemme en faisant tendre o vers 1. ]
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Remarque 4.6 Dans la démonstration précédente, on a besoin de a < 1 pour pouvoir
écrire ag(x) < f,(x) pour n > n,, avec n, € N pouvant dépendre de x. Un tel n,
pourrait ne pas exister en prenant o = 1.

Le lemme suivant est une conséquence simple du lemme 4.5.

Lemme 4.7 Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M,. Soient deux suites
(fn)uen et (1) nen d’éléments de £, convergeant simplement et en croissant vers f.
On a alors :

lim ffndm = lim | g,dm. 4.5)

n—-+oo n—+oo

DEMONSTRATION —

On applique le lemme 4.5 avec g = g;,, p fixé. On obtient fgpdm <lim,_,, Ifndm.
Puis, en passant a la limite quand p — +o0, on obtient :

lim | g,dm < nngjfndm.

p—>+oo

On obtient enfin (4.5) en changeant les roles de f,, et 8- [

Le lemme 4.7 permet donc de définir I’intégrale sur M_ de la maniere suivante :

Définition 4.8 (Intégrale sur M, ) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f € M,.
D’apres la proposition sur la mesurabilité positive, il existe une suite (f,),en C €y
telle que f,, T f quand n — +oo, ¢’est-a-dire :

* Pour tout x € E, f,(x) — f(x), quand n — +oo,
* fur1(x) > fu(x), pour tout x € E, et tout n € N.

On définit I’intégrale de f en posant :
J-fdm: lim ffndm (€R,).
n—>+0o

On a aussi la caractérisation suivante, parfois bien utile, de I’intégrale d’une fonction
mesurable positive a partir d’intégrales de fonctions étagées positives :

Lemme 4.9 Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Alors

dem = sup{fgdm,g €&,g<f}h

DEMONSTRATION —  Soit (f,)sen C &, telle que f, T f quand n — +oo.
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La monotonie de I’intégrale sur £, donne que ffndm = sup{fgdm,g €&, f)
(voir la remarque 4.4). Comme f,, < f, on a donc, pour tout n € N :

ffndm = sup{jgdm,g €ELE<ful < sup{fgdm,g €&,g<f}

La définition de f f dm donne alors :

demﬁsup{fgdm,ge&,gﬁf}.

Pour montrer I’inégalité inverse, considérons une fonction g € &, telle que g < f.
Comme f,, T f, le lemme 4.5 donne

Jgdms liIP jfndm:ffdm.
n—+oo

sup{jgdm,ge&,gﬁf}ﬁjfdm.

On a donc

Proposition 4.10 (Propriétés de I’intégrale sur M,) Soient f et g € M., « et
p e Ry, alors :

— linéarité positive : of +pg e M,, et f(ocf +Bg)dm = ocffdm +[3fgdm,
— monotonie : f >g= jfdm > fgdm.

DEMONSTRATION — La linéarité positive se démontre de maniére trés simple a partir
de la linéarité positive sur £, (proposition 4.3). et de la définition 4.8.

La monotonie est une conséquence immédiate du lemme 4.9. |

Remarque 4.11 (A propos de (+o0) x 0...) Soient (E, T, ) un espace mesuré et
A €T tel que m(A) = 0. On note I, la fonction indicatrice de I’ensemble A. Cette
fonction est définie de E dans R, par : I5(x) = +cosix € Aet I5(x) = 0six € A.
Cette fonction est souvent notée aussi (+00)1 4. Il est clair que I, € M, et que I est
la limite croissante de la suite (f,),en C £, définie par f, = nl . On en déduit, en
utilisant la définition de I’intégrale sur M, que II adm=0.

Une conséquence de cette remarque est le lemme suivant :

Lemme 4.12 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f e M, et A€ T. Onnote f1 € M, la fonction définie par f1,(x) = f(x) si
x€Aet fl1x(x)=0six e A°. On définit fAfdm par fflAdm. On suppose que
m(A) = 0. Alors, [, fdm = 0.
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2. Soit f, ge M, tq. f = gp.p.. Alors, ffdm = fgdm.
3. Soit f e M, t.q. f =0 p.p.. Alors ffdm =0.

DEMONSTRATION — 1. Soit f € M, et A e T tel que m(A) = 0. Soit I 5 la fonction
indicatrice de I’ensemble A (définie dans la remarque 4.11). On a évidemment
f1a <1 etdonc, par monotonie, jflAdm =0.

2.Soitf,geM,tq. f=gp.p.Soit AecTtq. m(A)=0etflac =glac. Onadonc
flac, glac € M, et fflAcdm = fglAcdm. D’autre part, comme JflAdm =
f gladm =0, on a aussi, par linéarité positive

ffdm:fflAcdm+J-f1Adm:jflAcdm

(et de méme pour g). Donc,
jfdm = jgdm.

3. Soit f e M, t.q. f =0 p.p.. Alors ffdm:dem:O. u

Ce lemme nous permet d’étendre la définition de I’intégrale a certaines fonctions non
mesurables :

Définition 4.13 (Intégrabilité sans mesurabilité) Soit (E, T,m) un espace mesuré
et f définie sur A, a valeurs dans R (resp. R, ), avec A € T, m(A) = 0 (on dit que f
est définie p.p., car f n’est pas définie sur A).

1. f est m-mesurable (resp. m-mesurable positive) s’il existe g € M (resp. g € M,)
t.q. f =g p.p.. (c’est-a-dire qu’il existe Be T tel que m(B) =0, BD A et f = g sur
B¢).

2. Soit f m-mesurable positive. On pose ffdm = fgdm, avecge M, t.q. f =g p.p.
(noter que cette intégrale ne dépend pas du choix de g, grdce au lemme 4.12).

Remarque 4.14 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Il est facile de montrer les résultats
suivants :

1. Soit f de E dans R ou R,. Alors, f € &, si et seulement si f € M, Imf CR, et
card(Imf) < +o0.

2. Soit A € T tel que m(A) = 0 et f de A° dans R. Alors, f est m-mesurable si et
seulement s’il existe (f,),en C € t.q. f, = f p-p. (voir I’exercice 4.18).

3. Soit A € T tel que m(A) = 0 et f de A® dans R, Alors, f est m-mesurable positive
si et seulement s’il existe (f,,),en C &4 t.q. f, = f P-P--

Le résultat suivant sera souvent utile par la suite. En particulier, les inégalités de
Markov et Bienaymé-Tchebychev (voir la section 4.9) en découlent facilement.
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Lemme 4.15 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € M, ett e R, ; alors :

m({f > 1)) < %ffdm. .6)

DEMONSTRATION — On définit A; = {f >t} ={x€E; f(x) >t}.Ona A; €T et
f = t1,,. Par monotonie de I'intégrale sur M., on en déduit I’inégalité 4.6.
[

4.3 Convergence monotone et lemme de Fatou

Théoreme 4.16 (Convergence monotone (1)) Soit (E, T, m) un espace mesuré et
soit (f,)nen une suite de M, t.q. f,.1(x) > f,(x), pour tout n € N et tout x € E. On

pose, pour tout x € E, f(x) = lirP fu(x) €R,. Alors f € M, et andm - dem
n—+oo

lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION —

Noter que si (f,,),en € &, le fait que andm - dem lorsque 1 — +o00, est donné
par la définition de I’intégrale sur M, . La difficulté est donc ici de travailler avec

(fu)nen € M, au lieu de (f)nen € &4

Comme (f,),en C M, converge simplement et en croissant vers f, la proposition 3.19
donne f € M,. Puis, par monotonie de I’intégrale sur M, on a

nlggmjﬁ,dm < dem.

Il reste donc a montrer que :

lim jfndm > ffdm. 4.7)

n—+oo
Pour montrer (4.7), on va construire une suite de fonctions ( lpeN CEL LA gy Tf,
quand p — oo, et g, < f,, pour tout p € N.

Pour tout n € N, f,, € M. ; il existe une suite de fonctions (f,, ,)pen C &4 t.q. fup T fi
lorsque p tend vers +co. On définit alors :

8p = sup fn,p

n<p

On note que :

1. g, € &, car g, est le sup d’un nombre fini d’€léments de £, (donc g, est mesurable,
Im(g,) C R, et card(Im(g,)) < oo, ce qui donne g, € £,).
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2. gp+1 = gp, pour tout p € N. En effet, comme fn,pﬂ > fn,p (pour tout 72 et p), on a
gp+1 = Sup{fp+1,p+1rsupfn,p+1} 2 Supfn,p+l 2 sup fn,p = gp'
n<p n<p n<p

On peut donc définir, pour x € E, g(x) = lim;,_,, g,(x) € R, (car la suite (8p(%))pen
est croissante dans R, ).

3. g = f. En effet, on remarque que g, > f, , si n < p. On fixe n et on fait tendre p
vers I’infini, on obtient g > f,, pour tout n € N. En faisant 1 — +c0 on en déduit
g > f. D’autre part, ona f,, , < f, < f pour tout n et tout p. On a donc g, < f pour
tout p. En faisant p — co on en déduit ¢ < f. On a bien montré que f = g.

4.8, < f, pour tout p € N. En effet, f,, < f, < f, sin < p. On a donc g, =
SUP;,<p fn,p < fp-

Les points 1 & 3 ci-dessus donnent (g,),en € &4 et g, T f quand p — co. Dong, la

définition de I’intégrale sur M, donne ffdm =lim, o jgpdm.

Le point 4 donne (par monotonie de 1’intégrale sur M,) f gpdm < f fpdm, on en

déduit

dem: lim [ g,dm < limJ.fpdm.

pA)OO p*)OO

Finalement, on obtient bien f fdm=1lim, f fpdm. [

On utilisera souvent une 1égere extension (facile) du théoréme de convergence mono-
tone, ol ’on suppose seulement une convergence en croissant presque partout de la
suite de fonctions :

Théoreme 4.17 (Convergence Monotone (2)) Soit (E, T,m) un espace mesuré et
s50it (f)nen C M. On suppose que f, T f p.p. (c’est-a-dire que il existe A € T
tel que m(A) = 0 et f,(x) T f(x) pour tout x € A°). La fonction f (définie p.p.)
est alors m—mesurable positive (c’est-a-dire que il existe § € M, t.q. f = g p.p.)

et jfndm - ffdm On rappelle que, par définition (voir la définition 4.13),
ffdm = fgdm avec g e M, tq. f =g p.p.

DEMONSTRATION —  Soit A € T tel que m(A)=0cet f,, T f sur A°, quand n — +oo.
On pose g, = f,1ac (c’est-a-dire g,(x) = f,(x) six € A®et g,(x) =0sixe€A).On
ag,eM,etg,Tgavec g=flac (c’est-a-dire g(x) = f(x) six € Aet g(x) =0si
x € A). Comme g € M, et f = g p.p., on adonc f m—mesurable positive. Puis, le
théoréme 4.16 donne Jg,,dm — fgdm quand n — +oco. D’autre part, on a Igndm =

andm (car f, = g, p-p-) et Jgdm = jfdm (par définition de ffdm), donc

[ = { gam.
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Corollaire 4.18 (Séries a termes positifs ou nuls) Soient (E, T, m) un espace mesuré,

+00
(fi)nen C My ; on pose, pour tout x € E, f(x) = an(x)(e R,). Alors f € M, et
n=0

dem = rgj-fndm.

DEMONSTRATION —  On applique le théoréme de convergence monotone (théoréme
4.16) a la suite (g,),cn définie par
n
8&n = Zf p:
p=0

Onag,eM,etg, T f.Donc f e M, et

;ffpdm ~ [ gutm— [ ram

Lemme 4.19 (Fatou) Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,),en C M.

On pose, pour tout x € E,

f(x) =liminff,(x) = lim (inff,(x)) € R,.

n—+00 n—+oo p>n

Alors f € M, et

jfdm < 1}1113+igofjfndm = lim (infjfpdm).

n—+oo p=>n

DEMONSTRATION —  Pour n € N, on pose g,(x) = inf,>, f,(x) (pour tout x € E),
de sorte que g, € M, (cf. proposition 3.19) et g, T f. Le théoréme de convergence
monotone (théoreme 4.16) donne que f € M, et j gndm — f fdm.

Or, g, < f, sip > n. On a donc Jgndm < jfpdm si p > n et donc (en fixant n)
Igndm <inf,s, ffpdm. On en déduit

dem: lim | g,dm< lim (infffpdm):liminfjfndm.
L]

n—+oo n—+oo0 p>n n—+oo
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Le lemme de Fatou est souvent utilisé avec des suites (f,,),eny € M., telles que la suite
(f fndm),cn est bornée et la suite (f,(x)),ecn est convergente pour presque tout x € E.
Il permet alors de montrer que la limite (au sens de la convergence p.p.) de la suite
(fn)nen est intégrable (voir les paragraphes suivants). On utilise pour cela le corollaire
(immédiat) suivant :

Corollaire 4.20 Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,),en C My t.q. fu(x) — f(x),
pour presque tout x € E, lorsque n — +oco. On suppose qu’il existe C > 0 tel que

fndm < C, pour tout n € N. Alors, f est m—mesurable positive et Jf dm < C.

DEMONSTRATION — Comme (f,),en € M, et f, — f p.p., on a bien f m-mesu-
rable positive. On pose ¢ = liminf, ,,, f, (c’est-a-dire g(x) = liminf, ., f,(x)
pour tout x € E). On adonc g € M, et f = g p.p. donc Ifdm = Jgdm par définition
de I’intégrale des fonctions m-mesurables (définition 4.13).

Le lemme de Fatou donne dem = fgdm <liminf, ,, o ffndm et donc jfdm <C
carffndeCpourtoutneN. (]

4.4 Mesures et probabilités de densité

4.4.1 Définitions

A partir d’une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre
mesure de la maniere suivante :

Définition 4.21 (Mesure de densité) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M,.
Pour A €T, on rappelle que f1 4 est la fonction (de E dans R ) définie par f14(x) =
f(x)sixeAet fla(x)=0si x €A (cette fonction appartient a M. ) et on définit

fAfdmparjflAdm.
On définit alors p: T — R, par:
M(A):jflAdm:J- fdm, YAeT.
A

L’application p ainsi définie est une mesure sur T (ceci est démontré dans [’exercice
4.26), appelée mesure de densité f par rapport a m, et notée p = fm.

Proposition 4.22 Soient (E, T,m) un espace mesuré, f € M, et y la mesure de
densité f par rapport a m. Alors, la mesure y est absolument continue par rapport a
la mesure m, c’est-a-dire que si A € T est tel que m(A) = 0, alors p(A) = 0.
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DEMONSTRATION — Soit A € T tel que m(A) = 0. On a alors f15 = 0 m-p.p. et
donc pu(A) = JflAdm = 0 d’apres le lemme 4.12. |

On déduit de cette proposition que la mesure de Dirac en 0, définie en (2.2), n’est pas
une mesure de densité par rapport a la mesure de Lebesgue (on peut montrer que ces
deux mesures sont étrangeres (voir définition 2.29 et proposition 2.30).

Notons que I’on peut aussi définir des mesures signées de densité, voir la définition
6.74.

4.4.2 Exemples de probabilités de densité

Définition 4.23 (Probabilité de densité) Soit p une probabilité sur B(R), on dit que
p est une probabilité de densité (par rapport a Lebesgue) s’il existe f € M, t.q.
[fdr=Tetp(A)= [ fladX= [, fdX pour tout A € B(R).

Les lois de probabilité sur B(R), de densité par rapport a la mesure de Lebesgue,
données dans la proposition suivante seront souvent utilisées dans le calcul des proba-
bilités. (On rappelle qu’une loi de probabilité est, par définition, une probabilité sur
B(R)).

Définition 4.24 (Quelques lois de densité sur 5(R)) On donne ici trois exemples de
lois de densité.

1. Loi uniforme, U(a,b) Soit a,b € R, a < b, la loi uniforme sur [a,b] est la loi de
densité 711, : p(A) = 5= [ 145 1ad )\, VA € B(R).

2. Loi exponentielle, £(t) Soit T > 0, la loi exponentielle est définie par la densité f
définie par :

0 si x<0,
e ™ si x>0.

f(x):{

3. Loi de Gauss, N (p,0?) Soit (w,0) € R xR, ; la loi de Gauss de paramétre (p, o)
est définie par la densité f définie par :

2
f(x)= exp(— (XZGP;) )pour x eR.

oV2T
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4.5 L’espace L' des fonctions intégrables

Soit f € M, la proposition 3.23 donne que |f|, f*, f~ € M, et la monotonie de
I’intégrale sur M, donne

jf+dmsf|f|dm et jf‘dmsflfldm.

Ceci va nous permette de définir I’espace £! et I’intégrale sur £! a partir de I’intégrale
sur M, (définition 4.8 page 178).

Définition 4.25 (Espace L' et intégrale de Lebesgue) Soient (E, T, m) un espace

mesuré et f € M. On dit que f est intégrable (ou intégrable au sens de Lebesgue) si
f|f|dm < +00. Dans ce cas, on a aussi

Jj”dm<+oo et dem<+oo.

jfdm = Jﬁdm - Jf‘dm (€R).

On note K%&(E’ T, m) (ou plus simplement L) I’ensemble des fonctions intégrables.

On pose alors :

Soit f € M, la linéarité positive de I’intégrale sur M, donne f|f|dm = Jf*dm +
Jf‘dm. On voit donc que f € £! si et seulement si ff+dm <ooet ff‘dm < 0o.

Proposition 4.26 (Propriétés de £ et de ’intégrale sur £!)
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On a alors :

1. LY est un espace vectoriel sur R.

2. L’application f +— dem est une application linéaire de L' dans R.

3. Monotonie : soient f et g € L! telles que f < g; alors ffdm < fgdm.

4. Pour tout f € L1, | [ fdm| < [|f|dm.

DEMONSTRATION —

1. On sait déja que M est un espace vectoriel sur R (proposition 3.19). Pour montrer
que £! est un espace vectoriel sur R, il suffit de remarquer, en utilisant la linéarité
positive et la monotonie de 1’intégrale sur M., que f|af|dm = |a|f|f|dm et

f|f+g|dmsjlf|dm+f|g|dm, pour tout f,g € Mettout o € R.
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2(a) SoitaeRet f € L. On veut montrer que
Jocfdm:ocjfdm. (4.8)

Cas 1. Si a = 0, (4.8) est bien vraie.

Cas 2. Si a > 0, on remarque que (of)* = af* et (af)” = af . En utilisant la
linéarité positive de I’intégrale sur M, , on en déduit I afdm= f(oc f)yrdm-

[(af)ydm=alf frdm— [ f~dm)=a| fdm.

Cas 3. Si a < 0, on remarque que (af)" = (—a)f~ et (af)” = (-a)f . En uti-
lisant la linéarité positive de 1’intégrale sur M_, on en déduit Ja fdm =

[(af)yrdm—[(af) dm=(-a)([ f~dm— [ frdm)=af fdm.
(b) Soit f,g € £!. On veut montrer que

[+ guam={ gams [ gam

On utilise les deux décompositionsde f+g: f+g=(f+g) - (f+g)~ =
ff—f"+g"—g .Onendéduit (f+g)"+f +g =(f+g) +f"+g". En
utilisant la linéarité positive de I’intégrale sur M, on en déduit

f(f+g)+dm+ff_dm+jg_dm:f(f+g)_dm+jf+dm+J-g+dm.

On en déduit (noter que tous les termes de 1’égalité précédente sont dans R, )

J(f +g)+dm—J(f +g)dm= Jf+dm—Jf_dm+ Jg%lm - Jg‘dm,
et donc f(f +g)dm= ffdm+fgdm.
On a bien montré que I’application f J fdm est une application linéaire de £!

dans R.

3. Soit f,g € L1 t.q. f < g.Onremarque que f*—f~ < g*—g¢~,donc fr+g~ < g*+f~.
En utilisant la linéarité positive et la monotonie de I’intégrale sur M., on en déduit

que
ff*dm+fg‘dm < Jg+dm+jf‘dm
et donc que

jfdm:Jf+dm—Jf_dm§fg%lm—Jg‘dm:Jgdm.
4. Soitfe[ll.Onalffdmlz|If+dm—jf’dm|Sff+dm+ff’dm:f|f|dm.

On peut définir sur £! une semi—norme de la maniére suivante :
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Définition 4.27 (Semi-norme sur £') Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € L.
On pose :

11 = [ 1f1dm.
L’application de L' dans R, définie par f + ||f; est une semi—norme sur L.

On a bien ||f]|; € R, pour tout f € L. Le fait que f +> ||f||; est une semi—norme sur
L découle alors de la partie 1 de la démonstration de la proposition 4.26, ¢’est-a-dire
du fait que

J|af|dm:|a|f|f|dm et j|f+g|dm£j|f|dm+f|g|dm,, Vf,ge M,VaeR

Par contre, || -||; n’est pas une norme sur £! car ||f]|; = 0 n’entraine pas f = 0 mais
seulement f = 0 p.p., comme cela est démontré a la proposition suivante.

Proposition 4.28 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f € M,. Alors ffdm = 0 si et seulement si f =0 p.p..
2. Soit f € L. Alors ||f|l, = 0 si et seulement si f = 0 p.p..
3. Soit f,g € L' t.q. f = g p.p.. Alors ffdm = fgdm.

DEMONSTRATION —
1. Soit f € M.
(a) On suppose que f = 0p.p.. On a alors dem = dem = 0. (ceci est donné par
le troisieme point du lemme 4.12.)
(b) On suppose que jfdm = 0. Soit n € N*, le lemme 4.15 page 181 donne ffdm >
%m({f > %}). On a donc
1 1
m({f 2 ) =0etm((f >0) < ) ml{f>—))=0
neN*
(on a utilisé ici la o-sous additivité de m). Comme {f = 0}° = {f > 0}, on en
déduit f =0 p.p..
2. Soit f € L. La propriété démontrée ci-dessus donne ||f||; = O si et seulement si
|f]=0 p.p., et donc ||f||; = 0 si et seulement si f =0 p.p.
3.Soit f,g€ L' tq. f =g p.p..Ona

[ ram= [[gami=1 [ -giami < [ 17 -glam =0

(on a utilisé le quatrieme point de la proposition 4.26 et |[f — g| = 0 p.p.). Donc,

ffdm:fgdm.
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La derniere assertion de la proposition précédente nous permettra, dans la prochaine
section, de définir I’intégrale sur un espace appelé L!.

On conclut cette section par une proposition préliminaire au théoréme de convergence
dominée.

Proposition 4.29 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soit (f,)pen C L', f € M et
ge Ll tq. f, — f p.p., quand n — +co, et, pour tout n € N, |f,| < g p.p.. On a alors
fell fu—flli =0, quand n — +co etffndm - jfdm quand n — +oo.

DEMONSTRATION — Comme f,, — f p.p. quand n — +co, Il existe A € T tel que
m(A) =0 et f,(x) — f(x) pour tout x € A°. Puis, comme |f,| < g p.p., il existe, pour
tout n € N, B, € T tel que m(B,,) = 0 et |f,,| < g sur Bf,. On pose C = AU (e By)-
Par ¢-sous additivité de m, on a aussi m(C) = 0. On pose alors h,, = f,1ce, h= f1ce
G = glce, de sorte que by, = f,, p.p., h = f p.p. et G = g p.p.. De plus les fonctions h,,,
h et G sont toujours mesurables et donc h,, € LY heMetGe Ll

Comme |h,(x)| < G(x) pour tout x € E (et pour tout n € N) et h,,(x) — h(x) pour tout
x € E. On a aussi |h| < G. Ceci montre que & € £! et donc que f € L1,
On pose maintenant E, = 2G — |h,, — h|. Comme |k, — h| < 2G, on a F, € M, et

on peut donc appliquer le lemme de Fatou (lemme 4.19) a la suite (F,),,cy. Comme
liminf,_,,, F, = 2G, on obtient :

—+00 p2n

fZdeSlimian-(ZG—|hn—h|)dm: lim (inff(ZG—|h,l—h|)dm). 4.9)
n—+oo n

La linéarité de I’intégrale sur £! donne j(2G —|h, —h|)dm = JZde - f |h,, — hldm.
Donc :

infj(2G— |h,, — h|)dm = JZde—supJMn —hldm
n

pz p=n
et
limian(ZG —|h, —h|)dm = f 2Gdm —limsup j |h,, — hldm.

n—+eo n—+oco

L’inégalité 4.9 devient alors (en remarquant que J2de eR):

limsup J. |k, — hldm < 0.
n—+o0

On a donc ||k, — h||; — 0 quand n — +o0 et, comme h, —h = f,, — f p.p., on en déduit

IlIf, — flli = 0, quand n — +c0, et donc Jf,,dm — dem, quand 1 — +oo (grice au

quatrieme point de la proposition 4.26). ]
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4.6 Lespace L'

Dans toute cette section, on travaille avec un espace mesuré (E, T, m).

On définit maintenant une relation d’équivalence, 1’égalité presque partout, notée
(= p.p.), sur L' par:
f (=pp) gsif=g pp-

Définition 4.30 (L’espace L') L’ensemble L' = LIE(E, T, m) est I’ensemble des
classes d’équivalence de la relation (= p.p.) définie sur L', i.e. L' = L1/(= p.p.).

Dans la suite, L désigne LIE(E, T, m) et L désigne E%{(E, T, m).
Remarque 4.31

1. Un élément de L! est donc une partie de £1.

2.Si fel',onnote f ={geL';g=fpp.) festdoncunélémentde L', c’est
1’élément de L! auquel f appartient (on I’appelle la classe de f).

Définition 4.32 (Structure vectorielle sur L') On munit L' d’une structure vecto-

rielle (faisant de L' un espace vectoriel sur R)

1. Soient F € L! et « € R. On choisit f € F et on pose oF = (g€ L'; g = af p.p.}.

2. Soient F,G € L. On choisit f €F, g€ Getonpose F+G={heL';h=f+g
p.p-}.

La définition précédente est bien cohérente. En effet aF (qui est la classe de o f ) ne
dépend pas du choix de f dans F car f = f; p.p. implique of = af; p.p.. De méme
F + G (qui est la classe de f + g) ne dépend pas du choix de f dans F et du choix de g
dans G car f = f; p.p. et g = g1 p.p. implique f + ¢ = f; + &1 p-p..

Définition 4.33 (Intégrale sur L') Soit F € L! et f € F (on dit que f est un repré-
sentant de la classe F, noter que f € L'). On pose :

Jde = J fdm.

Ici aussi cette définition est bien cohérente car IFd m ne dépend pas du choix de
f dans F, grace au troisieme point de la proposition 4.28. Le troisieme point de la
proposition 4.28 nous donne aussi ||f||; = ||g|l; si f,g € L' et f = g p.p.. Ceci nous
permet de définir une norme sur L! :



4.6. L’ESPACE L! 191

Définition 4.34 (Norme sur L) Soit F € L!. On choisit f € F et on pose ||F||; = ||f|l;.

Proposition 4.35 L’application F — ||F||; est une norme sur L'. L’espace L' muni
de la norme || -||; est donc un espace vectoriel normé.

DEMONSTRATION — 11 est facile de vérifier que || - ||; est bien une norme sur R
(sachant que c’est déja une semi—norme sur £'). Le seul point délicat est de remarquer
que ||F||; = 0 implique que F = 0 (0 est ici I’élément neutre de L!, c’est-a-dire {h € £ ;
h =0 p.p.}). Ceci découle du premier point de la proposition 4.28. ]

Notation : Soit F€ L! et A € T, on notera F1 la classe de f1 si f € F et on a donc
F1, € L!. Cette définition est cohérente car la classe de 1, ne dépend pas du choix
de f dans F. On notera alors, comme cela a été fait dans M, (voir le lemme 4.12),

J Fdm = fFlAdm.
A

On montrera plus loin que L' est complet, c’est donc un espace vectoriel normé
complet, c’est-a-dire un espace de Banach, voir le théoreme 4.48 page 197.

On rappelle que si f € L1, F e L! et que f € F, on dit que f est un représentant de
F. On introduit maintenant plusieurs notions de convergence dans L'. Il est facile de
vérifier que ces définitions sont cohérentes, c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas des
représentants choisis pour les éléments de L!.

La notion de convergence simple n’a pas de sens dans L', mais la notion de conver-
gence p.p., vue précédemment, se généralise aux éléments de L! ainsi que la notion
de convergence en mesure.

Définition 4.36 (Convergence p.p., en mesure et dans L') Soit (E, T, m) un espace

mesuré.

1. Soient (E,),eny C L! et F € L. On dit que F, — F p.p. quand n — +oco si f, — f
p.p., quand n — +oo, avec f, € F, et f € F.

2. Soient (F,) ey C L et F € LY. On dit que F, — F en mesure quand n — +co si
fn — f en mesure, quand n — +oo, avec f, € F, et f € F.

3. Soient (E,),ey C LY et F € LY. On dit que F, — F dans L' quand n — +oco si
||E, —Fl|ly — 0 quand n — +oo. (Ici aussi, noter que ||F,,—F||y = ||f,— fll1 si f, € E,
et feF.)

4. Soient F,G € L. On dit que F > G p.p. si f > g p.p. avec f e Fet g€G.
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On peut démontrer (s’inspirer de la démonstration du théoréme 4.49 et voir les
exercices du chapitre 3) que si une suite de fonctions de L! converge en mesure, alors
on peut en extraire une sous-suite qui converge presque partout. Dans le cas ou la
mesure 1 est finie, la convergence presque partout entraine la convergence en mesure.

Remarque 4.37 Soit (E, T,m) un espace mesuré. Soient F,G € L!. F = G est donc
équivalent a f = g p.p. si f € F et ¢ € G. En général, on écrira plutét F = G p.p. au
lieu de F = G (voir la remarque 4.40).

Remarque 4.38 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soient (F,),cy CL'et f : E—R
(ouf : E— R). On utilisera souvent la notation (Iégerement incorrecte), “F,, — f p-p.
quand n — +o0”. Cette notation signifie “f, — f p.p. quand n — +0c0” en choisissant
fn € E,. Ceci est cohérent car le fait que “f,, — f p.p. quand n — +oc0” ne dépend pas
du choix de f, dans F,, (voir aussi la remarque 4.40).

En fait, on écrira méme souvent “F,, — f p.p. quand n — +0c0” (pour une suite (F,,),en
C L) sans préciser les espaces de départ et d’arrivée pour f. A vrai dire, en choisissant
fn € F,, f est au moins définie p.p. sur E et le changement du choix de f,, dans F, ne
change f que sur un ensemble de mesure nulle. D’autre part, en I’absence de précision,
f sera supposée étre a valeurs dans R.

Proposition 4.39 (Propriétés de ’intégrale sur L') Soit (E, T, m) un espace mesuré.
On a alors :
1. Soit F e LY. Alors | [ Fdm| <||F||;.

2. Linéarité : F — IF dm est une application linéaire continue de L' dans R.

3. Monotonie : Soient F,Ge L! t.q. F > G p.p., alors Jde > dem.

DEMONSTRATION — 1. Soit F € L! et f € F, on a | [Fdm| = || fdm| < ||fl; =
[IEll; -

2. La linéarité de I’intégrale sur L' découle immédiatement de la linéarité de I’intégrale
sur L' (proposition 4.26). La continuité est donné par le premier point ci-dessus.

3. La monotonie de I’intégrale sur L! découle immédiatement de la monotonie de
I’intégrale sur £ (proposition 4.26).

Remarque 4.40 soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. On confondra dans la suite un élément F de L! avec un représentant f de F, c’est-a-
dire avec un élément f € £L! t.q. f € F.

2. De maniére plus générale, soit A C E tel que A€ soit négligeable (c’est-a-dire
A°cBavec Be Tetm(B)=0)etsoit f : A — R (lafonction f est donc définie
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p.p.). On dira que f est un élément de L' il existe une fonction g€ Ll t.q. f = ¢
p.p.- On confond donc, en fait, la fonction f avec la classe d’équivalence de g,
c’est-a-dire avec § = {h € L'; h = g p.p.}. D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal a
{he L'; h=f p.p.}. En confondant ainsi f et § on a donc ffdm = jgdm. Noter
également que f est m-mesurable (voir la définition 4.13 page 180).

3. Avec la confusion décrite ci-dessus, si f et g sont des éléments de L!, f = g signifie
en fait f = g p.p..

Remarque 4.41 Soit (E, T, m) un espace mesuré et (E, T, #1) son complété (cf défi-
nition 2.26 et exercice 2.26). L’espace L]%(E, T, m) est “identique” & I’espace L]}Q(E,
T, m), il existe une bijection évidente entre ces deux espaces en remarquant que si
f e E]%Q(E, T, 71), alors il existe g € E]%(E, T, m) t.q. f = g p.p. (voir a ce propos
I’exercice 4.11).

Pour montrer qu’une fonction est dans L! on utilise souvent le lemme de Fatou de la
manicre suivante (c’est en fait une conséquence facile du lemme de Fatou pour les
fonctions mesurables positives, cf lemme 4.19) :

Lemme 4.42 (Utilisation de Fatou) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et (f,),en C
Lﬁ%(E, T, m). On suppose que :

1. f,20pp,VneN,

2.3C, [ fdm<C,VneN,

3. fu— f p.p., quand n — oo,

alors f € L]ﬁ(E,T,m) (au sens ou il existe g € E%R(E, T, m)tq. f =gpp)et
f|f|dm <C

On peut également montrer qu’une fonction est dans L! en utilisant le théoréme
de convergence monotone. Ceci est précisé dans le théoreme 4.43 (dit théoréeme de
Beppo-Lévi) (qui donne aussi un résultat de convergence dans L!).

4.7 Théorémes de convergence dans L!

Nous connaissons 2 présent trois notions de convergence pour les fonctions de L1, les
notions de convergence presque partout, convergence en mesure et la notion de conver-
gence habituelle dans un espace normé, c’est-a-dire ici la convergence pour la norme
L'. On peut montrer par des contre-exemples que la convergence presque partout n’en-
traine pas la convergence L!, et que la convergence L! n’entraine pas la convergence
presque partout. Pour montrer que la convergence presque partout n’entraine pas la
convergence L!, on peut considérer I’espace mesuré (E, T, m) = (R, B(R), \) et la suite
(fu)nene € LY(R) définie par : f,(x) = n 1]0'%]. On a évidemment f,, — 0 pp, alors

que ||f,ll; = 1. Pour montrer que la convergence L' n’entraine pas la convergence
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presque partout, on considere a nouveau 1’espace mesuré (E, T, m) = (R, B(R), A), et
on construit la suite (f;,),en+ € L' (R) (dite “bosse glissante”, voir figure 4.7) définie
par: f,.x(x) = Lyt k), pour 1 = plp-l) peNetl <k <n. On peut voir facilement

2 ’
filx) falx) f3(x) falx)
I — L — 1 — 1=
I S T B I I3
f5(x) fo(x) fr(%) fs(x)
1 — 1 R 1 +— 1 —
— T T TrzIT T3 T4
3 3 33 4 4 2

FIGURE 4.1 — La bosse glissante
que ||fullh = 117 pour n € [@,@[, alors que f,, /> 0 pp (par contre, on peut
noter qu’il est possible d’extraire de (f,),cn Une sous-suite qui converge presque
partout vers 0). Le théoréeme de convergence dominée, énoncé ci-apres, donne une
hypothese suffisante pour qu’une suite (de fonctions) convergeant presque partout
converge aussi dans L.

On rappelle (voir la remarque 4.38) que I’hypothése “(F,),ey C Ll et f : E—> R
t.q. F, — f p.p.” signifie simplement que f,, — f p.p. en choisissant f, € F,. Cette
définition est bien cohérente car elle ne dépend pas du choix des f,, dans F,,. On rappelle
aussi que f, — f p.p. signifie qu’il existe A € T t.q. m(A) =0 et f,(x) — f(x) dans
R pour tout x € A°.

4.7.1 Convergence presque partout et convergence dans L'

Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme de convergence monotone
et permet de montrer la convergence dans L' d’une suite monotone de fonctions
convergeant presque partout.

Théoreme 4.43 (Beppo-Lévi) Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,,),en C L]}Q(E,
T, m). On suppose que :
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L fus1 = fupp, YneN, [ou f,1 < fy p.p., YneN],
2. f, — f p.p., quand n — +oo.
On a alors :

1. fe Lﬂg(E, T, m) (au sens ou il existe g € [:IlR(E' T, m)t.q. f = g p.p.) si et seulement
si:

lim ffndm eR.

n—+o0

2. Si f € Lg(E, T, m), alors f,, — f dans L!.

La démonstration de ce théoréme fait I’objet de I’exercice 4.32.

Nous allons maintenant voir un résultat fondamental, conséquence du lemme de Fatou,
qui permet de prouver la convergence de suites dans L! sans hypothése de convergence
monotone.

Théoreme 4.44 (Convergence dominée) Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace
L]E(E, T, m) est noté L' . Soit (f,)neny C L! et f une fonction de E dans R telles que :

1. f,— f p.p.
2.AF e L! r.q., pour tout n €N, |f,| < F p.p..

Alors f € L (au sens oiv il existe § € L(E, T, m) t.q. f =g p.p.) et f, = f dans L1,
c’est-a-dire

Jlfn — fldm — 0 lorsque n — +oo.

Ceci donne aussi andm — dem, lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION —  Ce théoréme est essentiellement donné par la proposition 4.29.
La différence avec la proposition 4.29 tient dans le fait que f, et F sont dans L! au lieu
de £! et que f n’est pas nécessairement mesurable. Il s”agit toutefois de différences
mineures comme nous le voyons ci apres.

Pour tout # € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,. La premiere hypothese
du théoreme signifie que f, — f p.p. (voir la remarque 4.38). Il existe donc A € T t.q.
m(A) =0et f,(x) = f(x), quand n — +oo, pour tout x € A°. On remplace alors f,, par
fn1ac, encore noté f,, (c’est toujours un représentant de la méme classe d’équivalence
car m(A) = 0). On définit aussi g par g = f sur A€ et ¢ = 0 sur A. Enfin, on choisit un
représentant de F, encore noté F. On obtient ainsi :

L. (fn)neN C ‘Cl,
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2. fu(x) — g(x) pour tout x € E, quand n — +o0,
3.FeLlet f, <Fp.p., pourtout n € N.

Les 2 premiers items donnent aussi g € M (par la proposition 3.19, on utilise ici le fait
que f,(x) — f(x) pour tout x € E et pas seulement pour presque tout x). On peut donc
appliquer la proposition 4.29 page 189. Elle donne : g € £!, ||f, — glli — 0, quand
n — +oo et Ifndm — Igdm, quand n — +oo.

Comme g = f p.p.,onadonc f € L! (au sens ot il existe g € [I%&(E, T, mtq f=g

p-p.). Puis [If, = flli =/ — glli = 0, quand n — +oo, et jfndm - Jgdm = Ifdm,
quand n — +oo. ]

Dans le théoreme 4.44, I’hypothese de convergence p.p. de f,, vers f peut étre rempla-
cée par une hypothese de convergence en mesure (plus précisément, avec I’hypothese
de domination donnée dans le théoréeme 4.44, on a méme équivalence entre la conver-
gence en mesure et la convergence dans L1). On obtient ainsi le théoréme suivant (ou
seule la partie utile de cette équivalence est donnée).

Théoreme 4.45 (Convergence en mesure dominée) Soit (E, T, m) un espace mesuré.
L’espace Lﬁ%(E, T, m) est noté L' . Soit (f,)neny C L! et f une fonction de E dans R
telles que :

1. f, — f en mesure.

2.AF e L! t.q., pour tout n €N, |f,| < F p.p..

Alors f € L! (au sens oit il existe g € K]%{(E, T, m)tq. f =g p.p.)et f, — f dans L},
c’est-a-dire

f|fn — fldm — 0 lorsque n — +co.

Ceci donne aussi ffndm — ffdm, lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION —  En choisissant des représentants de f,, et f, la démonstration
de ce théoreme se ramene a celle de I’exercice 4.36. |

4.7.2 Série absolument convergente

On va maintenant montrer que I’espace (L, ||.||;) est un espace de Banach, en mon-
trant que toute série absolument convergente dans L! (i.e. t.q. la série des normes
converge) est convergente dans L. On en déduira aussi un résultat trés important (le
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théoreme 4.49) qui permet d’extraire d’une suite convergeant dans L! une sous-suite
convergeant presque partout. On aura besoin au cours de la démonstration du petit
résultat (démontré dans I’exercice 4.11) suivant :

Lemme 4.46 Soient (E, T, m) un espace mesuré et F € M_.. On suppose que Ide
< 400. Alors F < 400 p.p. (¢’est-a-dire que il existe A € T t.q. m(A) = 0 et F(x) <
+00 pour tout x € A°).

Théoréme 4.47 (Séries absolument convergentes dans L) Soit (E, T, m) un espace
mesuré. Soit (f,)peny C L' 1.q. lefnlll < +oo; alors :

neN
1.IFell; |ZZ:0fp| < F p.p., pour tout n € N.

2. La série de terme général f,(x) est, pour presque tout x € E, convergente (dans R).

On définit f par f(x) = Z,f”(x) (de sorte que f est définie p.p.).
neN
3. f € L! (au sens oit il existe g € LL(E, T, m) t.q. f =g p.p. ) et Y p-ofp — f dans
L! et p.p., quand n — +co.

DEMONSTRATION — La preuve s’effectue en trois étapes :

1. On choisit un représentant de f,, encore noté f,,, et on pose F(x) = XpeN |fp(x)l € R,.
On a donc F € M, et le corollaire 4.18 du théoréme de convergence monotone

donne
[ram=y" [ ifiam= Y 1flh <o

neN neN
Le lemme 4.46 donne alors F < +co p.p., c’est-a-dire il existe A € T tel que
m(A) = 0 et F(x) < +oo pour tout x € A°. En remplacant F par 0 sur A, on a donc
Fe £!. (Donc, FeL! au sens de la remarque 4.40).
La définition de F donne immédiatement |ZZ:0 fpl < F p.p., pour tout n € N.

2. Pour tout x € A€, la série de terme général f, (x) est absolument convergente dans
R, donc convergente. Comme m(A) = 0, f est donc définie p.p. car elle est définie
pour x € A par f(x) = lim,,_ e Y 11_g f5(x).

3. On pose s,, = ZZ:O fp- le premier point donne |s,| < F p.p., pour tout n € N et
F e L!. Le deuxiéme point donne s,, — f p.p.. On peut donc appliquer le théoréme
de convergence dominée (théoréme 4.44). Il donne f € L! et la convergence de la
suite (s,,),eny (vers f) dans L. La convergence p.p. (vers f) de la suite (s,,),cx est
donné par le deuxieme point. [ ]

Théoreme 4.48 (Riesz—Fisher) Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace L1 (E, T,
m) est un espace de Banach, c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet.
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DEMONSTRATION —  On sait déja que L! est espace vectoriel normé. Une consé-
quence du théoréme 4.47 est que, dans L!, toute série absolument convergente est
convergente. Cette propriété est une caractérisation du fait qu’un espace vectoriel
normé est complet. On en déduit donc que (L', ||.]|;) est complet et donc que (L1, ||.||;)
est un espace de Banach. |

Dans la suite L' sera toujours muni de la norme || -||;.

Théoréme 4.49 (Réciproque partielle du théoréme de convergence dominée)

Soient (fu)new C L et f € L telles que f, — f dans L', alors il existe une sous-suite
(fu Jken, et F € L! telles que :

L fu. = f PPy
2. |fu, | < F p.p., pour tout k € N.

DEMONSTRATION — En utilisant le fait que (f,),ey est une suite de Cauchy dans
L', on construit par récurrence une suite ( fug )ken telle que nyq > ng etsip,g >ny,
lfp = folli < L On peut alors appliquer le théoreme 4.47 2 la série de terme général

k
Sk = fups —fznk pour conclure. .

On donne maintenant le théoréme de Vitali, qui donne des conditions nécessaires et
suffisantes de convergence dans L! pour une suite convergeant p.p.. La démonstration
de ce théoreme ainsi que des petits résultats préliminaires qu’elle nécessite font 1’objet
des exercices 4.33 et 4.34.

Proposition 4.50 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € L]}Q(E, T, m); alors :
1.V £>0, 36>00q. YA€ T,m(A)<o= |, |fldm<e.
2.¥ >0, 3 CeTrg m(C)<+coet [ |fldm<e.

Théoreme 4.51 (Vitali) Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note L' ’espace Lﬂ{(E,
T, m). Soit (f,)nen une suite de L' t.q. f, — f p.p., f prenant ses valeurs dans R
(voir remarque 4.38). Alors, f € L! et f, — f dans L' si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

1. (Equi-intégrabilité) Pour tout € > 0, il existe &> 0 t.q.

AeT,neN,m(A)sééJ‘ |fuldm <e,
A
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2. (Tension) pour tout € > 0, il existe C€ T t.q. m(C) < +oo et

neN:>J- |fuldm <e.
Cc

DEMONSTRATION — La démonstration de ce théoreéme fait I’objet de 1’exercice 4.34 ;
la démonstration du fait que les hypotheses 1 et 2 impliquent la convergence dans L!
ne nécessite pas le théoreme de convergence dominée : on utilise le théoréme d’Egorov
(cf théoreme 3.39 et exercice 3.28). Le théoreme de convergence dominée peut étre vu
comme une conséquence du théoreme de Vitali (cf exercice 4.34). [ ]

Dans le théoréme 4.51, si m(E) < +00, I’hypothese 2 est, bien siir, toujours vérifiée (il
suffit de prendre C = E).

4.8 Continuité et dérivabilité sous le signe d’intégration

Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une fonction de E xR dans R; a t € R fixé,
on définit I’application f(.,t) : E — R, qui a x associe f(x,t). On suppose que
I’application f (., t) ainsi définie vérifie I’hypothese suivante :

f(,t)eL' =Lg(E, T, m), VteR, (4.10)

et on note F I’application définie de R dans R par :

F(t) = J F(,tydm = f Fx, tydm(x).

Théoreme 4.52 (Continuité sous J) Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une fonc-
tion de E x R dans R vérifiant I’hypotheése (4.10) et ty € R ; on suppose de plus que :

1. I'application f(x,.), définie pour presque tout x € E par : t — f(x,t), est continue
en tg, pour presque tout x € E;

2.d e>0etd Ge L%R(E, T, m) tels que |f (., t)| < G p.p., pour tout t €|ty — ¢, ty+ €[

Alors F, définie de R dans R par : E(t) = Jf(, t)dm = Jf(x, t)dm(x), est continue

en ty.

DEMONSTRATION —  Soit (,),en Clto — & to + €[, t.q. t,, — to lorsque n — +oo.
Soit f,, définie par f,(x) = f(x,t,). Comme f, — f (-, tg) p-p. et |f,] < G p.p.. On peut
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appliquer le théoréme de convergence dominée (théoreme 4.44) a la suite (f,,),en- 11
donne F(t,,) — F(tg) quand n — +c0. |

Théoréme 4.53 (Dérivabilité sous f) Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une
fonction de E x R dans R vérifiant I’hypothese (4.10) et t, € R. On suppose de plus
qu’il existe e >0, A€ TetGe L]%@(E, T, m)t.q. m(A)=0et:

1. L’application t v f(x,t) est dérivable pour tout t €|ty — ¢, to + €[ et pour tout
x €A’

f

d
2. |§(x, t)] < G(x) pour tout t €|ty — ¢, ty + €[ et pour tout x € A°.

Alors F, définie de R dans R par : F(t) = ff(, t)dm = Jf(x, t)dm(x), est dérivable

entget:

dJd
Fl(to) = ja—{f(x, )

DEMONSTRATION —  Soit (t,),en+ Clto — & fo + €[, t.q. t, — to lorsque 1 — +o0 et
t, # to pour tout n € N*. Soit f,, définie par

(x, £y) — f (x, o)
) = Lt S to),
n— *0
La suite (f,)nen est dans L! et on peut lui appliquer le théoréme de convergence
dominée (théoreme 4.44) car f, — ‘3—{(-, to) p-p-, quand 1 — +oo, et, si x € A et
neN, il existe 0, , €]0,1[ t.q. f,(x) = %(x, Oy.nto + (1 -6, ,)t,) (grice au théoreme
des accroissements finis) et donc |f,,| < G p.p., pour tout # € N. Le théoreme 4.44

donne alors %(-, to) €Ll et f fodm — j %(-, to)dm. Ceci étant vrai pour toute suite
(tu)nen Clto — & to + €[, t.q. t,, — to lorsque n — +oo et t,, # £, pour tout n € N*, on
en déduit bien que F est dérivable en £ et :

d
F'(tg) = f a—J:(x, to)dm(x).

4.9 Espérance et moments des variables aléatoires
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Définition 4.54 (Espérance, moment, variance) Soient (Q), A, p) un espace proba-
bilisé et X une variable aléatoire réelle.

1. Si X > 0 (c¢’est-a-dire X(w) > 0 pour tout w € Q)), on définit I’espérance E(X) de
la variable aléatoire X par E(X) = fX(w)dp(w).

2.85iXe Li(Q,A,p) (c’est-a-dire E(|X]) < +00), on définit I’espérance E(X) de la
variable aléatoire X par :

E(X) = JX(w)dp(w).

On définit la variance de X par Var(X) = 6%(X) = E((X = E(X))?) (avec o(X) > 0).

3. Pour r € [1,+00[, le moment d’ordre r de la variable aléatoire X est l’espérance de
la variable aléatoire |X|".

Définition 4.55 (Covariance) Soient (Q, A, p) un espace probabilisé et X,Y deux
va.r. t.q. E(X?) < +o0 et E(Y?) < +co. On définit la covariance de X et Y par :
con(X,Y) = E((X=E(X)(Y=E(Y)). (Remarquer que (X —E(X)(Y —E(Y)) est une v.a.r.
intégrable car sa valeur absolue est majorée, par exemple, par X>+Y?+E(X)?+E(Y)?
qui est intégrable.)

On calcule rarement I’espérance d’une v.a. comme intégrale par rapport a la probabilité
p; en effet, ’espace (€, A, p) est souvent mal connu. Le théoréme 4.58 montre qu’il
suffit en fait de connaitre la loi de la v.a. X pour calculer son espérance (ou, plus
généralement, I’espérance d’une fonction de X). On se ramene ainsi au calcul d’une
intégrale sur R.

Les deux inégalités suivantes découlent immédiatement du lemme 4.15 :

Lemme 4.56 (Inégalité de Markov) Soient (Q), A, p) un espace probabilisé, X une
variable aléatoire réelle positive sur Q) et X € R,.. On suppose que 0 < E(X) < +oo.
Alors :

p({X = AE(X)}) <

>

DEMONSTRATION — Il suffit, par exemple, d’appliquer le lemme 4.15 avec f = X et
t = AE(X). (]

Lemme 4.57 (Inégalité de Bienaymé Tchebychev) Soit (Q3, A, P) un espace proba-
bilisé, X une variable aléatoire réelle sur Q), intégrable et t.q. sa variance vérifie 0 <
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02(X) < +oo, et A € R%. Alors :
1
PAX -EX)[2 Ao(X)}) < -

DEMONSTRATION —  Appliquer le lemme 4.15 avec f = |X — E(X)|? et t = Ao(X).
]

Soit (02, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur (. La loi de X,
notée Py est définie par Px(A) = P(X1(A)), pour tout A € B(R). Ceci est équivalent
a dire que pour tout A € B(R), on a, avec @ =14 :

f ¢ o X(w)dP(w) = J @(x)dPx(x). 4.11)
Q R

On rappelle que @ o X est souvent improprement noté ¢(X), ce qui s’explique par le
fait ¢ o X(w) = @(X(w)) pour tout w € Q. Le théoreme 4.58 montre que cette égalité
est vraie pour une large classe de fonctions boréliennes ¢ de R dans R ou R, (on
rappelle que borélienne signifie mesurable quand les espaces sont munis de la tribu de
Borel).

Théoreme 4.58 (Loi image) Soit (), A, P) un espace probabilisé, X une variable
aléatoire réelle sur Q) et Py la loi de la variable aléatoire X. On a alors :

1. L’égalité (4.11) est vraie pour toute fonction ¢ borélienne de R dans R, et toute
fonction borélienne bornée de R dans R.

2. Soit @ une fonction borélienne de R dans R, la fonction @ o X appartient a LﬁQ(Q,
A, P) si et seulement si ¢ € L%K(]R, B(R), Px). De plus, si ¢ € Lﬂg(R, B(R), Px),
L’égalité (4.11) est vraie.

DEMONSTRATION — On remarque que (4.11) est vraie pour tout ¢ = 14, avec
A € B(R) (par définition de px). Par linéarité positive, (4.11) est encore vraie pour tout
¢ borélienne étagée positive de R dans R. Par convergence monotone, (4.11) est alors
vraie pour tout ¢ borélienne de R dans R.. Ceci donne la premiére partie du premier
item. En utilisant la décomposition ¢ = ¢ — @~, on montre alors le deuxieme item.
Enfin, la deuxieéme partie du premier item vient du fait que ¢ est intégrable pour la
probabilité px si @ est borélienne bornée. |

Un produit de v.a.r. intégrables et indépendantes est une v.a.r. intégrable (ce qui est,
bien siir, faux sans 1’hypothese d’indépendance) et I’espérance de ce produit est égal
au produit des espérances. Ce résultat plus général est donnée dans la proposition
suivante.
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Proposition 4.59 Soit (), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et Xq,...,X  des v.a.r.
indépendantes.

1. Soit @q,...,@, des fonctions boréliennes de R dans R,. On a alors :
d d
B(| [eitxan =] [E(@itxi). “.12)
i=1

i=1 i
(En convenant qu’un produit de termes est nul si I’'un des termes est nul.)

2. Soit @1,...,@ 4 des fonctions boréliennes de R dans R. On suppose que @;(X;) est in-
tégrable pour touti =1,...,d. Lav.a.r. ]_[fl:1 @;(X;) est intégrable et I’égalité (4.12)
est vraie.

3. Soit @1,...,Q,4 des fonctions boréliennes bornées de R dans R. L’égalité (4.12) est
vraie.

N.B. Si Xy,...,X,; sont des v.a.r, le fait que (4.12) soit vraie pour toute famille
©1,..., 94 de fonctions boréliennes bornées de R dans R est donc une condition
nécessaire et suffisante pour les v.a.r. X1,...,X  soient indépendantes.

DEMONSTRATION —  Si @y,..., @4 sont des fonctions caractéristiques de boréliens
de R, I’égalité (4.12) est une conséquence immédiate de la définition de I’indépendance
des X; (Si @; = 1,, avec A; € B(R), on a E(;(X;)) = P({X; € A;}) = P(X:1(A)))).

1
Par linéarité positive, on en déduit que (4.12) est vraie si les fonctions ¢; sont (boré-

liennes) étagées positives (c’est-a-dire @ € £, ). Puis, par convergence monotone, on
en déduit le premier item de la proposition (car toute fonction borélienne de R dans
R, est limite croissante d’éléments de £,).

Pour le deuxieme item, on utilise (4.12) avec la fonction x — |@;(x)| au lieu de la
fonction ¢; (pour tout 7). On montre ainsi que la v.a.r. [_[;’Z:1 @;(X;) est intégrable. Puis,
on montre (4.12) par linéarité (utilisant @; = @ — ;).

Le troisieme item est conséquence immédiate du deuxicme (car si X est une v.a.r. et ¢
est une fonction borélienne bornée, la v.a.r. ¢(X) est intégrable). |

Une conséquence de la proposition 4.59 est que XY est intégrable et cov(X,Y) = 0 si
X, Y sont deux v.a.r. indépendantes et intégrables sur un espace probabilisé (Q, A, p).

Pour montrer que des v.a.r. sont indépendantes, il est parfois utile de savoir qu’il
suffit de montrer (4.12) lorsque les fonctions ¢; sont continues a support compact
de R dans R. C’est I’objet de la proposition 4.61 qui se démontre a partir d’un
résultat d’unicité (proposition 4.60) sur lequel nous reviendrons au chapitre 5. On
note C.(R,R) I’ensemble des fonctions continues a support compact de R dans R (on
rappelle qu’une fonction ¢ de R dans R est a support compact s’il existe un compact
KdeRtq. @ =0surK).
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Proposition 4.60 Soit m et p deux mesures sur B(R), finies sur les compacts de R.
On suppose que :

J(pdm = J(pd}/t pour tout ¢ € C.(R,R).

Alors, m = .

DEMONSTRATION —  Puisque m et p sont des mesures sur 3(IR), finies sur les com-
pacts, on a bien C.(R,R) C Lﬁk(R,B(R),m) et C/(R,R) C Lﬁ%(R,B(]R),pL). On pose
maintenant C = {]a, b[, a,b € R, a < b} et on commence par montrer que m = p sur C.

Soita,b € R, a <b. Il existe une suite (¢, ),eny C Cc(R,R) t.q. @, T 1) (- En effet, il
suffit de construire ¢,,, pour 1 > 2/(b — a), de la maniére suivante :

Pn(x) =

@u(x)=n(x- )31a<x<a+l
Qu(x)=1sia+ <x<b——
@u(x) =-n(x— b)51b stb
@u(x)=0sib<x

Osix<a,

Puis, en passant a la limite quand n — +oco dans I’égalité J(pnd m= f(pnd 1, on obtient
(par convergence monotone ou par convergence dominée) m(la, b[) = p(]a, b[).

On conclut enfin que m = p en utilisant, par exemple, la proposition 2.31. |

Proposition 4.61 Soit (), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et Xq,..., X des v.a.r.
Ces v.a.r. sont indépendantes si et seulement si on a, pour tout famille {1, ..., @4} C

C.(R,R),

d d

(| Joixin =] [Bt@:ixi), (@.13)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si I’un des termes est nul.)

DEMONSTRATION — Le fait que la condition est nécessaire est une conséquence
immédiate de la proposition 4.59 car une fonction continue a support compact est
borélienne et bornée.

On montre maintenant que la condition est suffisante. On suppose donc que (4.13)
est vraie pour toute famille {¢1,..., @} C C.(R,R) et on veut montrer que les v.a.r.
X1,..., Xy sont indépendantes, c’est-a-dire que pour tout Ay,...,A, € B(R),ona:

d d
E[l_[lA,.(Xl) = [ JEQA X (4.14)
i=1 i=1

On rappelle en effet que

E(14,(X;)) = P(X}

1

L(A;)) et B(

e
el
T
=

-
E;
5
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Pour montrer (4.14), on introduit, pour tout 1 < n < d + 1, la propriété suivante :
P, : (4.13) est vraie si @; = 1,,, avec A; € B(R), pour i < n, et ¢; € C.(R,R) pour
i>n, @ >0.

L’hypothese de la proposition donne que P; est vraie. On suppose maintenant que P, est
vraie pour un 1 € {1,...,d}. Soit A; € B(R) pouri <n (et ¢; = 14,) et ¢; € C.(R,R)
pour i > n. Pour A,, € B(R), on pose, avec @, = 14 :

m(A,) = E(TTL @4(X,),

#(A) =TT, B(@i(X0))
Les applications m et p sont des mesures sur 3(R). La propriété¢ P, montre que
J(pdm = J(pd}/l pour tout ¢ € C.(R,R). La proposition 4.60 montre alors que m = p
ce qui donne la propriété P, ;. Par récurrence sur 7, on montre ainsi que P;; est vraie,
ce qui donne (4.14) et I’indépendance de Xy,..., X . |

4.10 Espace L{.(E, T, m) et espace L%N(E, T, m)

Définition 4.62 Soient (E, T, m) un espace mesuré et N > 1 (N € N).

1. Soit f : E— RN, Pour x € E, on pose f(x) = (fi(x),..., fn(x))! € RN. La fonction
f appartient a E]%N(E, T,m)si f, € E]%Q(E, T, m) pour tout n € {1,...,N}.

2.85ife ,C]%QN(E, T, m), on note

jfdm = (jfldm,...,ijdm)t eRN,

La caractérisation suivante de mesurabilité et intégrabilité est intéressante.
Proposition 4.63 Soient (E, T, m) un espace mesuré, N >1et f : E— RN,

On note fi,..., fx les composantes de f.

1. f,, est mesurable (de E dans R) pour tout n € {1,...,N} si et seulement si f est
mesurable de E dans RN, c’est-a-dire si et seulement si f~'(A) € E pour tout
A € B(RN).

2. Si f est mesurable (de E dans RN). On munit RN d’une norme, notée || - ||. Alors,
fe E]}QN(E, T, m) si et seulement si fllflldm < +oo (noter que ||f|| € M,).

DEMONSTRATION —  On donne la démonstration pour N = 2.

1. On suppose d’abord fi, f, € M. On veut montrer que f est mesurable de E dans
R2. Comme B(R?) est engendré par {A x B, A, B € B(R)}, il suffit de montrer que
f~1(AxB) €T pour tout A, B € B(R).
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Soit donc A,B € B(R). Ona f1(AxB) = f{1(A)N f;1(B) € T car f; et f, sont
mesurables. Donc f~!(A x B) € T. On a bien montré que f est mesurable de E dans
RZ

Réciproquement, on suppose maintenant que f est mesurable de E dans R?. Soit
A € B(R). On remarque que fl_l(A) = f1(AxR). Or A xR € B(R?), donc
ffl(A) = f"Y(AxR) € T, ce qui prouve que f; est mesurable. On prouve de
maniére semblable que f, est mesurable.

2. Soit f mesurable de E dans RN. On suppose que RN est muni d’une norme, notée
|- |l. Comme y + ||y|| est continue de RN dans R, I’application ||f]] : x > ||f (x)||
est mesurable de E dans R (comme composée d’applications mesurables). Comme
cette application ne prend que des valeurs positives ou nulles, on a donc ||f|| € M,.

Comme toutes les normes sur RN sont équivalentes, on a donc f|| flldm < +o0
si et seulement si f||f||1dm < +o0, avec ||f|l; = Z}le |f,]. 1 est alors immédiat

de remarquer que jll fllidm < +oo si et seulement f, € L]%(E, T, m) pour tout
ne{l,...,N}. Onadonc:

[1f1dm < +o0 = 1 e 2l BT

La définition de E%RN(E, T, m) donne immédiatement que cet espace est un espace
vectoriel sur R. De plus, si RN est muni d’une norme, notée || - ||, il est aussi immédiat
que I’application f f|| flldm est une semi—norme sur KﬁQN(E, T, m). Pour obtenir
un espace vectoriel normé, on va considérer, comme dans le cas N = 1, ’espace
£]§N(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.”. On rappelle que f = g p.p. s’il
existe Ae T t.q. m(A)=0et f = g sur A°.

Définition 4.64 (Espace L) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. L’espace L]%QN(E, T, m) est l’espace /.']}QN(E, T, m) quotienté par la relation “f = g
p-p.”.
2. On munit RN d’une norme notée || - ||. Soit F € L]}{N(E, T, m). On pose ||F|l; =

fll flldm, out f € F (cette définition est correcte car indépendante du choix de f
dans F).

Proposition 4.65 (L' est un espace de Banach) Soient (E, T, m) un espace mesuré et
N > 1. L’espace L]%%N(E, T, m) est un espace de Banach (réel) c’est-a-dire un espace
vectoriel (sur R) normé complet (avec la norme définie dans la définition 4.64).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition découle facilement du
cas N =1. ]
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Définition 4.66 Soir (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f : E— C. On note Re(f) et Iru(f) les parties réelle et imaginaire de f. On
a donc, pour x € E, f(x) = Re(f)(x) + ilm(f)(x), avec Re(f)(x), Im(f)(x) € R.
La fonction f appartient a ,C%:(E, T,m) si Re(f), Im(f) € [I%R(E, T, m).

2.8ife E(lc(E,T,m), on note

dem:f]%z(f)dmﬂflm(f)dme@

Ici aussi, on a une caractérisation de mesurabilité et intégrabilité.
Proposition 4.67 Soit (E, T, m) un espace mesuré et f une application de E — C.

1. Re(f) et Imu(f) sont mesurables (de E dans R) si et seulement si f est mesurable
de E dans C, c’est-a-dire si et seulement f~1(A) € E pour tout A € B(C).

2. Si f est mesurable (de E dans C), f € [:(%:(E, T, m) si et seulement si f|f|dm < 400
(noter que |f| € M.).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition se rameéne facilement a
la précédente démonstration (c’est-a-dire a la démonstration de la proposition 4.63) en
utilisant I’application ¢ : C — R? définie par ¢(z) = (x,p)" si z = x +iy € C, qui est
une bijection continue, d’inverse continue. ]

Ici aussi, la définition de [l(lc(E, T, m) donne immédiatement que cet espace est un
espace vectoriel sur C. Il est aussi immédiat que 1’application f fl fldm est une
semi—norme sur [Z(IC(E, T, m). Pour obtenir un espace vectoriel normé, on va considérer
I’espace Eé:(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.”.

Définition 4.68 Soir (E, T, m) un espace mesuré.

1. L’espace L(IC(E, T, m) est I’espace E}C(E, T, m) quotienté par la relation “f = g
p.p.”.

2. SoitF e L(lc(E, T, m). On pose ||F||; = flfldm, ou f € F (cette définition est correcte
car indépendante du choix de f dans F).

Proposition 4.69 Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace L(%:(E, T, m) est un espace
de Banach (complexe) c¢’est-a-dire un espace vectoriel (sur C) normé complet (avec
la norme définie dans la définition 4.68).
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DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition découle facilement du
fait que L%R(E, T, m) est un espace de Banach (réel). ]

4.11 Exercices

4.11.1 Intégrale des fonctions mesurables positives et espace £!

Exercice 4.1 (Sup de mesures) Soit (E, T) un espace mesurable et (#1,,),,cn Une suite
de mesures sur T. On suppose que m,,,1(A) > m,,(A) pour tout A € T et tout n € N.
On pose m(A) = sup{m, (A),n € N} pour AeT.

1. (Lemme préliminaire) Soit (a;,p)y,pen C R, et (ap)pen C R, tq. Anslp = Anps
pour tout n,p € N, eta, , — a, quand n — +oo, pour tout p € N. Montrer que

+00 +00
Zun,p - Zap (dans R,) quand n — +co.
p=0 p=0

. [On pourra utiliser le fait que
N 00 00
) Mp<) Sup<) apl
p=0 p=0 p=0

Corrigé — On remarque tout d’abord que la suite (Z;O:O An,p)neN est croissante,

elle admet donc une limite dans R.. Pour N € N, on passe a la limite quand n — +co
dans les inégalités

p=0 p=0 p=0
On obtient
N 0 )
3o i Yo S0
p=0 p=0 p=0

On a donc

2. Montrer que m est une mesure.
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Corrigé —  On remarque tout d’abord que m(0) = sup, o m,(0) = 0.
Puis, soit (Ap)pen CT 1.g. AyNA;=0sip#q. Onpose A=,enAy Ona
m(A) =supm,(A)= lim m,(A)= lim My, (Ap).
neN n—+o00 n—+oo
En utilisant la question précédente avec a,, = my(Ap), on en déduit m(A) =
ZZO:O m(Ap)~
3. Soit f € £,(E, T). (On rappelle que £, (E, T) est I’ensemble des fonctions étagées
de E dans R,.) Montrer que ffdm = supneN(ffdmn).

Corrigé —  Soit{ay,...,ap} CR et {Ay,...,A)} CTtq. f = Zle a;ly,.

Ona ffdmn = Zle a;m,(A;), la suite (Ifdmn)neN est donc croissante. Puis, en
passant a la limite sur n, on obtient :

i=1

[ fam= tim ([ am,)=sop [ am,)

4. Soit f € M, (E, T). (On rappelle que M (E, T) est I’ensemble des fonctions mesu-

rables de E dans R, .)

(a) Montrer que (f fdm,),cy est une suite croissante majorée par J fdm.

et donc

Corrigé — Soit f € M. Soit (f,)pen C €4 1.q. f, T f quand p — oo. D’apres la
question précédente, on a (pour tout n et tout p)

[ pim [ pmer [ .

En passant a la limite sur p (avec n fixé) on en déduit que ffdmn < dem,Hl <
Ifdm. La suite (Ifdm,,)neN est donc croissante et majorée par ffdm

(b) Montrer que demn - ffdm lorgsue n — +oo0.
Corrigé — Onpose Ay ={ge&,, g < f} Onsait que
ffdm = sup fgdm et que demn = sup jgdmn pour tout n € N.
gEAf gEAf
La question 2 donne que [fgdm =SUp,.eN Igdmn pour tout g € E,.. On en déduit
ffdm = sup(supjgdmn) = sup(sup jgdmn) = supffdmn,
geAf neN neN geAs neN

ce qui, avec la question précédente, donne bien J fdm, — f fdm quand n — +co.
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5.Soit f € ﬁ]ﬁ(E, T, m). Montrer que f € E%Q(E, T, m,,) pour tout n € N et que
ffdmn —>jfdm quand 1 — +oco.

Corrigé— Onalfle M, N Elﬁ(E, T, m). la question 4 donne f|f|dmn < f|f|dm
on en déduit que f € £]§(E, T, m,,) pour tout n € N. La question 4 donne aussi que

ff+dmn - J-f+dm et ff‘dmn - jf‘dm_

Les deux convergences ayant lieu dans R, on en déduit que f fdm, — f fdm quand
1 — +00.

Exercice 4.2 (Somme de mesures) Soient m1; et m, deux mesures sur I’espace
mesurable (E, T).

1. Montrer que m = m + m, est une mesure.

Corrigé — (a) m(0) = my(0) + m,(0) =0,
(b) Soit (A)pen CT g A,NA,=0sinzm. Ona:
m(_J An) = mu((_JAn) +ma(_JAn).
neN neN neN
Comme m; (e An) =iy, 00 Yo mi(Ay) pour i =1,2, on en déduit

n n

m((_JA) = lim ) (mi(Ap)+my(Ay) = lim ) m(A,),
neN p=0 p=0
ce qui prouve bien la o-additivité de m.

Ceci montre bien que m est une mesure.

2. Montrer qu’une application f mesurable de E dans R est intégrable pour la mesure
m si et seulement si elle est intégrable pour les mesures m1; et m,. Si f est intégrable
pour la mesure m, montrer que ffdm = ffdml + ffdmz.

Corrigé — Soit A €T, on pose @ = 14. La définition de m donne immédiatement

j(pdmzj(pdm1+j(pdm2. (4.15)

Par linéarité de I'intégrale, I’égalité (4.15) est aussi vraie pour @ € &,.

Soit maintenant ¢ € M,. Il existe (@) peny C €y 1.9. @, T @ quand n — +oo. On écrit
(4.15) avec @,, au lieu de @ et on fait tendre n vers Uinfini. La définition de I'intégrale
sur M, donne alors (4.15).

On a donc montré que (4.15) est vrai pour tout @ € M,.

Soit f € M, en écrivant (4.15) avec @ = |f| on obtient bien que f € LY(E, T, m) si et
seulement si f € L1 (E,T,my)N L1 (E, T, m,).

Enfin, si f € Kﬁg(E, T, m), on écrit (4.15) avec @ = f* et ¢ = [, la différence donne
bien [ fdm = [ fdmy + [ fdm,.
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3. Soit (m,,) ey une famille de mesures (positives) sur (E, T) et (a;,) ey € RY . On
pose, pour A € T, m(A) =}, oy &, (A). Montrer que m est une mesure sur T ;
soit f une application mesurable de E dans R et intégrable pour la mesure #1;
montrer que ffdm =) eN O demn.

Corrigé — Soit n € N, on définit 11,, par 1, (A) = o,,m,(A) pour tout A € T. Il est
facile de voir que 1i1,, est une mesure sur T, que KIIR(E, T,m,) = [I%R(E, T, ) et que
derﬁn = ocnjfdmn pour tout f € ,CIIR(E, T, m,).

On pose maintenant, par récurrence sur n, o = g et f,, = P,,_1 + 1, pour n € N*,
La question précédente montre, par récurrence sur n, que W, est une mesure sur T et
donne que f € E]}Q(E, T, n,,) si et seulement si f € ﬂpSn ﬁﬁ(E, T,,) = ﬂpSn ,C]%(E,
T, m,,). Enfin, la question précédente donne aussi, toujours par récurrence sur n,

[ rana - pnzoffdmn - pioanffdmn.

Pour tout A € T, on a m(A) = ), cn 0ty (A) = sup,en Wul(A). On peut donc uti-
liser les résultats de l’exercice précédent. On obtient que m est une mesure Sur
T et que f € L'llz(E,T, m) implique f € ﬁ%{(E,T, Wn) pour tout n € N et dem =
lim, ffdptn. Sife K%{(E, T,m) on adonc f € E%{(E, T, m,,) pour tout n € N et
jfdm =1lim,_,, o ZZ:O ap ffdmp, c’est-a-dire

ffdm = ZanJ-fdmn.

neN

Exercice 4.3 (Intégrale pour la mesure de Dirac) Soit 0y la mesure de Dirac en 0,
définie sur B(R). (cf exemple 2.20.) Soit f € M, calculer J fdog.

Corrigé — On définit g de R dans R, par
g(x)=0six=0,
3(0) = £(0).
Ona ge M, et, comme 5y({0}) =0, ona f = g p.p., on en déduit

jfdéo - fgdéo = £(0)50({0}) = £(0)

Exercice 4.4 (Restrictions de la mesure de Lebesgue) Soit A et B deux boréliens
de R t.q. A C B. On note A [resp. Ag] la restriction a 3(A) [resp. B(B)] de la mesure
de Lebesgue sur B(R). Soit f € L']}Q(B,B(B), Ap). Montrer que f|, € L'%{(A,B(A), Aa)
et que jﬁAd)\A = jflAd}\B. [Considérer d’abord le cas f € £, puis f € M, et enfin
fecll]

Corrigé — On rappelle que B(A) = {C e B(R); Cc A} et B(B) ={C e B(R); C C B}
(voir I’exercice 2.3).
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Soit f € £.(B,B(B)). 1l existe donc ay,...,a, € Ry et Ay,..., A, € B(B) C B(R) t.q.
f = Zf:l ailA,"

La fonction f1, appartient donc aussi a £,(B,B(B)) (car A; N A € B(B)) et elle
s’écrit

s
1

f=

a; 1A1, 1A =
i=1 i=1

aila;na

de sorte que

ff1Ade =Y a4MA NA)

La fonction f|, (c’est-a-dire la restriction de f a A) est définie sur A, elle s’écrit
fia = Zle a;1,nA. Cette fonction appartient a £, (A, B(A)) car A; N A € B(A) pour

tout i eton a
)4
\JAflAdXA: E aiX(AiﬂA).

i=1

On a bien montré que

JflAdAB_ff dAp, (4.16)

pour tout f € £,(B,B(B)

. Soit f € M, (B,B(B )) il existe (f,)nen C E4(B,B(B)) t.q. f, T f, quand n — +oo.

On a donc aussi (fyla)nen T f1a et (fu), )nen T fiy, quand n — +oco. Comme f,), €
E+(A,B(A)), la caractérisation de la mesurabilité positive (proposition 3.17) donne
fiy € ML(A,B(A)). Ona aussi f1, € M, (B, B(B)). Puis, en écrivant (4.16) avec f,
au lieu de f et en passant a la limite quand n — +oo, la définition de I’intégrale sur

M, (A, B(A)) et sur M, (B, B(B)) donne (4.16).
On a donc montré (4.16) pour tout f € M, (B, B(B)).

. Soit f € El}%(B,B(B), AB). On remarque d’abord que f|, € M(A,B(A)). En effet, si

CeB(R), ona (f| )’I(C) = f~Y(C)N A € B(A). Puis, on applique (4.16) a |f|, qui
appartient a M. ( ), pour obtenir

flf A = JlthdxA J|f|1Ade<f|f|de<oo

ce qui montre que f|, € Ll r(A,B(A)), A
Enfin, en appliquant (4.16) avec f* et f au lieu de f, on obtient

JfﬂAdxgzff+|Ad)‘A:J(flA)+dkA<oo
,[f_lAd)‘B:Jf_lAd)‘A:f(ﬁA)_dAA<oo,

ce qui donne, en faisant la différence,

et
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[ ratte= [

Exercice 4.5 (Intégrale des fonctions continues) Soit f € C([0, 1], R). Montrer que
f € ‘CllR([Ol 1]! B([Ol 1])1 )\) et que

J. fdA= Ll Fx)dx

(cette dernicre intégrale est a prendre au sens de I'intégrale des fonctions continues vue
au Chapitre 1). On rappelle que I’on note (un peu abusivement. .. ) par A la restriction
a B([0,1]) de 1a mesure de Lebesgue (aussi notée A...) sur B(R).

N.B. : Bien siir, un résultat analogue est vrai en remplacant [0, 1] par [4,b] avec

a,beR,a<b.

Corrigé — Soit g : [0,1] — R une fonction en escalier. Il existe donc p € N*, une

.....

.....

g(x)=a;, Yx€la;, a1, Yie{0,...,p—1}.

1 pP—
| striax
0 £

On sait que
1
aj(eiyg — ;).
=0

D’autre part, cette fonction g est mesurable (c¢’est-a-dire g € M([0,1],B([0,1])) car,
pour tout C C R, g_1 (C) est une réunion (finie) d’intervalles du type |a;, o1 [ @ laquelle
on ajoute éventuellement certains des points ;. On a donc g1 (C) € B([0,1]). On a
bien montré que g € M([0,1],B([0,1])). Enfin, comme les singletons sont de mesure

-1
nulle, on a |g| = Zf:o lai| e, qp,,[ P-P-> €t donc

p-1
[ 1=} takayn - o) <o
i=0

Donc, g € EIE([O, 1], B([0,1]), A). Finalement, puisque g = Zf:é a;il)g; 0;,, P-P- 0N G
aussi

On a donc montré que g € K%{{([O, 1], B([0,1]),A) et

1
J-gd)\ = J- g(x)dx. (4.17)
0



214 CHAPITRE 4. FONCTIONS INTEGRABLES

Soit maintenant f € C([0,1],R). On remarque tout d’abord que f est mesurable (parce
que, par exemple, les ouverts de R engendrent B(R) et I’'image réciproque, par f, d’un
ouvert de R est un ouvert de [0,1], donc un élément de 13([0,1])). Puis, on remarque
que f € L([0,1],B([0,1],A) car [|fId\ < maxye[o,1)|f (%) < +oo.

On compare maintenant ffdk et fol f(x)dx.

11 existe une suite de fonctions en escalier; (f,) en 1.9 f, — f uniformément sur [0,1],

c’est-a-dire ||f,, — fll, — 0, quand n — +oo.

La définition de ’intégrale des fonctions continues donne fol fu(x)dx — fol f(x)dx
quand n — +oo.

D’autre part, on a aussi Ifnd)\ — ffd)\, quand n — +oo, car |Ifnd)\— IfdM <

f|fn = fldx<|Ifu - fll. = 0, quand n — +oco. En passant a la limite quand n — +oco
dans (4.17) avec f, au lieu de g, on obtient bien

ffdx: Llf(x)dx.

Exercice 4.6 (Fonctions continues et fonctions intégrables) Soit 7 une mesure
finie sur 5([0, 1]). Montrer que C([0,1],R) C [lIlR([O, 1], B([0,1]), m).

Corrigé — Soit f € C([0,1],R). On montre tout d’abord que f est mesurable.

Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, ’ensemble f1(0) = {x € [0,1], f(x) €
O} est une ouvert de [0,1] et donc f~1(O) € B([0,1]). Les ouverts de R engendrant
la tribu borélienne de R, on en déduit que f est mesurable de [0, 1] (muni de sa tribu
borélienne) dans R (muni de sa tribu borélienne).

On montre maintenant que f est intégrable. Comme la fonction f est continue sur le
compact [0,1], elle est bornée. 1l existe donc M € R, t.q. |f| < M sur [0,1]. On a donc,
par monotonie de ’intégrale sur M, :

Jlfldm <Mm([0,1]) < 0.
Onadonc f € EllR([O’ 1], B([0,1]), m).

Exercice 4.7 (Intégrale d’une fonction continue non bornée) Soit f € C(]0,1[,R)
et F une primitive de f (on a donc F € C!(]0,1[,R)).

On pose L' = E%K(]O, 1[,B(]0,1]), A).

1. Montrer que f est borélienne c’est-a-dire mesurable quand on munit ]0, 1] et R de
leur tribu borélienne.

2. On suppose maintenant que f(x) > 0 pour tout x €]0,1[ (on a donc f € M,).

(a) Montrer que lim,_, ;- F(x) existe dans R U {+oo} et que lim,_, o+ F(x) existe dans
R U {—o00}.
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(b) On suppose dans cette question que lim,_,;- F(x) € R et que lim,_,o- F(x) € R.
Montrer que f € £!. [On pourra utiliser les exercices 4.4 et 4.5.]

(c) On suppose maintenant que lim,_,;- F(x) = +co0 ou que lim,_,¢+ F(x) = —oo.
Montrer que f  £! (on a donc jfd)\ = +00).

Exercice 4.8 (f, g€ L1 5 fg e L) Soit f, g € L§(]0,1[, B(]0,1[), A). Donner un
exemple pour lequel f g & 1:&(]0, 1[, B(]0,1[), A). [On pourra utiliser I’exercice 4.7.]

Corrigé— On pose L' = L]%(]O,l[, B(]0,1[), A). Un exemple consiste a prendre

1
f(x)=g(x)= T pour x €)0,1[. Selon ’exercice 4.7, on a bien f, g € L1, car une
X
primitive de f et g est la fonction F définie par F(x) = 2+/x, et fg & L' car une primitive
de f g est la fonction G définie par G(x) = Inx.

Exercice 4.9 (Majoration d’une fonction intégrable décroissante) Soit f une fonc-
tion de R dans R, nulle sur R_ et positive décroissante sur RY.

1. Montrer que f est borélienne (et donc borélienne positive).

Corrigé —  Soit a > 0. comme f est décroissante sur R et nulle sur R_ I’ensemble
Y[, +00[) est un intervalle du type 10,p[ ou ]0,B] (avec p > 0), c’est donc un
borélien. Si a <0, on a f_l([a,+oo[) =R, qui est aussi un borélien. Comme [’en-
semble des intervalles [a, +oo[, avec o € R, engendre B(R), on en déduit que f est
borélienne.

2. On suppose que ffd)\ < +o00. Montrer qu’il existe C € R t.q. f(x) < C/x pour tout
x> 0.

Corrigé — Soit x > 0. Comme f est décroissante sur R on a f(y) > f(x) pour tout
v €]0,x[ et donc |f| > f(x)1,x). En intégrant cette inégalité sur R, on en déduit
xf(x) <|Ifll, ce qui est I’inégalité demandée avec C = ||f||;.

3. Montrer que le résultat de la question précédente est faux si on retire I’hypothese de
décroissance de f sur R¥ (méme si f est continue sur RY).

Corrigé — 1l suffit de prendre une fonction f intégrable, positive, nulle sur R_ et
qui ne tend pas vers 0 en +co. Un tel exemple est f =) ., @, avec

1 1
cpn(x):nz(x—nJrﬁ)sin—ﬁ <x<mn,

1
(pn(x):—nz(x—n—ﬁ)sin<x§n+ﬁ,
1

. 1
@u(x)=0six¢ [n—ﬁ,[n+ﬁ].
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Exercice 4.10 (Caractérisation d’une fonction caractéristique) Soit (E, T,m) un
espace mesuré et f € ‘C%&(E' T, m). On suppose que 0 < f <1 p.p. et que ff dm =
J f?dm. Montrer qu’il existe un ensemble mesurable fini A tel que f = 1, p.p..

Corrigé — On remarque queff(l—f)dm =0.Comme0< f <1lpp,onaf(l-f)=>
0 p.p., on en déduit que f(1—f) =0 p.p.. On pose A={f =1}, ona alors f =0 p.p.
sur AS, ce qui donne bien f =14 p.p..

Exercice 4.11 (f positive intégrable implique f finie p.p.) Soit (E, T, ) un espace

mesuré et f € M, . Montrer que si | fdm < +oo, alors f < +oo p.p..

Corrigé — Cet exercice a été vu dans ce chapitre. On redonne une preuve ici.
Soit A = f~1({+c0)). Ona A €T car f est mesurable et {+oo} € B(R,).

Pour tout n € N*, on a f > nl », donc, par monotonie de l'intégrale, jfdm > nm(A),
ou encore

1
m(A) <~ J fdm.

En passant a la limite quand n — +oo, on en déduit m(A) = 0. On a donc f < +co p.p.
car f(x) < +oo pour tout x € A°.

Exercice 4.12 (Une caractérisation de I’intégrabilité) Soient (E, T,m) un espace
mesuré fini, # une fonction mesurable de E dans R. Pour n € N, on pose A, = {x €
Elu(x)|>n}etB,={xeEn<|u(x) <n+1}.

1. Montrer que :

+00 +00
f|u|dm <+o0 & Zn m(B,,) < +c0 & Zm(A”) < +o00.
n=0 n=0

Corrigé — On remarque tout d’abord que B,,, A,, € T pour tout n € N et que :

Z”an <lul< Z(n+ 1)lg,.

neN neN
On en déduit (en utilisant le théoréeme de convergence monotone et la monotonie de

Uintégrale) que :
an(Bn)sfluldms Z(n+1)m(Bn). 4.18)

neN neN
Si f|u|dm < 400, on a donc ) ,cynm(B,) < +oo.

Réciproquement, si ) ,.ynm(B,) < +oco, on a aussi ) ,n(n+ 1)m(B,,) < +co car
Y nen M(By,) < m(E) < +oo (remarquer que B, N B,, =0 si n = m). On déduit donc
de (4.18) que [ |uldm < +oo.
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On a ainsi montré que :

+00
J|u|dm <+oo & an(Bn).
n=0

On peut utiliser le méme raisonnement en remplagant B, par C,, = {x € E,n <
|u(x)| < n+1}. On a donc aussi :

+00
J|u|dm<+ooc> an(cn). (4.19)
n=0

Pour terminer la question, il suffit de montrer que :

+00 +00

Zn m(C,) < +00 & Zm(An) < +oo. (4.20)

n=0 n=0
Pour montrer (4.20), on remarque que C,, = A, \ A,..1 pour tout n € N et donc,
comme A, ;1 C A, et que m(A, ;1) <m(A,) <m(E) <+oo:

m(Cy,) = m(Ay) —m(Ayiq).

On en déduit que, pour tout ne N, ona :
n

iopm«:p) - iop m(Ap) =) pm(Ap.)
p= p=

p=0
n n+1 n
=) pmAy) =Y (p-1)m(Ay) =) m(Ay)=nm(Ay).
p=0 p=1 p=1
On a donc :
me(cp) < Zm(Ap), (4.21)
p=0 p=1
et: , ;
Zm(Ap) = Zp m(Cp) + nm(Ayy1). 4.22)
p=1 p=0

Si Y 1 Sym(A,) < +oo, on déduit donc de (4.21) que Y 5 nm(C,,) < +oo.

n=
Réciproquement, si y_°ynm(C,) < +c0. On a, par (4.19), f|u|dm < +o0 et donc,
comme nly | <l|ul, on a aussi nm(A,) < f|u|dm < 400. On déduit donc de
(4.22) que Y ;% m(A,,) < +oo0. Comme m(Ag) < m(E) < +o0, on a bien finalement
oom(A,) < +oo.

On a bien montré (4.20), ce qui termine la question.

2. Soit p €]1, +oo[, montrer que |u|P est une fonction mesurable et que :

+00

+0o0
Jlulpdm <+o00 & an m(B,,) < +c0 & Zn”‘l m(A,,) < +o0.
n=0 n=0
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Corrigé — La fonction |u|P est mesurable car composée d’une fonction mesurable
et d’une fonction continue.

On reprend maintenant le raisonnement de la question précédente. On remarque que :
an (B,) < f|u|pdm<Zn+1 Y m(B,,). (4.23)
neN neN

Sif|ulpdm < +o00, onadonc ) ,nynP m(B,) < +oo.

Réciproquement, si ), 1P m(B,,) < +oo, on a aussi
(o)

Z(n+1 Ym(B Z2Pnpm ) < 400

n=1
et m(Bgy) < m(E) < +o0. On a donc ano(”"' 1)Pm(B,,) < +oo. Ceci donne f|u|pdm
< 400 par (4.23).

On a ainsi montré que :

j|u|’%im<+oo<:>an ) < +o00.

Ici aussi, on peut utiliser le méme raisonnement en remplagant B, par C,, = {x €
E, n <|u(x)| < n+1}. On a donc aussi :

+00
Jlul”dm<+oo<:> anm(cn)<+oo. (4.24)
n=0
Pour terminer la question, il suffit donc de montrer que :
+00
an m(C,) < +too & Zn” Um(A,) < +oo. (4.25)
n=0

Pour montrer (4.25), on utilise, comme dans la question précédente que C,, = A, \
A, 1 pour tout n € N et donc :

m(C,) =m(Ay,) —m(A,41).

On en déduit que, pour tout n € N,
N

) nPm(Cy) = inp m(A,) - inﬁ m(Aner)

n=0 n=0 n=0

On a donc : N N
an m(C,) < Z(np —(n—1")m(A,), (4.26)
et:

N N
D (P == 1P)m(A) = ) nPm(Co)+ NPm(Ans).  (427)
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nP —(n—-1)P
np-1
o,p>0tg anP~t <nP —(n—1)P < pnP~! pour tout n € N*.

Si Y 0 onPIm(A,) < oo, on déduit alors de (4.26) que Y < nm(C,,) < +oo.

n=

Pour conclure, on remarque que — p quand n — +oo. Il existe donc

Réciproquement, on suppose que ) %y nP m(C,) < +oco. On a alors, par (4.24),
J|u|”dm < oo et donc, comme N1, | <|u|, on a aussi NP m(A, 1) < f|u|pdm <
co. On déduit alors de (4.27) que

(o]

an_lm(An) < oo.

n=0

On a bien montré (4.25), ce qui termine la question.

Exercice 4.13 (Sur la convergence en mesure) Soit (E, T, #) un espace mesuré. Soit
(fi)nen et (g)nen deux suites de fonctions mesurables de E dans R. Soit f et g deux
fonctions mesurables de E dans R. On suppose que f,, — f en mesure et g, — g en
mesure, quand n — +oo.

1. On suppose, dans cette question, que f € [I]%(E, T, m)etque g € EﬁQ(E, T, m).
(a) Montrer que pour tout € > 0 il existe k; € N t.q. :

k>ky =>m({xe€E;|g(x)|>k}) <e.

Corrigé — Pour k € N*, on pose Ay = {x € E; |g(x)| = k}. On a donc (jen- Ak =
0. Comme g est intégrable, on a m(Ay) <||g|l1/k < +o0. On peut donc appliquer
la continuité décroissante de m, on obtient que m(Ay) — 0 quand k — +oo, ce qui
donne le résultat souhaité.

(b) Montrer que pour tout € > 0 il existe ng et kg € Nt.q. :

n>ng, k>ko=m({x €E;|f,(x) > k}) <e

Corrigé — SoitkeN* etneN. Ona

{Iful 2k} cHIf1Z k=1 U{lfu - fI2 1},
et donc
m({{ful = K} <m({lf| = k =1} + m({|f, - f| = 1}).

Soit e > 0. Comme f est intégrable, il existe (comme a la question précédente) k
t1.q.

kzko=>m({lflzk-1}) <e
Puis comme f,, — f en mesure, il existe ny t.q.

nzng=m({lf,-fl=1}) <e
On a donc

k >k, n=ng= m({|f,| =k} < 2e.

Ce qui donne le résultat souhaité.
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(c) Montrer que fg € M et f,g, — fg en mesure, quand n — +oo. [On pourra
remarquer que f,8, = f& = fu(gn — &) + &(fu—f)-]
Corrigé — Soit 0> 0 et € > 0. On remarque que

fugo—F81 8} (g9 = 21U llg(fy I 31

Pour tout k > 0, on a donc

fygn— £ 5123 < il = K Ullgy —gl= 2} Ullgl = K Uy~ 12 57).

Grdce aux deux questions précédentes, il existe donc ky, ko et ng t.q. avec k =

max{kl,ko},
6 6
n2 g = m({lfugy — £21> ) < 26+ mlllgy—g) = 5D+ mlf = 12 32
En utilisant les convergences en mesure de f,, et g,, on obtient alors I’existence de
ny t.q.

nxny = m{|f.8, - gl > d}) < 4e.
Ce qui prouve que f,g, — fg en mesure.
(d) En prenant (E, T, m) = (R, B(R), A), Donner un exemple pour lequel f g ¢ Eﬂ{(E,
T, m).

Corrigé —  On peut, par exemple, prendre f et g définies par f(x) = g(x) = 1/4/x
pour x €]0,1[ et f(x) = g(x) = 0 si x ¢]0,1[. (Et on prend f,, = f et g, = g pour
tout n € N.)

2. En prenant (E, T, m) = (R, B(R), ), Donner un exemple pour lequel f,g, /> f&
en mesure, quand n — +oo (pour cet exemple, on a donc f ¢ ﬁi(E, T, m) ou
g€ Ly(E T, m)).

Corrigé — On peut prendre, par exemple,
fult) = ——
T (k24 1)

u(x) = x% +1, pour tout n € N et x € R.

, pour tout n € N et x € R.

Exercice 4.14 (Sur I’inégalité de Markov) Soit (E, T,m) un espace mesuré et f €
L4(E, T, m).

1. Montrer que pour tout a > 0, on a am({|f| > a}) < J‘ |f|dm.
{If>a}

Corrigé — Comme |f| € M,, la méthode pour faire les questions 1 et 2 a déja été
vue (voir I'inégalité (4.6)).

Soit a > 0. On remarque que |f|1{f5q) > aly|f|>q). Par monotonie de I'intégrale, on
en déduit :

(71> )= [ty < [ 171 ggqdn = f{w Fldm.
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2. Montrer que pour tout a > 0, on a m({|f| > a}) < (j |fldm)/a. (Ceci est I'inégalité
de Markov.)

Corrigé — Comme f |fldm < j |fldm, cette question découle immédiatement
{If1>a}

de la précédente.

3. Montrer que
lim am({|f|>a}) = 0. (4.28)
a—00

Corrigé — Soif (a,),en CR t.q. a,, — +oo, quand n — +oo. On pose

S = f 117 15a,)-
On a g, — 0 p.p. quand n — +oo et, pour tout n €N, |g,| < |f| p.p.. Grace au
théoreme de convergence dominée, on en déduit que I gndm — 0 quand n — +oo et
donc, avec la question 1, a,m({|f| > a,}) = 0 quand n — +oo.

4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (4.28)
dans les 2 cas suivants : (E, T,m) = (R, B(R),A) et (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1]), A).

Corrigé — Dans le cas (E, T,m) = (R, B(R), ), il suffit de prendre f = 1.

Dans le cas (E, T, m) = (]0,1[, B(]0, 1[), \), on peut prendre, par exemple, f définie par
f(x)= m pour x €0, 1[. La fonction f est mesurable mais n’est pas intégrable.
Pour a > 0, on a am({|f| > a}) = ax, avec x, > 0 t.q. x,|In(2x,)| = % Onax, —>0

quand a — oo et donc am({|f| > a}) = ax, = — 0 quand a — oo.

1
[In(2x,)|

Exercice 4.15 (Sur la positivité presque partout.) Soit (E, T, m) un espace mesuré
etf e [l]%%(E, T, m). Montrer que :

fZOp.p.(:)JfdmZOpourtoutAeT.
A

Corrigé — On suppose d’abord que f > 0 p.p.. Soit A€ T, onaalors f15 >0 p.p.
et donc, par monotonie de Iintégrale sur L' (proposition 4.26 page 186), fAfdm =

En fait, pour étre tout a fait précis, la proposition 4.26 est énoncée avec I’hypothése
“f > ¢” et non seulement “f > g p.p.”. Toutefois il est clair que cette proposition est
aussi vraie avec seulement “f > ¢ p.p.”. Il suffit de remarquer que, si f > g p.p., il
existe Be T t.q. m(B) = 0 et f > g sur BC. On a donc flgc > glge. Si f,g € L}, la
proposition 4.26 donne alors Jlecdm > Ingc dm. On en déduit Ifdm > Jgdm car
ffdm = Ilecdm et Igdm = ngBcdm (voir la proposition 4.28 page 188).
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On suppose maintenant que JAfdm > 0 pour tout A € T. Soit n € N¥, on choisit
={f < —%} ={xeE: f(x)< ——} de sorte que f1, < ——lA La monotonie
de Uintégrale sur L' (proposition 4.26 page 186) donne alors

1
fflArldm < —Zm(A,,).

Comme f f1a,dm >0 par hypothése, on a donc nécessairement m(A,,) = 0.

Par o-sous additivité de m, on en déduit que m({f < 0}) = m(U,en{f <-1})=0, et
donc f >0 p.p..

Exercice 4.16 (Intégrale sur des ensembles ““petits” et “petitesse a I’infini”)

Soient (E, T, 7) un espace mesuré et f € £L1(= [I]%{(E, T, m)).
1. Montrer que : Ve > 0,30>0tq. YAe T, m(A)<o= J |fldm < e. [Introduire
A
fu=inf(|f],n).]

Corrigé — On pose f,, = inf(|f|, n). Comme f, T |f| quand n — +oo (c’est-a-dire
que f, tend vers |f| simplement et en croissant), on peut appliquer le théoréme de
convergence monotone (théoreme 4.16) a la suite (f,,) en. 1l donne

nliril J.fndm J|f|dm
et donc, comme flfldm < 400, hm,,_,H,OJ If]1-fu)dm=0.

Soit € > 0, il existe donc n € N t.q. j(|f| — fu)dm <e. Pour A€T, onadonc :

[ vpiam < { a1 frdm [ g

< J(Ifl—fn)dm+ Lfndm <e+nm(A).

En prenant 6 = =, on en déduit :

n’

A€eT, m(A)Sé:J |fldm < 2e.
A

2. Montrer que : Ve >0,3CeTtq.:

(1) m(C) < +oo, (i1) |fldm <, (iii) sup|f] < +o0.
Ce C

1
[Considérer C,, = {x € E; " <|f(x)| < n}, et montrer que pour 1 > 1y ou 1y est
bien choisi, C,, vérifie (i), (ii) et (iii).]

1
Corrigé — Pour n e N, on pose C,, = {x € E; — <|f(x)| < n}. Soit neN*, on a
n

Ifl<nsurC, et %m(Cn) < f|f|dm < oo. Les conditions (i) et (iii) sont donc vérifiées
si on prend C = C,,.
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Soit ¢ > 0. On va maintenant montrer qu’on peut choisir n de maniére a avoir aussi
(ii). Pour cela, on pose g, par g, = |f|lc,, de sorte que g, 1 |f|. Le théoreme de
convergence monotone (théoréeme 4.16) appliqué a la suite (g,),en donne alors
lim, o f gudm = I| fldm et donc, comme a la question précédente,

lim [ (f]- g,)dm =o.

n—+oo

En remarquant que J(|f| —gy)dm = JCC |fldm, Il existe donc n € N* t.q. (ii) soit
vérifiée. En prenant C = C,,, on a donc (i), (ii) et (iii).

Exercice 4.17 (Intégration par rapport a une mesure image) Cet exercice est une
généralisation a un espace mesuré quelconque du théoreme de la loi image (théoreme
4.58) qui est restreint a un espace probabilisé. Soit (E, T, m) un espace mesuré, (F,S)
un espace mesurable et f de E dans F. On suppose que f est mesurable, c’est-a-dire
que f~}(B) € T pour tout B € S. Pour tout B € S, on pose p(B) = m(f ! (B)) (On note
souvent g = f,m).

1. Montrer que p est une mesure sur S (on I’appelle mesure image de m par f).

Corrigé — On remarque tout d’abord que W est bien application de S dans R, et
que p(0) = 0 (car f~1(0) = 0 et m(@) = 0).
On montre maintenant la 6-additivité de . Soit (B,,),cn une suite d’éléments de S
disjoints deux a deux. On pose B = U, eNB,,. On veut montrer que p(B) =}, .y #(B,,).
La suite (f 1 (B,,))en est une suite d’éléments de T, disjoints deux a deux. La o-
addivité de m donne alors
-1 _ -1
m(Unenf " (By) = ) m(f~'(By)).
neN
Comme Upex £~ (By) = f~1(UnenBy) = f~1(B), on a donc
B(B) = m(f ' (B)) = m(Unenf ' (B) = ) m(f'(B,))=) u(B,).
neN neN

Ceci prouve bien que | est 6-additive et donc que | est une mesure (sur S).

2. u est-elle finie (resp. o-finie, diffuse) lorsque m est finie (resp. o-finie, diffuse) ?
Corrigé — On a w(F) = m(f "1 (F)) = m(E). La mesure w est donc finie si la mesure
m est finie,

Par contre, si la mesure m est o-finie, la mesure y n’est pas nécessairement o-finie. Un
exemple simple est obtenu en prenant E=F=R, T=S=B(R), m=Xer f(x)=0
pour tout x € R. On a alors, pour tout A € B(R),

+o0si 0 €A,
wA) = :
0si0¢A.
La mesure m est bien c-finie mais la mesure p n’est pas o-finie.

Le méme exemple montre que m peut étre diffuse sans que W soit diffuse. En effet,
dans I’exemple précédent, la mesure m est diffuse alors que p({0}) = +c0 > 0.
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3. Montrer qu’une fonction @ mesurable de F dans R est p—intégrable si et seulement
si @ o f est m-intégrable et que dans ce cas

J@ofdm:jq)dyt. (4.29)
E F

Corrigé — On raisonne ici en commengant par considérer ® = 1g (avec B € S) puis
O e & (FS) et ® e M (F,S).

Soit Be S et © = 1g. On a alors
J o=y = o) = [ 1y
= f 1g(f(x))dm(x) = f Do fdm. (4.30)
E E

On suppose maintenant que O € &, (F,S). Il existe donc p € N*, ay,...,ap € R, et

Ay,..., A €StLq D= Zle a;D; avec @; = 1,,. Par linéarité positive de y et m, on
en déduit, avec (4.30),

P P
jCDdVZ Z%J didp = Zaij djofdm
F i=1 F =1 JE
P
:J ZaiQiofdm:f®ofdm.
B4 E

On peut maintenant considérer le cas © € M (F,S). 1l existe alors une suite (D,,),.en
d’éléments de £,(F,S) t.q. ©,, T . Comme IF bpdu = JE &, 0 fdm pour tout n € N,
le théoréme de convergence monotone (ou simplement la définition de l’intégrale
sur M) donne alors IF bdp = JE b o fdm. L'égalité (4.29) est donc vraie pour tout
® e M, (ES).

Enfin, soit ® mesurable de F dans R (c’est-a-dire © € M(F,S)). En utilisant (4.29)
avec O et O (et en notant que (P o f)* =Dt o f et (Do f)” =D~ o f) on obtient
que D est p-intégrable si et seulement si O o f est m-intégrable et que, si P est
p-intégrable, (4.29) est vraie.
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Exercice 4.22 (Application du théoréme de convergence monotone)

Soit f € £ = £1([0,1],B([0,1]),A) (A désigne donc ici la mesure de Lebesgue sur
B([0,1]).

1. Soit € N. Montrer que la fonction x > "* f (x) appartient a £1.

Corrigé — La fonction x v e"* est continue donc mesurable (de [0,1] dans R, tous
deux munis de la tribu borélienne). La fonction x +— " f(x) est donc mesurable
comme produit de fonctions mesurables.

On remarque ensuite que Ile”xf(x)|dk(x) < e"||f]ly < co. On en déduit que la
fonction x > e"* f (x) appartient a L.

On suppose, dans la suite de I’exercice, que f > 0 p.p. et qu’il existe M € R, t.q.
que Je”xf(x) d\(x) <M pour tout n € N.

2. Montrer que f = 0 p.p.. [Appliquer le théoréme de convergence monotone. ]
Corrigé — Onpose A={f >0} ={x€E; f(x) >0} et B=A\{0}. Comme f est
mesurable, on a A,B € B([0,1]).

Pour n €N, on pose g,(x) = e™|f (x)| pour x €[0,1]. Ona g, € M, et g, T g avec
g définie par :

g(x) =00, six€B,

g(x)=0, six€]0,1]\B,

g(0)=1£(0)l.
Le théoréme de convergence monotone donne que g € M, et f gpdm — I gdm
quand n — +co. Comme g, = e" f p.p., on a fg,,dm = Ie”"f(x) d\(x) < M et donc,
en passant a limite quand n — +oo, Jgdm <M.
On a aussi h,, T g avec h,, = nlg+|f(0)[1g).
La définition de I’intégrale sur M. donne alors Igdm = lim,,_,, o n\(B) et donc

Jgdm = oo si AMB) > 0. Comme Jgdm < M, on a donc AM(B) = 0 et donc aussi
MA) =0, ce qui donne f =0 p.p..

3. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f(x) = 0 pour tout x € [0, 1].

Corrigé — On pose toujours A = {f >0} = {x € E; f(x) > 0}. Comme f est
continue, I’ensemble A est un ouvert de [0,1]. Si A # 0, il existe un intervalle ouvert
non vide inclus dans A et donc M(A) > 0 en contradiction avec le résultat de la
question précédente qui donne M(A) = 0. On a donc A =0, c’est-a-dire f = 0 sur
tout [0,1].

Exercice 4.23 (Distance associée a la convergence en mesure) Soient (E, T, ) un
espace mesuré fini. On pose, pour f et g fonctions mesurables de E dans R (c’est-a-dire

Festt £ -4
_ -8
d(f,8) = dem.
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1. Montrer que d est bien définie et prend ses valeurs dans R, (c’est-a-dire que %

€ ﬁﬂ{(E, T, m) pour tout f,g € M) et que d est une semi—distance sur M (c’est-
a-dire que d(f,g) =d(g, f), pour tout f,g € M, etque d(f,h)<d(f,g)+d(g h),
pour tout f,g,h € M).

2. Soient (f,),en C M et f C M. Montrer que f,, converge en mesure vers f lorsque
n — +oo si et seulement si lim d(f,, f) = 0. [Il est probablement utile de considé-
n—+o00

rer, pour € > 0, les ensembles A, = {x € E;|f,(x) — f (x)| > ¢}.]
Exercice 4.24 (Lemme de Fatou et convergence en mesure)

Soit (E, T, m) un espace mesuré, ( f,,),cn une suite de fonctions mesurables (de E dans
R) et f une fonction mesurable (de E dans R). On suppose que f, tend vers f en
mesure quand n — +o0.

1. Soit € > 0.

(a) Soit k € N*. Montrer qu’il existe 1 € N tel que m({|f, — f| > €}) < 1/2% pour
tout n > 1. En déduire qu’il existe une sous suite (fo(n))nen (la fonction ¢ est
donc strictement croissante de N dans N) telle que

> mlllfpun = f12 &) < +oo.

neN

Corrigé — Selon la définition de la convergence en mesure, définition 3.40, on a
lim,, ., m({|f,, — f| > &}) = 0. On en déduit I’existence de ny.

Il suffit, par exemple, de prendre ©(0) = ng, puis, pour tout k > 1, @(k) =
max{ng, @(k — 1)+ 1}. La fonction @ est strictement croissante et

Y mlllfyn —f12 e <Y 5 < +eo

neN neN

Pour nn € N, on pose g, = fo(n), An = {lgn — fl 2 €}, et B, = UpZ, A
(b) Montrer que lim,,_,, ., m(B,) = 0.

Corrigé — Par o-sous additivité de m, on a
+00
m(B,,) < Zm(Ap) — 0 quand n — +oo
p=n
car la premiére question donne que ), .y m(A;;) < +oo.

(c) Soit n € N. Montrer que {|f| > 2e} N AS, C {|f] < 2|g,|}. En déduire que

f |fldm < j Ifldm < 2j|gn|dm. (4.34)
B N(If1>2¢) AsnlIflz2e)
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Corrigé — Soit x € {|f| > 2e} N Af,. Comme x € AS,, on a |g,(x)— f(x)| < eet
donc |g,(x)| > |f (x)| — &. Comme |f (x)| = 2€ on a donc |g,(x)| > &. On en déduit
que

[f < 1f(x) = 8n ()] + 180 ()] < €+ 181 (x)] < 21y (x)]-
On a bien montré que {|f| > 2e} N AS C{|f| < 2|g,l}-

Comme A,, C By, on a B, N{|f| > 2¢} C AS N{|f| > 2¢}. Cette inclusion donne la
premiére inégalité de (4.34). Puis comme |f| < 2|g,| sur A5, N{|f| > 2¢}, on obtient
la seconde inégalité de (4.34).
2. On suppose qu’il existe M € R t.q., pour tout 7 € N, fIntdm <M.
(a) Soit € > 0. Montrer que

|fldm < 2M. (4.35)
{If1=2¢)

[On pourra noter que JI gnldm < M, utiliser (4.34) et faire tendre # vers +o0.]

Corrigé — En reprenant les ensembles B,, de la question précédente on a

J fIlpgn(flm2epdm < 2J|gn|dm <2M.

La suite d’ensembles (B,,),cy est décroissante. La suite (BS),en est donc crois-
sante. On pose B = N, nB,, de sorte que U,cnBY, = BE. La suite de fonctions
(If 1B f1=2¢) )nen converge donc (simplement) en croissant vers |f|1gen(f|>2¢)-
Le théoréme de convergence monotone donne alors que

J.|f|1ch{|f|Zzg}dm <2M.

On utilise maintenant la continuité décroissante de m et la question 1(b). On obtient
que m(B) = lim,,_, ., m(B,,) = 0. On en déduit que

J|f|1l|f|>2e}dm = J|f|1BCm{|f|>2e}dm <2M.

(b) Montrer que
j|f|dm <2M. (4.36)

[On pourra utiliser (4.35) avec € = 1/n et faire tendre n vers +co.]

Corrigé — Soit n € N*, la question précédente donne

uand n — +oo, |f|1 2, T|f|. On peut encore appliquer le théoréme de conver-
IfI=2) P PPHq
gence monotone, il donne (4.36).

(c) En modifiant 1égérement la technique utilisée a la premiére question, montrer que
(4.36) reste vrai avec aM au lieu de 2M deés que o > 1.

En déduire que (4.36) reste vrai avec M au lieu de 2M.
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Corrigé — Soit > 0. A la question 1(c), on remplace I’ensemble {|f| > 2¢} par
{If1= (L +n)e}.

Soit x € {|f| = (1 + n)e} N Af,. Comme x € A, on a |g,(x) — f(x)| < € et donc
|g1(x)] > | f (x)| — &. Comme |f (x)| = (1 + 1)€ on a donc |g,(x)| > ne. On en déduit
que

15 1) =80+ g (0 £+ g, 0 = L o,

1
On adonc {|f| > (L +n)efNAj C{f| < %Ignl}.
On obtient ainsi, au lieu de (4.34),

+1
j fldm < 11 f galdm.
BSN{If12(1+1)e) n

On reprend alors les questions 2(a) et 2(b) en appliquant toujours le théoreme de
convergence montone. On obtient J |fldm < %M

Si a > 1, il est possible de choisir > 0 pour que (1 + 1)/1 = a. On obtient donc
Ilfldm < aM. Enfin, comme « est arbitrairement proche de 1, on en déduit bien

que [ |fldm <M.

NB. Une autre méthode pour démontrer (4.36) (avec M au lieu de 2M) consiste
a remarquer qu’il existe une sous suite (fo(u))nen t-9. fom) — f p-p- (ceci est une
conséquence de la convergence en mesure de f,, vers f, exercice 3.29). Il suffit alors
d’appliquer le lemme de Fatou pour conclure.

Exercice 4.25 (Convergence p.p. et convergence vague)

On note £! I’espace [Zi(R,B(R), A). Pour n € N, on pose B, = Ui 01]
définit la fonction f,, de R dans R par f,, = n 13”.

i i 1
w E+$[et0n

1. Montrer que f, € £! et que ||f,|l; = 1.

Corrigé — L’ensemble B, est un borélien et donc f,, est borélienne positive. on a
ensuite, par o- additivité de A,

ffd)\ n? nznlx il — nzii—
" nn nd

i=0 i=0
On a donc f, € L' et||f,ll1 = 1 (ce qui est équivalent a dire \(B,,) = n?).

2. Soit p € N"et C, = U2 B,. Soit x € Cp,. Montrer que f,,(x) — 0 quand 1 — +oo.

Corrigé.— . G = n_;g};Bg. Pour tout q > p, on a donc x € By et donc fy(x) = 0. On
en déduit bien que lim,_, o, f;(x) = 0.

3. Montrer que f, — 0 p.p., quand n — +oco.
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Corrigé — Avec les notations de la question précédente, on a lim,,_, ;o f(x) = 0
pour tout X € Upenr C;,, c’est-a-dire pour tout x € C° avec C = Npen+C,. Pour en
déduire que f,, — 0 p.p., il suffit de montrer que M(C) =

Soit p € N*. En utilisant la monotonie et la 5-sous-additivité de A, on a

MC) < M(Cp) < Zx(Bq) < Z;—z

Comme Z+ 2 — 0 quand p — +00, on en déduit A(C) = 0 et donc f,, — 0 p.p..

4. Soit @ € C(R,R). Montrer que

.d
=
—_

o & it i
J-fn(pd)\ Z(P(E) = anJ: (p(x) —(p(z))dx — 0 quand n — +oco.

i

I
o
-~
Il
o
2

1
En déduire que an(pd)\ — J ¢@(x)dx quand n — +oco.

Corrigé — Soit n e N*,

(=]

e
ffn(pd)\ nzj (pd)»:nzz-[ P(x)dx,
B, i=0 W
et . 1 .
=1 © , i ("W
Lp)=) cp(;)j dx
i=0 i=0
Onendéduitbienqueffn(pd)\—Zf(}il(p i ZI" "3 - (%))dx.

On pose maintenant d,, = max{|@(x) - (y)|, x,y € [0 1], |x Yl < l/n} de sorte que
lp(x) = ()| < 0y, si i/n <x<i/n+1/n3. Ona donc
n-l it ;
|ffn<pdx Lothis > 2 et - e ldx <o,
1= n
Comme @ € C(R,R), la fonctzon @ est uniformément continue sur [0,1] et donc
lim,,_, ;o 0, = 0. Ceci donne bien
n-1
Jim | [ fugdr- 3

i=

1
n(P

Comme ¢ est continue sur [0,1), il est bien connu que lim,_,, ., Y ! 01 llq(p(%) =
JO x)dx (voir le Chapitre 1). On a donc lim,,_, , o an(pd)» JO x)dx.

5. Peut-on appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (f,),en: ?

Corrigé — Le théoréme de convergence dominée ne s’applique pas a la suite
(fu)uen+ En effet, on a f, — 0 p.p.. Si le théoreme de convergence dominée pouvait
étre appliqué a la suite (f,))nenv, il donnerait, en particulier, lim,,_,, o, ||full1 = 0, ce
qui est faux.
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4.11.2 L’espace L'
Exercice 4.26 (Mesure de densité) Soit (E, T, 1) un espace mesuré et f € M, . Pour
A €T, onpose p(A) = JAfdm.
1. Montrer que p est une mesure sur T.
Corrigé — On rappelle que, par définition, pour tout A € T, on a fAfdm =
JflAdm avec fl1a =0 sur A et f15 = f sur A (on a bien f1, € M, et donc
JAfdm est bien définie).
On montre maintenant que p est une mesure.

Il est clair que p(0) = 0 car f1 =0 (sur tout E) si A = 0. Pour montrer que W est un
mesure, il reste a montrer que | est 6-additive.

Soit (Ay)uen CT t.q. Ay NA,, =0sin=m. Onpose A =\J,en A, et on remarque

que 15(x) =} ,en 14, (x) pour tout x € E et donc f15(x) =} ,cn f 14, (x) pour tout
x € E. Le premier corollaire du théoreme de convergence monotone (corollaire 4.18)

donne alors
fflAdm = ZJflAndm,

neN

c’est-a-dire p(A) =), .nA,). Ceci prouve que |y est 6-additive et donc que | est
une mesure.

2. Soit g € M. Montrer que g € [ZIE(E, T, u) si et seulement si fg € Lﬂk(E, T, m) (on
pose fg(x) = 0 si f(x) = oo et g(x) = 0). Montrer que, pour g € [:%R(E, T, ),

J gdp= J fgdm.
Corrigé — On raisonne en trois étapes :

(a) Soit g € E,\{0}. Il existe donc ay,...,a, ER et Ay,..., A, €T tq. g = Zle a;ly,.
On a alors (en posant fg(x) =0si f(x) =coerg(x)=0) fg= Zle aifla, € My

et:
J-fgdm - i«aiJ-ﬂAidm = iﬂiM(Ai) = fgdp.

(Ce qui, bien siir, est aussi vrai pour g = 0.)

(b) Soit g € M. 1l existe alors (g,)nen C Ey 1.q. g, T g L’item précédent donne que
f fg.dm = J gndp. Avec le théoréeme de convergence monotone (pour y et pour
m, puisque f g, T g en posant toujours fg(x) =0 si f(x) = oo et g(x) =0), on en

déduit que fge M, et :
Jfgdm = J.gdyt. (4.37)

(c) Soit maintenant g € M. En appliquant (4.37) a|gl e M,, ona:

[ vpgtan = [ sigam = [ igan,
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et donc :
fgeLL(E,T,m) e ge Ly(E,T,p).

En fait, on peut ne pas avoir f g € EI}Q(E, T, m) car f g peut prendre les valeurs
+o0. L’assertion “f g € Lﬁg(E, T, m)” est a prendre, comme d’habitude, au sens “il
existe h € Eﬁ%(E, T, m)tq. fg=hpp.”. Ceci est vérifié car si J |fgldm < oo, ona
|f gl < oo p.p.. 1l suffit alors de changer f g sur un ensemble de mesure nulle pour
avoir une fonction mesurable prenant ses valeurs dans R.

Sige EI}Q(E, T, p), en écrivant (4.37) avec g* et g~ (qui sont bien des éléments de
M., ) et en faisant la différence on obtient bien que ffgdm = Igd}/t.

Exercice 4.27 (Suite bornée convergeant dans L') Soit (E, T, ) un espace mesuré,
(fu)nen C L]%Q(E, T, m)et f € Li(E,T,m). On suppose que f, — f dans L]E(E,
T, m) et qu’il existe C > 0 tel que |f,| < C p.p. et pour tout n € N. Montrer que

|, — f1>dm — 0 lorsque 1 — +co.

Corrigé — Comme la suite (f,),en converge vers f dans L%&(E, T, m), elle contient
une sous-suite qui converge p.p.. c’est-a-dire qu’il existe application ¢ strictement
croissante de N dans N t.q. fo(n) — f p.p.. Comme, pour tout n € N, |fou| < Cp.p., on
en déduit que |f| < C p.p..

Pour conclure, on remarque maintenant que

0< J|fn_f|2dm§ j(|fn|+|f|)|fn_f|dmﬁZCJIfn—f|dm—>0quandn—>+oo.

Exercice 4.28 (Comparaison de convergence dans L') On considere ici I’espace
mesurable (R, B(R)), ou B(R) est la tribu des boréliens sur R. On note A la mesure de
Lebesgue et, pour a € R, on note 0, la mesure de Dirac en 4. On pose p = 01 +0, +3A
(noter que p est une mesure sur B(RR)). Soit f I’application de R dans R définie par
f(x)=x3. On pose f, = f 1{=n,n) pour tout n € N. On pose L () = L]%(R,B(R), 1)

1. Montrer que, pour tout n € N, f, € L' (), et calculer a,, = ffndpt.

2. A-t-on convergence simple, convergence uniforme, convergence en mesure, conver-
gence dans L!(p) de la suite (f;,)en 2.

Exercice 4.29 (Convergence uniforme et convergence des intégrales)

Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,) ey C L' (= Lﬁ%(E, T, m)); on suppose que

f, converge uniformément vers f quand n — +co (plus précisément : il existe des

représentants des f,,, encore notés f,, t.q. f,, converge uniformément vers f).

1. A-t-on f € L! (plus précisément : existe-t-il F € L! t.q. f = g p.p. si g € F)?
[Distinguer les cas m(E) < +oo et m(E) = +o00.]
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2.Si fellet (Ifndm)neN converge dans R, a-t-on : lir}rn andm = ffdm?
n—+00

Exercice 4.30 (Convergence dans L' de fonctions positives) Soit (E, T, ) un es-
pace mesuré. On note L' 1’espace Li(E, T, m). Soit (f,)ueny C L! et f € L. On sup-
pose que, pour tout n €N, f, > 0 p.p., que f,, = f p.p. et que ffndm — jfdm
lorsque n — +oco. Montrer que f, — f dans L!. [On pourra examiner la suite

(f_fn)+~]

Corrigé — On pose h, = (f - f,)*. On a donc (h,),ex C LL(E, T, m) et h,, — 0 p.p..
De plus, comme f,, > 0 p.p., ona 0 < h, < f* p.p.. En effet, soit x € E t.q. h,(x) = 0.
On a alors, si f,(x) > 0 (ce qui est vrai pour presque tout x), 0 < h,(x) = f(x)— f,(x) <
fx)=f*(x)

Comme f* € Lﬁg(E, T, m), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a
cette suite (h,,),en, il donne que h,, — 0 quand n — +oo, c’est-a-dire

J(f — ) dm — 0, quand n — +oo. (4.38)
On remarque ensuite que
[ foram={r=gram- [ (- goam,
et donc, comme Ifndm — ffdm lorsque n — +oo,
J(f — fu)"dm — 0, quand n — +oo. (4.39)
De (4.38) et (4.39), on déduit
Jlf = fuldm — 0, quand n — +oo,

c’est-a-dire f,, — f dans L]}%(E, T, m), quand n — +oo.

Exercice 4.31 (Exemple de convergence)

On pose (E, T, m) = ([-1,1], B(R), A). Pour n € N, on pose f, =nljz1 1.

21’ 2n

1. Montrer que la suite ( f,,),cy est bornée dans L! et que la suite (I fnd\),en converge.

2. Peut-on appliquer le théoreme de convergence dominée ?

3. A-t-on convergence de la suite (f,),en dans Lﬁ(E, T, m)?

4. Montrer que pour toute fonction ¢ continue de [—1,1] a valeurs dans R, f fapdA
— f(pdéo lorsque n — +oo0.

Exercice 4.32 (Théoréme de Beppo-Lévi)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,),eny C L (= LﬁR(E, T,m))et f: E—>R,tels
que



4.11. EXERCICES 237

() fu — f p-p. lorsque n — +oo.
(ii) La suite (f,,),en est monotone, c’est-a-dire :

fus1 = fu p-p-, pour tout 1 € N,
ou

fui1 < fu P-p-, pour tout n € N.

1. Construire (g,)neny C £L'(= .CIlR(E,T,m)) etge Mtq. f, =g, p-p. f = ¢ PP
gn(x) — g(x) pour tout x € E, et g,,, 1 > g, pour tout n € N (ou g,,,1 < g, pour tout
n € N).

Corrigé — Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, que I’on note encore
Ja-

L’hypothese (i) donne qu’il existe A € T t.q. m(A) = 0 et f,(x) — f(x) pour tout
x € A"

L’hypothése (ii) donne que la suite (f,)),enest monotone. On suppose que cette suite
est monotone croissante (le cas monotone décroissante est similaire). 1l existe alors,
pourtoutn €N, A, €T t.q. m(A,)=0et f,;1 > f, sur AS,.

On pose B=AU (U,exyAy)- Onadonc Be T et m(B) = 0. Puis on pose g, = f,1pc
et on définit g par g(x) = f(x) si x € B et g(x) = 0 si x € B. On a bien f = g
P-P-» (§n)uen C LﬁQ(E:Tz m)), fu = &n P-P- €t §uy1 = &y (pour tout n € N). Enfin
n(x) — g(x) pour tout x € E, et g € M car g est limite simple d’éléments de M (voir
la proposition 3.19 sur la stabilité de M).

On remarque aussi que, pour tout n € N, f,, et g, sont deux représentants du méme
élément de L]i(E, T, m) et ffndm = fg,,dm.

2. Montrer que f € L' & lim ffndm eR.

n—+00

Corrigé — On reprend la suite (g,),eN et la fonction g construites a la question
précédente et on distingue maintenant les 2 cas de I’hypothese (ii).

Cas 1 : La suite (g,,),en €St supposée monotone croissante.

Dans ce cas, on a (g, — g0) T (¢ — o) quand n — +oo et, comme (g, — go) € M,
pour tout n € N, on peut utiliser le théoréme de convergence monotone dans M,
(théoréme 4.16). 1l donne ((g — ) € M, et)

J(gn —go)dm — J(g - go)dm quand n — +oo. (4.40)

On sait déja que (§—go) € M et que J |g—goldm = f(g—go)dm car (g—go) € M,.
La propriété (4.40) donne alors que (g — go) € L:IIR(E, T, m) si et seulement si la
limite de la suite (croissante) (I( 81— 80)dm) e est dans R (c’est-a-dire différente
de o0).
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Comme g, € ﬁ]%{(E, T, m), ona I(gn —go)dm = fgndm—fgodm et donc (g —
g0) € K%(E, T, m) si et seulement si la limite de la suite (croissante) (Jgndm)neN
est dans R.

Enfin, comme g = (g — Qo) + o et que gy € E]}{(E, T,m),onage [lﬁ%(E, T, m) si
et seulement (g — go) € [:%&(E, T, m) et finalement on obtient bien que g € [:IIR(E,
T, m) si et seulement la limite de la suite (croissante) (Jgndm)neN est dans R.

On conclut en remarquant que ffndm = fgndm pour tout n€Net f = g p.p..
Plus précisément :

— Si la limite de la suite (croissante) (ffndm)neN est dans R, on obtient que
g€ L) et donc que f € L]E(E, T, m) au sens ou il existe g € EIIR(E, T, m) t.q.
f = g p.p. (on confond donc | et la classe de g, c’est-a-dire {h € E%(E, T,
m); h=gp.p})

— Réciproquement, si f € LIIR(E, T, m), cela signifie qu’il existe h € K%{(E, T, m)
t.q. f =hp.p. (on a donc confondu f et la classe de h). Comme f = g p.p., on
a aussi h = g p.p.. Comme g € M, on obtient donc que g € ﬁﬁ{{(E, T, m) et
donc (g —go) € EIIR(E, T, m) ce qui donne, par (4.40), que la limite de la suite
(croissante) (andm)neN est dans R.

Cas 2 : La suite (g,,),en €St supposée monotone décroissante.

La démonstration est trés voisine de la précécente. On remarque que (8o — ¢,,) T
(g0 — &) quand n — +co et, comme (g9 — §,) € M, pour tout n €N, on peut
utiliser le théoreme de convergence monotone dans M. (théoreme 4.16). 1l donne

((80—8) €M, et)
J(go —gy)dm — J-(go —g)dm quand n — +oo. (4.41)

On sait déja que (§—go) € M et que Ilg—goldm = f(go —g)dm car (go—g) € M,.
La propriété (4.41) donne alors que (g — gy) € Lﬁ(E, T, m) si et seulement si la
limite de la suite (croissante) (f(go —g,)dm),cN est dans R (c’est-a-dire différente
de ).

Comme g,,8) € ZJI}Q(E, T, m), on a I(go —gy)dm = Igodm - fgndm et donc
(g—90) € Lﬁ(E, T, m) si et seulement si la limite de la suite (décroissante)
(Ig,,dm)neN est dans R (c’est-a-dire différente de —).

Enfin, comme g = (g — Qo) + o et que gy € Kﬂ{(E, T,m),onage ﬁﬁ%(E, T, m) si
et seulement (g — o) € E%&(E, T, m) et finalement on obtient bien que g € ,CIIR(E,
T, m) si et seulement la limite de la suite (décroissante) (Igndm)neN est dans R.

On conclut en remarquant que ffndm = fgndm pour tout n€Net f = g p.p.,
comme dans le premier cas.

3. On suppose ici que f € L!, montrer que f, — f dans L', lorsque 7 — +co.
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Corrigé — On utilise toujours la suite (g,),en et la fonction g construites a la
premiére question.

Comme f € L%&(E, T,m)onage [:Ilk(E' T, m) et la propriété (4.40) (ou la propriété
(4.41)) donne Igndm - Jgdm quand n — +oo et donc
flgn —gldm — 0 quand n — +co.

(On a utilisé ici le fait que (g, — g) a un signe constant et que g € [lIlR(E, T, m).)

Comme ||f, — fll = f|gn —gldm, on en déduit que f,, — f dans Lﬁa(E, T, m), quand

n — +oo.

Exercice 4.33 (Préliminaire pour le théoreme de Vitali)

Soit (E, T, ) un espace mesuré et soit f € L' (= LIIR(E, T, m)).
1. Montrer que pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que :

AeT, m(A)Sé:»f |fldm < e.
A

[Choisir un représentant de f et introduire f,, = inf(|f], n)].

Corrigé — En choisissant un représentant de f, cette question est démontrée a la
question I de ’exercice 4.16.

2. Soit € > 0, montrer qu’il existe C € T t.q. m(C) < +c0 et |fldm <e.
CC

1
[Choisir un représentant de f et considérer C,, = {x € E; — <|f(x)|}.]
n

Corrigé — Ici aussi, en choisissant un représentant de f, cette question est démon-
trée dans I’exercice 4.16 (question 2).

(Dans I’exercice 4.16, on choisit C,, = {1/n < |f| < n} car on souhaite avoir aussi,
pour ce représentant, supc |f|<+e0.)

Exercice 4.34 (Théoreme de Vitali)

Soient (E, T, ) un espace mesuré, (f,),en C L(= Lﬂ%(E, T,m)) et f : E—> R tq.
fu = f p-p-.

1. On suppose m(E) < +co. Montrer que f € L! et f,, — f dans L! lorsque 7 — +co
si et seulement si (f,),cn est équi—intégrable i.e. : Pour tout ¢ > 0, il existe 0 t.q.
(AeT,neN,m(A)<o= JAlfnldm <e).

[Pour montrer le sens =, utiliser la question 1 de I’exercice 4.33. Pour le sens <,
remarquer que Jlfn —fldm = fA |f — fldm + fAC |f,, — fldm, utiliser le théoreme
d’Egorov et le lemme de Fatou...]
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Corrigé — Sens(=) Soit € > 0. D’apres ’exercice 4.33 (premiere question), il existe,
pourtoutneN, d, >01tq. :

AeT, mA) <o, = f |[fuldm <e. (4.42)
A
On ne peut pas déduire de (4.42) I’équi-intégrabilité de (f,),en car on peut avoir
inf, 0, = 0.

Comme f € LY, il existe aussi 6> 0 t.q. :
AeT, m(A)§6:>J- |fldm <e. (4.43)
A

On va déduire I’équi-intégrabilité de la suite (f,),en en utilisant (4.42) et (4.43).

SoitAeT,ona:

L|fn|dm < Lm ~ fldm+ Llfldm < | 1fy - fldm+ Llfldm- (4.44)

Comme f, — f dans L' quand n — +oo, il existe ng € N t.q. ||f, — fll1 < € sin>ng.
Pour n > ngy et m(A) < 9, (4.44) et (4.43) donne donc IA |fuldm < 2e. On choisit

alors & = min{dy, . -+ 04,0} > 0 et on obtient, avec aussi (4.42) (pour tout n < ng) :
neN,AeT, m(A)sgéj |fuldm < 2e.
A
Ce qui donne I’équi-intégrabilité de la suite (f,),en-

Sens (<)

on veut montrer ici que f € L' et ||f, — f|l; — 0 quand n — +co.

Soit € > 0. L’équi-intégrabilité de la suite (f,),en donne I’existence de 6> 0 t.q. :

neN,AeT, m(A)SS:J |fuldm < 2e. (4.45)
A

Pour tout n € N, on choisit maintenant un représentant de f,,, encore noté f,. Comme
fu— f pp. il existe BeT t.q. m(B) =0 et f, — f sur BS. En remplacant f par
f1ge (ce qui ne change f que sur un ensemble de mesure nulle, donc ne change pas
les hypothéses du théoréeme), on a alors f € M car f est limite simple de la suite
(fulge)neny C M (noter que f est bien a valeurs dans R). Comme m(E) < +oo, on
peut utiliser le théoreme d’Egorov (théoreme 3.39); il donne I’existence de A € T
t.q. f, — f uniformément sur A°, c’est-a-dire sup,cac|fy(x)— f(x)] = 0 quand
n — +oo. On a donc aussi, pour ce choix de A,

Lc |fu — fldm < m(E)sup|f,(x) - f(x)] = 0, quand n — +oo.

xeAC

1l existe donc ny(e) € N t.q. fAc | — fldm < & pour tout n > ny(e). Avec (4.45), on
en déduit, pour tout n > ny(e) :

J-|fn—f|dmﬁJAC|ﬂz—f|dm+L|fn|dm+L|f|dm§25+L|f|dm.
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Pour majorer le dernier terme de ’inégalité précédente, on utilise le lemme de Fatou
sur la suite (|f,|1 A)nen (qui est bien dans M_). Comme liminf, . |f,|1a =|f|1a,
il donne avec (4.45),

f |fldm < liminfj|fn|1A <e.
A n—+00

On a donc, finalement,
nZnO(s):Jlfn—f|de3e. (4.46)

En choisissant n = ng(1), on déduit de (4.46) que f, — f € L' et donc que f =
(f = fu) + fu € LY. Cette appartenance étant, comme d’habitude a prendre au sens oii
il existe g € L t.q. f = g p.p. (en fait, ici, comme nous avons remplacé f par f1ge
ci-dessus, on a méme f € L1).

Puis, (4.46) étant vraie pour tout € > 0, on a bien montré que ||f,, — f|l; — 0 quand
1 — +00.

2. On suppose maintenant m(E) = +co. Montrer que : f € L' et f, — f dans L!
lorsque n — +co si et seulement si (f,),ecn est équi-intégrable et vérifie : Ve >
0,ACeT, m(C) < +o0 et Icc |fuldm < & pour tout n.

[Pour montrer le sens =, utiliser 1’exercice 4.33. Pour le sens <, utiliser I’exer-
cice 4.33, le lemme de Fatou et le résultat de la question 1.]

Corrigé — Sens (=)

(a) L’hypothese m(E) < +oo n’a pas été utilisée a la question précédente. La méme
démonstration donne donc ici I’équi-intégrabilité de la suite (f,),en

(b) On utilise maintenant la deuxiéme question de I’exercice 4.33.

Soit € > 0. Pour tout n €N, il existe C,, € T t.q. m(C,,) < +oo et Icf fodm < e

Comme f € L1, il existe aussi D € T t.q. m(D) < +oo et IDC fdm < e. Enfin, comme
fu — f dans L' quand n — +oo, il existe ng t.q. ||f,, — f|l; < & pour tout n > ny.

On choisit maintenant C = DU (UZOZ0 C,), de sorte que

m(C) < m(D) + Zm(Cn) < +oo,
n=0

C¢ c D€ et C¢ C C¢ si n < ng. Ce choix de C nous donne, pour tout n > ny,

LC |fuldm < ch |f|dm+f|fn — fldm < 2e,

et, pour tout n < ny,
j [fuldm < J [fuldm <e.
Ce C§

On a donc m(C) < +oo et JCC |fuldm < 2€ pour tout n € N.
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Sens (<)
on veut montrer ici que f € L' et||f,, — flli — 0 quand n — +oo.

Soit £ > 0. La deuxieme hypothése donne I’existence de C € T t.q. m(C) < +co et
|fuldm < e pour tout n € N. (4.47)
CC
Comme dans la question précédente, on peut supposer (en changeant éventuellement
f sur un ensemble de mesure nulle) que f € M. En appliquant le lemme de Fatou

a la suite (|fy|1ce)pen C M, on déduit de (4.47) que
J |fldm <e. (4.48)
CC

La premiére hypotheése (c’est-a-dire I’équi-intégrabilité de la suite (f,),en) donne
Pexistence de & > 0 t.q.

neN,AeT, m(A)sé:f |fuldm < e. (4.49)
A

On peut maintenant utiliser le théoréeme d’Egorov sur la suite ( f"lc )neN (qui converge
p-p- vers fi.) dans I’espace mesurable (C, Tc) ou T est la tribu {B€ T; BC C}. I
donne Uexistence de A C C, A€ T, t.q. m(A) < det f,, > [ uniformément sur A°NC.
On en déduit que

J- |fu — fldm <m(C) sup |f,(x)— f(x)| = 0 quand n — +co.
ANC xeANC

1l existe donc ng t.q.

n>ny= Ifu— fldm <e. (4.50)
AcNC

Enfin, en appliquant le lemme de Fatou a la suite (|f,|1a)neny C M., on déduit de
(4.49) que

f Ifldm <e. (4.51)
A

11 suffit maintenant de remarquer que

J1g=rams | i flame [ iggam e | 1fiam

+J |f,,|dm+f |fldm,
Cce Cce

pour déduire de (4.50), (4.49), (4.51), (4.47) et (4.48) que
n>ny= J‘lfn—fldmﬁ 5e.

On conclut comme a la question précédente. En prenant d’abord € = 1, on montre
que f € L' puis, comme € > 0 est arbitraire, on montre que fu — f dans L' quand
n— +oo0.

3. Montrer que le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue peut étre vu comme
une conséquence du théoreme de Vitali.
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Corrigé — Soient (f,)en C L' et F€L! t.q. |f,| < F p.p., pour tout n € N.

En utilisant I’exercice 4.33 sur F, on montre facilement 1’équi-intégrabilité de la suite
(f)n et Uexistence, pour tout € > 0, de C € T t.q. m(C) < +oo et JCE |fuldm < € pour
tout n € N (noter que si m(E) < +oo cette propriété est immédiate en prenant C =
E). 1l est alors facile de montrer le théoréme de convergence dominée a partir du
théoreme de Vitali.
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Exercice 4.41 (Paris groupés) Soit (€, .4, p) un espace mesuré tel que p(Q) = 1.
On se donne une suite (A,),cn: déléments de A telle que A, C (UzzlAp)C et
p(A,) = 1/2", pour tout n € N*.

1. En prenant (Q, A, p) = (]0,1[, B(]0, 1]), A), ol A est la mesure de Lebesgue sur les
boréliens de ]0, 1], donner un exemple d’une suite (A,,),en- Vérifant les hypothéses
demandées.

Corrigé — 1l suffit de prendre A, :]%, 2,11_1 [-

On se donne aussi une suite (a,,),en+ de R, avec o = 0. Pour n € N*, on pose

G, = <_an - 1)1A,l + 0y 1An+1-
2. Montrer qu’il existe une unique suite (o,,),cn telle que IGndp = 1 pour tout
n € N*. Avec ce choix de (a,),en:, on pose, pour n € N*, H, = Y I | G;. Montrer

que, pour tout n € N*,
andp =n.

Corrigé — On construit la suite (o) ,en+ par récurrence.
Soitn € N*. 8i G, = (o, = 1)1, + ayyq11p,,,, 0na
—a,—1 a4
JGndp = (_an - 1)p(An) + O‘n+1p(An+1) = ;,, 2::1 .
On choisit donc, pour n> 1, o1 = 2(a, + 1) + 21, On a bien fGndp =1 pour
tout n € N*,
On a alors, pour tout n € N¥, JH,,dp =Y, IGidp =n

3. Pour x € Q, on pose H(x) =}, G;,(x). Montrer que H(x) est bien défini pour
tout x € Q et que H=-1 p.p..

Corrigé — Les ensembles A, sont disjoints deux a deux, on a donc p(U,en-A,,) =
Y nen P(Ap) =Y ene 172" = 1. On en déduit que p((Uyen<A,)¢) = 0. Pour montrer
que H = —1 p.p., il suffit donc de montrer que H(x) = —1 pour tout x € U, A,
Soit x € U, en+ A, il existe un unique n € N* tel que x € A,,.

Sin=1, onaalors Gy(x) = -1 et G,(x) = 0 pour n> 1. Donc H(x) = —1.
Sin>1,onaalors G,(x)=—-0, -1, G,_1 =, et G,(x)=0sim=netm=n—1.
On en déduit bien que H(x) = —1.

On a bien montré que H= -1 p.p..

4. On choisit la suite (a,,),en pour que JGn dp =1 pour tout n € N*. Peut-on appli-
quer le théoreme de convergence dominée a la suite (H,,),,cn définie a la question
2?
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Corrigé — On a H,, — H p.p. mais JHndp + fHdp. Ceci montre que la suite
(H,,)en ne vérifie pas les hypothéses du théoréme de convergence dominée (c’est,
bien siir; I’hypothése de domination qui est manquante).

N.B. Cet exercice a une interprétation probabiliste un peu inattendue. I permet de
montrer que le fait de faire une infinité de paris favorables peut étre défavorable.

4.11.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Exercice 4.42 (Espérance et variance de lois usuelles) Soient (E, T, p) un espace
probabilisé et X une variable aléatoire réelle, de loi de probabilité pyx. Calculer
I’espérance et la variance de la variable aléatoire X dans les cas suivants :

1. px estla loi uniforme sur [4,b] (a,b e R, a < b);

2. px est la loi exponentielle ;

3. px estlaloi de Gauss.

Exercice 4.43 (Inégalité de Jensen) Rappel : Une fonction f de R dans R est convexe

si et seulement si pour tout a € R il existe ¢, t.q. f(x)— f(a) > c,(x — a) pour tout
xeR.

Soit f une fonction convexe de R dans R et X une v.a. sur un espace de probabilité
(Q,A,P). On suppose que X et f(X) sont intégrables. Démontrer 1’inégalité de
Jensen qui s’écrit

ff(X)dP > f(JXdP).
[Utiliser le rappel avec a bien choisi.]

Corrigé — On utilise le rappel avec a = E(X) = IXdP. On obtient pour tout w € Q)
f(X(w)) = f(a) 2 ¢;(X(w) —a).

Comme les fonctions f(X)— f(a) et X — a sont intégrables, la monotonie de I’intégrale
donne alors

f(f(X) ~f(a))dP > ¢, f(x —a)dP.

Comme IXdP = a, on en déduit f(f(X) — f(a))dP > 0, ce qui donne le résultat
demandé.

Exercice 4.44 (Sur I’équi-intégrabilité ) Soit (E,.4,P) un espace probabilisé et
(X,))sen une suite de v.a. (réelles). On rappelle que la suite (X,,),,cy st équi-intégrable
si fA |X,,|dP — 0, quand P(A) — 0 (avec A € A), uniformément par rapport a n € N.
Montrer I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :
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1. lim supf |X,|dP =0,
{IXul>a}

a—>o0 neN

2. sup J- |X,,|dP < +o0 et (X,,),en €qui-intégrable.
neN

Corrigé —
Démonstration de 1 = 2

Pour montrer que la suite (X,,),en est bornée dans LﬂQ(E, A, P), on remarque simplement

qu’il existe ag € R, t.q.
supj |X,|dP < 1.
neN {an|>aO}

On a alors, pour tout n € N,

J-|Xn|dP - J- IX,,|dP + f X, |dP < 1+ ay.
(X, l>a) (X, /<a)

Ce qui donne bien une borne pour ||X,,||;.

On montre maintenant I’équi-intégrabilité. Soit € > 0, il existe a € R, t.q.

supf IX,|dP <.
neN J{|X,,|>a)

On choisit & = €¢/a, on a alors pour tout A € A t.q. P(A) < d et tout n € N,

J |Xn|dP:J- |Xn|dP+j |X,,|dP < e+ad = 2e.
A AN{|X,,[>a} AN{|X,,|<a}

Ce qui prouve I’équi-intégrabilité de la suite (X,),eN-
Démonstration de 2 = 1

On pose M = sup,leNf|Xn|dP. On a donc M < +co et pour tout a € R et pour tout
n € N (par (4.6)),

M
PN > al) <
Soit € > 0. D’apres 'equi—intégrabilité de la suite (X,,),en il existe & > 0 tel que

neNAe A P(A)<6=> JA |X,|dP < €. On choisit alors ay = M/d. On a pour tout
a > ag et pour tout n € N, P({|X,,| > a}) < M/a <, et donc

f |X,|dP < e.
{IXyl>a)

On a bien ainsi montré la propriété 1.

Exercice 4.45 (Caractérisation de I’indépendance) Soit (€, .4, P) un espace proba-
bilisé, n > 2 et X1, X,,...,X,,, n variables aléatoires réelles. Montrer que 1’indépen-
dance de (X1, X5,...X,,) est équivalente a la propriété suivante :

n
V(ay,...,a,) €] - oo, +oo[", P[X; < ay,..., X, < a,] = ]_[P[Xi <a)  @473)
i=1



260 CHAPITRE 4. FONCTIONS INTEGRABLES

(La notation P[X < a] est identique a P({X < a}), elle désigne la probabilité de
I’ensemble {w € Q, X(w) < a}.)

Corrigé — Le fait que l'indépendance de (X1,X,,...X,,) entraine la propriété (4.73)
est immédiat car I’ensemble {X; < a;} appartient a la tribu engendrée par X; (pour tout
a;eRetiell,..., n})

On montre maintenant la réciproque, c’est-a-dire que (4.73) entraine ’indépendance
de (X1,X5,...X,,). On note D = {]—00,a], a€ R} et C = DU{R} (on a donc A € C si et
seulement si A € D ou A =R). L’hypothese (4.73) donne
n n
P(ﬂ{Xi eA}) = ]_[P({Xi € A;}) pour tout A; € D.
i=1 i=1
Mais, comme R = | J,,en] — 00, 1] une conséquence facile de la continuité croissante de

P est que
n

P(ﬂ{Xi €A} = ﬂp({x,. € A;}) pour tout A; € C. (4.74)
i=1 i=1

Nous allons, a partir de (4.74), montrer, par récurrence sur q (q allantde 1 an+1), la
propriété suivante :
n n
P(ﬂl{xi €A = ]_I[Puxi ) “75)
1= 1=
pour tout A; € B(R) t.q. A; eCsii>q.
Par définition de v.a.r. indépendantes (définition 3.29), la propriété (4.75) pour g = n+1
donne 'indépendance de (X1,X,,...,X,).

Pour q =1, la propriété (4.75) est donnée par (4.74). Soit maintenant q € {1,...,n} t.q.
(4.75) soit vraie. On montre maintenant que (4.75) est encore vraie pour q+ 1 au lieu de
q (ce qui termine la récurrence).

Soit A; € B(R) donnés pour i # q, avec A; € C si i > q. Pour tout A, € B(R), on définit
m(Ay) et W(Ay) de la maniere suivante :
n n
m(Ag) = P(()(Xi € AiD), w(Ay) = [ [PUX; € A,

i=1 i=1
La o-additivité de P donne que m et y sont des mesures sur B(R). L’hypothése de
récurrence (c’est-a-dire le fait que (4.75) est vraie) donne que ces deux mesures sont
égales sur C. On peut alors appliquer la proposition 2.31 (car C engendre B(R), C est
stable par intersection finie et R € C, m(R) < o0). Elle donne que m = p (sur tout B(R)),
ce qui montre que (4.75) est encore vraie pour q+ 1 au lieu de q.

On a bien terminé la récurrence et montré ainsi ’indépendance de (X1,X5,...,X,,).

N.B. Une démonstration (probablement plus directe) de cette derniére implication peut
se faire en utilisant une généralisation de la proposition 2.31 a R". Cette méthode
permet d’éviter la récurrence sur q.
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B

Exercice 4.46 (Sign(X) et |X| pour une gaussienne) On définit la fonction “sign’
par :

1 sis>0,
sign: R —{-1,0,1}, s+>sign(s)=4-1 sis<0 (4.76)
0 sis=0.

Soit (Q),.A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. gaussienne centrée (c’est-a-dire
2
1 7 of . £
o2, ol ¢ > 0 est la racine carré de la
V2mo ’
variance de X). Montrer que sign(X) et |X| sont indépendantes et préciser leurs lois.
Méme question avec sign(X) et X?.

e

Px = fA avec, pour x € R, f(x) =

Corrigé — OnposeY =sign(X) et Z = |X|. Pour montrer que Y et Z sont indépendantes
il suffit de montrer que E(@(Y)P(Z)) = E(@(Y))E(P(Z)) pour toutes fonctions ¢ et P
boréliennes bornées de R dans R (en fait, par définition de I’'indépendance, il suffit de
considérer @ =1, et P = 1p avec A, B € B(R)).

Soit @, boréliennes bornées de R dans R. On a, en utilisant f(—x) = f(x) :

E(p(Y)(p(2)) = fQ (sign(X))p(X|)dP = fR@<sign<x>>¢<|x|>f<x>dx
~ o) [ wt0ft ot [ pt-nrmas

= (1) +o(=1) . B(x)f (x)dx.

En prenant Y = 1, on a E(@(Y)) = 3(@(1) + ¢(-1)) car j& fx)dx = 1.

En prenant ¢ = 1y, on a E(Y(Z)) = fR P(x)2f (x)dx.

On en déduit que E(@(Y)P(Z)) = E(@(Y))E(P(Z)) pour toutes fonctions ¢ et P boré-
liennes bornées de R dans R et donc que Y et Z sont indépendantes. On obtient aussi
que Py = %(61 +0_1) et Pz = g\ avec g = 2f 1y _ (c’est-a-dire que Py est la mesure
de densité g par rapport a la mesure de Lebesgue). Noter que E(p(Y)) = JR @dPy et
E(p(2)) = IR @dPy si @ est borélienne bornée de R dans R, ce qui caractérise Py et
Py (voir (4.11) ou le théoreme 4.58, par exemple).

Pour montrer I'indépendance de sign(X) et X?, on remarque que X* = Z*. Comme Y
et Z sont indépendantes, les v.a.r. Y et Z? sont aussi indépendantes (voir la proposi-
tion 3.30) et donc sign(X) et X? sont indépendantes.

1l reste & trouver la loi de X?. On a, pour ¢ borélienne bornée de R dans R, en utilisant

f(ox) = f(x),
E(@(X?)) = f

R

2 _ 2 _ f(W)
olx )f(x)dx—2J;R+<p(x )f(x)dx—J-ch(y) N
f(Wx)

Ce qui donne Py2 = hA avec h(x) = i pourx >0 et h(x) = 0 pour x < 0.
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Exercice 4.47 (V.a. gaussiennes dépendantes) Soit ((),.4, P) un espace probabilisé,
o1 > 0, 0, > 0 et Xy, X, deux variables aléatoires réelles indépendantes et telles que :

X1 ~N(0,07) et X5 ~ N(0,07).

9
~

(le signe signifie “a pour loi”.) Construire deux v.a. Y; et Y, t.q. X; ~ Y1, X5 ~ Y,
et Y; et Y, soient dépendantes.

Exercice 4.48 (V.a. gaussiennes dépendantes, a covariance nulle) Soit (Q,.4,P)
est un espace probabilisé et X, S deux v.a. réelles, indépendantes, t.q. X ~ N (0,1) et
S a pour loi Pg = %61 + %6_1. (Il est possible de construire un espace de probabilités
et des v.a. indépendantes ayant des lois prescrites, voir le Chapitre 7.)

1. Montrer que SX ~ N (0, 1).

Corrigé — Pour x € R, on pose f(x) = ﬁe_%xz de sorte que la loi de X est de

densité f par rapport a la mesure de Lebesgue. Soit A € B(R), on note —A = {—x,
x € A}. Comme f est paire, on a :

J.f dx—J-f dx—ff P(X € A).

On remarque maintenant que P(SX € A) = =1,XeA)+P(S=-1,X e (-A)).
Comme S et X sont indépendantes, on a :

—_

P(S=1,XeA)=P(S=1)P(X € A) = —P(X € A),

N

P(S=-1,X€e(-A))=P(S=-1)P(X € (-A)) = %P(X € (-A)).

Comme P(X € (-A)) = P(X € A), on en déduit P(SX € A) =P(X € A). Les v.a.r. SX
et X ont donc méme loi, et donc SX ~ N (0,1).

2. Montrer que SX et X sont dépendantes.

Corrigé — On raisonne par I’absurde. On suppose que SX et X sont indépendantes.
La proposition 4.59 donne alors E(|SX||X]|) = E(|SX|)E(|X]|) (noter que la fonction
s &> |s| est borélienne positive). Comme |S| = 1 p.s., on a donc :

E(X?) = E(SXIIXI) = E(SX)E(IX]) = E(IX])”.
Comme E(|X]|) < +00, on en déduit que Var(|X|) = 0, ce qui est impossible car |X|

n’est pas égale p.s. a sa moyenne (sinon, la loi de |X| serait une masse de Dirac et
non pas une loi de densité par rapport a la mesure de Lebesgue).

3. Montrer que Cov(SX, X) = 0.

Corrigé — Comme SX ~ N(0,1) et X ~ N(0,1), on a E(SX) = E(X) = 0. Comme
S et X sont indépendantes (et S et X? intégrables), on a (proposition 4.59) SX? inté-
grable et E(SX?) = E(S)E(X?) = 0. On en déduit Cov(SX,X) = E([SX — E(SX)][X -
E(X)]) = E(SX?) = E(S)E(X?) = 0.
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4. (Question subsidiaire.) On ne suppose plus I’existence de S, mais on suppose qu’il
existe Y v.a. gaussienne indépendante de X. Montrer que si Y ~ N (0, 52), avec
o > 0, il est possible d’utiliser Y pour construire S, v.a. indépendante de X et telle
que P = %61 + %6_1.
Corrigé — Il suffit de prendre S = sign(Y) ou la fonction sign est définie par (4.76);
noter que sign ’est une fonction borélienne de R dans R. Les variables aléatoires
X et S sont indépendantes (par la proposition 3.30, mais la preuve est facile ici car
la tribu engendrée par ©(Y) est incluse dans celle engendrée par Y dés que @ est
borélienne). Enfin, on a P(S=1) =P(Y > 0) = % =P(Y <0)=P(S=-1), ce qui
donne bien Pg = %61 + %6_1.

Exercice 4.49 (Limite p.s. et indépendance) Soit ((, .4, P) un espace probabilisé,
(X,1)nen+ une suite v.a.r. et X, Y deux v.a.r.. On suppose que, pour tout n € N*, X, et
Y sont indépendantes et on suppose que X,, — X p.s., quand n — +oco. Montrer que
X et Y sont indépendantes.

Corrigé — Soit ¢, P € C.(R,R). Comme X,, et Y sont indépendantes, on a (voir la
proposition 4.59), pour tout n € N,

E(@(X5)h(Y)) = E((X,))E(b(Y)). (4.77)

Comme @ est continue, on a ©(X,;) = @(X) p.s. et (X,))V(Y) = @(X)P(Y) p.s.. les
convergences sont dominées car |p(X,)| < sup{ep(x), x € R} (et [P(Y)| < sup{(x),
x € R}). On peut donc utiliser le théoréeme de convergence dominée, il donne

Tim_E(@(X,)9(Y) = E(@(X)p(Y)) er_lim E(@(X,) = B((X)).
En passant a la limite dans (4.77), on en déduit que

E(@(X)(Y)) = E((X))E(h(Y)).

La proposition 4.61 permet de conclure que X et Y sont indépendantes.

Exercice 4.50 (Exponentielle d’une v.a. gaussienne) Soit (C, A, P) un espace pro-
babilisé et X une v.a.r. t.q. X ~ N (0,1). Soit Y = exp(X). Calculer la moyenne, la
variance et la densité de Y (si elle existe).

Corrigé — On calcule tout d ’ab()rd la moyenne et la variance de Y

E(Y):L)ede:'[Re \/—_T(e de_mfeze
E(Y%:L&MP: . \/_ 5 dx = \/ﬁj dx = 2.

On a donc Var(Y) = E(Y?)—E(Y)? =e?> —e=e(e—1).
On cherche maintenant la loi de Y.

\/_

Soit ¢ une fonction borélienne bornée de R dans R. On a

E(g(Y)) = fR@(ewLe—’fdx,
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Le changement de variable y = e* donne alors
1 In(y)?
2

E(cp(Y»:fO o) e oy

La v.a.r. Y a donc une densité. Cette densité est donnée par la fonction g définie par :

| _nw?

g(y):mye T siy>0etg(y)=0siy <0.

Exercice 4.51 (Loi du x?) Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. t.q.
X ~ N(0,1). Calculer I’espérance, la variance ainsi que la densité de la v.a.r. X2.
(Remarque : cette loi s appelle loi du x? a 1 degré de liberté.)

Exercice 4.52 (Conséquence du lemme de Borel-Cantelli) Soit (Q), .4, P) un espace

probabilisé et (X,,),cn+ une suite de v.a.r.ii.d. de loi normale centrée réduite (c’est-a-

dire que la loi de X; est la mesure de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue
1

avec f(x) = T exp(—x—;) pour tout x € R).

2

1. Montrer que pour tout x > 0, P(|X,,| > x) < \/%% exp(=-).

Corrigé — Soitx>0, ona

® 1 2 2 _2 2 <2
xP(|X,| > x) = 2x e 2dt<,]— te” 2 = [—e 2.
x V2T T Jx T

Xl 1 ps..

\/21In(n)

Corrigé — Soit a > 1. Pour n € N, on pose A, , = {|X,,| > a/2In(n)} et A, =
MNnen Uksn Ak,a- On va montrer les deux propriétés suivantes :

(pl1) P(A,)=0sia>1.

(p2) P(Ay) = 1.

2. Montrer que limsup,,_,_

Xal

La propriété (p2) donne que P({limsup,_, P >1})=1car
nn
X
A C {limsupl >1
n—+oo /21In(n)
La propriété (pl) donne que P({limsup,,_,, Xal 1) =0 car
=+ | [21n(n)

. Xl
{limsup ———= > 1} C A
v 21In(n) U o

1,
peN*

et P(UpeN* A{H%) < Z;":l P(AM%) = 0. Il reste a montrer (pl) et (p2). Ce que ’on
fait ci apres en reprenant la démonstration du lemme de Borel-Cantelli (exercice
2.35).
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Démonstration de (p1). On a P(Uys, Aka) < 2o, P(Axq). La lere question donne
alors, avec b = a? > 1

Ay ) 1/ = — 0, quand n — +oo,
]g a\/2ln k

car c’est le reste d’une série convergente. Par continuité décroissante de P on a donc

P(A,) = 0.
Démonstration de (p2). On a
m
P(UAkJ) —1- P(ﬂ AS)=1- ’ii_r)r;oP(ﬂ(Airl)). (4.78)
k>n k>n k=n

(On a utilisé ici la continuité décroissante de P ). On utilise maintenant ’indépendance
des X,,, on obtient, pour m > n,

bn,mzpﬂA;I ]_[PA;1
k=n

Si on montre que lim,,_,, b, ., = 0 (pour tout n) on aura, par (4.78),
P JAe) =1
k>n

pour tout n et donc, par continuité décroissante de P, P(A1)=1, ce qui montre (p1).

Il reste donc a montrer que lim,,,_, ., by, ,, = 0. Pour cela, on remarque que, si b,, ,,, # 0,

ona
(bu) = ) _In(P(A 1)) = ) In(1=P(Ag1)).
k=n k=n

Comme In(1 —u) < —u pour u € [0, 1], on en déduit

m m 2 1 1
In(b - E P(A - Vo Ak
n(by,m) < — (Ag) < I; T 2ln(k)k

et donc In(b,, ) — —oco0 quand m — oo car la série de terme général 1/(k+/In(k)) est
divergente. On a donc finalement lim,,,_,, by, ,,, = 0 ce qui termine la démonstration
de (p1) (et termine [’exercice).

Exercice 4.53 (Sur la somme de v.a.r.i.i.d. intégrables) Soit (Q,.4,P) un espace
probabilisé, (X,,),en+ une suite v.a.r.i.i.d. et N une v.a. a valeurs dans N*. On pose

N{w) X, (w)). Pour

Sn = X; +... + Xy (c’est-a-dire que, pour w € Q, Sy(w) = ), -4

n e N, onpose A, = {w e Q, N(w) = n}.
1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r. N, Xy, ..., X,,,... sont indépendantes.
Pour n € N*,onpose Y, =) ;1 X, et Z, =) p_; [X,|.

(a) Soit n € N*. Montrer que 15 et Y, sont des v.a.r. indépendantes et que 15 et Z,
sont des v.a.r. indépendantes. [On pourra utiliser la proposition 3.30.]
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Corrigé — On utilise la proposition 3.30. Comme fonction borélienne de R
dans R on choisit ¢ = 1y, et comme fonction borélienne de R" dans R on
choisit Y(xy,...,x,) = Y_}_; xi. La proposition 3.30 donne alors que @(N) et
U(Xy,...,X,) sont des v.a.r. indépendantes. Ceci montre que 1, etY, sont indé-
pendantes car @(N) =1, et O(Xy,...,X,) =Y,

En prenant maintenant \p(xy,...,X,) = X,’jzl |x;|, on montre aussi que Ia, et Zy
sont indépendantes.

(b) On suppose que N et X; sont intégrables . Montrer que Sy est intégrable et
calculer E(Sy) en fonction de E(N) et E(X;). [On pourra remarquer que Sy =

Y Ia, Y, et ISnl < X5y lAnZn-]

Corrigé — Sy est bien une v.a.r. (SN prend ses valeurs dans R et est mesurable
comme limite de fonctions mesurables). Comme |S\| < Y 521 1 Z,,, on a grdce a
Pindépendance de 1, et Z,, (et le théoreme de convergence monotone)

E(ISxl) = ) E(1a,)B(Zy) = ) nP(N = m)E(Xy]) = B(N)E(Xy]).
n=1 n=1

Ceci prouve que Sy est intégrable. Cela prouve aussi que la série de terme général
14,Y, est absolument convergente dans L]%%(Q, A,P). Cette série est donc aussi
convergente dans le méme espace et on obtient ainsi (grdce a l'indépendance de
Ia, etYy,)

E(Sn) =) E(1x,)E(Y,)= ) nP(N=mE(X;) = E(N)E(X)).
n=1 1=1

=

2. On suppose maintenant que A, € 6(Xy,...,X,,) pour tout n € N* (ot 6(Xy,...,X,,)
est la tribu engendrée par X1,..., X,,).

(a) Montrer que 1;,<n) et X, sont des v.a.r. indépendantes.

Corrigé — On pose B, = {N > n}. On a donc B, = UZ;% Ay. Comme Ay €
o(Xy) co(Xq,...,X—1) pour 1 <k <n-1, onadonc B, € 5(Xy,...,X,_1) et
donc o(1g,) Co(Xy,..., X, 1)

Enfin, comme 6(X1),...,0(X,,) sont des tribus indépendantes, la proposition 2.59
donne 'indépendance de 6(X,;) et 6(X1,...,X,_1)- On a donc 'indépendance de
o(X,,) et o(1p,), c’est-a-dire I'indépendance de X,, et 1y, .

(b) On suppose que N et X; sont intégrables . Montrer que Sy est intégrable et calcu-
ler E(Sy) en fonction de E(N) et E(X ). [On pourra écrire Sy = } 721 1(<nyXoi-]

Corrigé — On reprend la démonstration de la question 1(b). On a

ISND < ) Lpueng Xl
n=1
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Avec le théoreme de convergence monotone et I'indépendance de 1(,<ny et |X,,], on

a donc
(o)

E(ISx]) < ) E(lnen E(X,D) = ) P({n < NDE(X4]) = EN)E(X, ),
n=1 n=1
car Y ;2 P({n < N}) = Y 2, kP(N = k) = E(N). Comme a la question 1(b),
ceci montre que Sy est intégrale et que la série de terme générale 1(,<\)X,, est
absolument convergente (et donc convergente) dans L} &(Q, A, P). On obtient ainsi

E(Sy) = ZE 1(u<n))E ZP ({In < N)E(X;) = E(N)E(X,).

Exercice 4.54 (Dés pipés) Soit (Q2,.4,P) un espace probabilisé et X,Y deux v.a.r.
indépendantes, bornées et prenant leurs valeurs dans N*.

1. Soit t € R. Montrer que
E(tXY) = E(#X)E(tY).

Corrigé — Comme X et Y sont des v.a.r. indépendantes, on a E(o(X)P(Y)) =
E(@(X))E(P(Y)) pour toutes fonctions ¢ et \p boréliennes bornées de R dans R.
On peut alors choisir ¢ et t.q.

@(s)=P(s)=t° sis e Im(X)UIm(Y) UIm(X +Y)
et, par exemple, @(s) = P(s) = 0sis ¢ Im(X)UIm(Y)UIm(X +Y) (la fonction ¢ est
bien borélienne bornée de R dans R) On obtient alors pour tout w € Q,
P(X(w)) = X, P(Y(w) = 111 et (X (@) P(Y () = XYW = XY@,
On en déduit que
E(£Y) = E(@(X)p(Y)) = E(9(X))E((Y)) = E(t)E(tY).

2. On suppose maintenant que Im(X) = Im(Y) ={1,2,3,4,5,6} et que P({X = i}) =
pi>0,P({Y=1i})=¢q;>0pourie{l, 23,456}

On pose P({X+Y =1i})=r; pouri ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

Montrer qu’il est impossible que #; soit indépendant de i (¢’est-a-dire r; = 1/11 pour
tout i entre 2 et 12). [On pourra raisonner par 1’absurde et montrer que si r; = 1/11
pour tout i entre 2 et 12, on a alors (1 — 1) =11(1 - t)(Z?:O pi+1ti)(Z?:0 gisit')
pour tout ¢ € R, ce qui est impossible. .. ]

Corrigé — Comme X + Y ne peut prendre que des valeurs entiéres comprises
entre 1 et 12, on a bien siir 211:22 r; = 1. On suppose que r; ne dépend pas de
i (quand i € {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}). On a donc r; = 1/11 pour tout i €
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. On utilise alors la premiere question. Soit t € R, t = 1,

ona
12 12 2 10

, 1 C (1=t
E tX+Y _ = _tl _ tl — ,
(#0) = erl 111 11(1-1)

6 5
tX Zplt = thl+lt E(tY) = Zﬂiti = tZﬂiH .
i=1 i=0



268 CHAPITRE 4. FONCTIONS INTEGRABLES

La premiéere question donne alors

5 5
1=t =110-00)_ piat))_qiaat). (4.79)
i=0 i=0

On a démontré (4.79) pour tout t = 1, mais elle aussi trivialement vraie pour t = 1.
On a donc bien (4.79) pour tout t € R.

L’égalité (4.79) donne 1’égalité de deux polynomes (de degré 11) sur R. Mais, cette
égalité est impossible. En effet, le polyndome au membre de gauche ne s’annule (dans
R) que pour t = 1. Or, 21'5:0 Pi+l t' est un polynéme de degré impair, il s’annule donc
au moins une fois dans R. On note t, un nombre réel annulant ce polynéme. On a
to =1 car Z?:o pir1 = 1. L’égalité (4.79) est donc impossible au point t.



