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Chapitre 5

Intégrale sur les boréliens de R

5.1 Intégrale de Lebesgue et intégrale des fonctions conti-
nues
Nous commengons par comparer 1’intégrale de Lebesgue (définie sur (R, B(R), A))

a I'intégrale classique des fonctions continues (et plus généralement des fonctions
réglées).

Soit I un intervalle de R (borné ou non). On rappelle que B(I) = {A € B(R), A C I}.
On peut donc considérer la restriction a 3(I) de la mesure de Lebesgue définie sur
B(R). On notera en général (un peu incorrectement) aussi A cette mesure sur 3(I).

Proposition 5.1 Soit —co < a < b < +oo. Soit f € C([a,b],R).

Alors, f € [IIIR([a, bl,B([a,b]),A) et ffd)\ = Lb f(x)dx (cette derniére intégrale est a
prendre au sens de l'intégrale des fonctions continues vue au Chapitre 1).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition fait I’objet de 1’exercice
4.5 page 213. En fait I’exercice 4.5 s’intéresse au cas [0, 1] mais s’adapte facilement
pour le cas général [a, b]. (]

Remarque 5.2

1. Si I est un intervalle de R dont les bornes sont 4, b € R (I peut étre fermé ou ouvert
enaetb)etsi f e LY(I,B(I),\) ouL(I,B(I),\), on notera souvent :

J fdA= f Flx)dA(x) = Lb f(x)dx.
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Cette notation est justifiée par la proposition précédente (proposition 5.1) car, si [
est compact, I’intégrale de Lebesgue contient I’intégrale des fonctions continues (et
aussi I’intégrale des fonctions réglées et aussi I’intégrale de Riemann, voir I’exercice
5.2).

2. Soient —co <a<b<+ooet f € C([a,b],R).

La proposition 5.1 donne que f € £]§([a, b], B([a,b]), A)). En fait, on écrira sou-
vent que f € LIIR([a,b], B([a,b]), A)), c’est-a-dire qu’on confondra f avec sa
classe dans Lﬁ([a,b],B([a,b]), A), qui est I’ensemble {g € L']ﬁ([a,b], B([a,b]), \);
g = f p.p.}. On peut d’ailleurs noter que f est alors le seul élément continu de
{g e ﬁﬁq{([a, b],B([a,b]),\); g = f p.p.} comme le montre la proposition suivante
(proposition 5.3).

Proposition 5.3 Soient I un intervalle de R de longueur strictement positive et f,g €
C(L,R). On suppose que f = g A-p.p.. On a alors f(x) = g(x) pour tout x € L.

Cette proposition est démontrée a 1’exercice (corrigé) 3.11 page 140 pour I =R. La
démonstration pour I quelconque est similaire.

Proposition 5.4 Soit f € C.(R,R) (c’est-a-dire que f est une fonction continue
a support compact). Alors f € £]§(R,B(R), A). (Ici aussi, on écrira souvent f €
L (R, B(R),1).)

De plus, si a,b € R sont t.q. a <b et f =0 sur[a,b]° (de tels a et b existent). Alors,

b LN . 7z 7. N b z
J fd\= L f(x)dx (cette derniére intégrale étant a prendre au sens de l’intégrale des
fonctions continues vue au Chapitre 1).

DEMONSTRATION — On remarque d’abord que f est borélienne car continue. Puis,
pour montrer que f est intégrable, on utilise la proposition 5.1. Comme f est a support
compact, il existe a,b e Rt.q. a < b et f =0 sur [4,b]°. On a alors, par la proposition
5.1,

fian € C[a,bLR) C Ly ([a,b], B([a,b]), V).

On a donc flfld)» = Ilfhm |d)\ < coetdonc f € Eﬁ(R,B(R), A). Enfin, la proposition

5.1 donne aussi : .
J‘fl[a,b]d)‘ = f f(x)dx.
a

D’ou I’on conclut bien que de)\ = Jub f(x)dx. (]

Le résultat précédent se généralise a I’intégrale de Riemann des fonctions Riemann-
intégrables (construite a partir des sommes de Darboux). Ceci fait I’objet de 1’exercice
5.2.
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5.2 Mesures abstraites et mesures de Radon

Remarque 5.5 Les propositions 5.1 et 5.4 donnent les résultats suivants :

1. Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = f fdA. L application L est une application
linéaire (de C.(R,RR) dans R) positive, c’est-a-dire que f > 0 = L(f) > 0. (On
rappelle que f > 0 signifie que f(x) > 0 pour tout x € R.)

Plus généralement, soit m une mesure sur (IR, B(RR)), finie sur les compacts. Il est
facile de voir que C.(R,R) C L]%{(R, B(R), m) (en toute rigueur, on a plutoét C.(R, R)
C £[1R(R,B(R), m)). Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = Ifdm. L’application L est
une application linéaire (de C.(R,R) dans R) positive (ou encore une forme linéaire
positive).

On peut montrer une réciproque de ce résultat (théoréme 5.6).

2. Soit —co < a < b < oo. Pour f € C([a,b],R), on pose L(f) = Ifd}\. L’application L
est une application linéaire (de C([a, b], R) dans R) positive.

Ici aussi, plus généralement, soit m une mesure finie sur ([a,b], B([a, b])). 11 est
facile de voir que C([a,b],R) C Lﬁg([a,b],b’([a,b]),m) (ou plutdt C([a,b],R) C
Eﬂ%([a, bl, B([a,b]),m)). Pour f € C([a,b],R), on pose L(f) = Ifdm. L application
L est une application linéaire (de C([a, b], R) dans R) positive (ou encore une forme
linéaire positive).

Ici aussi, on peut montrer une réciproque de ce résultat (voir la remarque 5.15).

On énonce maintenant des résultats, dus a F. Riesz, qui font le lien entre les applications
linéaires (continues ou positives) sur des espaces de fonctions continues (applications
que nous appellerons mesures de Radon) et les mesures abstraites sur B(R) (c’est-
a-dire les applications c—additives sur les boréliens de R, 2 valeurs dans R ou R,
non identiquement égales a +c0). Le théoréeme 5.6 donné ci apres est parfois appelé
“Théoreéme de représentation de Riesz en théorie de la mesure”. Dans ce livre, nous
réservons I’appellation “Théoréme de représentation de Riesz” pour le théoreme 6.56
de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert.

Théoreme 5.6 (Riesz) Soit L une forme linéaire positive sur C.(R,R), c’est-a-dire
une application linéaire positive de C.(R,R) dans R. Alors il existe une unique mesure
m sur (R, B(R)) t.q. :

V fecC, L(f):dem.

De plus, m est finie sur les compacts (¢’est-a-dire m(K) < +oo pour tout compact K
de R.)
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Proposition 5.8 Soit d > 1, m et p deux mesures sur B (RY), finies sur les compacts.
On suppose que jfdm = de}/t, pour tout f € C.(R%,R). Alors m = W

La démonstration de cette proposition peut se faire en utilisant la proposition 2.31.
Elle est faite pour d = 1 au chapitre 4 (proposition 4.60). Sa généralisation au cas
d > 1 est laissée en exercice.

Remarque 5.9 Le théoréme 5.6 donne un autre moyen de construire la mesure de
Lebesgue que celui vu au chapitre 2 :

Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = Lbf(x)dx, ou a,b € R sont choisis pour que
f =0 sur [4,b]° (on utilise ici I’intégrale des fonctions continues sur un compact de
R). L’application L est clairement linéaire positive de C,.(R,R) dans R. Le théoréme
5.6 donne donc I’existence d’une mesure m sur B(R) t.q. ffdm = L(f) pour tout
f € C.(R,R). Cette mesure est justement la mesure de Lebesgue (elle vérifie bien
m(Ja,b[) =b—apourtouta,b eR, a<b).

Définition 5.10 On définit les espaces de fonctions continues (de R dans R) suivants :

Cp(R,R) = {f € C(R,R); sup|f (x)| < +oo},

xeR
Co(R,R) ={f € C(R,R); f(x) = 0 quand |x| — +oo},
C./(R,R) ={f € C(R,R);AK Cc R, K compact, f = 0 sur K}.

Pour f € Cy(R,R), on pose ||f|l, = sup,eg |f (x)|. La norme || - ||, s’appelle norme de
la convergence uniforme (elle est aussi parfois appelée norme infinie.)

Il est clair que C.(R,R) ¢ Cy(R,R) Cc Cyp(R,R) et on rappelle que C,(R,R) et
Co(R,R) sont des espaces de Banach (e.v.n. complet) avec la norme || - ||,. Ces
espaces seront parfois notés, en abrégé, C., Cg et Cy,.

Remarque 5.11 Soit m une mesure finie sur B(R), alors C,(R,R) C Lﬁ(R, B(R), m)
(en toute rigueur, on a plutdt C, C Lﬁg(R,B(R),m)). Pour f € Cy(R,R), on pose
L(f) = f fdm. Lapplication L est alors une application linéaire sur C,(R,R). On
munit Cy(RR,R) de la norme de la convergence uniforme, L’application L est alors
continue (car L(f) < m(R)||f||,, pour tout f € C,(RR,R)). L’application L est aussi
positive, c’est-a-dire que f > 0 = L(f) > 0. On donne ci-apres des réciproques
partielles de ces résultats.
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5.3 Changement de variable, densité et continuité

On montre dans cette section quelques propriétés importantes de I’espace L%K(R, B(R),
A) (et éventuellement de L]E(R, B(R), ) si p est finie sur les compacts).

Proposition 5.19 (Changement de variable affine) Soient « € R*, p e Ret f €
LYR, B(R),\). On définit

g : R—>Rparg(x) = f(ax+p) pour x e R.

jgd)\: %de)\.

Le méme résultat reste vrai en remplacant L' par L.

Alors, g € LY(R, B(R),\) et

DEMONSTRATION — 1. On pose ¢@(x) = ax + p, pour tout x € R, de sorte que g =
f o@. Comme f et ¢ sont boréliennes (noter que ¢ est méme continue), g est aussi
borélienne, c’est-a-dire g € M.

2. Pour montrer que g € L}(R, B(R), \) et
1
dXZ—f dx, 5.4
Jon=gi | 1

on raisonne en plusieurs étapes :
(a) On suppose que f =1, avec A € B(R) tel que A(A) < +co.Onaalorsg=1,, p

(avec éA - % = {éx B xe A}). Onadonc g € L1(R, B(R), \) et (5.4) est vraie

o’
(car on a déja vu que X(%A - E) = ﬁ)\(A), dans la proposition 2.48).

o
(b) On suppose que f € £, N LY (R, B(R), ).
Il existe donc ay,...,a, > 0 et Ay,...,A, € T tq. f = Y. a;15,. Comme
f e LY(R,B(R),\), on a aussi A(A;) < +co pour tout i. On conclut alors que
g=Yi, ailéA;—g’ ce qui donne que g € £, N LY (R, B(R), \) et que (5.4) est
vraie.

(c) On suppose que f € M, NLY(R, B(R), \). Il existe une suite (f,,),en € ELNLY(R,
B(R), A) telle que f, T f quand #n — +oo0. On a donc ffndk ) Ifd)\ quand
n — +oo0. On définit g, par g,(x) = ax + B, pour tout x € R. On a alors

g €E.NLYR,B(R),N), g, T get fgndx ) jgdx quand 1 — +oo0.
Comme (5.4) est vraie pour f = f, et ¢ = g, on en déduit que g € M, N L}(R,
B(R), A) et (5.4) est vraie.

(d) On suppose enfin seulement que f € £!(R, B(R),\). Comme
f=f"-f", avec f*e M, NnLYR B(R),N),

on peut utiliser I’étape précédente avec f* et on obtient que g € L!(R, B(R), )
et que (5.4) est vraie.
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3. Le résultat obtenu est encore vrai pour L! au lieu de £!. I suffit de remarquer que

fi=hpp. =8 =&pp.,avec g() = fila-+p),i=1,2.
En fait, lorsque f décrit un élément de L! (qui est un ensemble d’éléments de £1),
la fonction g(a - +B) décrit alors un élément de L.
[ ]

Le résultat de densité que nous énongons a présent permet d’approcher une fonction de
LE(R, B(R), A) aussi pres que I’on veut par une fonction continue a support compact.
Ce résultat est souvent utilisé pour démontrer certaines propriétés des fonctions de
L! : on montre la propriété pour les fonctions continues, ce qui s’avére en général plus
facile, et on passe a la limite.

Théoreme 5.20 (Densité de C.(R,R) dans Li(R,B(R), \)  On note L' =
L]%{(R,B(R), A). L’ensemble C.(R,R) des fonctions continues de R dans R a sup-
port compact, est dense dans LY, c’est-a-dire :

Vf e Lg(R,B(R),A), Ve>0, g e C(R,R); [If -l <&

DEMONSTRATION — On a déja vu que C.(R,R) c L!. En toute rigueur, on a plutdt
C/(RR)c L= K]}Q(R,B(R), ). L’ objectif est donc de montrer que pour tout f € £!
et tout € > 0, il existe @ € C.(R,R) telle que ||f — ¢l|/; < e. On va raisonner une
nouvelle fois en plusieurs étapes (fonctions caractéristiques, £,, M, et enfin £1).

Etape 1. On suppose ici que f =1, avec A € B(R) et A(A) < +oo.

Soit € > 0. Comme A est une mesure réguliere (proposition 2.43), il existe un ouvert O
etun fermé F tels que F C A € O et A\(O\F) < e. Pour n € N*, on pose F, = FN[-#n,n],
de sorte que F,, est compact (pour tout 1) et F = (_,,cn+ F,;- La continuité croissante de
A donne alors A(E,) T A(F), quand 1 — +oco. Comme A(F) < A(A) < +0c0, on a aussi
MF\ E,) = M(F) = \(E,) — 0 quand 1 — +co. Il existe donc n, tel que A(F\F, ) <e.
On pose K =F, et on obtient donc K C F C A C O, ce qui donne
AMO\K) < MO\ F)+ MF\K) < 2e.

On a donc trouvé un compact K et un ouvert O tels que KC A c O et AM(O\K) < 2e.
Ceci va nous permettre de construire ¢ € C.(R,R) telle que ||f — @||; < 2e.

On pose

d =d(K,0° =inf{d(x,v),x € K,y € O}
Montrons que d > 0; par caractérisation de I’infimum, il existe des suites (x,,),eny C K
et (v, )neny C OF telles que

d(x,,v,) = %, — vu] = d quand n — +o0.

Par compacité de K, on peut supposer (apres extraction éventuelle d’une sous-suite)
que x, — x, quand n — +o0. Si d = 0, on a alors aussi y,, — x quand n — +oo et
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donc x € O° N K (car K et O° sont fermés), ce qui est impossible puisque Kc A c O
et donc O° N K = (. On a donc bien montré d > 0.

On définit maintenant la fonction ¢ par
1
Vx R, ¢(x) = E(d —d(x,K))* avec d(x,K) = inf{d(x, ), y € K}.

La fonction ¢ est continue car x > d(x,K) est continue (cette fonction est méme
lipschitzienne, on peut montrer que |d(x, K) — d(y,K)| < |x — y|). Elle est a support
compact car il existe A > 0 tel que K C [-A, A] et on remarque alors que ¢ = 0 sur
[-A—d,A+d]°. On adonc ¢ € C.(R,R). Enfin, on remarque que ¢ = 1 sur K, ¢ = 0
sur O et 0 < ¢ < 1 (partout). On en déduit que f —@ = 0 sur KUO et 0 < |f —¢| <1,
ce qui donne

If — lls < AMO\K) < 2,

et termine donc la premiere (et principale) étape.

Etape 2. On suppose ici que f € £, N L. Tl existe donc ay, ..., a, > 0et Ay, ..., A,
eTtelsque f =) 1, a;il,,. Comme f € L', on a aussi A(A;) < +oo pour tout i.

Soit £ > 0, I’étape 1 donne, pour tout i, I'existence de @; € C (R, R) telle que |14, -

@;|l; <& On pose
n

¢=) aip;eC(RR)
i=1

et on obtient
n

If el <()_ae

i=1

(ce qui est bien arbitrairement petit).

Etape 3. On suppose ici que f € M, N L.

Soit € > 0. D’apres la caractérisation de I’intégrale dans M, (lemme 4.9), il existe
ge&, telleque g < f et

J‘fd)\—ssJ.gdmsjfdm,

g~ flli = f(f—gms .

L’étape 2 donne alors I’existence de ¢ € C (R, R) telle que ||g — ¢||; <& D’ouI’'on
déduit

de sorte que

If —elh <2

ce qui termine 1’étape 3.

Etape 4. On suppose enfin que f € L.
Soit € > 0. Comme f* € M, N L', 'étape 3 donne qu’il existe @1, @, € C.(R,R) telle
que

If" =il <eetllf -l <e
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On pose alors @ = @1 —@,. Ona @ € C.(R,R) et ||[f — @||; < 2¢, ce qui prouve bien la
densité de C.(R,R) dans L!. L]

Le résultat de densité que nous venons de démontrer n’est pas limité a la mesure de
Lebesgue. Il est vrai pour toute mesure sur 3(RR), finie sur les compacts. Il est aussi
vrai en remplacant C, par CZ°. Enfin, il n’est pas limité a R, il est également vrai
dans Rd, d > 1. Tout ceci est montré dans I’exercice 7.16. Par contre, le résultat de
continuité en moyenne que nous montrons maintenant n’est pas vrai pour toute mesure
sur B(R), finie sur les compacts (voir 1’exercice 7.16).

Théoreme 5.21 (Continuité en moyenne) Soient f € L%(R,B(R), A)etheR. On
définit fy, (translatée de f) par : f,(x) = f(x + h), pour presque tout x € R. Alors :

fn—flh = Jlf(x+ h)— f(x)|dx — 0 lorsque h — 0. (5.5)

DEMONSTRATION — Soient f € ﬁﬁk(R, B(R), A) et h € R. On remarque que f,
=f(-+h)e L’IlR(R, B(R), A) (d’apres la proposition 5.19). D’autre part f = g p.p.
implique fj, = g, p.p.- On peut donc définir f;, comme élément de Lﬁ%(R, B(R), A) si
f eLL(R, B(R), M.

La démonstration de (5.5) fait I’objet de I’exercice 5.10. [
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Exercice 5.6 (Intégrabilité et limite a ’infini) Soit f € £]}§(R, B(R),\)=L!.

1. On suppose que f(x) admet une limite quand x — +oco. Montrer que cette limite est
nulle.

Corrigé — Onpose l =lim,_,,, f(x) et on suppose | # 0. 1l existe alors a € R tel
que |f (x)| > liz' pour tout x > a. On en déduit, par monotonie de l'intégrale sur M,

f|f|d>\zf Mg = voo,
Ja,+o0] 2

en contradiction avec I’hypothése f € L.

2. On suppose que f € C(R,R); a-t-on: lim f(x)=07?

X—+00
Corrigé —
La réponse est non, comme le montre I’exemple suivant. On définit, pour n € N, n > 2,
fnpar:
. 1
0 six<n- T
B nz(x—n+n%) sin—%<x§n,
ﬁJx)— 2 1 . 1
-n (x—n—ﬁ) sin<x<n+-5,
0 SiX>n+ .
n

Puis, on pose f(x) =) _,>, fu(x) pour tout x € R. On remarque que, pour tout x € R,

FIGURE 5.1 — La fonction f,

la série définissant f(x) a au plus un terme non nul. Plus précisément, il existe n
(dépendant de x) tel que f = f,, dans un voisinage de x. On en déduit que f prend
ses valeurs dans R et que f est continue (car les f,, sont continues). Comme f, € M,
pour tout n, le premier corollaire du théoreme de convergence monotone (corollaire

4.18) donne que f € M, et

ffdm: fondm: Z% < +0o.

n=2 n>2

On a donc f € C(R,R) ﬂLﬁQ(R,B(R), A) et f(x) /A 0 quand x — +oo car f,(n) =1
pour toutneN, n> 2.
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3. On suppose que f est uniformément continue. A-t-on lim,_, ., f(x)=07?
[On pourra commencer par montrer que, pour tout 1 > 0 et toute suite (x,,),cn de
réels telle que lim,,_,, o, x,, = +00, on a

Xyt

lim |f (x)|dA(x) =0.]

n—+oo
Xn=M

Corrigé — On commence par montrer le résultat préliminaire suggéré.
Soient 1> 0 et (x,),en C R une suite telle que. lim,,_, ; ., X, = +0c0.

On pose f = |f111x,—nx,+n[- On @ pour tout x € R, f,(x) — 0 quand n — +oo (on a

méme f,(x) = 0 pour n tel que x,, —1 > x). On a aussi |f,| < |f| € L'. On peut donc
appliquer le théoréme de convergence dominée (ou la proposition préliminaire 4.29).
1l donne que Ifndm — 0, c’est-a-dire :

J-|f|1]x”,n,xn+q[d)\ — 0, quand n — +oo. (5.13)

On montre maintenant que f(x) — 0 quand x — +oco.

On raisonne par I’absurde. On suppose que f(x) /> 0 quand x — +oo. Il existe donc
e > 0 et une suite (x,,),en C R telle que x,, — 0 quand n — +oo et |f (x,,)| > € pour
tout n € N.

La continuité uniforme de f donne ’existence de 1) > 0 tel que

€

Ly R x—yl<n=I[f(x)-f)=<.
On a donc |f(x)| > 5 pour x €]x, —1,x, + 1| et tout n € N. On en déduit que
J|f|1]xn7v|,xn+n[dx > e > 0 pour tout n € N, ce qui est en contradiction avec (5.13).

On a donc bien finalement montré que f(x) — 0 quand x — +co.
4. On suppose que f € C'(R,R) et f’ € L'; a-t-on : lir}rn f(x)=07?
X—>+00
Corrigé — Comme f € C', on a, poury > x, f(v)—f(x) = Lévf'(t)dt = I]xy[f'd)\.

Comme [’ € LY, Uexercice 5.5 donne que f est uniformément continue. La question
précédente donne alors que f(x) — 0 quand x — +oo (c’est seulement pour ce
dernier point qu’on utilise f € L),

Une autre démonstration possible est : Comme f € C!, ona f(x) = f(0)+f]o x[f’dk.
Comme f’ € L', on en déduit que f(x) a une limite (dans R) quand x — +oo. En effet,
le théoréme de convergence dominée donne que J‘]O,x[ f'dx — .[]O,+oo[ f’dX (dans
R) quand x — +co. Enfin, la premiére question donne que la limite de f(x) quand

X — +oo est nécessairement 0 (et ici aussi, c’est seulement pour ce dernier point
qu’on utilise f € L1).
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Exercice 5.14 (Convergence vague et convergence étroite) Soit (#1,,),cy une suite
de mesures (positives) finies sur B (Rd) (d > 1) et m une mesure (positive) finie sur
B(R?). On suppose que :

. f(pdmn - J(pdm, quand 11 — +oo, pour tout @ € C®(R%,R).

o m,(RY) — m(R?) quand n — +co.

1. Soit @ € C.(R4,R). Montrer que J(pdmn — fq)dm, quand # — +oo. [On pourra
utiliser le fait que ¢ est limite uniforme d’une suite d’éléments de C‘C’O(Rd,R).]

Corrigé — Soit p € CX(R?,R) telle que p=0, IW p(x)dx =1 et p(x) = 0 si
|x| > 1. Pour p € N*, on définit p, par p,(x) = pdp(px) pour x € R4, de sorte
que I]Rd Pp(x)dx =1 et p(x) = 0 si |x| > 1/p. La suite (pp)pen s appelle suite régula-
risante (ou suite de noyaux régularisants).

Soit P € C (R, R), on définit la suite (Gp)pens en posant Py(x) JL]) V)pp(x—v)dy,
pour tout x € RY. Comme pp et Y sont des fonctions a support compact, il est clair que
,, est aussi une fonction a support compact. Grace au théoreme de dérivabilité sous
le signe intégral (théoreme 4.53), il est assez facile de voir que ), est indéfiniment
dérivable. On a donc (Vp)pen: C C(RP, R). Enfin, du fait que  est uniformément
continue, on déduit que ), converge uniformément (sur RY) vers Y quand p — +oo.
Plus précisément, en notant || - ||, la norme de la convergence uniforme, on a, pour
tout p € N¥,

”11)[)_11)”14 < sup ||1P('+Z)—1P||w

zeR4, |z|<1/p
dont on déduit bien ||y, — ¥ll,, — 0 quand p — +oco.

Soit € > 0. On remarque maintenant que, pour p € N* et tout n € N,

[, [ wam= [ w=ppam,+ [ gy, [ gym= [ 4= w1m,

on a donc

|f¢dmn —fq)dnﬂ < Iy =l sup o, (&) ()

o1 g~ [ gy

Comme sup,,c My, (RY) + m(R?) < +oo (car lim,,_, o m,(R?) = m(R?)), il existe
donc py € N* tel que, pour tout n € N,

[ v, — [wani<cet [ gy~ [ pni

Comme Py, € C?(Rd,R), la premiére hypothése sur la suite (m,),eN donne qu’il
existe ng t.q. n > ngy implique |I1pp0dmn —JL])podml < &. On a donc finalement

n>ng S|J¢dm,l—J-¢dm|S28.
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Ce qui prouve bien que It])dmn — Jtpdm, quand n — +oo, pour tout P € C.(R4,
R).

2. Pour p € N*, on note B, 1a boule fermée de centre 0 et de rayon p (pour la norme
euclidienne de R?). Montrer qu’il existe une suite (Pp)pen- C C. (R4, R) telle que,
pour tout p € N*, 0 < ¢, <1, ¢, =1 sur B, et ¢, < @,,1. On utilise cette suite
(¢p)pen- dans les questions suivantes.

Corrigé — 11 suffit de prendre ¢, définie ainsi :
1 SIX E Bp,
(Pp(x) = (Pp(x)
(Pp(x)

p+1-|x| sixeB,1\B,,

0 Six@Bp+1.

3. Soit € > 0.

(a) Montrer qu’il existe py € N* tel que : p > py = J-(l —@p)dm < e.

Corrigé —  Onutilise ici le théoreme de convergence dominée, la suite (1-@p) pen-
converge p.p. vers 0 et est dominée par la fonction constante et égale a 1 (qui
est bien une fonction intégrable pour la mesure m). On a donc lim,_, I(l -
(pp)d m = 0, ce qui donne le résultat demandé.

(b) Montrer que, pour tout p € N*, J(l —@p)dm, — j(l —@p)dm quand n — +oo.

Corrigé— Ona j(l—(pp)dmn = mn(Rd)—f(ppdmn. Comme @, € C.(R%,R), on
a I(ppdmn - I(ppdm (quand n — +co0). D’autre part, on a lim,,_, o, m,(R%) =
m(R?). On a donc finalement, quand n — +co,

J =g, — ity [ gpam= {1 gp)im

(c) Montrer qu’il existe p; e N*telque : neN,p>p; = f(l —@pldm, <e.

Corrigé — D’apres a), il existe p, tel que J(l —@p,)dm < &/2. D’apres b), il
existe ng tel que

n>ny= J(l —@p,)dm, < J(l —@p,)dm+¢e/2.
On a donc
n>nyg= J(l = @p,)dm, <&

Comme (1 - @p) < (1 =@p,) si p = ps, on a aussi

n=ng, p=p; :>J'(1—cpp)dmn <e



Chapitre 6

Les espaces L7

6.1 Définitions et premieres propriétés

6.1.1 Les espaces L?,avec 1 <p <+oo

Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +co et f € M = M(E, T) (c’est-a-dire
f : E — R, mesurable). On remarque que |f|P € M,, car |f|P = @o f ou ¢ est la
fonction continue (donc borélienne) définie par ¢(s) = |s|P pour tout s € R. (Noter que
p > 0 et on rappelle que |s|P = eP™™(5)) pour s = 0 et |s|P = 0 pour s = 0.) La quantité
f| f|Pdm est donc bien définie et appartient 2 R, . Ceci va nous permette de définir
les espaces de fonctions de puissance p—ieme intégrable. On retrouve, pour p =1, la
définition de I’espace des fonctions intégrables.

Définition 6.1 (Les espaces LP) Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +oco et
f une fonction définie de E dans R, mesurable. (On a donc |f|P € M,.)

1. On dit que f € LP = E?R(E, T, m) si f|f|pdm < +00. On pose alors :

i1ty = ([ rpam)’

2. Ondit que f ¢ LP = [fR(E, T, m) si f|f|pdm = +oo et on pose alors ||f||, = +oo.

De maniere analogue au cas p = 1 on quotiente les espaces LP par la relation d’équi-
valence “= p.p.” afin que I’application f — |[|f||, définisse une norme sur I’espace
vectoriel des classes d’équivalence (voir section 4.5).
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Définition 6.2 (Les espaces LP) Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo.

1. On définit I’espace LE(E, T, m) comme I’ensemble des classes d’équivalence des
fonctions de LP pour la relation d’équivalence (= pp). En I’absence d’ambiguité
on notera LP I’espace L%(E, T, m).

2. SoitF € L%(E, T, m). On pose ||E|l, = ||fll, si f € F. (Cette définition est cohérente
car ne dépend pas du choix de f dans F. On rappelle aussi que F = f = {g € LP;
g§=fpprl))

Proposition 6.3 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo. Alors :
1. ,C%(E, T, m) est un espace vectoriel sur R.

2. L%(E, T, m) est un espace vectoriel sur R.

DEMONSTRATION — 1. — Soita € R, f € LP.Onaaf € M (car M est un espace
vectoriel) etjlaflpdm = Ialpflflpdm < +o0. Donc, af € LP.

— Soit f, g € LP. On veut montrer que f + g € LP. On sait que f + g € M (car
M est un espace vectoriel) et on remarque que, pour tout x € E,
[f (x) + g(x)I” < 2PIf ()P + 2P g (x)IP,
et donc

J|f+g|pdméZPJ‘Iflpdm+2pJ-|glpdm<+oo,

ce qui montre que f +g € LP.

2. La structure vectorielle de LP s’obtient comme pour p = 1. Soit F,G € L? et
a,p € R. On choisit f € F et g € G et on définit aF + fG comme étant la classe
d’équivalence de af + pg. Comme d’habitude, cette définition est cohérente car la
classe d’équivalence de o f + fg ne dépend pas des choix de f et g dans F et G.

[

On va montrer maintenant que f > ||f||, est une semi—norme sur LP et une norme
sur LP.

1 1
Lemme 6.4 (Inégalité de Young) Soienta,b e R, etp,q € |1,+0c0] tels que 1_7 + a =

1. Alors :
aP b1
ab< —+ —.
p 9
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DEMONSTRATION — La fonction exponentielle 6 — exp(8) est convexe (de R dans
R). On a donc, pour tout 0;,60, € R et tout ¢ € [0, 1],

exp(t0; + (1 -1)0;) < texp(01) + (1 —t)exp(6,).
Soit a,b > 0 (les autres cas sont triviaux). On prend ¢ = % (de sorte que (1 —t) = %),

0; = pIn(a) et 6, = gln(b). On obtient bien ab < % + %. L]

Lemme 6.5 (Inégalité de Holder) Soient (E, T, m) un espace mesuré et p,q €

1 1
|1, +o0[ tels que » +E = 1. Soient f € E%(E, T,m)etge E%(E, T,m). Alors, fg €

LL(E, T, m)et
gl < Nlfllpllglly- (6.1)

Le méme résultat est vrai avec LP, L1 et LY au lieu de LP, L9 et L1.

DEMONSTRATION —  On remarque d’abord que fg € M car f,g € M (voir la pro-
position 3.19).

L’inégalité de Young donne |f (x)g(x)| < f(;)lp + lg(;)lq pour tout x € E. On en déduit,
en intégrant :
1 1
J|fg|dm§Ef|f|pdm+aj|g|qdm<+m. (6.2)

Donc, fge L.
Pour montrer (6.1), on distingue maintenant 3 cas :
Cas 1. On suppose [|f||, = 0 ou [|gll; = 0. On a alors f = 0 p.p. ou g = 0 p.p.. On en déduit
fg=0p.p., donc||fgll; =0 et (6.1) est vraie.
Cas 2. On suppose [|f]|, = 1 et[|gll; = 1. On a alors, avec (6.2),

1 1
Ifglh = f|fg|dm < S+ =1=Ifllgl,
L’inégalité (6.1) est donc vraie.

Cas 3. On suppose ||f||, > 0 et [|g]|; > 0. On pose alors f = W etg; = ﬁ, de sorte que
lIf1ll, =llg1ll; = 1. Le cas 2 donne alors

IIf gllx
el = 1.
£ 11pl1glly lfig1ll<

Ce qui donne (6.1).

Dans le cas ol f € LP et g € L9, on confond les classes f et g avec des représentants,
encore notés f et g. Le résultat précédent donne fg € £L! et (6.1). On a alors fg € L!
au sens de la confusion habituelle, c’est-a-dire “il existe h € £! telle que fg = h p.p.”
(et f g ne dépend pas des représentants choisis), et (6.1) est vérifie. ]
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Remarquons que dans le cas p = 2, I’inégalité de Holder donne

Jfg dm < fll2llgll>,

qui est la célebre inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (f,g) €
LA(E, T,m) > (f | g)2 = ffg dm, voir le théoreme 6.35. 1l est facile de voir que
I’inégalité de Cauchy-Schwarz devient une égalité si on prend f = g, ou, de maniere
plus générale, si f et g sont colinéaires. L’inégalité de Holder devient une égalité si

1
on choisit g = f T, auquel cas ||f||, = ||gll;, voir Iexercice 6.1.

Lemme 6.6 (Inégalité de Minkowski) Soir (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p <
+o0. Soit f,g € Kﬁé(E, T,m). Alors, f +g€ LP et:

If +gll, <IIf 1, +1lgllp- (6.3)
Le méme résultat est vrai avec LP au lieu de LP.

DEMONSTRATION — Le cas p = 1 a déja été traité, on suppose donc p > 1. On a
aussi déja vu que f + g € L (proposition 6.3). Il reste donc a montrer (6.3). On peut
supposer que ||f + gl|, # 0 (sinon (6.3) est trivial).

On remarque que
If +¢lP < FH+ GH, 6.4)

avec F=|f],G=|g|et H=|f +g[P~L.
On pose g = p%l,desortequell—7+% =1,FelP,GeLPetHe L1 (car f +g € LP).
On peut donc appliquer I'inégalité de Holder (6.1), elle donne
IFHI, < IIFll,IHIl, IGH: < [1GllplIHIl,-
On en déduit, avec (6.4),
1-1

[ v gpam <ty + gy [ 17+ gpam,

D’ou I’on déduit (6.3).

11 est clair que le lemme est vrai avec LP au lieu de £LP. ]

On en déduit la propriété suivante :

Proposition 6.7 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo.
1. L’application f v ||f||, est une semi-norme sur LP.

2. L’application f +— ||f||p est une norme sur LP. LP, muni de cette norme, est donc
une espace vectoriel (sur R) normé.

DEMONSTRATION —
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— Onabien ||f||, € R, pour tout f € LP.
— On a déja vu que [|laf]|, = |all[f]|,, pour tout o € R et tout f € LP.
— L’inégalité (6.3) donne [|f + gll, <||f|l, + llgll, pour tout f, g € LP.

Lapplication f  [|f||, est donc une semi-norme sur £P. On remarque que, si f € LP,
ona

Ifll,=0< f=0p.p.

Cette équivalence donne que I’application f + [|f||,, est une norme sur LP.

Remarque 6.8 On reprend ici la remarque 4.40. Soient (E, T, m) un espace mesuré et
1 < p < +00. On confondra dans la suite un élément F de L? avec un représentant f
de F, c’est-a-dire avec un élément f € LP telle que f € F. De maniere plus générale,
soit A C E t.q. A° soit négligeable (c’est-a-dire A° C B avec B € T et m(B) = 0).
On dira qu’une fonction f, définie de A dans R, est un élément de LP s’il existe
une fonction g € £LP t.q. f = g p.p.. On confond donc, en fait, la fonction f avec la
classe d’équivalence de g, c’est-a-dire avec § = {h € LP ; h = g p.p. }. D’ailleurs, cet
ensemble est aussi égal a {he LP; h = f p.p. }.

Avec cette confusion, si f et g sont des éléments de L, f = g signifie en fait f = ¢
p-p..

Théoreme 6.9 (Convergence dominée dans LP) Soit (E, T, m) un espace mesuré et
1 < p <+c0. On note LP ’espace L%(E, T, m). Soit (f,)nen une suite d’éléments de
LP telle que :

L fu— fpp.
2.3 FelP telle que |f,| < F p.p. pour tout n € N.

Alors f € LP et f,, — f dans LP (c’est-a-dire j|f,1 - fIPdm — 0 quand n — +c0).

DEMONSTRATION — On se ramene au cas p = 1.

On peut choisir des représentants des f,, (encore notés f,) de maniere a ce que la suite
(f(x))nen soit convergente dans R pour tout x € E. On pose g(x) = lim,,_,, o, f,,(x).
On a donc g € Met|g| <F p.p., ce qui montre que g € £LP. On adonc f € LP (au sens
f =gp.p-avec ge LP).
Puis, on remarque que

0<h,= |fn _f|P < (|fn| + |f|)P < 2PFF p-p-
pour tout n € N, et que h,, — 0 p.p. quand # — +co. Comme FP € L', on peut ap-

pliquer le théoréme de convergence dominée, il donne h,, — 0 dans L', ¢’est-a-dire
fu — f dans LP. (]
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Comme dans le cas p = 1 (voir le théoreme 4.45), I’hypothese “f, — f p.p." dans
le théoréme 6.9 peut étre remplacée par “f, — f en mesure”. Ceci est montré dans
I’exercice 6.24.

Dans le théoreme 6.9, I’hypothese de domination sur la suite ( f,,),en (I’hypothese 2)
implique que la suite (), est bornée dans LP. La réciproque de cette implication
est fausse, c’est-a-dire que le fait que (f,),en soit bornée dans LP ne donne pas
I’hypothese 2 du théoréeme 6.9. Toutefois, le théoreme 6.10 ci-dessous donne un
résultat de convergence intéressant sous 1’hypothese “(f,,),cn bornée dans LP” (on
pourrait appeler cette hypotheése domination en norme) au lieu de 1’hypothese 2 du
théoreme 6.9.

Théoreme 6.10 (Convergence ‘“dominée en norme’, mesure finie) Soit (E, T, m)
un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(E) < +oo0) et 1 < p < +00. On note L" I’espace
Li(E, T, m) (pour tout 1 < r < +co0). Soit (f,)nen une suite d’éléments de LP telle
que :

1. f,— f p.p.,

2. la suite (f,)en est bornée dans LP.
Alors, f € LP et f, — f dans L1 pour tout q € [1, p[ (c’est-a-dire Jlfn —flidm — 0,
quand n — +o0, pour tout 1 < q <p).

Ce théoreme est aussi vrai dans le cas p = +oo, ’espace L™ sera défini dans la section

6.1.2.

DEMONSTRATION — Le fait que f € L est conséquence immédiate du lemme de
Fatou (Lemme 4.19) appliqué a la suite (|f,|”),ey. Le fait que f, — f dans L4
pour tout g € [1, p[ peut se faire avec le théoréme de Vitali (théoréme 4.51). Ceci est
démontré dans I’exercice 6.20. Une généralisation avec m(E) = +oo est étudiée dans
I’exercice 6.21. |

On donne maintenant une réciproque partielle au théoreme de convergence dominée,
comme dans le cas p = 1.

Théoreme 6.11 (Réciproque partielle de la convergence dominée)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +oo, (f,),en C LP et f € LP. On suppose
que f, — f dans LP quand n — +co. Alors il existe une sous-suite (f,, )ren telle que :
— fu, — f p.p. lorsque k — +oo,
— 1 FelPtelle que |f, | < F p.p., pour tout k e N
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DEMONSTRATION — Comme dans le cas p = 1, Ce théoréme est une conséquence
de la proposition suivante sur les séries absolument convergentes. ]

Proposition 6.12 (Séries absolument convergentes dans L?)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +oo et (f,),en C LP.

On suppose que ) ||f,ll, < +oo. Alors :
p

neN
20 [fu(x)] < +00 pour presque tout x € E. On pose 20 fu(x) (la fonction
n( q n=0Jn
f est donc définie p.p.).

2. f € LP (au sens “il existe g € LP telle que f = g p.p.”).
3. ZZ ofk — f p.p. et dans LP, lorsque n — +oo. De plus, il existe F € LP telle
que | Y _o fr(x)] < F p.p., pour tout n € N.

DEMONSTRATION — Pour chaque #n € N, on choisit un représentant de f,, encore
noté f,,.

On pose, pour tout x € E, g,,(x) = Y/, | fe(x)]. On a (g,) ey € M. Comme la suite

est croissante, il existe F € M, telle que g, T F, quand # — +oc0. On a donc aussi
g,’; T FP quand n — +oo et le théoréme de convergence monotone donne

Jgﬁdm — J-dem, quand 7 — +o0. (6.5)

On remarque maintenant que [|g,ll, < Y7o lfill, < XS0 fell, = A < +c0. Donc
||gn||5 < AP pour tout 1 € N et (6.5) donne alors

Jdem < AP < +oo. (6.6)

L’inégalité (6.6) donne que F < +oo p.p.. Il existe donc B € T tel que m(B) = 0 et
F(x) < +o0 pour tout x € BC. Pour tout x € B, la série de terme général f, (x) est donc
absolument convergente dans R. Elle est donc convergente dans R et on peut définir,
pour tout x € B, f(x) € R par

0)=) filx)= lim Y fi(x)
k=0 k=0

La fonction f n’est pas forcément dans M, mais elle est m-mesurable (voir la définition
4.13 page 180), il existe donc g € M telle que f = g p.p.. Puis, comme |g| < F p.p.
(car | Y4 o fi(x)| < gy <Fpp.et ) [ f(x) = g p.p.) ona, grice a (6.6), g € LP, ce
qui donne bien f € L (au sens “il existe g € LP telle que f = g p.p.”)

Enfin, pour montrer le dernier item de la proposition, il suffit d’appliquer le théo-
reme de convergence dominée dans LP car } |_ fy(x) — f p.p. et, pour tout n € N,
| koo fr(0)] < g, < Fp.p.avec JFPdm < +00. On obtient bien que Y }_, fy(x) = f
dans LP. L]
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Toute série absolument convergente de L est donc convergente dans L”. On en déduit
le résultat suivant :

Théoreme 6.13 (L’espace LP est complet) Soient (E, T, m) un espace mesuré et
1 < p < +oo. L’espace vectoriel normé (LP, ||.||,,) est complet.

On peut maintenant se demander si les espaces LP sont des espaces de Hilbert. Ceci
est vrai pour p = 2, et, en général, faux pour p # 2 (voir a ce propos I’exercice 6.39).
Le cas de L? sera étudié en détail dans la section 6.2.

En général, les espaces LP, avec 1 < p < +o0, autres que L? ne sont pas des espaces
de Hilbert, mais nous verrons ultérieurement (section 6.3) que ce sont des espaces de
Banach réflexifs (c’est-a-dire que 1’injection canonique entre 1’espace et son bi-dual
est une bijection, voir Définition 6.72). Les espaces L! et L™ (que nous verrons au
paragraphe suivant) sont des espaces de Banach non réflexifs (sauf cas particuliers).

Remarque 6.14 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo. On peut aussi
définir Lfé(E, T,m) et L%N(E, T, m) (avec N > 1) comme on a fait pour p = 1 (voir la
section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach (complexes ou réels). Le cas
L(zc(E, T, m) est particulierement intéressant. Il sera muni d’une structure hilbertienne
(voir le théoréme 6.35).

6.1.2 L’espace L™

Définition 6.15 (L’espace L) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f une fonction

mesurable (de E dans R);

1. on dit que f est essentiellement bornée, ou encore que f € L™ = LF(E, T, m) s’il
existe Ce R, tel que |f| < Cp.p.;

2.5i f € L%, on pose ||f |l =Inf{CeR, ; |f|<Cpp.},

3.si f & L%, on pose ||f||oo = +00.

Remarque 6.16 (Rappels sur la définition de I’inf) Soit A C R, A # (. On rappelle
que A est borné inférieurement s’il existe un minorant de A, c’est-a-dire s’il existe
a € R tel que x > o pour tout x € A. Si A est borné inférieurement, on définit la borne
inférieure de A comme le plus grand des minorants : X = inf{A} = max{o;a < x
pour tout x € A}. Si A n’est pas borné inférieurement, on pose inf A = —co. Dans les
manipulations sur les inf (et sur les sup) il est utile de connaitre le résultat suivant :

X =inf A = 3(x,)ueny C A; X, | X quand 11 — +oo.

Ceci se démontre tres facilement en distinguant deux cas :
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1. Si A est non borné inférieurement, alors, pour tout n € N, il existe y,, € A tel que
v, < —n. En choisissant x, = y, et, par récurrence, x,, = min(x,_1,v,), on a donc
x, | —oo = infA.

2. Si A est borné inférieurement, soit x = inf A. Alors, x + % n’est pas un minorant
de A et donc, pour n € N¥, il existe y, € Atel que x <y, <X+ % En choisissant
Xo = Yo et, par récurrence, X, = min(x,_1,v,), on a clairement : x,, | X lorsque
n — +o00.

Le petit lemme suivant (dont la démonstration est immédiate en écrivant la définition

de ||f||o0» voir I’exercice corrigé 4.37) est parfois bien utile.

Lemme 6.17 Si f € £, alors |f| <||f|eo P-P--
La démonstration de ce lemme fait I’objet de I’exercice corrigé 4.37.
On a égalité entre le sup essentiel et le sup pour les fonctions continues :

Proposition 6.18 Si (E, T, m) = (R, B(R),A) et f € C(R,R), alors
If1lu = suplf ()] = lIf llco-

xeR

DEMONSTRATION —  On distingue 2 cas :

Cas 1. On suppose ici que |f| est non bornée, c’est-a-dire ||f||, = +o0. Soit a € R,.
Comme |f] est non bornée, il existe x € R t.q. |f(x)| > . Par continuité de f, il existe
alors e > 0 t.q. [f(y)| > a pour tout y € [x—¢,x+¢]. Onadonc {|f| > a} D [x—¢ x+¢]
et donc A({|f| > a}) > 2e. Donc, |f| n’est pas inférieure ou égale a a p.p.. On a donc
{CeR,;|fI<Cpp.} =0, donc [|flleo = +o0 =||f]l,-

Cas 2. On suppose maintenant que ||f||,, < +o0. On a |f(x)| < ||f]|,, pour tout x € R,
donc ||f lleo < II£1l,-

D’autre part, on sait que |f| < [|f|le p-p.- On a donc M|f| > ||fll}) = 0. Or {|f]| >
|lflloo} est ouvert (car f est continue), c’est donc un ouvert de mesure nulle, on a donc
{If1>Ifllo} = @ (1a mesure de Lebesgue d’un ouvert non vide est toujours strictement
positive), ce qui prouve |f (x)| < ||f]le pour tout x € R et donc ||f||,, < ||fleo-

On obtient bien finalement ||f ||, = ||f]|co- m

Définition 6.19 Soient (E, T, m) un espace mesuré et L= = L' (E, T, m).

1. On définit L™ = Ly (E, T, m) comme I’ensemble des classes d’équivalence sur L=
pour la relation d’équivalence “= p.p.”.

2. Soit F € L. On pose ||F||o = ||flleo avec f € F, de sorte que F={gec L®; g=f
p.p.}. (Cette définition est cohérente car ||f ||, ne dépend pas du choix de f dans F.)
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Proposition 6.20 Soient (E,T,m) un espace mesuré, L~ = LZ(E, T, m) et L™ =
L%f’(E, T, m). Alors :

1. L= est un espace vectoriel sur R et I’application définie de L™ dans R par f —
lflloo €St une semi—norme sur L.

2. L est un espace vectoriel sur R et ’application définie de L™ dans R par f +—
lflloo est une norme sur L=. L™ est donc un espace espace vectoriel normé (réel).

DEMONSTRATION — 1. —SiaeRet f € L%, il est clair que af € L™ et que
llacf lleo = leelllfloo-

— Soit f,g € L. Comme |f| < ||flleo P-P- €t |2] < l|g]loo P-p-» On montre facile-
ment que |f +g| < |f1+1¢] < If lleo +Iglleo P-p-» ce qui prouve que (f +g) € L
etque ||f +glleo < llf lleo + 118 lleo-

On a bien montré que £* est un espace vectoriel sur R et comme ||f||,, € R, pour
tout f € £, ’application f — ||f||, est bien une semi—norme sur £=.

2. la structure vectorielle de L® s’obtient comme celle de L? (p < +o0) et le fait que
f = If lleo soit une norme découle du fait que

f=0pp. ©lflle=0.

Proposition 6.21 Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace Ly (E, T, m) est un espace
de Banach (réel), c’est-a-dire un e.v.n. complet.

DEMONSTRATION —  On sait déja que L™ est un e.v.n.. Le fait qu’il soit complet est
la conséquence du fait que toute série absolument convergente dans L est conver-
gente dans L, ce qui est une conséquence de la proposition suivante sur les séries
absolument convergentes. ]

Proposition 6.22 (Séries absolument convergentes dans L*°) Soient (E, T, m) un
espace mesuré et (f,)neny C Ly (E, T, m). On suppose que Y ;23 || fulloo < +o0. Alors :

1. Il existe Ce R, t.q., pour tourn €N, Y ' _o|fy| <C p.p..

2. La série de terme général f,,(x) est, pour presque tout x € E, absolument convergente
+00

dans R. On définit, pour presque tout x, f(x) =} ;%) fu(x).

3.0na f €L (au sens “il existe g€ L® t.q. f =gpp.)et|| i ofi = fllo = 0
lorsque n — +oo.
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DEMONSTRATION — Pour chaque # € N, on choisit un représentant de f,,, encore
noté f,,. Comme |f,,| <||f,lloo P-p-» il existe A, € T t.q. m(A,) = 0 et |f,| <||fulleo sur
Af.Onpose A=J,cnA, €T.Onam(A) =0 (par 5-sous additivité de m) et, pour
tout n € Net x € A, |f,(2)] < || fulloo-

Pour tout x € A€, on a donc

Y 1<) Ilfille <) llfillo = C < oo 67)
k=0 k=0 k=0

Comme m(A) = 0, ceci montre le premier item.

Pour tout x € A°, la série de terme général f, (x) est absolument convergente dans R,
donc convergente. On pose donc

flx)= ka(x) = lim ka(x)eR.
k=0 k=0

n—-+oo

f est donc définie p.p., elle est m-mesurable (voir la définition 4.13) car limite p.p. de
fonctions mesurables. Il existe donc g € M t.q. f = g p.p. et (6.7) donne |g| < C p.p..
On adonc g € L= etdonc f € L™ (au sens “il existe g € L t.q. f = g p.p.”).

Il reste a montrer que ) ;'_, fy — f dans L,

On remarque que, pour tout x € A€,

1Y ) -fFI=1 ) A< Y 1< ) Ifille >0,
k=0

k=n+1 k=n+1 k=n+1
quand n — +oo. Comme m(A) = 0, on en déduit

1Y fi=fllo <supl) fix)=f(I< ) llfillo = 0, quand 1 — +oo.
k=0 k=0

X€A* k=n+1

etdonc Y ¢ fx = f dans L™, quand n — +oo. |

La proposition 6.22 permet de montrer que L™ est complet (théoreme 6.21). Elle
permet aussi de montrer ce que nous avons appelé précédemment (dans le cas p < c0)
réciproque partielle du théoreme de convergence dominée. Il est important par contre
de savoir que le théoréme de convergence dominée peut étre faux dans L*, comme le
montre la remarque suivante.

Remarque 6.23 (Sur la convergence dominée) Le résultat de convergence dominée
qu’on a démontré pour les suites de fonctions de LP, 1 < p < +o0, est faux pour
les suites de fonctions de L. Il suffit pour s’en convaincre de considérer 1’exemple
suivant : (E, T, m) = ([0,1], B([0,1]), A), f, = 1jo,1), pour 1 € N*. On a bien

(fulnen- € LR'([0,1], B([0,1]), ), f — O p.p. quand n — +oo,
fu < 1[0,1] P-p-, pour tout n € N*, 1[0} € Lg'([0,1], B([0,1]), A).
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Pourtant, ||f,|lcc =1 /> 0, quand 1 — +oo0.

Par contre, le résultat de réciproque partielle de la convergence dominée est vrai,
comme conséquence du résultat que toute suite absolument convergente dans L™
est convergente (dans L™, proposition 6.22). La démonstration est similaire a la
démonstration du théoréme 4.49.

Remarque 6.24 Soit (E, T, 7) un espace mesuré. On peut aussi définir L& (E, T, m)
et LoV (E, T, m) (avec N > 1) comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On
obtient aussi des espaces de Banach (complexe ou réels).

6.1.3 Quelques propriétés des espaces L”,1 < p < +o0

Proposition 6.25 (Comparaison entre les espaces LP) Soit (E,T,m) un espace
mesuré fini, i.e. m(E) < +co. Soient p,q € R, tels que 1 < p < q < +co. Alors,
L%(E, T,m)C L%(E, T, m). De plus, il existe C, ne dépendant que de p,q et m(E), tel
que ||fl, < ClIfll, pour tout f € L]%(E, T, m) (ceci montre que 'injection de L1 dans
LP est continue).

DEMONSTRATION —  On distingue les cas g < oo et g = oo.
Cas g < co0. On suppose icique 1 < p < g < +oo.

Soit f € L1. On choisit un représentant de f, encore noté f. Pour tout x € E, on a
[f (x)P <|f(x)]9si|f(x)]>1.0nadonc |f(x)|P <|f(x)|7+ 1, pour tout x € E. Ce qui
donne, par monotonie de I’intégrale,

Jlflpdem(E)+J|f|qdm<m, (6.8)

et donc que f € LP. On a ainsi montré L7 C LP.

On veut montrer maintenant qu’il existe C, ne dépendant que de p, g et m(E), t.q., pour
tout f € L?&(E, T, m),
1£1lp < ClIfllg- (6.9)

1
En utilisant (6.8), on remarque que (6.9) est vraie avec C = (m(E) + 1), si [|f]|; = 1.

1
Ceci est suffisant pour dire que (6.9) est vraie avec C = (m(E)+1)? pour tout f € L. En
effet, (6.9) est trivialement vraie pour ||f||, = 0 (car on a alors f = 0 p.p. et [|f][, = 0).

Puis, si [|f|l; > 0, on pose f; = IIf% de sorte que || f1[|; = 1. On peut donc utiliser (6.9)
q

avec f1. On obtient mﬂfﬂp = |If1ll, < C, ce qui donne bien ||f]|, < Cl|f]l,-

On a donc montré (6.9) avec un C ne dépendant que p et m(E) (et non de gq). Toutefois,

le meilleur C possible dans (6.9) dépend de p, g et m(E). Ce meilleur C peut &tre
obtenu en utilisant 1’inégalité de Holder généralisée (proposition 6.26). Elle donne

1_1
Ifll, < Clifll; avec C = (m(E))? 7 (voir la remarque 6.27).

Cas g = 00. On suppose ici que 1 < p < g = +oo.
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Soit f € L. On choisit un représentant de f, encore noté . On a |f| < ||flle p-p.- On
en déduit |f|P < ||f||€0 p.p. et donc

Jlfl”dm < m(E)FIE < oo.

1
Ce qui donne f € L? et ||fll, < Cllf [l avec C = (m(E))?.

==

On voit ici qu’on a obtenu le meilleur C possible (si m(E) > 0) car ||f||, = (m(E))

(m(E)? [Iflle si f = 1. .

Proposition 6.26 (Inégalité de Holder généralisée) Soient (E, T, m) un espace me-
1 1 1
suréetp,q,r € [1,+o0] tels que — + — = —. Soient f € L%(E, T,m)etge L%(E, T, m).
p q
Alors, fg e L]%(E, T, m) et
If&ll: <l fllliglly- (6.10)

DEMONSTRATION — Comme d’habitude, on confond un élément de L* (s = p, g ou
r) avec un de ses représentants. On travaille donc avec £° au lieu de L°. On suppose
donc que f € L et g € L1 et on veut montrer que fg € L" et que (6.10) est vraie. On
remarque d’abord que fg € M.

Ici encore, on distingue plusieurs cas.

Cas 1. On suppose ici 1 < p,q,r < co.

Onpose fi =|f|" et g1 =|g|" de sorte que f; € L7 et Q€ £7.Comme 1174—% =1, 0n
peut appliquer le lemme 6.5 (donnant I’inégalité de Holder) avec f;, g; (au lieu de f,
g et 2.1 (au lieu de p. q). 1l donne que fig, € £ et |figilli <Ifillellgills. On en
déduit que fge L et

[irsram [ igpamp ([ igram?,

Cas 2. On suppose icig =co et r = p < co.

ce qui donne (6.10)

Comme |g] < [lglleo p-p- On a |fgl? < [fIPlgll% p.p. et done

[vrpam<igiz, [ 1rpam
ce qui donne f g € LP et (6.10).
Cas 3. On suppose icip =g =1 = oo.

Comme |f] < [Ifleo p-p- et g] < llglleo p-p-» 0n a £ &l < [Ifllollglleo P-p.s ce qui donne
fg €L et (6.10). n

Remarque 6.27
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1. Par une récurrence facile sur n € N*, on peut encore généraliser la proposition
6.26. Soient (E, T, m) un espace mesuré, py,...,p, € [1,00] et r € [1,00] t.q. % =
1 }%. Pour tout i € {1,...,n}, soit f; € L%(E, T,m). Alors, [T7_, fi € Lp(E, T, m)
et Iy filly <TTZ, 1fillp,-
2. LVinégalité (6.10) permet aussi de trouver le meilleur C possible dans la proposition
6.25 (Inégalité (6.9)) :
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. Soient p,q € R, tels que 1 < p < g < +oc0. Soit
fe L%(E, T,m). Comme 1 < p < g < o0, il existe r € [1, 00 t.q. 11—7 = %+ % On peut
alors utiliser la proposition 6.26 avec f € L9 et 1y € L". Elle donne que f € L? et

If1l, < Cliflly avec C = (m(E))%_%. Cette valeur de C est la meilleure possible (si
m(E) > 0) dans (6.9) car si f = 1g on obtient ||f]|, < (m(E))%_%||f||q.

Remarque 6.28 Les espaces L?,p €]0, 1[ (que I’on peut définir comme dans le cas
1

1 < p < o) sont des espaces vectoriels, mais 1’application f (J-lflpdm)p n’est
pas une norme sur L? si p €]0, 1] (sauf cas particulier).

Remarque 6.29 Soient (E, T,m) un espace mesuré, et f € M(E,T). L’ensemble
J ={p € [1,+00], f € LP} est un intervalle de [1,+oco]. L'application définie de J
dans R, par p i [|f]|, est continue, voir & ce propos I’exercice 4.37, et dans le cas
particulier des fonctions continues a support compact, I’exercice 6.11. En particulier,
lorsque p € J, p — +oco on a ||f]l, — [[fll- On en déduit le résultat suivant : s’il
existe py < +oo tel que f € LP pour tout p tel que py < p < 400, et s’il existe C t.q.
Il < C, pour tout p € [pg, +oo[, alors f € L= et |f || < C.

6.2 Analyse hilbertienne et espace L>
6.2.1 Définitions et propriétés élémentaires
Définition 6.30 (Produit scalaire)

1. Soit H un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur H une application
de HxH — R, notée (- | -) ou (- | ")y t.q.

(ps1) (u | u) > 0 pour tout u € H\ {0},
(ps2) (u | v) = (v | u) pour tout u,v € H,
(ps3) u > (u | v) est une application linéaire de H dans R, pour tout v € H.

2. Soit H un espace vectoriel sur C. On appelle produit scalaire sur H une application
de HxH — C, notée (- | -) ou (- | -)y telle que
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(ps1) (u | u) € R% pour tout u € H\ {0},
(ps2) (u | u) = (v | u) pour tout u,v € H,

(ps3) u > (u | v) est une application linéaire de H dans R, pour tout v € H.

Remarque 6.31 (Exemple fondamental) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. On prend H = Lﬁ(E, T, m). H est un e.v. sur R. On rappelle que f g € L]}Q(E, T, m)
sif,ge€ LI%&(E, T, m) (lemme 6.5 pour p = g = 2). Lapplication (f, g) — jfgdm
est un produit scalaire sur H.

2.0n prend H = Lé(E, T, m) (voir le théoréme 6.35 ci apres). H est un e.v. sur C.
En utilisant le lemme 6.5, on montre facilement que fg € L}C(E, T,m)sif, g€
L%(E, T, m) (lemme 6.5 pour p = q = 2). L’application (f,g) Jfgdm est un
produit scalaire sur H.

Proposition 6.32 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

1. Soit H un e.v. sur R muni d’un produit scalaire, noté (- | -). Alors :
(u|v)? < (u|u)(v|v), pourtout u,v € H. (6.11)

De plus, (u | v)? = (u | u)(v | v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

2. Soit H un e.v. sur C muni d’un produit scalaire, noté (- | -). Alors :
(| v)|? < (u| u)(v|v), pour tout u,v € H. (6.12)
De plus, |(u | v)|*> = (u | u)(v | v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

DEMONSTRATION —

1. On suppose ici K = R. Soit #,v € H. Pour o € R, on pose
pla)=(u+av]| u+av)=(v|v)a®+2a(u | v)+ (u | u).
Comme p(a) > 0 pour tout a € R, on doit avoir A = (u | v)? — (u | u)(v |v) <0, ce
qui donne (6.11).
On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.11).
Siu =0ouwv=0,onaégalité dans (6.11) (et u et v sont colinéaires).

Siu=0etv=0,on aégalité dans (6.11) (c’est-a-dire A = 0) si et seulement s’il
existe o € R tel que p(a) = 0. On a donc égalité dans (6.11) si et seulement s’il
existe & € R t.q. u = —av. On en déduit bien que (u | v)> = (u | u)(v | v) si et
seulement si u et v sont colinéaires.
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2. On suppose maintenant K = C. Soient u,v € H. Pour a € C on pose

pla)=(u+av|u+av)=aa(|v)+a(v|u)+o(u|v)+(u|u).

On choisit de prendre o = f(u | v) avec p € R. On pose donc, pour tout f € R,
@(B) = p(B(u | v) = B2l(u | v)*(v | v) + 2BI(u | v)|* + (u | w).

Ici encore, comme @(B) € R, pour tout p € R, on doit avoir A = |(u | v)[* —|(u |
v)|?(v | v)(u | u) <0, ce qui donne (6.12).
On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.12)
Siu =0ouv =0, on aégalité dans (6.12) (et u et v sont colinéaires).
On suppose maintenant u = 0 et v = 0. On remarque d’abord que, si (¢ | v) = 0,
on n’a pas égalité dans (6.12) et u et v ne sont pas colinéaires. On suppose donc
maintenant que (# | v) = 0. On a alors égalité dans (6.12) si et seulement si A = 0 et
donc si et seulement s’il existe p € R tel qu ¢(p) = 0. Donc, on a égalité dans (6.12)
si et seulement s’il existe p € R tel que u = —B(u | v)v, et donc si et seulement s’il
existe a € C tel que u = —aw.
Finalement, on en déduit bien que |( | v)|?> = (1 | u)(v | v) si et seulement si u et v
sont colinéaires. -

Proposition 6.33 (Norme induite par un produit scalaire) Soit H un e.v. sur K,
avec K =R ou K = C, muni d’un produit scalaire, noté (- | -). Pour tout u € H, on
pose ||u|lg = /(u | u). Alors, || - ||g est une norme sur H. On I’appelle norme induite
par le produit scalaire (- | -).

DEMONSTRATION —

— Tl est clair que ||u||g € R, pour tout u € H et que
lulp=0e (u|lu)=0u=0.

— On a bien ||aul||g = |o||u]lg pour tout o € K et tout u € H.

— Enfin, pour montrer I’inégalité triangulaire, soit #,v € H. On a ||u +v||2H =(u+v|
u+v)=(ulu)+@w|v)+(u|v)+(v|u). Comme, par (6.11) ou (6.12), |(u |
)| < ([ u)y/(v]v) = lullllvllg, on en déduit [|u +v]ig < (lullg + lvlla)?.
Donc,

llu + vl < lullg + |- .

Définition 6.34 (Espace de Hilbert)

1. Un espace préhilbertien (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C)
normé dont la norme est induite par un produit scalaire.

2. Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C)
normé complet dont la norme est induite par un produit scalaire. C’est donc un
espace de Banach dont la norme est induite par un produit scalaire.
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Théoréme 6.35 (I’espace L?) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. L’espace L%&(E, T, m), muni de la norme || - ||5, est un espace de Hilbert (réel) et le
produit scalaire associé a la norme est défini par :

<fM»=j?gdm

(a) Soit f une application mesurable de E dans C (donc |f| € M,).
(b) On dit que f € ,C(%(E, T,m) si|f|> € E]i(E, T, m). Pour f € ,C(%(E,T,m), on pose

fll2 = VILFIP- Alors, Eé(E, T, m) est un espace vectoriel sur C et f +— ||f]|,
est une semi—norme Sur ﬁé(E, T, m).

(c) On appelle Lé(E, T, m) ’espace Eé(E, T, m) quotienté par la relation d’équiva-
lence “=p.p.”. Pour F € L(%(E, T, m), on pose ||F||, = ||f|l, avec f € F (noter que
lf |, ne dépend pas du choix de f dans F). Alors Lé(E, T, m), muni de || - ||, est
un espace de Banach (complexe).

(d) L’espace L%(E, T, m), muni de la norme ||-||,, est un espace de Hilbert (complexe)
et le produit scalaire associé a la norme est défini par :

<fm»=J7§dm

DEMONSTRATION — 1. On sait déja que Lﬁ(E, T, m), muni de la norme || - ||, est un
espace de Banach (réel). Le lemme 6.5 pour p = g = 2 donne que fg € L]}%(E, T, m)
si f,g€ LI%K(E, T, m). On peut donc poser (f | g), = Ifgdm. 11 est facile de voir
que (- | -), est un produit scalaire et que la norme induite par ce produit scalaire est
bien la norme || - |[5.

2. Soit f : E — C mesurable. On rappelle (section 4.10) que les fonctions Re(f)
et Im(f) sont mesurables de E dans R (i.e. appartiennent a M). On a donc bien
fle M, et|f? = (Re(f))? + (Im(f))*> € M.

Comme |f|? = (Re(f))? + (Im(f))? € M., on remarque aussi que f € K(ZC(E, T, m)
si et seulement si Re(f), Im(f) € ﬁﬂé(E, T, m). Comme [lﬁ(E, T, m) est un e.v. (sur
R), il est alors immédiat de voir que K(ZC(E, T, m) estun e.v. sur C.

On quotiente maintenant K(ZC(E, T, m) par la relation “= p.p.”. On obtient ainsi
I’espace L(zc(E, T, m) que I’on munit facilement d’une structure vectorielle sur C.
L’espace L(ZC(E, T, m) est donc un e.v. sur C.
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En utilisant le lemme 6.5, on montre facilement que g € L%:(E, T,m)sif,g€
L(zc(E, T,m) (on utilise le fait que les parties réelles et imaginaires de f et g sont
dans Lﬁ(E, T, m)). On peut donc poser (f | g), = ffgdm. Il est aussi facile de voir
que (- | -), est alors un produit scalaire sur L(ZC(E, T, m) et que la norme induite par
ce produit scalaire est justement || - ||, (car |f]* = f]_‘ et donc ff]_‘dm = ||f||§) On a,
en particulier, ainsi montré que f > ||f||, est bien une norme sur LI‘?'&(E, T,m). On
en déduit aussi que f + ||f||, est une semi—norme sur Lﬁ(E, T, m).

On a montré que I’espace Lé(E, T,m), muni de la norme || - ||,, est un espace
préhilbertien. il reste 2 montrer qu’il est complet (pour la norme || - ||,). Ceci est
facile. En effet, ||f||% = ||Re(f)||§ + ||Im(f)||% pour tout f € L(ZC(E, T, m). Donc, une
suite (f,,) ey C L(ZC(E, T, m) est de Cauchy si et seulement si les suites (Re(f,;))nen
et (Im(f,,))nen sont de Cauchy dans Lé(E, T, m) et cette méme suite converge dans
L(ZC(E, T, m) si et seulement si les suites (Re(f,))uen €t (Im(f,;))en convergent
dans Lﬂé(E, T,m). Le fait que L(ZC(E, T, m) soit complet découle alors du fait que
Lﬂé(E, T, m) est complet.

Cauchy-Schwarz.

Proposition 6.36 (Continuité du produit scalaire)

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe. Soient (u,,),eny C H, (v,,),eny C H et
u,v € H tels que u,, > u et v, > v dans H, quand n — +oo. Alors, (u, | v,)) — (u |

v) quand n — +oo.

DEMONSTRATION — Il suffit de remarquer que, grace a 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz (inégalités (6.11) et (6.12)),on a :

(1t [v) = (| )] < |1y | v3) = (| 0)| + (10 | 0) = (1t [ 0)]
< unllllvn = vl +[Juy —ulllfvll.

On conclut en utilisant le fait que u,, — u, v,, — v et en remarquant que la suite
(14, ) nen €st bornée car convergente. L]

Définition 6.37 (Dual d’un espace de Banach) Soit H un Banach réel ou complexe.
On note H’ (ou £(H, K)) I’ensemble des applications linéaires continues de H dans K
(avec K = R pour un Banach réel et K = C pour un Banach complexe). Si T € H’, on
pose

T (u)|
Tl = sup 0,
ueH\{0} llullm
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On rappelle que || - ||y~ est bien une norme sur H’ et que H’, muni de cette norme, est
aussi un espace de Banach (sur K).

Enfin,si Te H et u € H, on a |T(u)| < || Tl llullg-

Remarque 6.38 Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on
pose @, (1) = (u | v) pour tout u € H. Grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.11)
ou (6.12)), on voit que @, € H et ||@,|lg' < |[v|lg. Il est facile alors de voir que
llgullg = |lv|lg- Ceci montre que v — @, est une application injective de H dans H’.
le théoréeme de représentation de Riesz (théoreme 6.56), fondamental, montrera que
cette application est surjective.

Il est naturel de se demander si deux produits scalaires (sur un méme espace vectoriel)
peuvent induire la méme norme. La réponse est non. En effet, le produit scalaire est
entierement déterminé par la norme qu’il induit. Par exemple, dans le cas d’un espace
vectoriel réel, si une norme || - || est induite par un produit scalaire (- | -), on doit avoir,
pour tout u, v, (u |v) = i(”u +v||? = |lu = v||?), voir exercice 6.28. Un moyen simple
pour savoir si ’application (¢, v) i(llu +||2 = ||u—v||?) est bien un produit scalaire
est d’utiliser I’identité du parallelogramme.

Proposition 6.39 (Identité du parallélogramme)
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Alors, pour tout u,v € H, on a

e+ wllEy + e = vl = 20lullfy + 2111 (6.13)
Cette identité s’appelle identité du parallélogramme.

DEMONSTRATION — 11 suffit d’écrire ||u +v||12{ +||u —v||12{ =(u+v|u+v)+(u—v|
u —v) et de développer les produits scalaires. ]

Remarque 6.40 (De I’utilité de I’identité du parallelograme)

On se donne maintenant un e.v.n. noté H. Comment savoir si la norme est induite ou
non par un produit scalaire ? On peut montrer que la norme est induite par un produit
scalaire si et seulement si I’identité du parallélogramme (6.13) est vraie pour tout
u,v € H, voir exercice 6.28. Ceci est surtout utile pour montrer qu’une norme n’est
pas induite par un produit scalaire (on cherche u,v € H ne vérifiant pas (6.13)), voir a
ce propos I’exercice 6.29.

Nous abordons a présent la notion fondamentale d’orthogonalité, qui est liée a la
notion de produit scalaire ; cette notion est une des briques de base de la démonstration
du théoréme de représentation de Riesz qui permet d’identifier un espace de Hilbert et
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son dual topologique (c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires continues sur cet
espace).

Définition 6.41 (Orthogonal) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe).
1. Soit u,v € H. On dit que u et v sont orthogonaux (et on note u_1v) si (u | v) = 0.

2. Soit A C H. On appelle orthogonal de A I’ensemble A+ ={u € H; (u | v) = 0 pour
tout v € A}.

Proposition 6.42 (Propriétés de I’orthogonal) Soient H un espace de Hilbert (réel
ou complexe) et A C H. Alors :

1. At est un s.e.v. fermé de H,
—1

2.At=A",

3. A C (AY)L (que I’on note aussi A*++).

DEMONSTRATION — 1. Soit uy,u; € A+ et oy, a5 € K (K =R ou K = C selon que

H est un espace de Hilbert réel ou complexe). Pour tout v € A, on a (o uq + oot |
v) =0y (uy | v)+ ay(uy | v) = 0. Donc, aqu; + apuy € AL, ce qui montre que A+
est un s.e.v. de H.
Soit (u,,) ey C At telle que u,, — u dans H, quand n — +co. L’application w
(w | v) est continue de H dans K (voir la remarque (6.38)) pour tout v € H. Soit
v € A, de (u, | v) = 0 on déduit donc que (u | v) = 0. Ce qui montre que u € A+ et
donc que A+ est fermé.

- —1
2. —Comme ACA,onaA  CAL

. . -1

— Soit maintenant # € A+. On veut montrer que u € A™.

Soit v € A, il existe (v,)) ey C A t.q. v, — v dans H quand 1 — +oc0. Comme

(u | v,) = 0 pour tout n € N, on en déduit, par continuité de w +— (u | w), que
—1 . —1

(u|v)=0.Doncu € A", ce qui donne AL CA™.

. . ) —1
Finalement, on a bien montré AL = A™.

3. Soitv € A. On a (u | v) = 0 pour tout # € A+, donc (v | u) = 0 pour tout u € AL,
ce qui donne v € (A+)+

Remarque 6.43 Dans le dernier item de la proposition précédente, on peut se deman-
der si A = A+, On montrera, dans la section suivante que ceci est vrai si A est s.e.v.
fermé (ce qui est aussi une condition nécessaire).

On termine cette section avec le théoreme de Pythagore.
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Théoreme 6.44 (Pythagore) Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et
uy,..., Uy € Htels que (u; | uj) = 0 sii=#j. Alors :

n n
1) willfy =) llwill (6.14)
i=1 i=1

DEMONSTRATION — La démonstration de ce résultat est immédiate, par récurrence
sur n. L’égalité (6.14) est vraie pour n = 1 (et tout u; € H). Soit n € N. On suppose que
(6.14) est vraie (pour tout uy,..., u, € H). Soit uy,...,u,,; € H.Onpose vy =) ' | u;,
de sorte que

n+1

2 2
| “i”H = ||y+un+1”H = (y+”11+1 |y+un+1)
i=1
=@ 19)+ @ | thpar) + (U1 1Y) + (g1 | 1)

Comme (v | 4,,41) = 0 = (14,41 | v), on en déduit, avec ’hypothese de récurrence, que

n+1 n+1

2 2
1Y wiliy =) llwill
i=1 i=1

6.2.2 Projection sur un convexe fermé non vide

Remarque 6.45 Soit E un ensemble muni d’une distance, notée d (E est alors un
espace métrique). Soit A C E. On pose d(x, A) = infea d(x, ). Il nexiste pas toujours
de xp € A t.q. d(x,xg) = d(x,A) et, si un tel x; existe, il peut étre non unique. Par
exemple, dans le cas olt A est compact (pour la topologie induite par d), x( existe
mais peut étre non unique.

Dans le cas ou il existe un et un seul xq € A t.q. d(x,x9) = d(x,A), x est appelé
projection de x sur A.

L’ objectif de cette section est de montrer 1’existence et I’unicité de x dans le cas ou A
est une partie convexe fermée non vide d’un espace de Hilbert (et d la distance induite
par la norme de I’espace de Hilbert).

Définition 6.46 (Partie convexe) Soit E un e.v. sur K, avec K = R ou K = C. Soit
C C E. On dit que C est convexe si :

u,veC, tel0,1]=tu+(1-t)weC.
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Théoreme 6.47 (Projection sur un convexe fermé non vide)

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et C C H une partie convexe
fermée non vide. Soit x € H. Alors, il existe un et un seul xy € C t.q. d(x,xp) =
d(x,C) = infyecd(x,p) (avec d(x,y) = ||x = yllg)- On note xy = Pc(x). Pc est donc
une application de H dans H (dont I’image est égale a C). On écrit souvent Pcx au
lieu de Pc(x).

DEMONSTRATION — Existence de x.

On pose d = d(x,C) = infycc d(x,y). Comme C = 0, il existe une suite (y,,),en C C
t.q. d(x,v,) = d quand n — +oo0. On va montrer que (y,,),cn est une suite de Cauchy
en utilisant I’identité du parallélogramme (6.13) (ce qui utilise la structure hilbertienne
de H) et la convexité de C. L’identité du parallélogramme donne

19 = YmllEs = 1@ = %) = (9m = 2)llfy

=~ = %) + (Vo = %)l + 2lv5 = Xl + 20y — xlIFy,
et donc

— x| + 2lly, = Xl + 2l[v, — x4 (6.15)

+ N
Iy =il = —41 2252

Comme C est convexe, on a @ e Cetdoncd < |Iw — x||z. On déduit alors de
(6.15) :
”;‘)n - ym”]z-[ < _4d2 + 2”;‘/71 - x||12—1 + 2||ym - x”IZ—I (616)

Comme d(y,,,x) = ||y, — x|lg = d quand n — +o0, on déduit de (6.16) que la suite
(V1)nen est de Cauchy.

Comme H est complet, il existe donc xo € H t.q. v,, = x¢ quand n — +c0. Comme
C est fermée, on a xy € C. Enfin, comme ||x —v,||g — 4 quand n — +co, on a, par
continuité (dans H) de z — ||z||y, d(x, xg) = ||x — xo|lg = d = d(x, C), ce qui termine
la partie existence.

Unicité de x,. Soit y;,v, € C t.q. d(x,y1) = d(x,1,) = d(x,C) = d. On utilise encore
I’identité du parallélogramme. Elle donne (voir (6.15)) :

Y1+

7 Xl + 2llyy - xliE; + 2lly2 - %l

1 = vallfy = —4ll
- -4||&23’2 — x|, + 442,

+ + 2
Comme ¥22 € C On a donc d < || 2522 — x|l et donc |ly; — ;1% < —4d? +4d? = 0.
Donc y; = y;. Ce qui termine la partie unicité. |

Remarque 6.48 Le théoreme précédent est, en général, faux si on remplace “Hilbert”
par “Banach”. Un exemple de non existence est donné a I’exercice 6.33 (et il est facile
de trouver des exemples de non unicité).
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On donne maintenant deux caractérisations importantes de la projection. La premiére
est valable pour tout convexe fermé non vide alors que la deuxiéme ne concerne que
les s.e.v. fermés.

Proposition 6.49 (Premiere caractérisation de la projection) Soient H un espace
de Hilbert (réel ou complexe) et C C H une partie convexe fermée non vide. Soient
xeHetxyeC.

1. On suppose que H est un Hilbert réel. Alors :
xg=Pcx & (x—x¢ | x9g—y) >0, pour tout y € C. (6.17)
2. On suppose que H est un Hilbert complexe. Alors :

xo = Pcx © Re(x—xq | xg—y) = 0, pour tout y € C. (6.13)

DEMONSTRATION —
Cas d’un Hilbert réel

* Sens (=) On veut montrer que (x —xg | xg —y) > 0, pour tout y € C. Comme
X9 = Pcx, on a ||x—x0||2H <|lx- z||12{ pour tout z € C. Soit y € C. On prend
z=1y+ (1 —t)xy avec t €]0,1]. Comme C est convexe, on a z € C et donc

2 2
llx = xolliz < llx =zl = (x = x0 — £(y = x0) [ X — X0 — £(y — x0))
2,42 2
= [lx = xolliz + 711y — xollig — 2(x — X0 [ ¥ — xo)-
On en déduit
2 2
2t(x —xq |y —x0) = t°lly — xollf; < 0.
On divise cette inégalité par t (on rappelle que t > 0) pour obtenir
2
2(x—x0 |y —x0) —tlly —xollz <0,

ce qui donne, en faisant tendre ¢ vers O :

(x x| %9~ y) = 0.

¢ Sens (<)

On veut montrer que xy = Pcx, c’est-a-dire ||x — x0||12{ <|lx- })”12{ pour tout
yeC.
Soity € C, ona [lx=ylIf; = llx—x0+x0=llfy = lle=xollf; +Ilxo = plIf; + 2(x =20 |
X0 =) = |lx — x|l car ||xg — ylI% > 0 et 2(x —xq | xo — ) > 0.

Cas d’un Hilbert complexe

La démonstration est tres voisine.

¢ Sens (=)
On veut montrer que Re(x —xq | xg —v) = 0, pour tout y € C.
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En reprenant les mémes notations que dans le cas Hilbert réel et en suivant la
méme démarche, on obtient :

2 2
llx = xolly < llx =zl = (x —x0 — H(y = x0) [ x —x0 — £(y — x0))
2 2 2
= [lx = xollfz + £71ly — xollfy — 2t Re (x — xo [y = xo).
On en déduit
2 2
2tRe(x —xq | y —x0) —t°[ly — xollf; < 0.
On divise cette inégalité par ¢ (on rappelle que t > 0) pour obtenir
2
2Re(x—xg |y —x0) = tlly = xolliz < 0,
ce qui donne, en faisant tendre ¢ vers 0 :
Re(x—xp | xo—p)=0.
Sens (<)
On veut montrer que xy = Pcx, c’est-a-dire ||x — xollﬁI <|lx- 3.)||%I pour tout
yeC.
: 2 2 2 2
Soity € Cona Il = lbe—x+x0-I% = lx—xoll +ixo—lI%+2Re (x—xo |
2 2
x0 =) = |lx — xolliy car [|xg = ylli; > 0 et 2Re(x —xp | xo — ) > 0.

Remarque 6.50 On prend comme espace de Hilbert réel H = Lé(E, T, m) (avec E = 0)
etonprend C={f e H: f >0 p.p.}. On peut montrer que C est une partie convexe
fermée non vide et que Pcf = f* pour tout f € H. Ceci est fait dans I’exercice 6.32.

Un s.e.v. fermé est, en particulier, un convexe fermé non vide. On peut donc définir la
projection sur un s.e.v. fermé. On donne maintenant une caractérisation de la projection
dans ce cas particulier.

Proposition 6.51 (Deuxieme caractérisation de la projection) Soient H un espace
de Hilbert (réel ou complexe) et F un s.e.v. fermé de H. Soient x € H et xy € F. Alors :

xo = Ppx © (x —xg) € F1. (6.19)

DEMONSTRATION — Cas d’un Hilbert réel

— Sens (&)

On veut montrer que x = Ppx. On utilise la premiere caractérisation. Soit y € F.
Comme (x —xg) € Ft,ona (x—xq | xg—y) = 0> 0 (car xg — y € F). Donc, la
proposition 6.49 donne x; = Pgx.

— Sens (=)

On veut montrer que (x—xg) € F+. La premiére caractérisation (proposition 6.49)
donne (x —xq | xg —y) > 0 pour tout y € F. Soit z € F. On choisit y = xg +z € F
(car F est un s.e.v.) pour obtenir (x —xg | z) < 0 et y = xo — z € F pour obtenir
(x—x0|z) > 0. On en déduit (x — x; | z) = 0, ce qui donne que (x — x) € F+.
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Cas d’un Hilbert complexe

La démonstration est trés voisine.

— Sens (<)
On veut montrer que xg = Ppx. Soit y € F. Comme (x —xg) € F+, ona (x — xq |
%9 —v) =0 (car xg—y € F). On a donc Re(x — xo | xog —y) = 0. Donc, la
proposition 6.49 donne xg = Pgx.

— Sens (=)

On veut montrer que (x — xy) € F+. La premigre caractérisation (proposition
6.49) donne Re(x —xg | xg —y) = 0 pour tout y € F. Soit z € F. On choisit
y =xg—az € F (car Fest un s.e.v.) avec o = (x —xq | z) pour obtenir Re(x—x |
az) < 0. Mais (x—xg | az) = a(x—xq | z) = |(x —x | 2)|?. Donc, 0 > Re(x—x |
az) = |(x—xg | 2)|?. On en déduit (x—x, | z) = 0, ce qui donne que (x—x,) € F+.

Définition 6.52 (Projection orthogonale et projecteurs algébriques)

1. Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F C H un s.e.v. fermé de H.
L’opérateur Pg s’appelle projecteur orthogonal sur F. Si u € H, Pru s’appelle la
projection orthogonale de u sur F.

2. (Rappel algébrique) Soit E un e.v. sur K (K =R ou K = C). Soient F,G deux s.e.v.
de E t.q. E=F & G. Pour x € E, il existe donc un et un seul couple (y,z) € Fx G
t.q. x =y +z. On pose y = Px et donc z = (1 - P)x (ou I est I’application identité).
P et I — P sont les projecteurs associés a la décomposition E = F® G. Ce sont des
applications linéaires de E dans E. L’image de P est égale a F et 'image de 1 — P
est égale a G.

Dans le prochain théoreme, on va comparer la projection orthogonale et des projec-
teurs algébriques particuliers.

Théoréeme 6.53 (Projecteur orthogonal et projecteur algébrique) Soient H un
espace de Hilbert (réel ou complexe) et F un s.e.v. fermé de H. Alors :

1. H=F&F!

2. Pg (projecteur orthogonal sur F) est égal au projecteur algébrique sur F associé a
la décomposition H = F @ F+.

3. F=Ft+.

DEMONSTRATION —  On rappelle que I’on a déja vu que F est un s.e.v. fermé.
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1. Soit u € H. On a u = (u — Pru) + Pru. La 2eme caractérisation (proposition 6.51)
donne (u — Ppu) € F+. Comme Pru € F, on en déduit que H = F + FL.

Soit maintenant # € F N F+. On doit donc avoir (u | #) = 0, ce qui donne u = 0 et
donc FNF+ ={0}.
Onadonc H=F®F,.

2. Soit u € H. Comme u = Ppu + (4 — Ppu), avec Pru € F et (u — Pru) € F+, on
voit que Pp est égal au projecteur algébrique sur F associé a la décomposition
H = F@ F+. (Noter aussi que (I — Pr) est égal au projecteur algébrique sur Ft
associé a la décomposition H = F@ F+.)

3. Il reste a montrer que F = F++.

— On a déja vu que F c F++.
— Soit u € F++. On a u = (4 — Ppu) + Pru. La 2eme caractérisation (proposition
6.51) donne (u — Ppu) € FL et on a aussi (4 — Ppu) € FL+ car u € F++ et
Pru € F C F++. On a donc (u — Ppu) € F- N F+L = {0}. Donc u = Pru € F.
On a donc montré que F++ C F.
Finalement, on a bien montré que F = F++,

Le théoréeme 6.53 a un corollaire tres utile :

Corollaire 6.54 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F un s.e.v. de H.
Alors : _
F=H o Ft ={0}.

DEMONSTRATION — F est un s.e.v. fermé de H. Le théoreme 6.53 donne donc
H =Fo®(F)*. On a déja vu que (F)* = F+, on a donc
H=FoF!,
d’ou I’on déduit _
F=H e Ft ={0}.

6.2.3 Théoreéme de Représentation de Riesz

Remarque 6.55 On rappelle ici la définition 6.37 et la remarque 6.38. Soit H un
Banach réel ou complexe. On note H” (ou £(H,K)) I’ensemble des applications
linéaires continues de H dans K (avec K = R pour un Banach réel et K = C pour un
Banach complexe). On rappelle que H* est I’ensemble des applications linéaires de H
dans K. On a donc H’ ¢ H*. Si H est de dimension finie, on a H' = H*, mais si H est
de dimension infinie, on peut montrer que H” = H*.
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1. Si T € H*, on rappelle que T est continue si seulement s’il existe k € R t.q. [T (u)| <
k||u|l¢1, pour tout u € H.

2.Si T € H’, on pose ||T||yy = SUP em\ (o) % On rappelle que || - || est bien une
norme sur H’ et que H’, muni de cette norme, est aussi un espace de Banach (sur
K). Noter que H’, muni de cette norme, est un espace de Banach méme si H est un

e.v.n. non complet. Noter aussi que, si T €e H et u € H, on a |T(u)| < || T\l ||ul.
p q H H

3. On suppose maintenant que H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H,
on pose @, (1) = (u | v) pour tout u € H. Grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz
((6.11) ou (6.12), on a [, ()] < [[ullullvllss. On a done @, € H et gyl < [0l
En remarquant que @, (v) = ||v||2H, on montre alors que ||¢, |l = ||v||g-

On considere maintenant 1’application ¢ : H — H’ définie par ¢(v) = ¢, pour
tout v € H.

— Si K =R, ¢ est une application linéaire de H dans H’ car, pour tout v, w € H
tout «, p € R et pour tout u € H,

(Potv+ﬁw(u) =(ulav+pw) =a(u|v)+p(u|w) = ag,(u)+ B, (u),

ce qui donne Quy1pw = @y + By, L'application ¢ est donc une isométrie
(linéaire) de H sur Im(¢) C H’. (En particulier ¢ est donc injective.)

— Si K = C, @ est une application anti-linéaire de H dans H’ car, pour tout
v, w € H tout , p € R et pour tout u € H

(Pocv+ﬁw(u) =(ulav+pw)=a(u|v) +B(u |w) = aq,(u) +B(Pw(u);

ce qui donne Qqy1pyy = 0Py + E(pw. L’ application ¢ est donc une isométrie
(anti-linéaire) de H sur Im(¢) c H’. (En particulier ¢ est donc, ici aussi,
injective.)

L’ objectif du théoreme de représentation de Riesz (théoréme 6.56) est de montrer
que I’application ¢ est surjective, ¢’est-a-dire que Im(¢) = H'.
Théoreme 6.56 (Représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert (réel ou
complexe). Soit T € H’. Alors, il existe un et un seul élément de H, noté v, tel que

T(u) = (u|v), pour tout u € H. (6.20)

L’application ¢ définie dans la remarque 6.55 est donc surjective (le résultat ci-dessus
donne T = @,).
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DEMONSTRATION —

Existence de v On pose F = Ker(T). Comme T est linéaire et continue, F est un s.e.v.
fermé de H. Le théoréme 6.53 donne donc H = F@ F+. On distingue deux cas :

* Cas 1. On suppose ici que T = 0. On a alors F = E et il suffit de prendre v = 0
pour avoir (6.20).

* Cas 2. On suppose maintenant que T = 0. On a donc F = H et donc F+ = {0}
(car H = F@FL). Il existe donc vy € F+, v = 0. Comme v, € F, on a T(vg) = 0.

Pour u € H, on a alors

T(u) T(u)
U=u- T(vo)vo T(vy) 0 (6.21)
On remarque que u — %7/0 € Fcar
T(u) T(u) _
T(u - T(vo) 0) =T(u)- T(vO)T(VO) =0.

Donc, comme v € F+, ona (1 — %vo | vg) = 0 et (6.21) donne

(1 1v0) = (=) 4 | vg) =

Two) Tiag) 070
d’ou I’on déduit (
T(v
T(u)= (u | vo)
(vo | vo) 0
_ T) S — _ To) S — :
On pose v = olv) V0 Si K=Retv= olog) Y0 S1 K =C. On a bien

T(u)=(u|v), pourtout u € H,

c’est-a-dire T = ¢, (avec les notations de la remarque 6.55).

Dans les deux cas on a bien trouvé v € H vérifiant (6.20).

Unicité de v Soient vi,v, € Ht.q. T = ¢, = @,, (avec les notations de la remarque
6.55). Comme ¢ est linéaire (si K = R) ou anti-linéaire (si K = C), on en déduit
@y, —v, = Pu, — @y, = 0. Comme @ est une isométrie, on a donc vy = v,, ce qui donne
la partie unicité du théoreme. ]

Remarque 6.57 (Densité du noyau d’une forme linéaire non continue) Soit H un
espace de Hilbert (réel ou complexe). Soit T € H*\ H’. T est donc une application
linéaire de H dans K(= R ou C), non continue. On pose F = Ker(T). La démonstration
du théoréme 6.56 permet alors de montrer que F+ = {0} et donc F = H (dans un Hilbert
H, le noyau d’une forme linéaire non continue est donc toujours dense dans H). En
effet, on raisonne par I’absurde :

si F+ = {0}, il existe v € F+, vy = 0. le raisonnement fait pour démontrer le théoréme

6.56 donne alors T(u) = (u | v) pour tout u € H, avec v = (Zém))vo si K=Ret
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v = (zsrﬁo)) vg si K = C. On en déduit que T est continu, contrairement a I’hypothese
de départ.

On a donc F+ = {0} et donc Fr=PFl= {0}. On en déduit, comme H = FoF (par le
théoreme 6.53, car F est toujours un s.e.v. fermé), que H = F.

Remarque 6.58 (Structure hilbertienne de H’) Soit H un espace de Hilbert (réel ou
complexe). On sait déja que H’ (avec la norme habituelle, voir la remarque 6.55) est
un espace de Banach. Le théoréme 6.56 permet aussi de montrer que H” est un espace
de Hilbert. En effet, en prenant les notations de la remarque 6.55, I’application ¢ est
un isométrie bijective, linéaire ou anti-linéaire de H dans H’. Cela suffit pour montrer
que I’identité du parallélogramme (identité (6.13)) est vraie sur H” et donc que H’
est une espace de Hilbert (voir la remarque 6.40). Mais on peut méme construire le
produit scalaire sur H” (induisant la norme usuelle de H’) :

Soient Tj, T, € H'. Par le théoréme 6.56, il existe v; et v, € H tels que T; = ¢, et
T, = @,,. On pose (T; | To)p = (v | v1)u (ot (- | -)ir désigne ici le produit scalaire
dans H). 1l est facile de voir que (- | -)g est un produit scalaire sur H’. Il induit bien la
norme usuelle de H' car (Ty | Ty)pr = (vq [ v)u = o1l = llpw, lIf = 1Tyl car
est une isométrie.

6.2.4 Bases hilbertiennes

Soient Eun e.v. sur K, K=R ou C, et B = {¢;, i € I} C E une famille d’éléments de
E (’ensemble I est quelconque, il peut étre fini, dénombrable ou non dénombrable).
On rappelle que B = {e;, i € I} C E est une base (algébrique) de E si B vérifie les deux
propriétés suivantes :

1. B est libre, c’est-a-dire :

Yigaie; =0, avec
J 1, card(]) < +oo, = a; = 0 pour tout i €],
a; € Kpourtouti €]

2. B est génératrice, ¢’est-a-dire que pour tout u € E, il existe ] C I, card(]J) < +oo, et
il existe (a;)ief CKt.q. u = ) ey e

En notant vect{e;, i € I} I’espace vectoriel engendré par la famille {e;, i € I}, le fait
que B soit génératrice s’écrit donc : E = vect{e;, i € I}.

On rappelle aussi que tout espace vectoriel admet des bases (algébriques). Cette
propriété se démontre a partir de I’axiome du choix.
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Dans le cas d’un espace de Hilbert, on va définir maintenant une nouvelle notion de
base : la notion de base hilbertienne.

Définition 6.59 (Base hilbertienne) Soient H un espace de Hilbert sur K, K = R ou
C, et B ={e;, i € I} C H une famille d’éléments de H (I’ensemble 1 est quelconque). La
famille B est une base hilbertienne de H si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

lsii=j,

L. our tout 1,7 € L.
Osii#j, v J

1. (ei | 6]) = 61"]' = {
2. vect{e;, i € I} = H. On rappelle que vectie;, i € I} = {}_;y aje;, ] C 1, card(]) < +oo,
(ai)iey € KJ.

Remarque 6.60 Soit H un espace de Hilbert sur K, K =R ou C.

1. Si H est de dimension finie, il existe des bases hilbertiennes (qui sont alors aussi des
bases algébriques). Le cardinal d’une base hilbertienne est alors égal a la dimension
de H puisque, par définition, la dimension de H est égal au cardinal d’une base
algébrique (ce cardinal ne dépendant pas de la base choisie). La démonstration de
I’existence de bases hilbertiennes suit celle de la proposition 6.62 (la récurrence
dans la construction de la famille des e,, s’arréte pour n = dim(H)—1, voir la preuve
de la proposition 6.62).

2. Si H est de dimension infinie et que H est séparable (voir la définition 6.61), il
existe des bases hilbertiennes dénombrables (voir la proposition 6.62).

3. Si H est de dimension infinie et que H est non séparable, il existe toujours des bases
hilbertiennes (ceci se démontre avec 1’axiome du choix), mais elles ne sont plus
dénombrables.

Définition 6.61 (Espace séparable) Soir E un e.v.n. sur K, K =R ou C. On dit que
E est séparable s’il existe A CE t.q. A =E et A au plus dénombrable.

Proposition 6.62 (Existence d’une base hilbertienne) Soit H un espace de Hilbert
sur K, K =R ou C, de dimension infinie. On suppose que H est séparable. Alors, il
existe une base hilbertienne B = {e;, i € N} C H de H.

DEMONSTRATION — Comme H est séparable, il existe une famille {f,,, n € N} Cc H
dense dans H, c’est-a-dire t.q. {f,,, n € N} = H.

On va construire, par une récurrence sur 7, une famille {e,, n € N} t.q. :
1. (e, | e,) = 0,y pOUT tout n,m € N,

2. {fo,--., fu} C vectfeg,...,e,} pour tout n € N.
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On aura alors trouvé une base hilbertienne car on aura f; € vect{e,, n € N}, pour
tout i € N, etdonc H ={f,, ne N} c{e,, ne N} cH, d’ot H = {¢,,, n € N}. Avec la
propriété (e, | e,;,) = 0, ,, pour tout n, m € N, ceci donne bien que {e,;, n € N} est une
base hilbertienne de H.

On construit maintenant la famille {e,,, n € N}.
Construction de ¢,
Soit @(0) = min{i € N; f; # 0} (les f; ne sont pas tous nuls car H = {0}). On prend
ey = “;‘gﬁ, de sorte que (eg | eg) = 1 et fy € vect{eg} (car fy = ||folleg, méme si
©(0) # 0).
Construction de ¢,
Soit n € N. On suppose construits e, ..., e, t.q.
— (ep | em) = 0y, pour tout p,m € {0,..., n},
— {fo,...,fp} Cvect{eo,...,ep} pour tout p € {0,...,n}.
(Ce qui est vérifié pour n = 0 grace a la construction de eg.)

On construit maintenant e, t.q. les deux assertions précédentes soient encore vraies
avec n+ 1 au lieu de n.

Un sous espace vectoriel de dimension finie est toujours fermé, donc vect{ey, ..., e,}
= vect{ey, ..., e,}. Si f; € vect{ey, ..., e,} pour tout i € N, on a alors {f;, i € N} C

vect{ey, ..., ,} etdonc H = vect{f;, i € N} C vect{ey,...,e,} = vect{ey, ..., e,}. Ce qui
prouve que H est de dimension finie (et dim(H) = n+ 1). Comme H est de dimension
infinie, il existe donc i € N t.q. f; & vect{e,...,e,} (dans le cas out H est dimension
finie, la construction de la famille des e,, s’arréte pour n = dim(H) — 1 et on obtient
une base hilbertienne avec {ey,...,e,}). On pose alors @(n+1) = min{i e N; f; ¢
vect{ey, ..., e,}}. Onadonc, en particulier, @(n+1) > n+1. Enprenant &,,1 = fo(n41)—
Yi_oaie; avec &; = (fo(us1) | €;) pour tout i € {0,...,n}, on remarque que &,,1 # 0
(car fo(nr1) € vect{ey,...,e,}) et que (&, | €;) = 0 pour tout i € {0,...,n}. Il suffit

alors de prendre e, = ”i’:’ﬁ pour avoir (e, | €,,) = 0p,,, pour tout p,m € {0,...,n+1}.

Enfin, il est clair que f,,,1 € vect{e,...,e,,1} carona f,.1 = [[€,11lle, 1+ 1 o e €
vect{eg,..., e 1} si@(n+1)=n+1et f,,; €vectey,...,e,} sipn+1)>n+1.

On a donc bien trouvé ¢, t.q.
— (e | em) = 0, pour tout p,m € {0,...,n+ 1},
— {fo,---, fp} Cvect{ey,..., ep} pour tout p € {0,...,n + 1}.

Ce qui conclut la construction de la famille {e,, n € N} vérifiant les deux assertions
demandées. Comme cela a déja été dit, la famille {e,, n € N} est alors une base
hilbertienne de H. |

La proposition 6.62 montre donc que tout espace de Hilbert séparable, et de dimen-
sion infinie, admet une base hilbertienne dénombrable. On peut aussi démontrer la
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réciproque de ce résultat, c’est-a-dire que tout espace de Hilbert admettant une base
hilbertienne dénombrable est séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.31). La
proposition suivante s’adresse donc uniquement aux espaces de Hilbert séparables.

Proposition 6.63 Soient H un espace de Hilbert sur K, K =R ou C. et {e,, n € N}
une base hilbertienne de H (I’espace H est donc séparable et de dimension infinie
(cf. exercice 6.31) et, dans ce cas, une telle base existe d’apres la proposition 6.62).
Alors :

1. (Identité de Bessel) ||u||> = ¥ ,.en (14 | €,)|?, pour tout u € H,

2.u =Y ,en(u | ey)e,, pour tout u € H, c’est-a-dire )} (u | e;)e; — u dans H,
quand n — +oo,

3. soient u € Heet () ey CK t.q. u =) oy 0pe, (¢est-a-dire Y I, ae; — u dans
H guand n — +o0), alors o; = (u | e;) pour tout i €N,

4. (identité de Parseval) (u |v) =) ,cn(u | e,)(v | ey,), pour tout u,v € H.

DEMONSTRATION — Pour n € N, on pose E, = vect{ey,...,e,}. F, est donc un s.e.v.
fermé de H (on a dim(F,) = n+ 1 et on rappelle qu’un espace de dimension finie est
toujours complet, F,, est donc fermé dans H).

On remarque que F,, C F,,; pour tout n € N, que |,y F,; = vect{e;, i € N} et donc
que |J,,en Ey = H (car {e;, i € N} est une base hilbertienne de H).

Soit u € H. La suite (d(u, F,)),en est décroissante (car F,, C F,,.;),onadonc d(u,E,) |
I quand n — +o0, avec I > 0. On va montrer que ! = 0. En effet, pour tout € > 0, il
existe v € |,y Fy tel que d(v,u) < e (car |, F, = H); il existe donc 1 € N tel que
v € F,. On a alors d(u, E,) < ¢, ce qui prouve que ! < &. Comme ¢ > 0 est arbitraire,
on a bien montré que / = 0.

On utilise maintenant le théoréeme d’existence et d’unicité de la projection sur un
convexe fermé non vide (théoreme 6.47). Il donne I’existence (et I’unicité) de u,, =
Pp u € F, t.q. d(u,,u) =d(u,F,), pour tout n € N. On a alors u = (u —u,) +u, etla
deuxieme caractérisation de la projection (proposition 6.51) donne que (u — u,,) € Fi-.
Le théoréme de Pythagore (théoréme 6.44) donne enfin que ||u||? = ||u,,]|> + ||u — u,,]|%.
Comme ||u — u,,|| = d(u,u,) = d(u,F,) | 0 quand n — +oo, on en déduit que

llull> = llull?, quand n — +co. (6.22)

Soit n € N. Comme u, € F, = vect{eg,...,e,}, onau, =) 1" ja;e; avec a; = (uy | e;)
pour tout i € {0,...,n} (car (e; | ¢;) = 9; ; pour tout i, ). Puis, comme (u —u,) € El,
ona(u—u,|e)=0pourtoutie{0,...,n},d ot ’on déduit que o; = (u | ¢;) pour
tout i € {0,...,1}. On a donc montré que u,, = )1 (u | ¢;)e;, ce qui, avec le théoreme
de Pythagore, donne ||u,||* = ol(u] e;)]?. On obtient donc, avec (6.22) le premier
item de la proposition, ¢’est-a-dire I’identité de Bessel.

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition. En reprenant les notations
précédentes, on a, pour u € H, u = (u — u,) + u, et (u —u,) — 0 dans H quand
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n — +oo (car ||u — u,|| = d(u,E,)). On a donc u,, — u dans H quand n — +o0. Ceci
donne bien le deuxieme item de la proposition car on a vu que u, = Y i ,(u | ¢;)e;.

Pour montrer le troisieme item de la proposition, on suppose que («;);eny C K est t.q.
Y.’_oaje; — u dans H quand 1 — +co. Soit j € N. On remarque que (Y_;_, a;e; | ¢j)
=Y oaie] ej) = aj pour n > j. En utilisant la continuité du produit scalaire par
rapport a son premier argument (ce qui est une conséquence simple de 1’inégalité de
Cauchy-Schwarz), on en déduit (faisant n — +o0) que (u | €j) = aj, ce qui prouve bien
le troisieme item de la proposition.

Enfin, pour montrer I’identité de Parseval, on utilise la continuité du produit scalaire
par rapport a ses deux arguments (ce qui est aussi une conséquence de 1’inégalité de
Cauchy-Schwarz), c’est-a-dire le fait que

u, — u dans H, quand n — +oo,

v, — v dans H, quand n — +oo, } = (tty |vy) > (4] v) quand 1 — +oo.

(6.23)
Pour u,v € H, on utilise (6.23) avec u,, = Y ! (u | e;)e; et v, =Y " ;(v]e;)e;. Ona
bien u,, — u et v,, — v (d’apres le deuxiéme item) et on conclut en remarquant que
(un | vn) = Lio Lizo(ulei)(v l ej)(e; [ ej) = Lilg(ule)(v|e;). =

Remarque 6.64 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, séparable et de
dimension infinie.

1. Soit {e,,, n € N} une base hilbertienne de H et soit ¢ : N — N bijective. On pose
€y = ep(n)- Comme {e,;, n € N} = {&,, n € N}, la famille {¢,,, n € N} est donc aussi
une base hilbertienne de H. On peut donc appliquer la proposition 6.63 avec la
famille {e,,, n € N} ou avec la famille {¢,;, n € N}. Le deuxieme item de la proposition
6.63 donne alors, pour tout u € H,

u= Z(u len)e, = Z(” | eq)(n))e(p(n)-

neN neN

Ceci montre que la série ), (4 | e,)e;, est commutativement convergente, ¢’est-
a-dire qu’elle est convergente, dans H, quel que soit I’ordre dans lequel on prend
les termes de la série et la somme de la série ne dépend pas de I’ordre dans le-
quel les termes ont été pris. Noter pourtant que cette série peut ne pas €tre ab-
solument convergente. On peut remarquer, pour donner un exemple, que la suite
(X, ﬁei)neN C H est de Cauchy, donc converge, dans H, quand n — +o0, vers
un certain u. Pour cet élément u de H,on a (u | ¢;) = % pour tout 7 € N. La série
Y nen(1 | e,)e, est donc commutativement convergente mais n’est pas absolument
convergente car Y, |1(# | €,)eqll = ¥ en o = +00 (voir & ce propos Iexercice
6.30). L’exercice 6.41 complete cet exemple en construisant une isométrie bijective
naturelle entre H et 12,
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Par contre, on rappelle que, dans R ou C, une série est commutativement convergente
si et seulement si elle est absolument convergente (voir I’exercice 2.34). On peut
d’ailleurs remarquer que la série donnée a I’item 4 de la proposition 6.63 est
commutativement convergente (pour la méme raison que pour la série de I’item 2,
donnée ci-dessus) et est aussi absolument convergente. En effet, pour u,v € H, on a
[(u ] e;)(v]e)l <|(u]e)*+|(v]e;)|* pour tout i € N, ce qui montre bien (grice a
I’identité de Bessel) que la série ), .n(u | e,)(v | e,) est absolument convergente
(dans K).

2. Soit I un ensemble dénombrable (un exemple intéressant pour la suite est [ = Z) et
{e;,iel} CH.

Soit ¢ : N — I bijective. On pose, pour 1 € N, &, = e¢ (). On a alors {e;, i € I} =
{é,, n € N}. La famille {e;, i € I} est donc une base hilbertienne si et seulement si la
famille {é,,, n € N} est une base hilbertienne.

Si la famille {e;, i € I} est une base hilbertienne, on peut donc appliquer la pro-
position 6.63 avec la famille {¢,,, n € N}. On obtient, par exemple, que pour tout

ueH:
w= ) (] ep)eom

neN

La somme de la série }_,cn(u | eq(n))ep(n) ne dépend donc pas du choix de la
bijection ¢ entre N et I et il est alors 1égitime de la noter simplement ) ;.(u | ¢;)e;.
Ceci est détaillé dans la définition 6.65 et permet d’énoncer la proposition 6.66.

Définition 6.65 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et 1 un ensemble
dénombrable. Soit (u;);c; C H. On dit que la série ) ;. u; est commutativement
convergente s’il existe u € H t.q., pour tout ¢ : N — 1 bijective, on ait

n

Zuq,(p) — U, quand n — +oo.
p=0

On note alors u =) ;1 u;.

Proposition 6.66 Soit H un espace de Hilbert sur K, K =R ou C. Soient 1 dénom-
brable et {e;, i € I} une base hilbertienne de H (I’espace H est donc séparable et de
dimension infinie). Alors :

1. (Identité de Bessel) Pour tout u € H, la série Y ;. |(u | ¢;)|* est commutativement
convergente et |ull? = ¥.ier (| &),

2. Pour tout u € H, la série ) ;.;(u | e;)e; est commutativement convergente et u =

Ziel(u | ei)e;,
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3. soient u € H et (a,),en C K tels que la série ) ;o a;e; est commutativement
convergente et u =) ;. a;e;, alors oy = (u | e;) pour tout i €1,

4. (identité de Parseval) Pour tous u,v € H, la série ) ;1(u | e;)(v | e;) est commutati-
vement convergente et (u |v) =) ;. (u|e;)(v]e;).

DEMONSTRATION — La démonstration est immédiate a partir de la proposition 6.63
et de la définition des séries commutativement convergentes (définition 6.65). Il suffit
de remarquer que {e(p(n), n € N} est une base hilbertienne de H pour toute application
@ : N — I bijective (et d’appliquer la proposition 6.63), comme cela est indiqué dans
la remarque 6.64 (deuxie¢me item). [

La proposition suivante donne une caractérisation tres utile des bases hilbertiennes.

Proposition 6.67 (Caractérisation des bases hilbertiennes) Soir H un espace de
Hilbert réel ou complexe. Soit {e;, i € I} CH t.q. (¢; | ¢j) = 0; j pour tout i, j € L. Alors,
{e;, i € 1} est une base hilbertienne si et seulement si :

ueH, (ule;)=0vViel=>u=0.

DEMONSTRATION — On pose F = vect{e;, i € I}. F est s.e.v. de H.
On sait que {e;, i € I} est une base hilbertienne si et seulement si F = H. Or, on a déja
vu (proposition 6.54) que F = H & F+ = {0}. Donc, {e;, i € 1} est une base hilbertienne
si et seulement si

ueHueFt=u=0.

Comme u € F* si et seulement si (u | e;) = 0 pour tout i € I, on en déduit que {e;,
i € I} est une base hilbertienne si et seulement si

ueH, (ule)=0viel=u=0.

On donne maintenant un exemple de base hilbertienne, cet exemple donne un résultat
de convergence de la série de Fourier d’une fonction périodique de R dans C.

Pour cet exemple, on prend H = Lé(]O, 27|, B(]0,2m[), A), ot A désigne la mesure
de Lebesgue sur 3(]0, 27t[). On rappelle que H est un espace de Hilbert complexe et

que le produit scalaire sur H est donné par (f | g), = J fgd\ = IOZT( f(x)g(x)dx pour
f,geH.
Pour n € Z, on définit e,, € H par (en confondant e,, avec son représentant continu) :
1
e,(x) = ——=exp(inx), x €]0, 27]. (6.24)

V2
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La convergence dans H de la série de Fourier de f € H est alors donnée par la propo-
sition suivante (noter que cette proposition ne donne pas de convergence ponctuelle
de la série de Fourier, méme si f est continue).

Proposition 6.68 (Séries de Fourier) Soit H = Lé(]O, 27|, B(]0, 2m[), A). Alors :
1. La famille {e,, n € Z}, ou e,, est donnée par (6.24), est une base hilbertienne de H.

2. Pour tout f € H, la série } ,,.7(f | e,),e, est commutativement convergente et

f=) (flenhen

Nnez

En particulier, on a

27 n
JO If (x) - Z (f | ep)aey(x)dx — 0, quand n — +oo.

p=-n

DEMONSTRATION — Pour démontrer que {e,,, n € Z} est une base hilbertienne, on
utilise la proposition 6.67. Il suffit donc de montrer :

1. (e, | eny)2 = 0y, pour tout n,m € Z,
2.feH,(fle,),=0VneZ = f=0.

. o 2 ) .
L’assertion 1 est immédiate car (e, | e,,); = fo " 21—71 exp(i(n—m)x)dx. Ce qui donne

bienOsinzmetlsin=m.

Pour montrer I’assertion 2, soit f € H t.q. (f | e,,), = 0 pour tout n € Z. On va montrer
que f =0 (c’est-a-dire f = 0 p.p.) en raisonnant en plusieurs étapes.

Etape 1. On note P = vect{e,, n € Z} (P est donc ’ensemble des polyndmes trigo-
nométriques). Par anti—linéarité du produit scalaire de H par rapport a son deuxieme
argument, on a (f | g) = 0 pour tout g € P.

Etape 2. On note C,, = {g € C([0, 27|, C); g(0) = g(2m)}. On peut montrer que P est
dense dans C,, pour la norme de la convergence uniforme (définie par |g[|,, = max{g(x),
x € [0,21]}). On admet ce résultat ici (c’est une conséquence du théoréme de Stone-
Weierstrass). Soit g € C,,, il existe donc (g,,) ey € P t.q. g, — g uniformément sur
[0,27]. On a donc ||g, — Il = 11g» — &llee — 0 quand 7 — +o0. Comme A([0, 21]) <
+00, on en déduit que ||g, — gll, = 0 quand n — +oo. (Plus précisément, on a ici
-1l < V27| - |loo ). Comme (f | £4)2 = 0 pour tout n € N (par I’étape 1), on en déduit
(avec I’inégalité de Cauchy-Schwarz) que (f | g), = 0. On a donc (f | g)» = 0 pour
tout g € C,.

Etape 3. Soit ¢ € C([0, 21|, C). Pour n € N* on définit g, par :

&n(x) = g(x), six €[4, 21,
(%) = g(210) + (8(;;) - g(2m0))(nx), si x € [0, 1,
de sorte que g, € C, (noter que g, est affine entre 0 et % et vérifie g,(0) = g(2m) et

gn(%) :g(%))
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Par I’étape 2, on a (f | g,)» = 0 pour tout n € N*. D’autre part, le théoréeme de
convergence dominée dans L? donne que g, — g dans H quand # — +co (noter en
effet que g, — g p.p. et que g, < ||glloo € H, pour tout n € N*). On en déduit donc que
(f12)2 =0.0nadonc (f|g), =0 pour tout g € C([0, 27], C).

Etape 4. On prend maintenant ¢ € H = Lé(]O, 2n[, B(]0,21[), A). On définit § de R
dans C par § = g sur [0, 21| et § = 0 sur R\[0, 27t]. On obtient ainsi § € L(ZC(R, B(R),\)
(On a, comme d’habitude, confondu un élément de L2 avec I’un de ses représentants ;
et A désigne maintenant la mesure de Lebesgue sur 3(R)). On montre dans 1’exercice
(corrigé) 6.5 que C.(RR,R) est dense dans Lﬁ(R,B(R), A). On en déduit facilement que
C.(R,C) est dense dans L(ZC(R,B(R), A). I existe donc (h,,),eny € C(R,C) t.q. by, > &
dans Lé(R,B(R), A), quand # — +o0. On en déduit que

27
J I, (x) — g(x)|?dx < J |, (x) - §(x)|*dx — 0, quand 1 — +oo.
0 R

En posant g, = (hn)|[0’2ﬂ], on a donc g, € C([0,21],C) et g, — ¢ dans H, quand
n — +oo. Comme 1’étape 3 donne (f | g,,)» = 0 pour tout n € N, on en déduit que
(flg)2=0.

Pour conclure, il suffit maintenant de prendre ¢ = f. On obtient (f | f), = 0 et donc
f=0p.p.

On a bien ainsi montré (grace a la proposition 6.67) que {e,, n € Z} est une base
hilbertienne de H.

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition.

Soit f € H. La proposition 6.66 donne que la série ) .7 (f | e,)2¢€, est commutative-
ment convergente et que

f=) (Flesen.

nez

En utilisant la définition 6.65 et la bijection de N dans Z donnée par ¢(0) = 0, et, pour
n>1,@(2n-1) =n, ¢(2n) = —n, on a donc, en particulier, } 7" (f | €q(m))2€qp(m) —
f, dans H, quand m — oo. En prenant m = 2n, ceci donne exactement

J:“ If(x) - i (f I ep)ep(x)lzdx — 0, quand 1 — +oo.

p=—n

6.3 Dualité dans les espaces L7, 1 <p < oo
6.3.1 Dualité pour p =2
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note H = L%(E, T,m), avec K=R ou C.

Soit f € L%(E, T,m). Onnote @y : H — K, I'application définie par ¢r(g) = (g | f)2-
On a dé€ja vu (remarque 6.38) que @ € H’ (dual topologique de H). On remarque
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aussi que [lpglln: = 1f i = lIfllo. En effet [o/(9)] < [If lllglly (par 'inégalité de
Cauchy-Schwarz)et [@(f )| = ||f||2H. Donc :

llpller = Sup{ﬁz—lﬁ)l: g € H\ {0} =l Il

Le théoréme de représentation de Riesz (théoreme 6.56 page 331) appliqué a I’espace
de Hilbert H = L12<(E, T, m) donne que pour tout T € H’, il existe un et un seul f € H
t.q. T(g) = (g1 f)2 pour tout g € H, c’est-a-dire un et un seul f € Ht.q. T = ¢y.

L’application ¢ : f > ¢y est donc une isométrie bijective de L12<(E, T,m) sur
L12<(E, T, m). (Noter que ¢ est linéaire si K = IR et antilinéaire si K = C.)

Cette situation est spécifique au cas p = 2. Nous examinons ci-apres le cas général
1<p<oo.

6.3.2 Dualité pour 1 <p < oo

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit p € [1,+o0], on pose g = !% € [1,+00] (de

sorte que ll) + % =1, g s’appelle le conjugué de p). Dans toute cette section, on note
Ly = L (E, T,m), avec K=R ou C (et r € [1, 00]).

On cherche a caractériser le dual de LPK, de maniere semblable & ce qui a été fait a la
section précédente dans le cas p = 2.

Soit f € L, on considere I’application :

fgfdm si K=R,

_ (6.25)
J-gfdm si K=C.

Pr -8

L’inégalité de Holder (proposition 6.26) montre que @ (g) est bien définie si g € LpK
et que @y est continue; donc @y € (LpK)’ (dual topologique de LpK). On peut aussi
obtenir un majorant de la norme de ¢y car I'inégalité de Holder donne

o (@) < IIfll,ligll,, pour tout g € Lk,
d’ot I’on déduit que

lor(g)l
lIgll,

lpfllery = sup{ gell\ {0}} <Iflly. (6.26)
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On définit donc une application @ : f — @y de LqK dans (Li)’. La définition de
@ (formule (6.25)) montre que cette application est linéaire dans le cas K = R et
antilinéaire dans le cas K = C. Elle est toujours continue, grice a (6.26). On montre
maintenant que c’est, en général, une isométrie.

Proposition 6.69 (Injection de L7 dans (LP)") Soit (E,T,m) un espace mesuré.
Soient p € [1,+00] et q = ==. Si p = 1, la mesure m est supposée de plus o-finie.
L’application ¢ : f — (pf, ol @y est définie par (6.25) est une application de LqK
dans (Li)’, linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. De plus, ¢’est
une isométrie, c’est-a-dire que ||(pf||(LpK), = Iflly pour tout f € Lii(. (L’application ¢
est donc nécessairement injective, mais pas forcément surjective.)

DEMONSTRATION — On sait déja que ¢ est une application de L% dans (LPK)’,

linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. On sait aussi que
q . . . .

II(prI(LpK), < Ifll; pour tout f € Ly (voir (6.26)). Pour terminer la démonstration de

cette proposition, Il suffit donc de montrer que, pour tout f € L,

losllezy = 11flg- (6.27)
On se limite au cas K = R (les adaptations pour traiter le cas K = C sont faciles a
deviner).

Soit f € L]‘f@. On suppose f = 0 (sinon (6.27) est immédiat). On confond f avec I’'un
de ses représentants, de sorte que fell= ﬁ%(E, T, m). Pour montrer 6.27, on va

|
chercher g € LPK \ {0} t.q Té” ||f”q

On distingue maintenant trois cas.

Cas1:1<p<co.On définit g : B — R par g(x) = |f(x)|7 'sign(f(x)) pour tout
x € E, avec la fonction sign : R — R définie par 51gn( s)=-1sis<0,sign(s)=1si
s > 0 et (par exemple) sign(0) = 0. La fonction g est mesurable (comme composée
d’applications mesurables) et on a (en notant que p = qu) :

f|g|Pdm - J(Iflq‘l)qqldm _ f| fidm < o

Donc, g € Lf’R (plus précisément, g € Lﬂg) etllgll, = ||f||5 # 0. Pour ce choix de g, on

a donc
lor(8) _ Jfgdm— ;
”g”" I I
carq—— 1.
On en déduit que
o (h)l lpr(8)

|
, =sup{—2——, he LB\ {o}} > === = |If|l,
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ce qui donne (6.27).

Cas 2 : p = 00. On a, dans ce cas, ¢ = 1. On prend, comme pour le premier cas,
g =sign(f). Onaici g € Ly et ||g|loo = 1 (car m(E) # 0, sinon LI}% = {0} etiln’y a

pasde f € LL, f #0). Pour ce choix de g, on a ¢f(g) = [|f]l1, donc l(lTéll =|flli et,

comme dans le premier cas, ceci donne (6.27).

Cas 3 : p = 1. On a, dans ce cas, g = co. Ce cas est un peu plus délicat que les

précédents. On ne peut pas toujours trouver g € Lll< \ {0} t.q. I(ﬂg I = ||flleo- En
utilisant le caractere o-fini de m, on va, pour tout n € N*, trouver g, € Lll< \ {0} t.q.
l(PI{glirl > |[flleo — 5> ce qui permet aussi de montrer (6.27).

Soit n e N*. On pose o, = [|f]leo —
m(A,) = 0 donnerait || f||o, < o).

Sim(A,) < co, on peut prendre g, = sign(f)1,, qui est mesurable (car sign(f)et1,,
sont mesurables) et intégrable car m(A,,) < co. On a alors g, € L%&\{O}, llgully = m(A,)
et pr(gy) = IA |fldm > a,;m(A,,). Donc :

o7 (gn)l 1
lpsllsy > ”f L L

En faisant tendre # vers I’infini, on en déduit (6.27).

~et A, = {lfl = a,}. On a m(A,)) > 0 (car

n

Si m(A,,) = oo, le choix de g, = sign(f)1,, ne convient pas car sign(f)1,, ¢ L]%&'
On utilise alors le fait que m est o-finie. Comme m est o-finie, il existe une suite
(Ep)peny € T t.q. m(E,) < 0o, B, C Epyq, pour tout p € N, et E = (Jpen Ep. Par
continuité croissante de 71, on a donc m(A, NE,) T m(A,) quand p — co. Comme
m(A,) > 0 il existe donc p € N (dépendant de #, on ne note pas cette dépendance) t.q.
m(A, NE,) > 0. On prend alors g, = sign(f)la, NE, . On a bien alors g, € L1 \ {0},

llgnll1 :m(AnnEp)Sm(Ep) <ooet @y (&) = JA NE, Ifldm > a,;m(A, NE ) Donc :

98
Ioslhegy 2 et = e = lf e

En faisant tendre n vers 1’infini, on en déduit (6.27), ce qui conclut la preuve de la
proposition. u

La proposition 6.69 montre que I’application ¢ : f > @, ol @ est définie par (6.25)
est une application de LqK dans (L%)’, linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le
cas K = C. De plus, ¢’est une isométrie, ¢’est-a-dire que ||(pf|| Ly = l|fl; pour tout

zeN £

fe Lq Comme cela a déja été dit, I’application ¢ est donc nécessairement injective
car ¢y = @y, implique @7y, = 0 et donc [|f = hll; = llos-pll2) = 0, ce qui donne
f = h p.p.. Mais I’application ¢ n’est pas forcément surjective. On sait qu’elle est
surjective si p = 2 (c’est ’objet de la section précédente). Le théoreme suivant montre
qu’elle est surjective si m est o-finie et p € [1,+oo[ (de sorte qu’on identifie souvent,
dans ce cas, (LPK)’ a LqK).
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Théoreme 6.70 (Dualité L? — L9) Soient (E, T, m) un espace mesuré o-fini, 1 <p <
+o0, 4 = I% etTe (Lﬁ)’. Alors, il existe un unique f € L% t.q.

jgfdm siK=R,
T(@)=9r _
jgfdm siK=C,

c’est-a-dire telle que T = ¢ ¢ avec @ donné par (6.25) (on a donc montré la surjectivité
de I'application ¢ : LqK — (LPK)' définie par @(f) = @f pour f € L%).

Remarque 6.71 (Dual de L*°) Noter que le théoréme précédent est, en général, faux
pour p = +oo. L’application ¢ : f = @, ol @ est donnée par (6.25) est donc une
isométrie (linéaire ou antilinéaire, selon que K = R ou C) de L11< dans (LY)" mais
I'image de @ est, sauf cas trés particuliers, différente de (LY’)’. L’application @ ne

N

permet donc pas d’identifier le dual de Ly’ a L11<.

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.70 La démonstration de ce théoreme est faite
dans I’exercice 6.51. Elle consiste essentiellement & se ramener directement a appliquer
le théoreme de représentation de Riesz (théoréme 6.56) dans un espace L? approprié.

Une autre démonstration, probablement plus classique, consiste a appliquer le théoreme
de Radon-Nikodym, qui lui-méme se démontre en se ramenant au théoréme de
représentation de Riesz. Cette démonstration est donnée, dans le cas particulier p =1,
dans I’exercice 6.49. Nous verrons le théoreme de Radon-Nikodym dans la section
suivante, voir les théoremes 6.78 et 6.79.

Enfin, on propose dans I’exercice 6.50 une autre démonstration de ce théoréme dans le
cas p < 2 (utilisant toujours le théoreme de représentation de Riesz). ]

Une conséquence intéressante du théoréme de dualité (théoreme 6.70) est le caractere
réflexif des espaces LP pour 1 < p < +c0, ce que I’on détaille maintenant.

Soit F un espace de Banach réel (mais il est possible de traiter aussi les Banach
complexes). On note F’ le dual (topologique) de F et F” le dual (topologique) de F’.
On dit aussi que F” est le bidual de F. Pour u € F, on définitJ,, : F* — R par

J.(T) = T(u) pour tout T € F. (6.28)

11 est facile de voir que J, € F” et ||J,|lp» < |lul|[z. On peut en fait montrer que
T llg» = |lullp (¢’est une conséquence du théoréme de Hahn-Banach, non démontré
ici). Comme I’application J : u +— ], est linaire, c’est donc une isométrie linéaire
de F dans F”. 1l est alors immédiat que J est injective. Par contre, ] n’est pas toujours
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surjective. L’application J est souvent appelée injection canonique de F dans F”, ce
qui sous-entend une identification de F comme sous—espace de F”. En fait, I’injection
canonique d’un ensemble A contenu dans un ensemble B est I’application qui a tout
élément de A associe lui-méme : c’est la restriction de I’identité a A, qui permet de
voir I’inclusion en terme d’application.

Définition 6.72 (Espace réflexif) Soir F un espace de Banach, ¥’ son dual (topolo-
gique) et F” son bidual (c’est-a-dire le dual topologique de F’). Pour u € F, on définit
Ju € B” par (6.28). On dit que I’espace F est réflexif si I’application ] : u + ], (de F
dans F”) est surjective (I’application ] est toujours injective).

Un espace de Hilbert H est toujours réflexif car 1’application ] est alors simplement la
composée des deux bijections de H dans H” et de H” dans H” données par le théo-
reme de représentation de Riesz (Théoreme 6.56), ce qui montre que ] est surjective.
L’espace L%{(E, T, m) est donc réflexif. Plus généralement, une conséquence directe
du théoreme 6.70 est que les espaces LP, sont réflexifs pour p €]1, +o0].

Proposition 6.73 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo. Alors, I’espace
L%(E, T, m) est réflexif.

DEMONSTRATION —  On pose ¢ = f, 1P = L2 (E, T, m) et L9 = LL(E, T, m).

On note @ I"application de LP dans (L7)" définie par @(f) = ¢y, ol @ est donnée par
(6.25), et on note W I"application de L dans (LP)’ définie par W(f) = ¢y.

Comme p # +oo et q # +o0, le théoréme 6.70 donne que @ est une bijection de L?
dans (L9)’ et W est une bijection de L7 dans (LP)’. On rappelle aussi que @ et W sont
des isométries linéaires.

Soit s € (LP)”. Pour montrer que LP est réflexif, il suffit de montrer qu’il existe u € L?
t.q. J, = s (ot J,, est défini par 6.28), c’est-a-dire t.q. s(T) = T(u) pour tout T € (LP)’.

On va montrer que u = (s o W) convient. En effet, soit T € (LP)". On a:

T(u) = Ju‘Pl(T)dm,
et:

s(T) = (s o W) (W~ YT)) = D(u)(PHT)) = J.u\I/_l(T)dm =T(u).

On a donc bien montré que I"application ] : u + J, (de L? dans (LP)”) est surjective,
c’est-a-dire que LP est réflexif.

On peut aussi noter que la démonstration de cette proposition donne en fait que
J, = P(u) o W~ pour tout u € LP. n
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6.3.3 Théoréme de Radon-Nikodym

La définition 4.21 donnait la définition d’une mesure de densité. On reprend ici cette
définition et on donne aussi la définition de mesure signée de densité.

Définition 6.74 (Mesure de densité) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit w une mesure sur T. On dit que \ est une mesure de densité par rapport a m si
il existe f € M, t.q. w(A) = fAfdm, pour tout A € T. On pose alors p = fm (on
dit aussi que f est la densité de p par rapport a m).

2. Soit p une mesure signée sur T. On dit que y est une mesure signée de densité par
rapport a m si il existe f € ,C]%%(E, T, m) t.q. p(A) = fAfdm, pour tout A€ T. On
pose alors p = fm (on dit aussi que f est la densité de w par rapport a m).

Remarque 6.75 (Sur les mesures de densité) Soient (E, T, ) un espace mesuré et

p une mesure sur T.

1. (Unicité de la densité) Soit f,g € M,. On suppose que p = fm et p = gm. On
a alors f = ¢ m-p.p.. En effet, on doit avoir fAfdm = IA gdm pour tout A € T.
En choisissant A = {f > ¢} puis A = {f < g}, on en déduit que f{f>g}(f -g)dm+

j{f<g}(g_f)dm =0, ce qui donne Jlf —gldm =0 et donc f = g m-p.p..

2. (Espace £! pour une mesure de densité) Soit f € M, t.q. p = fm. Soit g € M,
I’exercice (corrigé) 4.26 donne alors les assertions suivantes :

() g€ Ly(E,T,p) & fge LL(E T, m),

(b) g € LL(E,T,p) = [gdu= [ fgdm.

3. (Absolue continuité d’une mesure de densité) Soit f € M, t.q. p = fm. Soit Ae T
t.q. m(A) = 0. Onaalors f1, = 0 m-p.p. et donc p(A) = fflAdm = 0. Selon la
définition 6.76 ci-apres, ceci montre que la mesure p est absolument continue par
rapport a la mesure m. L’ objectif du théoreme de Radon-Nikodym (théoreme 6.78)
sera de démontrer la réciproque de ce résultat (si p est finie et m est o-finie).

Rappelons la définition d’une mesure absolument continue :

Définition 6.76 (Mesure absolument continue) Soient (E, T, m) un espace mesuré
et p une mesure (positive ou signée) sur T. On dit que p est absolument continue par
rapport a m, et on note p << m, si :

AeT,m(A)=0= pu(A)=0.

Remarque 6.77 On donne ici un exemple de mesure non absolument continue : on
prend (E,T,m) = (R, B(R), A\) et p = &g (mesure de Dirac en 0 sur B(R)). Comme
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A({0}) = 0 et 0g({0}) = 1, la mesure &y n’est pas absolument continue par rapport d
A

On donne maintenant le théoréme de Radon-Nikodym pour les mesures (positives).

Théoréme 6.78 (Radon-Nikodym) Soient (E, T, m) un espace mesuré -fini et y une
mesure finie sur T. Alors, y est absolument continue par rapport a m si et seulement
si | est une mesure de densité par rapport a m.

DEMONSTRATION — Sens (<). Ce sens a été montré dans le troisiéme item de la
remarque 6.75 (et les hypothéses “y finie” et “m o-finie” sont inutiles. (Noter aussi
que le premier item de cette méme remarque donne I’unicité m-p.p. de la densité de p
par rapport a 11.)

Sens (=). Pour toute mesure v sur T et pour tout 1 < p < +c0, on note LP(v) =
LE(E,T,v) et LP(v) = LE(E, T, v).

Pour démontrer que p est une mesure de densité par rapport a m, on va appliquer
le théoreme de représentation de Riesz (théoréme 6.56) dans I’espace de Hilbert
H=L2(p+m).

On rappelle d’abord que I’exercice (corrigé) 4.2 donne que p + 7 est une mesure sur
T (définie par (p + m)(A) = u(A) + m(A) pour tout A € T) et que les deux propriétés
suivantes sont vérifiées (questions 1 et 2 de 1’exercice 4.2) :

geLl(p+m)e geLip)nL(m),
gellip+rm) = jgd(pwm) = Jgdpwjgdm. (6.29)

11 est aussi clair que ffd(u +m) = ffd}& + Ifdm pour tout f € M, (voir I’exercice
4.2).Pour g € M, onadonc | g%d(p+m) = | g*dp+[ g>dm, ce qui donne L (p+m) =
L2(w) N L2(m).

Enfin, pour A € T, on a (u+ m)(A) = 0 si et seulement si p(A) = m(A) = 0. On a donc,
pour f,g : E-R:

f =8 wpp.

f =g m-pp.

On décompose maintenant la démonstration en trois étapes.

f=gp+m)pp. & {

Etape 1. Utilisation du théoreme de Riesz.

On pose H = L?(p+m) (H est donc un espace de Hilbert). On veut définir T : H — R
par :

T(g)= J-gd],t pour tout g € H. (6.30)

On montre tout d’abord que cette définition est correcte. Soit g € H = Lz(}/l +m). On
choisit un représentant de g, encore noté g, de sorte que g € L2(p+m) = L2(u)NL?(m).
Comme y est finie, on a £L2(p) € L1 (p). Donc g € L (), fgdpl existe et appartient
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a R. Puis, on remarque que f gdp ne dépend pas du représentant choisi car g; = £,
(p+ m)-p.p. implique g; = g, p-p.p.. L’application T est donc bien définie de H dans
R par (6.30).

On montre maintenant que T € H’. Il est immédiat que T est linéaire. On remarque
ensuite que, pour tout g € H, on a, en utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz avec g et

1., IT(9)l = || gdpl < lgll2( vVIH(E) < 1Igll2(m VI(E)) = liglliy/1(E). On a donc
T e H’ (et [Tl < /u(E)).

On peut maintenant appliquer le théoreme de représentation de Riesz (théoreme
6.56). 1l donne qu’il existe @ € H = L?(u+m) t.q. T(g) = fg(pd(p, + m) pour tout
g € L?(p+m). On choisit un représentant de ¢, encore noté ¢. On a alors ¢ € L2(p+m)
et

jgdyl:—[g(pd(y+m) pour tout g € £ (p + m). (6.31)

Pour g € L2(p+m), ona g € L (p+m) et donc Jg(pd(er m) = Ig(pdy + fg(pdm
(d’apres (6.29)). On déduit donc de (6.31) :

fg(l —@)dp = J-g(pdm, pour tout g € L2 (p+ m). (6.32)

Etape 2. On cherche dans cette étape des bornes sur ¢.

On montre tout d’abord que ¢ > 0 m-p.p. et u-p.p. (ce qui est équivalent a dire que
@ =0 (p+m)-p.p.).
Comme m est o-finie, il existe une suite (A,,),eny C T t.q. m(A,,) < co pour tout n € N

et E=J,enAy. Pour n €N, on pose B, = {p <0} N A, € T. Dans (6.32), on prend
g=1p, (onabienge L2(p+m) car (n+m)(B,) < w(E) + m(A,,) < o). On obtient

J(l -@)lg, dpn= J-(plB”dm.

Comme (1-¢) > 0 et @ <0 sur B,;, on en déduit que (1-¢)1p, = 0 p-p.p.et @l =0
m-p.p. et donc u(B,) = m(B,) = 0.

Par ¢-additivité d’une mesure, comme {¢ < 0} = |J,,c5y B, on en déduit (p+ m)({¢p <
0}) <Y ,en(p+m)(By,) = 0etdonc @ >0 (p+ m)-p.p..

On montre maintenant que ¢ < 1 (p + m)-p.p..

On prend dans (6.32) g = 1¢ ,avec C, ={@>1}N A, (onabien g € L?(p+m) car
(p+m)(C,) < u(E)+m(A,) < o0). On obtient

J(l -Q)lc,dp= Jqﬂc,,dm-

Comme (1 —¢) < 0 et @ > 0 sur C,, on en déduit que (1 —@)lc, = 0 p-p.p. et
¢lc, = 0 m-p.p. et donc m(C,) = 0. Mais on ne peut en déduire p(C,) = 0 (car on a
seulement (1 — @) < 0 sur C,, et non (1 — ) < 0). C’est ici (et seulement ici) qu’on
utilise I’hypothese d’absolue continuité de p par rapport a m. Comme m(C,;) = 0,
I’hypothese p << m donne p(C,) = 0. Comme {¢ > 1} = |J,,c5C,» on en déduit
(p+m)({21}) < Xyen(p+m)(Cy) = 0 etdone @ <1 (p+m)-p.p..
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On a donc montré que 0 < ¢ < 1 (p+ m)-p.p.. En changeant ¢ sur un ensemble de
mesure (p + m) nulle, on peut donc supposer 0 < ¢(x) < 1 pour tout x € E. On a
toujours ¢ € L2 (p+m) et (6.32) reste vraie.

Etape 3. On montre maintenant que p = f m avec f = %

On montre tout d’abord que (6.32) est vraie pour tout g € M, :

— On remarque d’abord que (6.32) est vraie si g =14 avec A€ T t.q. m(A) < co
car, dans ce cas, g € Ez(y + m).

— On suppose maintenant que A € T. Comme m est o-finie, il existe une suite
(Ep)uen € T t.q. m(E,) < o0, E,, CE, 1, pourtout n € N, et E = |,y E;r. On
prend g, = 1, avec B, = ANE,, de sorte que g, T 14 et donc (1 -)g, T
(1-¢)laetpg, T @la. Comme (6.32) est vraie pour ¢ = g, (car m(B,,) < o0),
le théoréme de convergence monotone (théoréme 4.16) appliqué aux mesures p
et m donne (6.32) pour g =14.

— Si g € &, il est alors facile de montrer que (6.32) est vraie. C’est une consé-
quence immédiate de la linéarité positive de I’intégrale sur M,.

— On prend enfin g € M. Il existe (g,)en € €4 t.9- ¢, T g Onadonc (1-¢)g, T
(1-¢)g et g, T ¢g. On écrit (6.32) pour g, au lieu de g. En passant a la
limite quand n — +o0, le théoréme de convergence monotone (théoreme 4.16)
appliqué aux mesures p et m donne (6.32) pour g.

On a donc maintenant ¢ mesurable, 0 < ¢@(x) < 1 pour tout x € E et (6.32) pour tout
geM,.

Soit h € M,. On pose g = .Onage M, (car 0 < ¢(x) < 1 pour tout x € E).

(6.32) donne alors

fhdy jh—dm (6.33)
En posant f = <P ona f e M, et (6.33) avec h = 1, donne p(A fflAdm pour
tout Ae T, c’est éldlrept fm. ]

Théoreme 6.79 (Radon-Nikodym, mesures signées) Soit (E, T, m) un espace mesu-
ré et soit p une mesure signée sur T, alors :

p<<me=IAf €Ly(E,T,m) p=fm.

La démonstration n’est pas détaillée ici, elle consiste essentiellement & se ramener au
théoreme 6.78 en décomposant p sous la forme p = p, — pu_ comme cela est fait dans
la proposition 2.33.
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6.4 Convergence faible, faible-=, étroite, en loi

6.4.1 Convergence faible et faible-+

On limite ce paragraphe au cas des espaces de Banach réels. L’extension au cas des
Banach complexes ne pose de difficulté importante.

On rappelle que si F est un espace de Banach (réel) on note F’ son dual topologique (F
est donc I’ensemble des applications linéaires continues de F dans R). Si || - ||g est la
norme dans F, I’ensemble F’ est aussi un espace de Banach avec la norme définie par

Tl = Sup{M, 4 e F {0}}.

4]l

Définition 6.80 (Convergence faible dans un espace de Banach) Soit F un espace
de Banach (réel) et F’ son dual topologique. On dit que la suite (u,,),en converge
faiblement vers u (dans F, quand n — +o0) si pour tout élément T de ¥, on a :

T(u,) — T(u) (dans R) quand n — +co.

Par le théoréeme 6.70, on a donc la proposition suivante sur la convergence faible dans
L%(E, T, m),pour 1 <p < +oo:

Proposition 6.81 (Convergence faible dans LP) Soit (E, T, m) un espace mesuré,
p €[1,+00[ et q le conjugué de p, LP = L%(E, T, m), (fu)nen C LP et f € LP. Alors,
la suite (f,,),en converge faiblement vers f si et seulement si on a,

Vge L?R(E,T,m), angdm — jfgdm quand n — +oo.

DEMONSTRATION —  On note © I"application de L9 dans (LP)’ définie par ®(f) =
@f, o @ est donnée par (6.25), la démonstration de cette proposition est alors
immédiate quand on remarque que le théoreme 6.70 donne que @ est une bijection de
L7 dans (LP)’. [

Définition 6.82 (Convergence faible * dans le dual d’un espace de Banach) Soit
F un espace de Banach (réel) et ¥’ son dual topologique; soit (T,),cn CF et T € F'.
On dit que la suite (T,),cn converge vers T =-faiblement dans ¥’ si pour tout élément
udeFona:T,(u)—> T(u)(dans R) quand n — +co.
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La proposition 8.19 du chapitre 8 montre que d’une suite bornée du dual d’un espace
de Banach séparable on peut extraire une sous-suite *-faiblement convergente. De
cette proposition 8.19, on peut alors déduire que de toute suite bornée du dual d’un
espace de Hilbert, ou d’un espace de Banach réflexif, on peut extraire une sous-suite
faiblement convergente.

Remarque 6.83 (Convergence forte, faible et faible +) Soit F un espace de Banach
(réel).

1. Soient (T,,),,eny C F' et T € F’. Les implications suivantes sont alors immédiates :
T, » T=T, — T faiblement = T,, — T *-faiblement.

La deuxiéme implication est une conséquence de I’injection de F dans F”” (construite
avec (6.28)).

2. Pour u € F, on définit J,, € F” avec (6.28). Soient (u,,),,cny C F et u € F. On a alors :
u, — u faiblement dans F & J,, — J,, *-faiblement dans F”.

Mais, si F n’est pas réflexif, I’application J : u + J,, de F dans F”, n’est pas
surjective et on peut avoir une suite (u,,),cy non faiblement convergente dans F
alors que la suite (J,, ),en est +-faiblement convergente dans F”. Dans ce cas, la
limite +-faible (dans F”) de (J,, ),cn est un élément de F” qui n’appartient pas a
I’image de J.

Dans le cas ou F est un espace de Banach réflexif, ’application J : u +— J, est
surjective de F dans F” et on a alors :

1. Soient (T,,),,eny C F et T € F. Alors :

T, — T faiblement dans F’ & T,, — T *-faiblement dans F’.

2. Soit (1) ey C F. La suite (u,,),,cy est faiblement convergente dans F si et seulement
si la suite (], )yen est +-faiblement convergente dans F”.

Remarque 6.84 (Lemme de Mazur) Soit E un espace de Banach réel, (u,,),,cn une
suite de E et u € E. Il est clair que la convergence de la suite (,,),cy dans E vers u
implique la convergence faible de (1,,),cy vers u dans E. La réciproque est vraie si
E est de dimension finie. La réciproque est en générale fausse si E est de dimension
infinie. Elle est vraie dans quelques cas, comme, par exemple, si E est ’ensemble des
séries (indexées par N) absolument convergentes, I’espace E étant alors muni de sa
norme naturelle (voir I’exercice 6.58). Il est par contre parfois intéressant de savoir
que si u,, — u faiblement dans E, il existe une suite (v,),en t.q-

1.v, —> u dans E,
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2. pour tout n € N, v, est une combinaison convexe de I’ensemble des u,, p > n,
c’est-a-dire qu’il existe N, e Nett,; € [0,1] pouri =0,...N,, t.q.

Nn Nn
Un = E tnillptir €L E tni =1
i=0 i=0

Soit 1 <p < oo, donc 1 < g = ;7 <co. Onnote L” = LE(E, T, m), L7 = LL(E, T, m)
et @ I'application de LP dans (L7)" définie par ®(f) = ¢y, ol @y est donnée par
(6.25). Le théoreme 6.70 donne que O est une bijection de LP dans (L7)". On confond
(ou on identifie) fréquemment u € LP avec ®(u) € (L7)". On a alors une notion
de convergence faible-+ dans LP. Si 1 < p < co (on a alors aussi 1 < g < 00), les
notions de convergente faible et faible-* dans LP sont équivalentes. Dans le cas de
L>, que I’on identifie fréquemment avec le dual (topologique) de L!, les notions de
convergente faible et faible-* sont différentes. La convergence faible est plus forte que
la convergence faible-+. On donne ci-dessous la définition de convergence faible-*
quand on considere L* comme le dual de L.

Définition 6.85 (Convergence faible » dans L®) Soient (E, T, m) un espace mesuré
et L* = Lp'(E, T, m). Soient (f,),eny C L™ et f € L. On dit que la suite (f,),en
converge *-faiblement vers f dans L™ si pour tout élément g de L]%R(E, T, m),ona:

ffngdm — Ifgdm.

6.4.2 Convergence étroite et convergence en loi

Si m est une mesure finie sur les boréliens de R, on note L,, 1’application de Cj,(R%,
R) dans R définie par L,,(¢) = I(pd m (cette application caractérise m, d’apres la

proposition 5.8). On a vu au chapitre 5 que L,, € C,(R%, R). Soit (11,),ey une
suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m une mesure finie sur les
boréliens de R?. La convergence faible- dans (C,(R%,R)’ de L, versL,,, quand
n — +o0, signifie donc que limnﬁﬁ,ojcpdmn = f(pdm, pour tout ¢ € Cp(R4,R).
Ceci s’ appelle la convergence étroite de m,, vers m.

Définition 6.86 (Convergence étroite et vague) Soir (m,,),cn une suite de mesures
finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m une mesure finie sur les boréliens de R.

1. On dit que m,, — m étroitement, quand n — +oo, i :

J(pdﬂin — J(pdﬂi pour tout @ € Cy(R?, R)).
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2. On dit que m,, — m vaguement, quand n — +oo, Si :

f@dmn — f@dm pour tout @ € CC(R”I,R)).

La proposition suivante montre que la convergence vague de m1,, vers m et la conver-
gence des masses totales (c’est-a-dire la convergence de m,,(R) vers m(R)) donnent
la convergence étroite. Si m et les mesures m1,, sont des probabilités, la convergence
étroite de m,, vers m (quand n — +o0) est donc équivalente a la convergence vague.

Proposition 6.87 Soir (m,,),cy une suite de mesures finies sur les boréliens de R®
(d > 1) et m une mesure finie sur les boréliens de R%. On suppose que m, — m
vaguement et que m,(R) —» m(R) (quand n — +o0). On a alors m,, — m étroitement.
(La réciproque de cette proposition est immédiate.)

La démonstration de cette proposition est contenue dans I’exercice 5.14.

Remarque 6.88 Dans la proposition 6.87, ’hypothese de convergence des masses
totales est cruciale. Sans cette hypothese, la convergence vague n’implique pas la
convergence étroite. Un exemple simple est possible en prenant d = 1, m = 0 et
m,, =9, pour n € N.

La convergence en loi d’une suite de v.a.r. est définie par la convergence étroite (ou
vague, puisque c’est équivalent pour des probabilités) des lois des v.a.r..

Définition 6.89 (Convergence en loi) Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, (X,,),en
une suite de v.a.r. et X une v.a.r.. On dit que X,, — X en loi, quand n — +co, si :

f(p(Xn)dP - J(p(X)dP pour tout @ € Cy(RR,R).

(Ceci est équivalent a dire que Px, — Px étroitement.)

Noter qu’il est possible de définir la convergence en loi pour une suite de v.a.r.
définies sur des espaces probabilisés différents (c’est-a-dire que X,, est définie sur
I’espace probabilisé (Q,,, A, P,) dépendant de n, et X est définie sur (QQ, A, P)). Nous
utiliserons parfois implicitement cette définition plus générale.

Comme cela a déja été dit ci-dessus, la proposition 6.87 donne une caractérisation
intéressante de la convergence en loi en utilisant la convergence vague.

Proposition 6.90 (Caractérisation de la convergence en loi) Soir (Q), A, P) un
espace probabilisé, (X,,),ey une suite de v.a.r. et X une v.a.r. La suite X,, tend vers X
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en loi, quand n — +oo, si et seulement si :

J(p(Xn)dP — J(p(X)dP pour tout ¢ € C.(R,R). (6.34)

DEMONSTRATION — La condition (6.34) est évidemment nécessaire car C.(R,R) C
Cp(R,R). D’apres la proposition 6.87, la condition (6.34) est aussi suffisante. On
redonne ici la démonstration du fait que (6.34) est suffisant pour avoir la convergence
en loi de X, vers X. On note m,, = Py etm = Px.

Etape 1. Pour p € N*, on définit ¢, € C (R, R) par

Pp(s)=0sis<-p-1,
Qp(s)=s+p+1lsi—p-1<s<-p,
@p(s)=1si —p<s<p,
Qp(s)=—s+p+lsip<s<p+l,

@p(s)=0sip+1<s.
Comme (1 -¢,) — 0 simplement, quand p — oo, et que 0 < (1-¢,) <1, le théoreme
de convergence dominée donne limp_mj(l —@p)dm = 0. Soit € > 0, il existe pg € N*
t.q.

0< J(l —@p,)dm <e.

On remarque maintenant que, comme @, € C.(R,R) et que m,, et m sont des proba-
bilités, on a, quand n — +o0,

0< j(l = @py)dm, =1 —f@podmn —1 —J-(ppodm = f(l —@p,)dm < e.

Il existe ng t.q.

nZnOSOSJ(l—(pPO)dmn < 2e. (6.35)

Etape 2. Soit ¢ € Cy(R,R). Pour n € N et p € N* on utilise I'égalité€ ¢ = @(1 — ¢,) +
@@, Elle donne

J(pdmn—j@dm = J-<p(1—@p)dmn—J-<p(1—<pp)dm+f<p<9pdmn—J<P<dem.
(6.36)
En posant |||, = sup.cg |@(s)| on a

|f<p<1 ~g,)dm, —f (1 - @p)dm| <ol (f(l )y + f(l —<pp>dm).
@

Soit e > 0. En utilisant I’étape 1, il existe donc p; € N* et n; € N t.q.

n>n; = Ij(p(l —(ppl)dmn—j(p(l —@p,)dm| < e

Puis, comme @@, € C.(R,R) il existe ny € N t.q.

n>ny= |J-(p(ppldmn—fcpcppldm| <e
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Finalement, I’égalité (6.36) avec p = p; donne alors

n > max{ny, ny} = |f(pdmn —j@dml < 2e

Ce qui prouve bien la convergence étroite de m,, vers m et donc la convergence en loi
de X,, vers X. ]

Une autre caractérisation intéressante de la convergence en loi est donnée dans le
théoreme 10.22. Elle donne I’équivalence entre la convergence en loi et la convergence
simple des fonctions caractéristiques. La fonction caractéristique d’une v.a.r. est
construite avec la transformation de Fourier (qui sera étudiée au chapitre 10).

Remarque 6.91 Un intérét de la proposition 6.90 (ou du théoreme 10.22) est qu’un
élément de C.(R,R) (ou une fonction de la forme s > ¢'5*) est nécessairement uni-
formément continue (alors qu'une fonction appartenant a C,(R, R) n’est pas toujours
uniformément continue). Cela permet, par exemple, de démontrer facilement que la
convergence en probabilité implique la convergence en loi (voir I’exercice 6.69).

Une propriété parfois intéressante d’une suite de mesures convergeant étroitement est
la tension de cette suite, notion qu’on définit maintenant.

Définition 6.92 Soir (m,),cy une suite de mesures finies sur les boréliens de R?
(d > 1). On dit que la suite (m,,),cy est tendue si

. e . , .
uh_)r{.lo m,(By) = 0, uniformément par rapport a n,

avec B, = {x € R%, |x| < a). (On désigne toujours par | -| la norme euclidienne sur
R%.)

Dans la proposition précédente, la propriété importante est le caractere uniforme
(par rapport a n) de la convergence vers 0 de m,,(BY). En effet, pour tout n fixé, la
continuité décroissante de la mesure m,, donne que lim,_,, ., m,(B5) = 0. On montre
maintenant que la convergence étroite d’une suite implique sa tension.

Proposition 6.93 Soir (m,,),c une suite de mesures finies sur les boréliens de R?
(d > 1) et m une mesure finie sur les boréliens de R%. On suppose que m, — m
étroitement. Alors la suite (m,,),cy est tendue.

En particulier; soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, (X,,),en une suite de v.a.r. et
X une v.a.r.. On suppose que X,, — X en loi. La suite (Px ),en est alors tendue,
c’est-a-dire

lim P({|X,,| > a}) = 0 uniformément par rapport a n.
a—+o0
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DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition est ici aussi essentielle-
ment contenue dans I’exercice 5.14. En effet, soit € > 0, la question 3 de 1’exercice 5.14
montre qu’il existe ¢ € C.(R%,R) telle que 0 < @(x) < 1, pour tout x € RY, et

f (1 —¢)dm,, < e pour tout n € N. En prenant a > 0 t.q. ¢ = 0 sur B (c’est-a-dire
R4

que le support de @ est inclus dans B, = {x € R, |x| < a}), on a donc, pour tout 1 € N,
m,(BS) < e. Ce qui montre bien que la suite (1,,),cy est tendue. L]

On peut maintenant donner une nouvelle caractérisation de la convergence étroite (et
donc de la convergence en loi).

Proposition 6.94 Soir (m,,),cy une suite de mesures finies sur les boréliens de R?
(d > 1) et m une mesure finie sur les boréliens de R%. On a alors I’équivalence entre
les deux propriétés suivantes :

1. m,, — m étroitement quand n — +oo,

2. m,, — m vaguement quand n — +oo et la suite (m,),cy est tendue.

DEMONSTRATION — Le fait que la propriété 1 implique la propriété 2 a été vu dans
la proposition 6.93. On montre maintenant la réciproque. Pour cela, on reprend la
démonstration de la proposition 6.90.

Pour p € N*, on définit ¢, € C.(R%,R) par
@p(x)=0silx|2p+1,
Qp(x)=p+1-|x[sip<|x[<p+]1,
Pp(s)=1si|x|<p.
Soit ¢ € C;(R?,R). Pour n € N et p € N* on utilise I’égalité ¢ = (1 — Pp) + QPp.
Elle donne

f(pdmn—j@dm = fcp(l —@p)dmn—Jcp(l—@p)dm+f<p<9pdmn—J<P<dem~

(6.37)
En posant |||, = sup,cpa |@(s)| on a

|f<p(1 )iy - fcp(l ~gp)dm <ligll, (f(l )y + f(l —cp,»dm).

Soit € > 0. On pose B, = {x € RY, |x| < p}. Comme 0 < f(l —@p)dm, < m,(B;) et
0< f(l —¢p)dm < m(B;), 'hypothése de tension sur la suite (11,,) e (et la continuité
décroissante pour m1) donne ’existence de p; t.q., pour tout n € N,

lell, f(l ~ gy )dmy < e et lgll, f(l gy )dm <,

Puis, comme @@, € CC(Rd,R), la convergence vague donne I’existence de ng € N
t.q.

n>ng= |J-(p(ppldmn—fcpcppldm| <e
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Finalement, I’égalité (6.37) avec p = p; donne alors

n>mn, :»lj(pdmn——[(pdmlsk.

Ce qui prouve bien la convergence étroite de m,, vers m. ]

Remarque 6.95 Voici une conséquence intéressante de la proposition 6.94 et de la
proposition 8.19 du chapitre 8 (que I’on peut utiliser avec Co(R?, R) qui est un espace
de Banach séparable, ce qui n’est pas le cas de Cj,(R%,R)). Soit (11,,) ey une suite de
probabilités sur les boréliens de RY. On suppose que la suite (11,,),cy est tendue. 11
existe alors une sous-suite de la suite (m1,,),cn, encore notée (m,,) ey, et il existe une
probabilité m sur les boréliens de R? t.q. m,, — m étroitement quand n — +oo. Cette
remarque sera détaillée dans la proposition 8.22.

Enfin, on donne maintenant un lien entre convergence en loi et convergence des
fonctions de répartition. En particulier, la convergence en loi donne la convergence
des fonctions de répartition en tout point de continuité de la fonction de répartition de
la v.a.r. limite.

Proposition 6.96 Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé, (X,,),cN une suite de v.a.r. et
X une v.a.r.

1. On suppose que X,, — X en loi, quand n — +co. Soita € Rt.q. P({X =a}) =0
(c’est-a-dire que la fonction de répartition de X est continue au point a). On a alors

lim P({X, > a}) = P({X > a}) = P({X > a}) = lim P({X, >al).

n—+oo

(La méme propriété est vraie en remplacant > par <.)

2. On suppose que lim,,_, P({X,, = a}) = P({X > a}) pour tout a e R t.q. P({X =
a}) = 0. On a alors X,, — X en loi, quand n — +co.

DEMONSTRATION —  Cette proposition se démontre en adaptant 1égérement les cor-
rigés des exercices 6.65 et 6.66. (en particulier, le premier item de la proposition 6.96
se démontre avec la premiere partie du corrigé de I’exercice 6.65). ]

6.4.3 Lois des grands nombres

Dans ce paragraphe, on donne des résultats de convergence (en probabilité, p.s., en
loi) pour des sommes de v.a.r. indépendantes. Nous commengons ce paragraphe par un
résultat (simple) sur la variance de la somme de v.a.r. indépendantes, dont on déduit la
loi faible des grands nombre qui donne non seulement un résultat de convergence (en
probabilité) mais aussi des estimations précises sur cette convergence. Puis, on donne
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la loi forte des grands nombres et on énonce, en remarque, le théoreme central limite.
On reviendra sur ce théoréme central limite au chapitre 10 car on utilisera, pour sa
démonstration, la transformation de Fourier (et la remarque 6.95).

Proposition 6.97 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et (X,,),en- une suite de v.a.r.
indépendantes deux a deux et de carré intégrable. On a alors, pour tout n € N¥,

Var(X1 +...+ X,,) = Var(Xy) +... + Var(X,).

DEMONSTRATION —  Onpose S, =) I X; et E; = E(X;). On a alors, par linéarité
de 'intégrale, E(S,,) =) /", E; et:

n n

Var(S,) = E((S, ~ B(S,)?) =E()_(Xi~E;) ) (X;~E)))

i=1 i=]
= ) B((X;—E)(X;~E)).
i,j=1

Pour i # j, on a, comme X; et X; sont indépendantes, E((X; — E;)(X; — E;)) = E(X; —
E;)E(X; —E;) = 0. On en déduit :

Var(S,) = ) E((X;—E;)?) = ) Var(X;).
i=1 i=1

Proposition 6.98 (Loi faible des grands nombres) Soit (Q), A, P) un espace proba-
bilisé et (X,,),en une suite de v.a.r. indépendantes deux a deux et de carré intégrable.
On suppose que ces v.a.r. sont de méme moyenne m et de méme variance a%. On
pose Y, = %Z?:l X; (ce sont les moyennes de Cesaro de la suite (X,,),en+), alors Y,
converge en probabilité vers la v.a.r. constante et égale a m, c’est-a-dire que l'on a :

Ve >0, P(|Y,, —m| > ¢) — 0 lorsque n — +oo.

Plus précisément, on a pour tout € > 0 et n € N*,

0_2
P(IY, =l 2 €) < —. (6.38)

DEMONSTRATION —  Soit € > 0 et n € N*. En utilisant I’inégalité de Bienaymé Tche-
bychev (lemme 4.57), on a :

(Y, = > ©) = P(Y, = m)> 2 &%) £ S B((Y, —mP).
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Puis, en posant S, = ) ' ; X;, on a E((Y, — m)?) = %E((S71 - nm)?) = w La
proposition 6.97 donne Var(S,,) = nVar(X; ) = no?. On en déduit finalement
1 no? o?
P(|Yn—m| > S) < 8—27 = E
[

On donne maintenant la loi forte des grands nombres. La loi forte des grands nombres
donne une convergence p.s., ce qui est plus fort qu’une convergence en probabilité
(donnée par la loi faible des grands nombres). D’autre part, le deuxieéme item de la
proposition 6.99 (loi forte) ne demande que 1’intégrabilité des v.a.r., ce qui est moins
fort que de demander qu’elles soient de carré intégrable (hypothese de la loi faible).
La loi forte semble donc, a double titre (hypothése moins forte et conclusion plus
forte), meilleure que la loi faible. Ceci n’est pas tout a fait exact car I'intérét de la loi
faible est de donner une estimation sur la vitesse de convergence (inégalité (6.38)) ce
que ne donne pas la loi forte.

On admettra la proposition suivante, qui donne la loi forte des grands nombres (voir
par exemple [neveu, revuz])

Proposition 6.99 (Loi forte des grands nombres) Soit (Q), A, P) un espace proba-
bilisé et (X,,)en Une suite de v.a.r. indépendantes.

1. On suppose ici que les X,, sont de carré intégrable, que E(X,,) = 0 pour tout n € N*

et que
2
y E) o
n2

neN*

On a alors :
1 n
- ‘_E X; = 0p.s., quand n — +co.

=1

2. On suppose ici que la suite (X,,),cn+ est une suite de v.a.r.i.i.d. et que E(|X1]) < +o0.
Alors :

1
" in — E(Xy) p.s., quand n — +oo.

n
=1

=

3. On suppose ici simplement que la suite (X,,),cn- est une suite de v.a.r.i.i.d.. Alors,
pour toute fonction @ borélienne de R dans R telle que E(|@(X1)| < +oo (il suffit,
par exemple, que @ soit bornée), on a :

1 n
" Z(p(Xi) — E((X1)) p.s., quand n — +oo.
i=1
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Exercice 6.18 (Convergence presque partout et convergence des normes, par Fa-
tou) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1, 0], on note LP I’espace L%(E, T,
m).

Soit p € [1, 0], (fy,)nen une suite d’éléments de LP et f € LP. On suppose que f,, — f
p-p- et que || full, — [Ifl,, quand n — +co.

1. On suppose que p = 1. Pour n € N, on pose g,, = |f,| +|f|—|f, — f| (en ayant choisi
des représentants de f, et f). Montrer que g, > 0 pour tout # € N. En utilisant le
lemme de Fatou, montrer que f,, — f dans L!,

Corrigé — Comme |f — f,| <|f|+|f,l, on a bien g, > 0. Comme g, tend p.p. vers
2|f|, le lemme de Fatou (lemme 4.19) donne :

J2|f|dm < liminffgndm.

n—+oo

Comme “fn”l - “f”b ona 1iminfn—>+oofgndm = 2I|f|dm - limsupn—H—ooIlf
— fuldm. On a donc :

f2|f|dm§ 2f|f|dm—1innli1:opf|f—fn|dm.

On en déduit que limsup,,_,, j |f — fuldm < 0, et donc que f, — f dans L.

2. On suppose maintenant que p €]1,c0[. En utilisant le lemme de Fatou pour une
suite convenable, montrer que f, — f dans LP.

Corrigé — On prend maintenant g, = 2P|f,|P + 2P|f|P —|f,, — fIP. Comme |f — f,,| <

If1+1ful < 2max{lful. If [}, on a |f = fulP < 2P max{|f,l,|f}P < 2P|f,[P + 2P|fIP. On
a donc g, > 0. Comme g, tend p.p. vers 2P| f|P, le lemme de Fatou (lemme 4.19)

donne :
J2P+1|f|”dm < liminfjgndm.
n—+oo
Comme ||full, = [Ifll,» on a
limian-gndm =2p+l f|f|pdm—limsupJ-|f — fulPdm.
n—=+co n—+0co

On a donc

[retippam <20 [ipam-timsup [1f - fpam.

n—+o0

On en déduit que limsup,,_,, j |f — fulPdm <0, et donc que f, — f dans LP.
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Exercice 6.20 (““Compacité” L — L7) Dans cet exercice, on montre que, dans le cas
d’une mesure finie, si une suite de fonctions converge presque partout et est bornée
dans LP, alors elle converge dans LY pour 1 < g < p. Noter que ce résultat n’est donc
vrai que sip > 1.

Dans toute la suite, (E, T, m) est un espace mesuré, et pour tout 1 < r < co, on note L"
I'espace L (E, T, m) (et L™ 'espace Ly (E, T, m)).

1. Soit r > 1 et (g,)qen une suite bornée de L". Montrer que la suite (g,),cn est
équi-intégrable, c’est-a-dire que :

Pour tout ¢ > 0, il existe d > 0 t.q.

sineN, et A e Tavec m(A) < d alors J |g,ldm <e.
A

[Utiliser I’'inégalité de Holder.]

Corrigé —  En utilisant I'inégalité de Holder (inégalité (6.1)) entre r €]1, 00] et son
conjugué et les fonctions g, et 15, on obtient, pour tout A € T de mesure finie :

_1
f lguldm < llgull, m(A) .
A

L
-

Si C est un majorant de {||g,|l,, n € N}, il suffit donc de prendre 6> 0 t.q. Co1 ™7 < e

(ce qui est possible car r > 1) pour avoir le résultat demandé.

Soit 1 < g < p < oo et (f,),en une suite bornée de LP. On suppose dans toute la
suite que f, — f p.p. quand n — +co.

2. Compacité LP — L1, mesure finie On suppose que m(E) < co.
(a) Montrer que f € LP (au sens ou il existe g € L t.q. f = g p.p.).

Corrigé — Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,, encore noté f,.
Il existe A€ T t.q. m(A) =0 et f,,(x) = f(x), quand n — +oo, pour tout x € A°.
On pose g(x) = f(x) pour x € A® et g(x) = 0 pour x € A, de sorte que g = f p.p.
et g(x) =1im,,_, o fu1ac(X) pour tout x € E.

Si p < oo, on applique le lemme de Fatou a la suite (|f,|P ) en. 1l donne :

Jlglpdm < liminfj.lf,,lpdm <CP,
n—>+o00

out C est un majorant de {||f,|l,, n € N}. On a donc g € LP et donc f € LP (au sens
demandé).

Si p = oo, comme |f,| < ||fulloo P-p., 01 déduit de g(x) = lim,,_, o, f, 1 ac(x) pour
tout x € E le fait que ||g||cc < C p.p., ot C est un majorant de {|f,||o0, n € N}. On a
donc, ici aussi, § € L= et donc f € L® (au sens demandé).
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(b) Montrer que f, — f dans L7 quand n — +oo. [Utiliser la question 1 avec g, =
|f, — f11 et un théoréme du cours.]

Corrigé — La suite (g,,),en est bornée dans L', avec r = % > 1. Elle est donc équi-

intégrable (par la question 1). Comme elle converge p.p. vers 0 et que m(E) < oo,
le théoréme de Vitali (théoréme 4.51) donne que la suite (g,),cn converge vers 0
dans L' et donc que f, — f dans L9 quand n — +co.

3. Cas d’une mesure infinie, contre exemple On suppose que m(E) = +oo.

(a) Soit B € T t.q. m(B) < co. Montrer que f,, 15 — f1p dans LY quand n — +co.

Corrigé — On définit la mesure mg sur T en posant m(A) = m(A N B) pour
tout A € T. La mesure my est finie. On peut donc appliquer la question 2 avec
cette mesure. On obtient que f,, — f, quand n — +oo, dans ’espace L%(E, T, mpg).

Ceci qui donne que f,1g — f1g dans L1 quand n — +oo (car, JIf,1 —fl91gdm =

J1fu = fladms).

(b) On prend ici (E, T,m) = (R,B(R),\), p =2, q =1, f = 0. Donner un exemple
pour lequel (f,),en € LY, £, /> 0 dans L' quand n — +co (et (f;,),en bornée
dans L?, f, — 0 p.p. quand 1 — +00).

Corrigé —  On peut prendre, par exemple, f, = 1y, y11]-
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Exercice 6.27 (Exemples de v.a. appartenant a L7) Soit (Q,.4, P) un espace proba-
bilisé et X une v.a. (réelle). Dans les trois cas suivants, donner les valeurs de g € [1, o0]
pour lesquels la variable aléatoire X appartient a ’espace L1(Q), A, P) :

1. X suit une loi exponentielle £(A) (A > 0) (c’est-a-dire que la loi de X a une densité
f par rapport a la mesure de Lebesgue, avec f(x) = Aexp(—=Ax)1jg 4o Pour x € R).

Corrigé — Soitge[l,00[,0na:

J. |X]9dP = J- |x|7d Py (x) = J xTXexp(—Ax)dx < oo,
Q R 0

car la fonction x — |x|TAexp(—Ax) est intégrable par rapport a la mesure de Le-
besgue sur R*. On a donc X € L1(Q), A, P).

Soit maintenant q = co. Pour tout a > 0, on a, avec A =]a, oo :
(o9

P[X >a] = JQ 14(X)dP = '[RIA(x)dPX(x) = f Aexp(—Ax)dx > 0,

a

car Aexp(=Xx) > 0 pour tout x > a. Donc X ¢ L®(Q), A, P).

2. X suit une loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 (la loi de X a une densité f par rapport

a la mesure de Lebesgue, avec f(x) = %xziﬁ pour x € R).

Corrigé — 1l suffit ici de considérerle casq=1.0Ona:

c [ «x c (1
X|dP = AaP: > — dx > — —dx = oo.
L| | J-R|x| x<x>_nf0 - x_nfc Sdx= o

On a donc X & LY(Q, A, P), ce qui donne aussi X ¢ L1(Q, A, P) pour tout ge(l,00]
(car L1(Q), A, P) c LY(Q, A, P) pour g > 1).

3. X suit une loi géométrique G(p) (p €]0,1[) (c’est-a-dire que P({X = k}) = p(1 —
p)k‘l, pour tout k € N*),
Corrigé - On note Ay = (X = k} = {w € Q, X(w) = k} et A = U2, Ax. Par
o-additivité de P, on a P(A) = } 2 P(Ay) = 22, p(1 -p)! = 1. On a donc
P(A%) = 0.

Soit g€ [1,00[, 0na:

J IX|7dP = J- IX|7dP = Z IX|7dP = qup(l )l <o,
Q A k=1 7 Ak k=1

car la série de terme général kp(1 — p)k_1 est convergente (pour le voir, il suffit, par
exemple, de remarquer que
k+1)p(1-p)k k+1)9(1 -
(k+1)p(A —p)* _ . (e + D p):l—p<1.
k—o0 kqp(l —p)k_l k—oco k4
On adonc X € L1(Q), A, P).

Soit maintenant q = oo. Pour tout a >0, on a P[X > a] > P(A;)>0sik>a. Ona
donc X ¢ L=(Q), A, P).
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Exercice 6.36 (Approximation dans L?) On désigne par A la mesure de Lebesgue sur
les boréliens de R, par LP I’espace L%(]R, B(RR), A) et par LP 1’espace ﬁ%(]R, B(R),A).
On note dt = d\(t).

Pour f € L? et k € N*, on définit Ty f de R dans R par :

n(x)+1

k
Tft =k [, fod (6:56)
w
. - n(x) nx)+1 . . .
ou n(x) est I’entier de Z tel que o <x< p (I’entier n dépend donc de x).

1. Soit k € N* et f € L2. Montrer que Tif € L? (plus précisément, T, f € L£? et
on confond alors, comme d’habitude, Ty f avec {g € £?, ¢ = Ty.f p.p.}) et que
ITefll2 < If ll2, pour tout k € N".

Corrigé — Comme fl]% ne1 € L! pour tout n € 7, Ty(x) est bien définie pour tout
n+l

x € R. On pose ¢, = kfﬂT f(t)dt, pour n € Z, de sorte que Ty(x) = c,, pour tout
n n+l [ ,

KTk
T f est mesurable car (T f)™1(A) = Uneze,eal %[e B(R), pour tout A C R.

x€|

PourneZetxe [%, %1 [, on a (en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz)

n+l
k

(Te(x)* = c; < kf f2(t)dt.

n

k
On en déduit (on utilise ici le premier corollaire du théoréme de convergence mono-
tone, corollaire 4.18) :

n+l

J(ka)%zx = Z%Cz < ZJ" FAtydt = jfzd)\.

neZ neZ> k

On a done T f € 12 et [Tflly < If I

2. Soit f € C.(R,R) (i.e. f continue de R dans R et a support compact). Montrer que
Tif — f dans L2 quand k — co.

Corrigé — Soita>0tq. f =0 sur[—a,al’. Comme f est uniformément continue,
ona Ty f — f uniformément (sur R) quand k — oo. En remarquant que Ty f = 0 sur
[-a—1,a+ 1]°pour tout k € N*, on en déduit

T f — fI2 = f(ka—f)zdxs 2a+ VITef — FI2 — 0, quand k — oo,
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3. Soit f € L2. Montrer que Ty f — f dans L? quand k — co.
[On pourra utiliser la densité de C(R,R) dans L2, exercice 6.5.]

Corrigé — Soit € > 0. Par densité de C.(R,R) dans L?, il existe ¢ € C.(R,R) t.q.
Ilf —@llo <& Comme Ty est un opérateur linéaire, on a, en utilisant la question I :

Tk f=fll2 < 1T f =T @l I Tep—pll2 +llp—fll2 < 2llo—fll2+ I Tep—epll2- (6.57)
La question 2 donne Iexistence de ky € N t.q. le dernier terme de (6.57) soit inférieur
a e pour k > ko. On a donc ||T f — fll, < 3e pour k > kg, ce qui prouve que T f — f,
dans L2, quand k — .
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Exercice 6.44 (Convergence presque siire et borne L? donne convergence L') Cet
exercice reprend I’exercice 6.20 (pour g = 2 et p = 1) avec les termes probabilistes et
une méthode légérement différente. Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et (X,,),en
une suite de v.a.r.. On suppose

— X, = 0 p.s.,quand n — +oo.

— E(X2) <1, pour tout n € N.

1. Soit € > 0. Montrer que E(|X,,|) < e+ +/P(|X,,| > €) pour tout n € N.

Corrigé — On obtient, avec Cauchy—-Schwarz,

E(IX,|) = J X, [dP +j X, 1P < ¢ + \[EOCIVPIR,T> o).
IxnlS€ |Xn|>g

2. Montrer que X,, — 0 dans L}R(Q, A,P).

Corrigé — Soit € > 0, la convergence p.s. implique la convergence en probabilité. Il
existe donc ng € N t.q.
n>ng= P(X,|>e) <&
Avec la question 1, on a donc
n>ny= E(X,]) <2

Ce qui prouve que X,, — 0 dans L!.

3. Montrer, en donnant un exemple, que les hypotheéses données au début de 1’exercice
n’entrainent pas les hypotheses du théoreme de convergence dominée.

Corrigé —  On peut prendre (Q2, A, P) = (]0,1[, B(R), A) et X, = 1111 /(41),1/u] POUT
n>1.

Exercice 6.45 (Orthogonalité et v.a.r. indépendantes) Soit (QQ, A, P) un espace
probabilisé et (X,,),cn une suite de v.a.r. indépendantes. On suppose que X, est
de carré intégrable pour tout n € N et que (X, | X,;)» = 0 si #n # m (On note L?
I’espace Lﬂé(Q,A,p) et (- | -), le produit scalaire dans L?). On suppose enfin que
Y oo Var(X,) < +co.

1. Montrer qu’il existe au plus un entier n > 0 t.q. E(X,,) =2 0.

Corrigé — Soit n = m. Comme X,, et X,,, sont deux v.a.r. indépendantes et inté-
grables, la proposition 4.59 (deuxiéme item) donne que X, X,, est intégrable et

E(X;: X 1) = E(X;)E(X,,).
Comme E(X,,X,,,) = IQ X, X,,dP = (X,, | X,,)2 = 0, on en déduit qu’il est impossible
que E(X,,) et E(X,,,) soient tous les deux non nuls. On en déduit bien qu’il existe au
plus un entier n > 0 t.q. E(X,,) = 0.

2. Montrer que la série ) ;7 ; X,, est convergente dans L2
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Corrigé — Pour tout n € N, on a Var(X,,) = E(X2) — E(X,,)%. Pour tout n € N sauf
éventuellement un seul, on a donc

Var(X,) = E(X2) = J-Q X2dP = IX,|13.

La série Y % ||Xn||% est donc convergente. On en déduit que la série ) ;. X, est
convergente dans L?, comme cela est démontré dans I’exercice 6.30.
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Exercice 6.49 (Dualité L'-L> par Radon-Nikodym) Soit (E, F,m) un espace me-
suré finiet T € (L%K(E, F,m))’". On suppose que T est positive, ¢’est-a-dire que, pour
f € Ly(E,F,m), f >0 p.p. implique T(f) > 0.

1. Pour A € F, on pose p(A) = T(1,). Montrer que p est bien définie et que p est une
mesure finie sur F.

Onnote L" = Ly (E, F,m) et L™ = L (E, F,m) (pour r = 1 et r = 00).

Corrigé — Soit A € F, comme m est une mesure finie, on a 1, € L' (et donc
14 € L! en confondant un élément de L' avec sa classe dans L'). On peut définir
H(A) par T(1,)

Pour montrer que W est une mesure sur F, on remarque tout d’abord que u(0) =
T(1y) = T(0) = 0. Puis, soit (A,)peny C F t.q. AyN A, =0 si n#m. On pose
A =, ey Ay En utilisant le théoréme de convergence dominée, on remarque que
ZILO 1a, — 1a dans L' quand N — oo (en effet, on a bien une convergence

p.p. et une domination par 1g qui est intégrable). Comme T € (LY, on a donc
ZI;I:O T(14,) = T(ZnN:o 1a,) = T(14) quand N — oo. Avec la définition de p, on en
déduit :

N
Zp(An) — W(A) quand N — oo.
n=0

Ce qui montre bien que | est une mesure sur F.

Pour montrer que  est finie, il suffit de remarquer que p(E) = T(1g) € R (noter que
1E S [:1)

2. En utilisant le théoréme de Radon-Nikodym, montrer qu’il existe g € M, t.q.
T(1a) = fglAdm pour tout A € F.

Corrigé — Soit A € F t.q. m(A) = 0. On a donc 15 = 0 p.p.. On en déduit que
WA) =T(14) = 0 (la fonction 1  est un élément de la classe de 0 dans LP).

La mesure p est donc absolument continue par rapport a la mesure m. On peut
appliquer le théoreme de Radon-Nikodym (théoréme 6.78), il donne I’existence de
geM, tq.:

T(1A):M(A):ngAdmpourtoutAE}". (6.61)

3. Montrer que g € Lg'(E, F, m) (plus précisément, il existe h € L (E, F,m)t.q. h=g
p.p.). [On pourra montrer que ||g||o, < [|T[|(1.1) en choisissant bien A dans la formule
trouvée a la question précédente.]

Corrigé — Onprend A ={g>||Tl|1y}. Si m(A) >0, on a, avec (6.61), en remar-
quant que |15l = m(A) :

ITllLrym(A) < fglAdm =T(15) < TllLrym(A),
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ce qui est impossible. On a donc m(A) = 0, ce qui prouve que § = h p.p. avec h
définie par h = g sur A° et h = 0 sur A. Comme h € L%, on a donc g € L* (au sens
ou il existe h € LR (E, F,m) t.q. h =g p.p.).

On a aussi montré que ||g|lo = [|hlleo < |ITllr1y-

4. Montrer que T(f) = Jgfdm pour tout f € Lﬂg(E, F,m).

Corrigé — Grdce a (6.61), on a, pour tout f =1, avec A€ F :

T(f):jgfdm. (6.62)

Par linéarité de T (sur LY) et par linéarité de I'intégrale, on en déduit que (6.62) est
encore vraie si f € £, N L (on confond encore f et sa classe).

Puis, si f € M, N LY, il existe (f,)nen € &4 t.q. fu T f quand n — +co. Comme
feLl etgf €LY, le théoréme de convergence dominée donne f,, — f dans L' et
gfy — gf dans L' quand n — +oo (noter que (f,) e est dominée par f et (g f,)nen
est dominée par gf ). En écrivant (6.62) avec f = f, et en faisant n — +oo, on en
déduit (6.62). L’égalité (6.62) est donc vraie pour tout f € M, N L.

Soit enfin f € L! (on confond f avec l'un de ses représentants). On écrit alors (6.62)
pour f = fre M,NLY et f = f~ € M, N LY. Enfaisant la différence on en déduit
(6.62).

L’égalité (6.62) est donc vraie pour tout f € L.
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Exercice 6.52 (Convergence faible et convergence des normes = convergence
forte) Soient (E, T,m) un espace mesuré, (f,),eny € L? = L?(E, T, m) et f € L? t.q.
la suite (f,,),cn tende faiblement vers f dans L?, ¢’est-a-dire : j fapdm — f fodm
pour toute fonction ¢ € L2.

1. Montrer que [[f[l, < liminf, .. Ifyll>

Corrigé — Comme f,, — f faiblement vers f dans L? (quand n — +oo) et que
fel? ona:

L fdm — 2dm = ||f||3 quand n — +co.
2

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne Ifnfdm <M full2lIf 2. On en déduit, en faisant
tendre n vers linfini :

IF13 = lim,soo [ fuf dm = liminf, o [ fufdm <liminf, .. If:ll2If ]2
= ”f”Z liminanJroo”anZ’

et done ||l <liminf, eo 1fy 12

2. On suppose de plus que [|f,ll, — [|f]l, lorsque n — +co. Montrer que la suite
(fu)nen tend vers f dans L2,

Corrigé — On remarque que ||fn—f||§ =(fu—flfu-F)= ||fn||%+||f||§—2ffnfdm
Ona ||fn||% — ||f||% et, comme f,, — f faiblement dans L2, on a aussi anfdm —
szdm = ||f||% quand n — +oo. On en déduit donc que ||f, — fll, — 0 quand
n — +oo.
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Exercice 6.59 (Convergence étroite de mesures) Soit (#1,,),cn une suite de mesures
finies sur 5(IR) (on rappelle que “m,, finie” signifie que “m,(R) < 00”) et m une mesure
finie sur B(RR). On rappelle que C,(R,R) C Qﬁ(R,B(R), m,), pour tout 1 € N, et que
Cp(R,R) C LE(R, B(R), m).

On suppose que :

J-gdmn — J-gdm, pour tout g € Cy(R,R).

Soit f € C(R,R). On ne suppose pas que f est bornée, mais on suppose que f €
[:%&(R, B(R),m,,) pour tout n € N.
1. On pose o = sup,,cy 7, (R). Montrer que a < co.

Corrigé — La fonction constante et égale a 1 appartient a Cy(R,R). L’hypothese
donne donc m,(R) — m(R), quand n — +oo. La suite (m,(R)),cn est donc bornée
(car convergente dans R), ce qui donne o < co.

2. On suppose, dans cette question, que :

ﬁ:supJ‘lflzdmn<oo.

neN

(a) Soit @ une fonction continue de R dans R, a support compact et t.q. 0 < ¢(x) < 1
pour tout x € R. Montrer qu’il existe C € R, ne dépendant que de « et 3 (définis
ci-dessus), t.q. :

fIfI(pdﬂiSC.

Corrigé — En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
[ vrvom, < ([ P2ampdc [ o2am,t < pm ) < (@
Comme |f|p € C.(R,R) C Cy(R,R), I’hypothése donne
[ ipigdm= tim [ ifipam,

On déduit donc de la majoration précédente que f|f|(pdm < (a[ﬂ)%

(b) Montrer que f € /J]%R(R,B(R),m).

Corrigé — On définit @, en posant :

e1(x)=1,si0<x<1,
Q1(x)=2-x,sil<x<2,
Q1(x)=0, si2<x,

(x)

s
=@1(—x), six <0.
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Puis, pour p > 2, @p(x) = (pl(%)pour xeR

. . 1 .
La question précédente donne flfl(ppdm < (ap)2 pour tout p > 1. Comme la suite
((Pp)pzl converge simplement et en croissant vers la fonction constante égale a

1
1, le théoréme de convergence monotone donne que I|f|dm < (ap)2 et donc que

f € LL(R,B(R), m).

(c) Montrer que demn — ffdm, quand 1 — +oo.

Corrigé —  On utilise encore la suite (¢,)p>1 définie a la question précédente et
on remarque que, pour tout p > 1,

[ am,= [ sami< 1910 gy, + [ 1710~ gy)am

+|ff(demn_J‘f(dem|~
Soit € > 0. Pour tout p > 1, on a |f|(1 - ¢,) <|f| p.p.. Comme (1 -¢,) — 0 p.p.

(6.93)

et f e Eﬁ%(R, B(R), m), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée. Il
donne Ilfl(l —@p)dm — 0 quand p — oco. Il existe donc py > 1 t.q.

P2P0$J|f|(1—@p)dm38.

En utilisant encore le théoreme de convergence dominée (les constantes étant
intégrables pour la mesure m), il existe aussi py > 1 t.q.

p=p1= ﬁf(l —@pldm < &2,

On choisit maintenant p = max(pg, p1). Comme (1 - ¢,) € Cy(R,R), on a donc
f(l —@p)dm, — J(l —@p)dm quand n — +oo. Il existe donc n 1.q.

n>nyg= ﬁJ-(l —@p)dm, < €2,

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que (1 — (pp)2 <(1-¢@p), on
en déduit, pour n > ny,

[1710=gpramy < g3 [ (1= gpramp <

Enfin, comme f @, € Cy(R,R), on a Jf(ppdmn — Jf(ppdm quand n — +oo. Il
existe donc nj t.q.

n>mn zlff@pdmn—jf@pdmISE.

Finalement, avec ce choix de p = max(pg, p1), on déduit donc de (6.93) que
n > max(ng, ny) = |J-fdmn - ffdml < 3e.

Ceci prouve bien que jfdmn - dem, quand n — +oo.
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3. On ne suppose plus que supflflzdmn < oo.
neN

Montrer (en choisissant convenablement (1,,),cn, M et f) que I’on peut avoir
f & Lp(R,B(R),m).

Corrigé — On peut prendre, par exemple, mg = 0 et, pour n > 1, m,, = Z;Zl #61, (ot
o, est la masse de Dirac en p). On prend f définie par f(x) = x pour tout x € R. Les

hypotheses sur la suite (m,),eN et m sont bien vérifiées avec m = Z;"Zl #61).

On a bien f € ﬁé(R,B(R), my,) C E]ﬁ(R,B(R), m,,) pour tout n € N mais [ ¢ LﬁR(R,
B(R), m).



460 CHAPITRE 6. LES ESPACES LP

Exercice 6.65 (Convergence étroite et mesures des intervalles) Soit (1,,),,cy une
suite de mesures sur 3(R) et m une mesure sur B(R). On suppose que m,, — m
étroitement, quand n — +oo, et que m est diffuse (c’est-a-dire que m({x}) = 0 pour
tout x € R). Soit I un intervalle de R, montrer que m,,(I) — m(I) quand n — +oco.
Montrer (en donnant un contre-exemple) que cette propriété peut étre fausse si m n’est
pas diffuse.

Corrigé — On remarque tout d’abord que m, (1) — m(I) si I = R, car j 1gdm, —
flem.
Soit maintenant a € R, on va montrer que m, (1) » m(I) si 1 =] — oo, a] ou I =] — oo, 4.
Pour cela, on définit, pour p € N*, P Yy € Cp(R,R) en posant :
(pp( )zlsixga—ll—),
Qp(x )——p(x—a)sia—ll] <x<a,
( )=0sia<x,
Lpp( x) = @p(x— Il—))pour tout x € R.

Comme ¢, < 1] <Y, ona J(ppdmn <m,(I) < JL]demn pour tout p, n € N. En
passant a la limite quand n — +oo, on a donc, pour tout p € R :

j(ppdm < lilqu)ligfmn(l) <limsupm,(I) < Jtl)pdm.

n—+oo
Le théoréme de convergence dominée donne
lim [ @,dm=m(]-co,a[)et lim prdm m(] — oo, a)).
p*>00 pA)OO
On en déduit
m(]—o0,a) < l1m1nfmn( ) < limsup m,,(I) < m(] — oo, a]).

Comme m(] - oo,a]) = m(] — oo0,a[) + m({a}) = m(] — oo, a[) = m(1), on a, finalement,
m(I) < liminfm,(I) < limsup m,(I) < m(I),

—+o0 n—+o0

c¢’est-a-dire lim,,_, ., m,(I) = m(I).

En écrivant que m,(]) = m(R)—m(]J°), il est facile de voir que I’on a aussi m,,(J) — m(])
pour tout intervalle J de la forme [a,+oo[ ou la,+oo[. Enfin, si a,b € R, a < b, un
intervalle, noté K, dont les bornes sont a et b peut s’écrire comme différence de deux
intervalles dont les bornes supérieures sont a et b et dont la borne inférieure est —co.
On en déduit alors facilement que m, (K) — m(K), ce qui termine la démonstration.
La propriété démontré peut étre fausse si m n’est pas diffuse. Pour le voir, il suffit
de prendre, par exemple, m = d et m, = 01, pour tout n € N*. On a bien m,, — m
étroitement et pour I =] — 00, 0] (par exemple) on a lim,,_, ., m,(I) = 0= 1 = m(I).

Exercice 6.66 (Convergence en loi et fonction de répartition)

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, (X,,),cy une suite de v.a.r. et X une v.a.r.. On
note m,, la loi de X,, (pour tout n € N) et m la loi de X. On note Fy la fonction de
répartition de Y (pour Y =X ou Y = X,)).
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1. On suppose, dans cette question, que X,, converge en loi vers X quand 1 — +oo.
(c’est-a-dire que E(¢(X,;)) = E(¢(X)) pour tout ¢ € C,(R,R)).
(a) (Question difficile.) Soit a € R. On suppose que Fx est continue au point a (on dit
que a est un point de continuité de Fy).
Montrer que Fx (a) — Fx(a) quand n — +oo.

Corrigé —  On pose @ = 1|_q, q) de sorte que
FX,,(”) =my(]—oo,al) = fR pdm,, et Fx(a) = m(] - oo,a]) = IR pdm.
On peut construire deux suites de fonctions appartenant a C,(R, R), notées (¢;) yen
et (Pp)pen, telles que

e <@, <1et@,(x) > @(x) pour tout x € R quand p — +oo.

e 0<U, < et @y(x) = @(x) pour tout x € R, x # a quand p — +oo.
Pour construire {y, et @,, on peut, par exemple, prendre \, et @, affines par
morceaux et égales a ¢ sur le complémentaire de lintervalle la—1/p,a+ 1/p|.

Soit p € N. Comme ), < @ < @), ona

E(0y(X,) = Jprdmn < L@dmn < J‘chpdmn = By (X,).

Comme X,, — X en loi, on en déduit, quand n — +oo,

n—+o0

E(),(X)) = fRLppdm < liminijcpdmn

< limsupJ. @dm,, < J. ppdm =E(@p(X)). (6.100)
R R

n—+oo
On peut maintenant faire p — +oo dans ces inégalités.

Comme @, converge simplement vers @ et est dominée par 1w, on a, par le théoréme
de convergence dominée,

lim | @,dm= J @dm.
R R

p—)DO

On utilise maintenant le fait que F est continue en a, ce qui donne m(a) =
limy_, ;o F(a) - F(a—1/k) = 0. On a donc Y, — @ p.p. pour la mesure m. On
peut donc aussi appliquer le théoreme de convergence dominée, il donne

lim J Yydm = f pdm.
On passe maintenant a la limite quand p — +oo dans (6.100) pour obtenir
f @dm < liminff @edm, < limsupf @dm, < J @dm.
R n—=te0 Jr n—+co JR R
On a donc fR odm, — JR @dm quand n — +oco, c’est-a-dire Fx (a) — Fx(a)

quand n — +oo.

(b) Donner un exemple pour lequel il existe a € R tel que Fx (a) /> Fx(a) quand
n— +oo.
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Corrigé — 1l suffit de prendre X,, telle que X,, = 1/n p.s. et X = 0 p.s.. On a bien
que X,, — X en loi, mais, pour a =0, Fx_(a) =0/ 1 = Fx(a).

2. On note C I’ensemble des points de continuité de Fy et on suppose, dans cette
question, que, pour tout a € C, Fx (a) — Fx(a) quand n — +co. L’objectif de la
question est de montrer que que X,, converge en loi vers X quand n — +oo.

(a) Montrer que m,,(]a, b]) — m(]a, b]), quand n — +oo, pour tout a,b € C, a < b.

Corrigé — Soita,be C,a<b.
11 suffit de remarquer que m,,(]a,b]) = Fx (b)—Fx (a) et m(]a, b]) = Fx(b) — Fx(a).

Comme a,b € C, on a Fx _(b) — Fx(b) et Fx, (a) — Fx(a) et donc m,(]a,b]) —
m(]a, b]).

Soit ¢ une fonction de R dans R. On dit que ¢ € Ssiil existe p € N*, ay,..., a, € R
etag,...,ap €Ctq.ap<...<a,. Soit ¢ = Zle ailye 4

(b) Soit @ € S. Montrer que

J edm, — j @dm, quand n — +oo.
R R

. 2 . P p
C(.)I.‘rlge - .On a, en utll.lsant la définition d? S, =21l 4 etdonc, en
utilisant la linéarité de l'intégrale et la question précédente (car a; € C),

P

P
,[R(Pdm” = Zaimn(]ai—l’ai]) - ;O‘im(]“i—lr“i]) = J;R(Pdm'

i=1

(c) Montrer que C est dense dans R et en déduire que pour tout @ € C.(RR,R) et tout
e > 0 il existe P € S telle que sup, g |p(x) — P(x)| < e.

Corrigé — La fonction Fx est croissante, I’exercice 1.4 montre alors que 1’en-
semble des points de discontinuité de Fy, c’est-a-dire C°, est fini ou dénombrable.
Tout ouvert non vide de R étant non dénombrable, on déduit que tout ouvert non
vide de R rencontre C. Ceci prouve que C est dense dans R.
Soit ¢ € C.(R,R) et e > 0. Comme ¢ est uniformément continue sur R, il existe
1 >0 tel que
=yl <n=lpx) -e@)<e

Pour i € Z, on pose b; = in/2 et on choisit a; € CN]b;_1, b;[ et a; = @(a;). On pose
Y=Y iez ®il)a; 0
La fonction \ est bien dans S car o; # 0 seulement pour un nombre fini de i.
D’autre part, on a bien sup, . [@(x) —P(x)| < e. En effet, soit x e R. Il existe i € Z
tel que x €la;_1,4a;], on a donc

lp(x) = Y(x) = lp(x) — p(a;)| < & car |x —a;| <la;_y —a;| <|bj—r = bi| =n.
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(d) Soit @ € C.(R,RR). Montrer que JR Qdm, — IR pdm.
[Utiliser la question 2c.]

Corrigé —
Soit € > 0. La question 2c donne ’existence de \p € S t.q. sup g |@(x) — P(x)| < e.
On a alors pour tout n € N*

|fR<pdmn —fR@dw
<1 [ .~ [ w1 [ v, [ vanis) [ g | gani
S28+|J;Q1])dmn—qu)dm|.

Comme €5, il existe ng tel que n > ny implique UR bdm,, — I]R bdm|<e Ona

donc, pour tout n > ny,
|f @dm,, —f @dm| < 3e.
R R

Ce qui termine la question.

(e) Déduire de la question précédente que X,, — X en loi, quand n — +oco0.

Corrigé — La question 2d donne la converge vague de m,, vers m et donc la
converge étroite de m,, vers m (car m,, et m sont des probabilités). On a donc
X, — Xen loi quand n — +co.

Exercice 6.67 (Convergence en loi) Soit ((),.4, P) un espace probabilisé et X une
v.a. réelle de loi uniforme sur [—1,1].

1. Montrer que —X est une v.a. de méme loi que X.

Corrigé — On pose Y = —X et on cherche a déterminer la loi de la v.a.r. Y. Soit @
une fonction borélienne bornée de R dans R (il suffit en fait de prendre pour ¢ la
fonction caractéristique d’un borélien de R ) En posant 1])( x) = @(—x) pour tout x €

R, On remarque que JQ(p )dP = JQ(p X)dP = IQ X)dP = fR x)dPx(x) =
JR(P x)dPx(x). Comme X ~U(-1,1), on a donc :

1 (! 1 (!
J;) @(Y)dP = 3 J:l @(—x)dx = 3 '[1 @(x)dx,

ce qui prouve que Y ~U(-1,1).

2. Donner un exemple de suite (X,,),en de v.a. t.q. :

(a) (X,;),en converge en loi vers X,

(b) (X, — X),,eny ne converge pas en loi vers 0.
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Corrigé — On prend X,, = =X pour tout n € N. On a donc Py, = Px pour tout
n €N, ce qui donne bien la convergence en loi de X,, vers X quand n — +oo. Mais,
X, — X = =2X pour tout n € N, et donc X,, — X ne converge pas en loi vers 0 car
Py = 0g et P_yx # 0¢. (Il est facile de voir, en raisonnant comme a la premiere
question, que —2X ~U(-2,2).)

3. Donner un exemple de trois v.a. X,Y,Z t.q. X et Y aient la méme loi, mais sans que
XZ et YZ aient la méme loi.

Corrigé — On prend Y = =X (toujours avec X ~U(-1,1)) et Z=X. les v.a.r. X et
Y ont donc méme loi. Mais, on va montrer que XZ et YZ n’ont pas la méme loi. En
effet, soit @ une fonction borélienne bornée de R dans R. On a :

1 1
_ 2 qp _ L 2
JQ @©(XZ)dP = L ©(X?)dP = > J-_l @(x)dx

1 1
= f o(x?)dx = J; @(s)zi\/gds.

Ce qui prouve que Pxz = g\ avec g(x) = 2\F pour x €]0,1[ et g(x) = 0 si x €]0, 1[.
Comme XY = —XZ, on a Pxy = hA avec h(x) = g(—x) pour x € R. On en déduit que
PXZ * ny.

Exercice 6.68 (Convergence en loi + convergence en probabilité) Soit (Q,.4,P)
est un espace probabilisé, X une v.a. réelle et (X,,),en, (Yu)nen deux suites de v.a.
réelles telles que :

X, — Xenloi, Y,, — 0 en probabilité, quand n — +oo.

Montrer que
X, +Y, — Xenloi, quand n — +oco0.

[On pourra utiliser la convergence vague.]

Corrigé — D’apres la proposition 6.87, il suffit de démontrer la convergence vague
de Px .y, vers Px quand n — +oo, c’est-a-dire que lim,,_, IQ o(X, +Y,)dP =

fQ X)dP pour tout ¢ € C.(R,R).
Soit ¢ € C.(R,R). OnaJQ(pX +Y,)dP - IQ(p )dP = A, + B, avec :

A, J e(X, +Y,)dP - f (X B":f (p(X,,)dP—J @(X)dP
Q Q

On sait déja que lim,,_, B, = 0 (car X,, — X en loi). 1l suffit donc de montrer que
lim, ;o A, =0.

Soit 1> 0. Comme ¢ € C.(R,R), ¢ est uniformément continue sur R (on rappelle, par
contre, que @ € Cy(R,R) % @ uniformément continue), il existe donc € > 0 tel que :

%y eR |x—y|<e=|o(x) - o) <1
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On en déduit, pour tout n € N, avec ||@||,, = max,p |[@(x)|(< o0) -
A< [ b0 - el [ o+ Y- g iap
[Y,l<e [Y,|>e
<1+ 2/l PlIY,| > €].
Comme Y,, — 0 en probabilité, il existe ny (dépendant seulement de € et donc de 1 et @)

tel que :
n>ny = 2lloll,P[IY,| > €] <,

et donc :
n=nyg= |An| < 21’]

Ce qui prouve que lim,,_,, o A, = 0 et termine la démonstration.

Exercice 6.69 (Convergence en loi versus convergence en probabilité)
Soit (Q),.A, P) un espace probabilisé, X une v.a. réelle et (X,,),cn une suite de v.a.
réelles.

1. On suppose, dans cette question, que X,, — X en probabilité, quand n — +co.
Montrer que :
X,, — X en loi, quand n — +o0.

[Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague de Py vers Py.]

Corrigé — Soit ¢ € C.(R,R). Nous allons montrer que

I eoxar— | poxar

quqnd n— +oo (ce qui prouve la convergence vague de Px  vers Px, quand n — +oo,
voir la définition 6.86).

Soit e > 0. Comme @ € C.(R,R), @ est uniformément continue (ceci serait faux si on
prenant @ arbitrairement dans Cy(R,R)). Il existe donc 1 > 0 tel que :

%Y ER, [x-yl<n=¢x) -9y <e
On en déduit que

U X)dp| < flxn_m(nkp(xn)—(p(mmp

+f 0(X,) — @(X)IdP < & + 2lllu P(IX, — X| > 1),
[X,=X|>n

avec ||¢|l, = max{|p(s)|, s € R} < co. Comme X,, — X en probabilité, quand
n — +oo, il existe ny € N tel que :

n>ng = 2l|¢|l,P(X, - X|>n) <e

On a donc finalement

n>n0:>|f X)dP| < 2¢,
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ce qui prouve bien que JQ e(X,)dP — IQ ©(X)dP, quand n — +co.

Pour conclure, on utilise la proposition 6.87 (qui donne que si (m,),cn et m sont
des probabilités sur B(R), la convergence étroite de m,, vers m, quand n — +oo, est
équivalente a la convergence vague de m,, vers m). On obtient ainsi la convergence
étroite de Px  vers Px c’est-a-dire la convergence en loi de X, vers X, quand n — +oo.

2. On suppose qu’il existe a € R tel que X = a p.s.. On suppose aussi que X,, — X en
loi, quand n — +co. Montrer que :

X, — X en probabilité, quand n — +oo0.

Corrigé — Soit 1 > 0, on va montrer que P(|X,, — X| > 1) — 0, quand n — +oo.
Pour cela, on choisit une fonction @ continue bornée de R dans R et telle que
Qx)=1si|x—al>n @) =0er0<@(x) <1 pour tout x € R. (Une telle
fonction est facile a construire, il suffit de la prendre affine par morceaux). Comme
@ e Cy(R,R), ona IQ ©(X,)dP — JQ @©(X)dP, quand n — +co. Comme X = a p.s.

et (a)=0,ona fQ @(X)dP = 0. Enfin, comme @(x) =1 si|x—al>=net >0, on
a fQ @©(X,)dP = P(X,, — X| > n). On en déduit finalement que P(|X,, — X|>n) — 0
quand n — +oo et donc que X,, — X en probabilité quand n — +co.
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Exercice 1 (Convergence p.p. et convergence L').

Soit (X, T, m) est une espace mesuré. Pour 1 < p < +o00, on note L I"espace LT, (X, T, m).

Soient (f,,)nen une suite d’éléments de L' et f une application mesurable de f dans IR. On suppose que la suite
(fn)new est bornée dans L' et que f,, — f p.p. quand n — +oo.

1. Montrer que f appartienta L' (plus précisément, f € £ et on confond f avec avec sa classe).

2. Enprenant (X, T,m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), A), donner un exemple pour lequel f,, ne converge pas vers f dans L*
quand n — +o00.

Pour la suite de 1’exercice, on ajoute qu’il existe p > 1 tel que la suite (f,,)neN est bornée dans LP.

3. On suppose que m(X) < +oo. Montrer que f,, — f dans L' (quand n — +o00) et donner un exemple pour
lequel f,, ne converge pas vers f dans L? (on pourra prendre (X, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), A)).
4. On suppose que m(X) = +oo. A ton f, — f dans L' ? (Si oui, le démontrer. Si non, donner un exemple).
Exercice 2 (Chaine de Markov).
Soient (2, F, P) une espace probabilisé et G un ensemble de cardinal m (m € IN*). Une variable aléatoire a valeurs
dans G est donc une application X de €2 dans G telle que X ~*(A) € F pour toute partie A de G.

On pose G = {ai, ..., an} (comme m est le cardinal de G, on a donc a; # a; sii # j).
Rappels :

— Si X est une variable aléatoire (a valeurs dans G) et a € G, on pose {X = a} = {w € Q; X (w) = a}.

— Si X est une variable aléatoire (2 valeurs dans G), la loi de X est donnée par I’ensemble {P({X = a}),
a € G}. Si on identifie G avec {1,...,m}, cette loi est une probabiblité sur les boréliens de IR, notée Px, et
Px =", P{X = a;})d; (ou §; est la mesure de Dirac en 7).

— Soient A, B € 7. Si P(B) £ 0, P(A|B) = P(An B)/P(B). Si P(B) = 0, P(A|B) = 0.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires (2 valeurs dans G).
On suppose que pour ¢, j € {1,...,m}, il existe T} ; tel que, pour tout n € IN, et tout {a;, , k < n},

P({Xn+1 = a; {Xn = ai} N (Nj<n{ Xk = a;,3) = P X1 = a5} {Xn = ai}) = T
On note T la matrice (de m lignes et m colonnes) dont la composante a la ligne %, colonne j, est T; ;.
1. Montrer que pour tout i € {1,...,m}, > " T;; = 1.

2. Montrer que pour tout i, j € {1,...,m}, P({X2 = a; }[{Xo = a;}) = (T?); ;, ot (T?); ; est la composante &
la ligne i colonne j de la matrice T°2.

3. Montrer que pour tout n € N et4, j € {1,...,m}, P{X, = a;}[{Xo = a;}) = (T™);,j, o (T"™); j est la
composante a la ligne ¢ colonne j de la matrice 7. [On pourra faire une récurrence sur n.]

1/4 3/4 0
On suppose pour la suite de I’exerciceque m =3etT = | 0 1/2 1/2].
0 0 1

0 0 1
4. Montrer que lim,, 1 T" = |0 0 1{.
0 0 1

5. Montrer qu’il existe une unique loi stationnaire, c¢’est-a-dire un unique choix de 1’ensemble {P({Xy = a;}),
i€{1,2,3}}telque P{X,, = a;}) = P({Xo = a;}) pour tout n et tout i.

6. La suite (X,,)en converge-t-elle en probabilité quelquesoit le choix de X ? Si oui, quelle est cette limite ? La
suite (X, )new converge-t-elle p.s. quelquesoit le choix de X ? (Justifier les réponses).

Exercice 3 (Un exemple simple de suite de v.a.r.i.i.d).

Soient (€2, F, P) une espace probabilisé et (X, ), e+ une suite de v.a.r.i.i.d..
On suppose que la loi de X est P({Xo =1}) = P({Xo = —1}) = 1/2.
Pourn € IN*, onnote S,, = >_;_, X /k.



. Soitn € IN*. On note B,, = (X1, ..., X,) (c’est-a-dire que B, est la tribu engendrée par X1, ...

Montrer que pour toute v.a.r. ¢, B,,-mesurable bornée, E(S,+1¢) = E(Sne).

2. Montrer que la suite (S, )nen+ est bornée dans L2 (2, F, P).

3. Montrer que la suite (S,,),en+ converge dans L2 (€2, F, P) quand n — +o0.
On note S la limite (dans L?) de la suite (Sn)new+. Donner I’espérance et la variance de S.

s Xn).



