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Chapitre 7

Produits d’espaces mesurés

7.1 Motivation

Au chapitre 2, on a introduit la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de R
(notée B(RR)), ce qui nous a permis d’exprimer la notion de longueur d’une partie
(borélienne) de R. On peut se poser la question de savoir s’il existe une mesure sur
une tribu convenable de R? qui exprimerait la notion de surface (et une mesure sur
une tribu convenable de R? qui exprimerait la notion de volume. . .).

La question est donc : existe-t-il une mesure A, sur une tribu de R? contenant B(R) x
B(R), vérifiant :

A>(AxB) = A(A)A(B), YA, B e B(R)?

La tribu T,, sur laquelle on veut définir A,, doit donc contenir B(R) x B(R). On
remarque tout d’abord que B(R) x B(R) = {A x B, A € B(R), B € B(R)} n’est pas une
tribu. En effet, B(R) x B(R) n’est pas stable par passage au complémentaire ni par
union (par contre, B(IR) x B(R) est stable par intersection dénombrable). On définit
alors T, comme la tribu engendrée par B(R) x B(RR), qu’on note B(R) ® B(R).

On cherche alors une mesure \, : T, — R, telle que A,(A x B) = A(A)A(B) pour
tout A, B € B(R). On peut montrer I’existence et 1’unicité de la mesure A, (voir le
théoreme 7.3). On peut aussi montrer que la tribu T, est la tribu borélienne sur R?,
c’est-a-dire la tribu engendrée par les ouverts de R? (voir la proposition 7.2).

Une autre question qu’on abordera dans ce chapitre concerne I’intégration des fonc-
tions a plusieurs variables. Considérons par exemple une fonction f définie de R?
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dans R. Sous quelles hypotheses (faciles a vérifier. . . ) peut-on écrire :

J(Jf(x,y)dy)dx = j(ff(x,y)dx)dy )

Une réponse a cette question est apportée par le théoreme de Fubini, que nous verrons
dans ce chapitre.

On introduira aussi le produit de convolution de deux fonctions, qui sera utile, par
exemple, pour démontrer des théorémes de densité. Il est aussi utilisé pour la résolution
d’équations aux dérivées partielles. La convolution est également une notion tres
utilisée pour de nombreuses applications, par exemple en traitement de signal et
d’image.

7.2 Mesure produit

On rappelle ici qu'un espace mesuré (E, T, m) est o-fini (on dit aussi que m est o-

finie) s’il existe une famille (A,),ey C T telle que E = U A, et m(A,) < +o0, pour

neN
tout n € N. L’espace mesuré (R, B(R),A) est o-fini (prendre, par exemple, A, =

[-n,n]). Il existe par contre des mesures non o-finies. L’exemple le plus simple sur
(R, B(R)) consiste a prendre m(A) = +oo pour tout A € B(R), A # 0. Un exemple
plus intéressant (intervenant pour certains problémes) consiste a se donner un borélien
non vide B de R (B peut étre, par exemple, réduit a un point) et a définir myg par
mp(A)=+c0siAeB(R)et ANB=0etmg(A)=0si Ae B(R)et ANB=0.

Définition 7.1 (Tribu produit) Soient (E;,T;) et (E,, T,) des espaces mesurables.
On pose E = E| X E,. On appelle tribu produit la tribu sur E engendrée par T) x T, =
{A] x Ay, Ay €Ty, Ay € Ty} Cette tribu produit est notée T; ® T,.

Un exemple fondamental est (E1, T;) = (E,, T>) = (R, B(R)). On va montrer que, dans
ce cas, B(R)® B(R) = B(R?).

Proposition 7.2 (Tribu B(RN))  Pour tout N > 2, on a BRN"1) @ B(R) = B(RN).

DEMONSTRATION — La démonstration est faite pour N = 2 dans I’exercice 2.6).
Elle s’adapte facilement pour traiter aussi le cas N > 2 (exercice 7.1). [

Théoreme 7.3 (Mesure produit) Soient (E;, Ty, m;) et (E,, Ty, my) deux espaces
mesurés o-finis, E=E; xE, et T =T} ® T,. Alors, il existe une et une seule mesure
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m sur T vérifiant :
m(Al X Az) = ml(Al)mz(Az), V(Al,Az) € T1 X Tz; m,-(Ai) <oo,i=1,2. (71)

Cette mesure est notée m = my @ my. De plus, m est o-finie.

DEMONSTRATION —

Existence de m. On va construire une mesure m sur T vérifiant (7.1).

Soit A € T. On va montrer, a 1’étape 1, que, pour tout x; € E{, on a 15(x,-) €
M (E,, T,). On pourra donc poser fa(xy) = f 1a(xq,-)dm,, pour tout x; € E;. L’ap-
plication f, sera donc une application de E; dans R,. On va montrer,  I’étape 2,
que fa € M, (E{, T;). On posera alors m(A) = JfAdml. Enfin, il restera a I’étape 3 a
montrer que  est bien une mesure vérifiant (7.1) et que m est o-finie.

Etape 1. Pour A € P(E) et x; € E{, on note S(x1,A) = {x, € E;; (x1,%,) € A} C E,,
de sorte que 15(xq,+) = Lg(x,,A)-

Soit x; € E1. On pose © = {A € P(E); S(x1,A) € T,}.

On remarque tout d’abord que ©® D T; x T,. En effet, si A = A} x A, avec A; € Tj et
A2 ETz, onaS(xl,A) :A2 €T2 si X1 EAI et S(xl,A) =0e Tz si X1 @Al.

On remarque ensuite que © est une tribu. En effet :

* €O carS(x1,0) =0 €T,

¢ O est stable par passage au complémentaire. En effet : S(xq, A®) = (S(x;, A))¢
(c’est-a-dire S(x1, E\ A) = E; \ S(x1,A)). Onadonc S(x;,A°) € T, si A€ ©, ce
qui prouve que A€ € ©.

* O est stable par union dénombrable. II suffit de remarquer que
S(Xl, UneN A(n)) = UneN S(xllA(n)) € TZ si (A(n))neN co.
L’ensemble © est donc une tribu contenant T; x T,, et contient donc T; ® T, = T, tribu
engendrée par T; x T,. . On a donc S(x;,A) € T, pour tout A€ T.
Pour tout A € T, on peut donc définir une application f, de E; dans R, en posant,
pour xq € Eq,

fa1) = m(S(xr,A)) = J-ls(xl,A)dmz - f1A<x1,->dmz eR. (12

Etape 2. Dans cette étape, on démontre que fp € M, (E;, T;) pour tout A € T. Cette
étape est plus difficile que la précédente.

Onnote ¥ = {A € T; fa € M,(E{, T;)} et on va montrer que ¥ D T et donc que
>=T.

On suppose d’abord que m, est finie.

Il est facile de voir que ¥ contient T; x T,. En effet, si A = A} x A, avec A} € Tj et
A2 € Tz, on a alors fA = mZ(AZ)lAl € g+(E1,Tl) C M+(E1,T1 )
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On note maintenant .A I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de T; x T,
(A s’appelle I’algebre engendrée par T; x T, Voir I’exercice 7.2). SiA € A, il existe
donc (A(p))p:1 ,,,,, 2 C Ty xT, tel que AP NA (2) sipzqgetA= U" . On

aalors fa(x1) = my(S(x1,A)) = Ly mz(s(xl’A( =Y p=1fam €My El’Tl) car
AP e Ty xT,cX.Onadonc ACX.

On montre maintenant que X est une classe monotone, ¢’est-a-dire que :

(AM) ey €, AW c A Yy e N = U AW ey (1.3)
neN
et
(AM), ey E, AW 5 A vy e N = ﬂ AW ey, (7.4)
neN

Pour démontrer (7.3), on considere une suite (AM), cy € T telle que A ¢ A+
pour tout n € N. On pose A = U%NA . Soit x; € Ey; ona (S(x;,A™)),cn € Ty
(par I’étape 1, car ¥ c T), S(x;,A") c (x Alrrl)) pour tout n € N et

S (x1, UnenA™) = | JS(x1,A
neN
On en déduit, par continuité croissante de m1,, que
my(S(x1,A)) = sup my(S(xy, A))
neN
et donc que fy = sup,y fam, ce qui prouve que fo € M, (E,Ty) car fym €
M_(E;, T;) pour tout n € N. On adonc A = | J,,.yA™ € .

La démonstration de (7.4) est similaire, il faut utiliser la continuité décroissante de 1,
au lieu de la continuité croissante. C’est pour utiliser la continuité décroissante de 1,
qu’on a besoin du fait que m1, est finie.

On a ainsi montré que ¥ est une classe monotone contenant 1’algébre .A. On peut en
déduire (cela fait I’objet de ’exercice 2.13) que ¥ contient la tribu engendrée par A et
donc aussi la tribu engendrée par Ty x T, (car Ty x T, C A), ¢’est-a-dire que X contient
T =T; ® T,. On a bien montré, finalement, que ¥ = T.

Il reste maintenant a montrer que > = T sans I’hypothese #1, finie. Comme 1, est o-
finie, on peut construire une suite (F,,),eny C T) telle que E, C F, 1 et m,(E,) < oo pour
tout n € N. Pour n € N, on définit alors la mesure m(zn) par m(zn)(AZ) =my(Ay; NE,)

pour tout A, € T,. La mesure m(zn) est finie, I’étape 1 et la premiere partie de 1’étape

2 donne donc que, pour tout A € T, fjin) € M, (E;, T}) ou f;‘n) est définie par 7.2
avec m(zn) au lieu de m, (c’est-a-dire fgn)(xl) = m(zn)(S(xl,A)) pour tout x; € Eq).
On conclut alors en remarquant que flin) T fa quand n — +oco, ce qui donne que
fa € My (Ey, Ty).

On a donc montré que f, € M, (E;,T;) pour tout A € T. Ceci nous permet de définir
m: T—R, par:

= J-fAdml, pour tout A € T. (71.5)
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Etape 3. Dans cette étape, on montre que m, définie par (7.5), est une mesure sur T et
que m vérifie (7.1) et est o-finie.

On montre d’abord que m est bien une mesure sur T :

e m(0) = 0 car fy(x1) = my(S(xy,0)) = m(0) = 0.
* (c-additivité de 1) Soit (A"),.cn C T telle que A" N A" =@ si n = m. On pose
A=,enA". Pour x; €Ej,ona:

S(x1,A) = U S(x;, A™) et S(xy, AM) N S(x;, A™) = 0 si 1= m.
neN
La o-additivité de m, donne alors m1,(S(x1,A)) = ¥ ey M2(S(x1, A1), ¢’est-a-
dire

Le premier corollaire du théoréme de convergence monotone (corollaire 4.18) donne

alors :
)= [ fadm =Y [ fundmi =) m(a"),

neN neN
ce qui donne la o-additivité de 1.

On montre maintenant que m vérifie (7.1). Soient A; € Ty et A, € T, tels que
my(Ay) < oo et m(Ay) < co. On pose A = Aj x Ay. On a alors fo = my(Aj)1,,
et donc m(A) = JfAdml =my(Ay)my(Ay).

Il reste a vérifier que m est o-finie. Comme m1; et m, sont o-finies, il existe (B(ln))neN

CTet (B(zn)),,eN C T, tels que Ey = U, ey B(ln), E; = Upen B(zn) et, pour tout n € N,

ml(B(ln)) < oo et mz(B(zn)) < co. Pour (n,m) € N2, on pose C,,,, = B(ln) X B(zm), de

sorte que E = Uy, menz Com €t m(C,, ) = ml(B(ln)) X mz(B(zm)) < co0. Comme N?

est dénombrable, on en déduit que m est o-finie.

Unicité de m.

La partie existence de la démonstration donne une mesure m sur T vérifiant (7.1). La
partie unicité du théoreme peut se montrer avec la proposition 2.31 ; nous développons
cette méthode ci-apres, ou avec le lemme des classes monotones (exercice 2.13) comme
cela est expliqué dans la remarque 7.4.

Soit m et p deux mesures sur T vérifiant (7.1). Pour montrer que m = p, on va appliquer
la proposition 2.31. On pose :
C= {AI X Az, A1 € Tl’ A2 € Tz, nq (Al) < 00, mz(Az) < OO}

Comme m1; et m, sont o—finies, il est facile de montrer que tout élément de T; x T, est
une réunion dénombrable d’éléments de C. On en déduit que C engendre T. Il est clair
que C est stable par intersection finie et, par (7.1), on a m = p sur C. Puis, comme m1; et
m;, sont g—finies, il existe deux suites (Eq ;) ey € T1 et (Ep ) pen C Tp d’éléments de
T, et T,, disjoints deux a deux et t.q. By = U,,en E1,1> B2 = U en Eo,n et m;(E; ) < 00
pour tout i € {1, 2} et tout n € N. Pour n,m € N, on pose F, ,, = Eq ,, XE, ,,,. La famille
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(Ey,m)n,men est une famille dénombrable d’éléments de C, disjoints deux a deux et

t.q. E = U, men Bom €t m(F, ) = my (B ,)my(Eq ;) < co. On peut alors utiliser la

Proposition 2.31. Elle donne m = p sur T et termine la démonstration du théoréme.
L]

Remarque 7.4 Comme cela a été dit, un autre moyen de montrer la partie unicité
du théoreme précédent est d’utiliser le lemme des classes monotones (exercice 2.13).
Supposons tout d’abord que #1; et m, sont finies. On a alors (par (7.1)) :

m(E) = p(E) = my (Eq)my(E;) < co.

La condition (7.1) donne également que m = p sur T; x T,. On a alors aussi m = p
sur I’algebre engendrée par T; x T,, notée A (cette algebre a été définie dans la partie
existence de la démonstration). En effet, si A € A, il existe (A(P))pzlwn cTy xT,

tq. APNAD =Qsipzget A= Up=1 AP). On a alors, par additivité de m et ,
m(A) = Luenm(A™) = Loy p(A) = p(A).

On pose maintenant ¥ = {A € T; m(A) = u(A)}. On vient de montrer que £ D A. Il
est d’autre part facile de voir que ¥ est une classe monotone. En effet, les propriétés
de continuité croissante et de continuité décroissante appliquées a m et p permettent
facilement de vérifier (7.3) et (7.4) (on utilise ici, pour montrer (7.4), que m et p sont
des mesures finies). Comme dans la partie existence de la démonstration, I’exercice
2.13 donne alors que X contient la tribu engendrée par A et donc que ¥ contient
T =T, ®T,, ce qui donne ¥ =T et donc m = .

Dans le cas ou m; et m, ne sont pas finies, mais o-finies, il existe (B(ln))neN CT et

(B(zn))neN cTtq E; =U,en B(ln), E) = U en B(zn) et, pour tout n € N, ml(B(ln)) <00

et mz(B(zn)) < 0. On peut également supposer que B(ln) C B(lnH) et B(zn) C B(2n+1)

pour tout n € N (il suffit, par exemple, de remplacer Bgn) par UZ:O ng )). Par un
raisonnement analogue a celui fait dans le cas ou m; et m, sont finies, on peut montrer

quem=psur{AeT;AC B(ln) X B(Zn)}. On conclut alors, en utilisant la propriété de
continuité croissante, que m = p sur T.

Remarque 7.5 Dans le théoréme précédente (théoreme 7.3), on peut aussi remarquer
que :

1. m(A1 X Az) = ml(Al)mz(Az) = oo si Al (S Tl et A2 S T2 avec ml(Al) =0 et
m(A,) = oo (ou avec my(A;) = oo et my(Ay) = 0),

2.m(A1 xAy)=0si A; €Ty et Ay € T, avec my(A;) = 0 et m(A,) = co (ou avec
my (Al) =—ooet mz(Az) = 0)
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En effet, on suppose par exemple que #17(A;) = 0 et m(A,) = co. Comme m, est
o-finie, on peut construire une suite (F, ),y C T, t.q. E, C F,,; et m,(F,;) < co pour
tout n € N. On a alors, par continuité croissante de m, m(A; xA,) =lim,,_, o, m(A; X
(A;NF,)) =1lim,,_, . m;(A;)my(A,NFE,) = 0 (on ad’ailleurs aussi m,(A,NF,) T oo,
ce qui permet de conclure si 0 < m17(A;) < oo que m(A; X A,) = o0). Les autres cas
se traitent de maniere analogue.

Définition 7.6 (Espace produit)

L’espace (E, T, m), construit dans le théoreme 7.3, s’appelle I’espace (mesuré) produit
des espaces (Eq, Ty, my) et (Ey, Ty, my).

Un exemple fondamental d’espace produit est 1’espace (RN, B(RN), Ayy) pour N > 2
que nous verrons dans la section 7.4.

7.3 Théoremes de Fubini-Tonelli et Fubini

Théoreme 7.7 (Fubini-Tonelli) Soient (E{, Ty, m;) et (E,, Ty, m,) des espaces mesu-
rés o-finis. On note (E, T, m) ’espace produit (donc, T = Ty ® T, et m = m; @ m).
Soit f : E — R, une fonction mesurable positive (i.e. T-mesurable positive). Alors :

1. f(x1,-) € M (E,, T,) pour tout x| € Eq,

on pose
Prlxg) = jf(xll')dmz = J-f(xl,xz)dmz(xz)pour tout x1 € Eq,

de sorte que o5 : E; — R,,
2. (Pf € M+(E17T1))

3. dem = f@fdml = J(Jf(x1,x2)dm2(xz))dm1(x1)»

4. les mémes résultats sont vrais en inversant les roles de my et m,, de sorte que :

J(ff(prz)dmz(Xz))dmﬂxl) = J(ff(xl,xz)dml(xl))dmz(xz),

DEMONSTRATION — la démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1. Soit f =14, A € T. La partie existence de m de la démonstration du théoreme
7.3 donne alors que ffdm =m(A) = J(pfdml.
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Plus précisément, on a, pour tout x; € By, f(x1,:) = 15(xq,) = gy, a)> avec
S(xl,A) = {X2 € E2 t.q. (XI,XQ) € A} C E2

(comme dans la démonstration du théoreme 7.3). L’étape 1 de la démonstration (de la
partie existence) du théoreme 7.3 donne que S(x;,A) € T, pour tout x; € Eq, et donc
f(x1,-) € M, (E,, T,). Ceci donne le premier item (pour f = 1,) de la conclusion du
théoreme 7.7.

On pose @ (x1) If (x1,-)dmy = my(S(xq,A)) pour tout x; € E;. (Cette fonction
@y estnotée fa dans la démonstration du théoreme 7.3). L’étape 2 de la démonstration
du théoréme 7.3 donne que @y € M, (E{, Ty). Ceci donne le deuxiéme item (pour
f =1,) de la conclusion du théoreme 7.7.

On a alors posé, dans la démonstration du théoreme 7.3, m(A) = f(pfd m; et I’étape 3
a montré que m est une mesure sur T vérifiant (7.1) (et la seule mesure sur T vérifiant
(7.1), d’apres la partie unicité de la démonstration du théoréme 7.3). Ceci donne le
troisiéme item (pour f = 1,) de la conclusion du théoreme 7.7.

Pour avoir le quatrieme item (pour f = 1,) de la conclusion du théoreme 7.7, il suffit
de remarquer que I’on peut inverser les roles de m; et m, dans la démonstration
du théoréme 7.7. On obtient ainsi que f(-,x,) € M, (E{,T;) pour tout x, € E;. On
pose alors P (x) ff ,X3)dmy. On obtient que Py € M, (E3, Ty). Enfin, on pose

(A Jl])fd m, et on obtient que #1 est une mesure sur T vérifiant (7.1). La partie
unicité de la démonstration du théoréme 7.3 donne alors que m = 1, ce qui est
exactement le quatrieéme item (pour f = 1,) de la conclusion du théoréme 7.7.

Etape 2. On prend maintenant f € £, (E, T).
Il existe donc ay,...,a, €R} et Ay,..., A, € Ttq. f =Y a;la,.

On a alors, pour tout x; € Eq, f(x1,) = Yi_; a;1,(x1,-) € M, (Ep, T,) car Iétape
1 donne 14,(x;,+) € M, (Ey, T,) pour tout i. Ce qui donne le premier item de la
conclusion du théoreme 7.7.

On pose @f(x1) ff x1,-)dm; pour tout x; € E;. Ona @f € M (Ey, Ty) car @5 =
Y a;p1,. etque @p, € M, (E;,T;) pour tout i (d’apres I’étape 1), ce qui donne le
deuxieéme item de la conclusion du théoreme 7.7.

Enfin, on utilise la linéarité de I’intégrale et I’étape 1 pour f = 1,,, on obtient :

J-fdm Z Zﬂzf@lAdml J(Z i(PlAl.)dml

=1

f Za,flA X1,- dm2 dmi(x;) J J-f X1,- dmz)dml(xl)
:J@fdml.

Ce qui donne le troisieme item de la conclusion du théoréme 7.7.

Pour avoir le quatrieme item de la conclusion du théoreme 7.7, il suffit de changer les
roles de my et m,.
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Etape 3. On peut enfin prendre f € M_(E, T). Il existe une suite (f,),en € € (E, T)
t.q. f, T f quand n — +oo.

On a donc, pour tout x; € Eq, f,(x1,-) T f(x1,-) quand 1 — +oc0. On en déduit que
f(x1,-) € M (E,, T,) car (d’apres 1’étape 2) f,(x1,-) € M, (E,, T,) pour tout n € N
(ce qui donne le premier item).

Le théoreme de convergence monotone (pour 11,) donne que

op (x1) = ffnm,-)dmz 1 ff(xl,odmz = (1)

pour tout x; € E;. Donc, @, ) ¢@y. Comme @ € M, (E{, Ty) (d’apres I’étape 2), on
en déduit que ¢ € M, (Eq, Ty) (ce qui donne le deuxieme item).

On applique maintenant le théoréme de convergence monotone pour #1; et pour 1, ils
donnent :

J(pfndml T J@fdml et Jf,,dm ) dem quand 71 — +oo0.

L’étape 2 donne jfndm = j(pfndml, on en déduit donc que dem = I(pfdml, ce
qui donne le troisieme item de la conclusion du théoréme 7.7.

Enfin, ici encore, pour avoir le quatrieme item de la conclusion du théoréme 7.7, il
suffit de changer les roles de m; et m,. ]

Corollaire 7.8 Soient (E{, Ty, m;) et (E,, Ty, my) des espaces mesurés o-finis. On
note (E, T,m) ’espace produit. Soit f : E — R une fonction T-mesurable. Alors :

f e LL(E T, m) = j(flfldmZ)dml <too o J(Jlfldml)dmz < too. (1.6)

DEMONSTRATION —  Le corollaire découle immédiatement du théoreme 7.7 appliqué
a la fonction |f| qui appartient & M, (E, T). Dans (7.6), la notation (I |fldmy)dmy
signifie :

(f 171 s ) o 1),

La notation est similaire en inversant les roles de m1; et m1,. ]

Voici une conséquence immédiate du théoréeme 7.7 pour la mesurabilité :

Proposition 7.9 Soient (E{, Ty) et (Ey, T,) deux espaces mesurables. On pose E =
E\xE, et T=T, ®T,. Soit f € M(E,T) (c’est-a-dire f : E — R, T-mesurable).
Alors :

1. f(xq1,-) € M(E,, Ty), pour tout x; € Eq,
2. f(-,x5) € M(E1, Ty), pour tout x, € E,.
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DEMONSTRATION — La démonstration est facile, il suffit de remarquer que f =
ff—f"etque f*,f~ € M,(E, T). Le premier item de la conclusion du théoréme
7.7 donne alors, pour tout x; € Eq, f(x1,) € M (Ey, T) et f~(xq,) € M (Ey, Ty).
Comme f(xq,-) = f*(x1,-) — f~(x1,+), on en déduit que f(x;,-) € M(E,, T,). En
changeant les roles de (E;, T;) et (E,, T,), on montre aussi que f (-, x;) € M(Eq, Ty),
pour tout x, € E,. ]

Remarque 7.10 La réciproque de la proposition précédente est fausse. Soient (E{, T;)
et (E,, T,) deux espaces mesurables, E=E; xE, et T=T; ® T,. Soit f : E—> R t.q.

1. f(x1,-) € M(E,, T;), pour tout x; € Eq,
2. f(-,x2) € M(E{, Ty), pour tout x, € E,.

Alors, f n’est pas forcément T-mesurable. Un exemple est donné dans 1’exercice 7.4.
Un cas particulier intéressant pour laquelle cette réciproque est vraie est donné par la
proposition 7.11.

Proposition 7.11 Soient (Eq,Ty) et (E,, T,) deux espaces mesurables. On pose E =
E{xE; et T = T; ®T,. Soient F; € M(E, T;) et F, € M(E;,, T,). On définit f : E—> R
par f(x1,x5) = Fi(x1)Ex(x;) pour tout (x1,x;,) € E. Alors f est T-mesurable (c’est-a-
dire f € M(E,T)).

DEMONSTRATION —  On procede en trois étapes.

Etape 1. On prend d’abord F; = 15, et F, =14, avec A| € T et A; € T,. On a alors
f = 1A1><A2 EM(E,T) CaI'Al XAZ ETl XTZ CT] ®T2 =T.

Etape 2. On prend maintenant F; € £(E{, T;) et E, € £(E,, Ty).

Il existe alors a(ll),...,a(nl) eR, A(l), s, Asql) e Ty, a(12),...,a5,3) cRet A(lz),...,Asqf) €

1
T, tq.:

n

Fr=) al'aAlecalVnal =0sii=k,

i i i

m
_ (2) 5 (2) (2) MW _a
E, = > ai A7 et AT NAY =0sij=k.

Onaalors f =) 1", Z;-”:l ail)a;z)lAg)XA(vz) € £(E, T) c M(E,T).
]

1

Etape 3. On prend enfin F; € M(E;, T;) et E, € M(E,, T,). Il existe (Fr(,l))neN suite
de E(E;, Ty) et (Fr(,z))neN suite de £(E,, T,) t.q. Fr(,l)(xl) — Fj(x1) pour tout x; € E;

et F,ﬁz)(xz) — F,(x,) pour tout x, € E,. On en déduit que f,(x1,x;) = F,gl)(xl)F,(lz)(xz)
— f(x1,x,) pour tout (x1,x,) € E et donc que f € M(E, T) car f,, € M(E, T) pour
tout n € N (étape 2). [
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Théoreme 7.12 (Fubini)  Soient (E{, Ty, m;) et (E,, Ty, m,) des espaces mesurés
o-finis. On note (E, T, m) ’espace produit. Soit f une fonction T-mesurable de E dans
R (c’est-a-dire f € M(E, T)) et intégrable pour la mesure m, c’est-a-dire f € K]%g(E
T, m). Alors :

1. f(xy,) € L} »(E2, Ty, my) pour presque tout x; € Ey,

on pose @r(x1) ff (x1,-)dm, pour x; € By t.q. f(x1,") € L} r(B2, Ty, my). La
Jonction @ est donc définie p.p. sur Ey (et a valeurs dans R).

2. ¢r € L%R(El,Tl,ml) (au sens : il existe g € EﬂQ(El,Tl,ml) tq. f =gpp.)

3. [ gam= [ gram = [ ( [ £ xapdmaten)im )

4. les mémes résultats sont vrais en inversant les roles de my et m,, de sorte que :

J Jf X1,%2 dmz(xz))dml(xl J Jf X1,X2 dml(xl))dmz(xz)

DEMONSTRATION — Comme f € M(E, T),ona f*, f~ € M,(E,T). On peut donc
appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) & f* et f~. Il donne :

1. f*(x1,), f~(x1,+) € M_(E,, T,), pour tout x; € Eq,

2. @f+, @p- € M (E1, Ty) avec @p=(x1) Jf X1,-)dm, pour tout x; € E;.

3. ff dm = I(PfidMl.

Le premier item donne que f(x1,-) = f*(x1,-)— f ~(x1,-) € M(E,, T) (noter que f, f*
et f~ sont a valeurs dans R).

Comme ff*dm < oo et Jf’dm < oo (car f € ,C]%(E, T, m)), le troisieme item donne
que @+ < oo p.p. (sur Ey) et que @g- < oo p.p. (sur Eq). On a donc f¥(xy,") €
,C]%(EZ,TZ, myp) et f~(x1,-) € E]%(EZ,TZ, m,) pour presque tout x; € E;. On en déduit
donc que f(x1,7) = fF(xy,-)— f(x1,7) € L%Q(EZ,TQ, ™,) pour presque tout x; € E;.
Ce qui donne le premier item de la conclusion.

La fonction @ est donc définie p.p. sur Eq etona @f = @+ —@g- p.p. (ona @g(xy) =
@f+(x1) —@g-(x1) en tout point x1 t.q. @r+(x1) < 00 et @-(x1) < c0). Comme @+ <
oo et @f- < oo p.p, on peut trouver A € Ty t.q. my(A) =0 et @r+ < oo et Q- < oo sur
A°=E;\A.Enposant g = @7+ —@s- sur A° et g = 0 sur A, on adonc g € M(E, Ty),
§=@fpp-etge £11R(E1,T1,m1) car J|g|dm1 < J(pf+dm1 + I(pf-dml < o00. Ceci
donne le deuxieme item de la conclusion (le fait que @ appartienne a L%&(E] , Ty, my))
et donne aussi le troisieéme item car :

j(Pfdml = fgdml = f‘Pf*dml —j@f-dml
= ff+dm—Jf_dm = J-fdm



480 CHAPITRE 7. PRODUITS D’ESPACES MESURES

Enfin, comme pour le théoréme de Fubini-Tonelli, le quatrieme item de la conclusion
s’obtient en changeant les roles de m et m;. ]

Le théoréeme de Fubini est souvent utilisé sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 7.13 Soit (E{, Ty, m;) et (E,, T,, my) des espaces mesurés o-finis, (E, T,
m) I’espace produit et f : E — R une fonction T-mesurable t.q. :

J(jlf(xl’XZ)ldMZ(xZ))dml(Xl) < +oo
ou

J(f|f(x1,x2)|dm1(xl))dmz(xz) < too,

Alors :

J(ff(x1;X2)dm2(Xz))dm1(X1) = j(jf(XIJXZ)dml(xl))dmz(xz).

(Toutes les intégrales ayant bien un sens.)

DEMONSTRATION — Le corollaire est une conséquence immédiate du théoreme 7.12
et de I’équivalence (7.6). [

Remarque 7.14 (Contre-exemple lié au théoreme de Fubini) On cherche ici a cons-
truire une fonction pour laquelle la conclusion du théoréme de Fubini n’est pas vérifiée.
Soit a une fonction (continue) de R dans R et f : R? — R définie par f(x,y) = a(x)
six>0etx<y<2x, f(x,y)=-a(x)six>0et2x <y <3x, f(x,9) =0six<0
oux >0ety¢[x,3x]. On pose b(x) = xa(x). On peut montrer que les hypotheses
du théoréme de Fubini ne sont vérifiées que si b € L%R(R,B(R), A). En prenant par
exemple a(x) = 1/(1 + x)?, on montre que j(ff(x,y)dy)dx £ f(ff(x,y)dx)dy (voir

I’exercice 7.5).

7.4 Mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de RN

On a déja vu que B(RN) = B(RN-1) ® B(R) pour tout N > 1 (exercice 2.6 pour
N = 2 et exercice 7.1). Le paragraphe précédent permet alors de définir la mesure de
Lebesgue sur les boréliens de RN (c’est-a-dire sur la tribu B(RN), engendrée par les
ouverts de RN) pour tout N > 1.
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Définition 7.15 (Mesure de Lebesgue sur B(RY))

1. La mesure de Lebesgue sur B(R?) est la mesure A® \, on la note ).

2. Par récurrence sur N, la mesure de Lebesgue sur B(RN), N > 3, est la mesure
AN_1 ® A, on la note \y.

On note L1(RN) Iespace L, (RN, B(RN), Ay), et pour f € LY(RN), on note

[ reane = | reoax

On donne maintenant quelques propriétés de la mesure de Lebesgue sur B(RN). 11
s’agit de propriétés élémentaires ou de généralisations simples de propriétés vues pour
la mesure de Lebesgue sur 5(RR). Les démonstrations seront proposées en exercice.

Proposition 7.16 (Propriétés élémentaires de \y) Soit N > 2. On rappelle que Ay
est la mesure de Lebesgue sur B(RN).

1. La mesure \y est o-finie.

2. Soit Ay, ..., Ay € B(R). Alors, [T, A; € B(RN) ez

N N
(] an=] Jran
i=1 i=1

1=

3. Soit auy,...,an €ERet By,...,pn € R t.g. a; <P pour touti € {1,...,N}. Alors :

N
XN ]_[ azlﬁz ]_[)\ O‘wﬁz r[(ﬁ i)-
i=1

4. Soit K un compact de RN (noter que K € B(RN)). Alors, AN(K) < +co.

5. Soit O un ouvert non vide de RN. Alors, Ay(O) > 0.

6. Soit f,g € C(RN,R). Alors f = g p.p. (c’est-a-dire \y-p.p.) implique f(x) = g(x)
pour tout x € RN,

7. C/(RN,R) c ,C]E(RN, B(RN), A\N). (En confondant f avec sa classe, on écrira donc
souvent C.(RN,R) c Li(RN).)

DEMONSTRATION — Comme Ay est une mesure produit, le fait que Ay est o-finie
est (par récurrence sur N) une conséquence du théoreme donnant 1’existence (et
I’unicité) de la mesure produit (théoréme 7.3) car ce théoréme donne que le produit de
mesures o-finies est o-finie.

La démonstration des autres propriétés fait 1’objet de 1’exercice 7.11. ]
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Une propriété trés importante de Ay est sa régularité, c’est-a-dire que pour tout
élément A de B(RN) et pour tout & > 0, il existe O ouvert de RN et F fermé de RN
tels que

FCcAcCcOetANy(O\F)<e.

Cette propriété est une conséquence du fait que toute mesure sur B(RN), finie sur les
compacts, est réguliere (proposition 7.17).

Proposition 7.17 (Régularité d’une mesure sur B(RYN), finie sur les compacts)
Soit m une mesure sur B(RN) t.q. m(K) < co pour tout compact K de RN. (Noter
que ceci est vrai pour m = \\.) Alors :

1. Pour tout A € B(RN) et pour tout € > 0, il existe O ouvert de RN et F fermé de RN
tels que :
FCACOerm(O\F)<e.

2. Pour tout A € B(RN), on a m(A) = inf{m(O), O ouvert t.q. A C O).

DEMONSTRATION —  Cette proposition fait I’objet de I’exercice 7.12. ]

On donne maintenant des généralisations au cas de Ay de propriétés déja vues pour A.

Proposition 7.18 (Densité de C. dans L' (RN)) Pour tout N > 1, I’espace C (RN,
R) est dense dans L' (RN) (c’est-a-dire que, pour tout f € LY (RN) et tout € > 0, il
existe € C.(RN, R) r.q. |If —ll1 < ¢).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition fait I’objet de 1’exercice
7.15, elle découle essentiellement de la régularité de Ay. Cette démonstration est tres
voisine de celle faite pour le cas N = 1, théoreme 5.20. [

Comme cela a déja été dit apres le théoreme 5.20, le résultat de densité que nous
venons d’énoncer n’est pas limité a la mesure de Lebesgue. Il est vrai pour toute
mesure sur B(RN), finie sur les compacts. Il est aussi vrai en remplagant C, par C.
On obtient donc le théoréme suivant :

Théoreme 7.19 (Densité de C° dans LY(RN)) Soit N > 1 et W Sur une mesure Sur
B(RN), finie sur les compacts. Alors, 'espace C2°(RN, R) est dense dans L' (RN,
B(RN), y) (c’est-a-dire que, pour tout f € LY (RN, B(RN), u) et tout & > 0, il existe ¢
e C(RN, R) £.g. [If —ll; <)

La démonstration de ce théoréme fait I’objet de I’exercice 7.16.



7.4. MESURE DE LEBESGUE SUR LA TRIBU DES BORELIENS DERN 483

Proposition 7.20 (Invariance par translation) Soient N > 1, ay,...,an € R* et
ﬁl""rﬁN eR.

Pour x = (x1,...,xx)" € RN, on pose @(x) = (a1 X1 +1,...,anxn + Pn)! (noter que
o est une bijection de RN dans RN). Pour tout A € B(RN), on a alors @(A) = {¢(x),
x € A} € B(RY) er An(((A)) = [TiL, laslAn(A).

Pour o; = 1 pour tout i, cette propriété s’appelle invariance par translation de \y.

DEMONSTRATION —  Cette proposition a déja été vue pour N = 1, proposition 2.48.
La démonstration de la proposition 2.48 utilisait, par exemple, le fait que tout ouvert
est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux (et la régularité de
A). La démonstration proposée ici pour N > 1 utilise une récurrence sur N et la partie
unicité du théoreme 7.3 sur la mesure produit. Elle fait 1’objet de 1’exercice 7.17.

On peut aussi noter que la partie unicité du théoréme 7.3 peut étre faite (voir la
remarque 7.4) avec le lemme des classes monotones (exercice 2.13). Ce lemme pourrait
aussi étre utilisé pour démontrer la proposition 2.48 (au lieu du théoréme de régularité
et du fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux
a deux). [

Proposition 7.21 (Changement de variables simple)
Soient N > 1, aq,...,an € R et py,...,pn €R.

Pour x = (x1,...,xn)" € RN, on pose @(x) = (a1 x1 + B1,...,anxn + pn)’ (de sorte
que @ est une bijection de RN dans RN). Alors :

1. Pour tout f € M, = M (RN, B(RN)), ona fope M, et:

[ ran- Ii[|ai|f<focp>de.

2. Pour tout f € L = ,C]%Q(RN,B(RN), An)onafo@ellet:

jdeN = !j|ailj(f o @)dAN.

DEMONSTRATION — La démonstration est une conséquence simple de la proposition
7.20. Elle fait I’objet de I’exercice 7.18.

Noter aussi que ]_[?il |o;| est 1a valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne
de ¢ au point x. Cette matrice est notée D¢(x), elle ne dépend pas de x pour les
applications considérées dans cette proposition. Cette proposition sera généralisée au
théoréme 7.29. u



484 CHAPITRE 7. PRODUITS D’ESPACES MESURES

7.5 Convolution

On rappelle que LY(RN) = L1 (]RN B(RN), A\y) et que, pour f € LY(RN), ffd)\N =
J f(x)dAn(x f f(x)dx (c’est-a-dire que dx signifie toujours d An(x)).

On note aussi £ (RN) = Eﬁ(RN,B(RN), AN)-

Soient f, g € L' (RN). On souhaite définir la fonction convoluée de f et g, c’est-a-dire

définir f » g par :
- | rigtx-

La définition de cette fonction nécessite les deux conditions suivantes :

1. 11 faut que la définition ne dépende pas des représentants choisis pour f et g.

2. Il faut que, ayant choisi des représentants pour f et g, encore notés f et g, la fonction
g(x—-)f(-) appartienne 2 L' (RN) (au sens “il existe h € L} (RN) t.q. g(x—-)f(-) = h
p-p.”). Ceci n’est pas immédiat car, en général, le produit deux fonctions intégrables
n’est pas une fonction intégrable.

La condition 1 est satisfaite, car, pour x € RN, si f, f;, g et g; sont des fonctions de
RN dans R, ona:

f=fpp,g=gpp = f()gx~)=fi(")g1(x~") p.p.. (1.7)

(p.p. signifiant ici An-p.p..) En effet, il suffit de remarquer quesi f = f pp.etg=g
p.p., il existe A,B € B(RN) t.q. An(A ) An(B) =0, f f1 sur A et g = g1 sur
B. Pour x € RN, on a alors f(-)g(x = fi(- 81 x—-)sur AN B = (AU B,)*
avec B, = {x —z, z € B}. On en dedult bien f(-) = fi(-)g1(x —-) p.p. car
AN(A U By) < AN(A) + An(By) = An(A) + )\N(B) = 0 (on utilise ici la propriété
d’invariance par translation donnée dans la proposition 7.20).

On en déduit que, si f et f; [resp. g et g;] sont des représentants d’'un méme élément
de L'(RN), ona f(.)g(x—.) € LY(RN) si et seulement si f;(.)g; (x —.) € L' (RN) et, si
f()glx—) e LIRN) ona [ f(t)g(x—1)dt = [ fy(H)gi (x - 1)dt.

On montre dans la proposition suivante que la condition 2 est satisfaite pour presque
tout x € RN,

Proposition 7.22 (Convolution) Soient f,g € L'(RN) (que I’on confond avec I'un
de leurs représentants). Alors :
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* Pour presque tout x € RN, la fonction g(x —-)f (-) appartient a L'(RN) (en la
confondant avec sa classe). On pose donc : f * g(x) = Jf(t)g(x— t)dt. La

fonction f = g est donc définie p.p. sur RN,
o frge LY (RN) (au sens “il existe he LY(RN) t.q. f+g=hp.p.”).
o |If =gl <lIfllxllglls-

DEMONSTRATION — On donne la démonstration pour N = 1 (le cas N > 1 est
similaire, en ayant d’abord montré que Ay = Ay ® AN)-

On choisit des représentants de f et g, de sorte que f,g € L1(R) = K%&(R,B(R), A).
On souhaite appliquer le théoreme de Fubini (théoréme 7.12) 2 H : R? — R, définie
par H(x,y) = f(v)g(x — v), avec les espaces mesurés (E;, T;, m;) = (R, B(R), ) pour
i=1,2.

Comme A est o-finie, pour appliquer le théoréme de Fubini, il suffit de vérifier que H
est B(R?)-mesurable et que J(I |H(x, p)|dx)dy < oco.

On montre d’abord que H est B(R?)-mesurable. On a H = H; o | avec :

Hy o (9) = f(x)g(®), b (xy) = (9,x-Y)
La fonction H; est mesurable de R? dans R (car f et ¢ sont mesurables de R dans R,
on applique ici la proposition 7.11) et { est mesurable de R? dans R? car continue (R
et R? sont toujours munis de leur tribu borélienne). La fonction H est donc mesurable
de R? dans R comme composée de fonctions mesurables. On peut maintenant calculer
I'intégrale de [H] :

[ f e panay = ([ 1710 piandy = [ 1761 [ 1t piandy.

La proposition 7.21 donne f|g(x —p)|dx = Jlg(x)ldx =|lgll1, Donc :
f(f [H(x,p)ldx)dy = gl jlf(y)ldy ~ llglhlIf1; < oo.

Le théoreme de Fubini peut donc s’appliquer. I donne que H(x,-) € £1(R) pour
presque tout x € R. Donc, g(x —-)f(-) € L!(R) pour presque tout x € R. Ceci montre
bien que f *g est définie p.p.. Le théoreme de Fubini donne alors aussi que f+g € L!(R)
(au sens “il existe h € L1 (R) t.q. f *g = h p.p.”).

Enfin pour montrer que ||f = gll; <|If|l1lgll:, il suffit de remarquer que :

If glly = JIJ.f(y)g(x ~y)dyldx < f(f [H(x, p)ldx)dy = gl lIf 1.

Remarque 7.23 On a vu précédemment que L!'(RN) muni de ’addition (loi de
composition interne), de la multiplication par un scalaire (loi de composition externe)
et de la norme || - ||; est un espace de Banach. L’ajout de la convolution (loi de
composition interne) confere a L' (RN) la structure d’algebre de Banach.
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On sait aussi que C,(R,R) muni de I’addition, de la multiplication interne, de la
multiplication par un scalaire et de la norme de la convergence uniforme || - ||,, est
aussi une algebre de Banach. En fait, nous montrerons par la suite qu’il existe un
isomorphisme d’algébre, appelé transformation de Fourier, entre L' (RN) et son image
(par cette transformation) dans Cj, (RN, R).

Remarque 7.24 On donne ici quelques propriétés supplémentaires de la convolution.
Soit N > 1. Pour p € [1, 0], on pose LP(RN) = L%(RN,B(RN), AN)-

1. Soit f,g € LY(RN). On a alors f *g = g * f p.p.. Ceci découle de I’invariance par
translation de la mesure de Lebesgue (propositions 7.20 et 7.21) et est démontré
dans I’exercice 7.21.

2. Soitl < p < co. Soient f € LP(RN) et g € L'(RN). Alors, f * g est définie p.p. sur
RN, frge LP(RN)et||f *gll, <IIfll,llgll:- Cette propriété fait Iobjet de I’exercice
7.23.

3. Soit p,q € [1,00] t.q. (1/p) + (1/q) = 1. Soient f € LP(RN) et g € L4(RN). Alors,
f g est définie partout sur RN et f ¢ € C,(RN,R), voir I’exercice 8.7.

4. Soit p € [1,00]. Soient f € LP(RN) et ¢ € CX(RN,R). Alors, f * g est définie
partout sur RN et f + g € C*(RN, R), voir I’exercice 7.22.

5. (Régularisation par convolution) Soit f : RN — R. On dit que f € L\ (RN) si

loc

f1g € LY(RN) pour tout compact K de RN. On suppose que f € LIIOC(RN). Soit

k e Net g € CKHRN,R). Alors, f * g est définie partout sur RN et f g € CK(RN,R)
(voir ’exercice 7.22, noter que LP(RN) c L! (RN)).

loc
6. Soit f,g € L(RN). On suppose que f et g sont a support compact (f & support
compact signifie qu’il existe K, compact de RN t.q. f = 0 p.p. sur K¢). Alors, la
fonction f * g est aussi a support compact. Ceci fait partie de 1’exercice 7.21.

La convolution est un outil trés utile pour “régulariser” des fonctions. Elle est a la
base de résultats de densité fondamentaux que nous verrons dans le chapitre suivant
(densité de C°(RN, R) dans LP(RN) pour p < co, par exemple).

Il est aussi intéressant de généraliser la convolution de fonctions en convolution de
mesures. On commence par remarquer qu’une fonction f dans L}OC(RN, BERN), An)
(voir la remarque 7.24) est entierement déterminée par la mesure qu’elle induit sur les
parties boréliennes bornées de RN, ¢’est-a-dire par la mesure m définie par m = f Ay
(qui est une mesure signée sur Q si Q) est une partie borélienne bornée de RN). Ceci
est précisé dans le lemme suivant (en remarquant que f(pdm = f(p fd AN pour tout

¢ € C.(RV,R)).

loc

pour tout @ € C.(RN,R). Alors, f = g p.p..

Lemme 7.25 Soit N > 1 et f,g € L (RN, B(RN),\y) t.q. ff(pd)\N = fgcpdAN,
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DEMONSTRATION —  Soit M € N*. On note By la boule (fermée) de centre 0 et
rayon M dans RN et hy la fonction définie par :

flx)-glx) sixeByetlf(x)-gx)l<M,

=1 si x @ Byg ou £(x) - g(x)] > M,

On a hy; € LY(RN, B(RN), \\) (car By est un compact de RN). Comme C. (RN, R)
est dense dans L' (RN, B(RN), Ay) (théoréme 5.20 pour d = 1 et théoréme 7.18 pour
N > 1), il existe une suite (@,)nen t.q. @, — hy dans LIRN, B(RN), Ay) quand
n — +o0. On peut aussi supposer (quitte a extraire une sous-suite) que @,, — hyy p.p.
(théoreme 6.11). Enfin, en remplagant ¢,, par max(min(¢,,, M), -M) on obtient :

@, € C.(RN,R) pour tout 7 € N,

P — Iy popo

|,,] <M pour tout n € N.
Comme ¢, € C.(RN,R), on a J(f - 2)9,d\Ny = 0. Le théoreme de convergence

dominée (la domination est par M1g,|f — g|) donne alors th( f—g)dAy =0.En
faisant maintenant tendre M vers I’infini, le théoréme de convergence monotone donne

Ilf—gIdAN:O,etdoncf:gp.p. [

Pour que la convolution de mesures soit une généralisation de la convolution de
fonctions, on souhaite que m* pu = (f * g)Ay, lorsque m = fAy et p = gAy avec
f,g € LYRN, B(RN), A\y) (et donc f +g € LY(RN, B(RN), A\y)). Noter que m, et
m +u sont des mesures signées. Soient f,g € L'(RN, B(RN), \y). On pose m = f Ay
et ¢ = g\x. Pour toute fonction ¢ borélienne bornée de RN dans R (par exemple,
¢ € Cy(RY,R)),

f(f *g)QdAN = Ld( Rdf (x —y)g(y)dy)cp(x)dx-

(On rappelle que dx désigne d Ay (x)). En utilisant le théoreme de Fubini, qui s’ap-
plique bien ici car

jﬁf(x — )8 p(0)ldxdy < lpllollf gl

et avec le changement de variable z = x — v (pour p fixé), on obtient :

[ gioan=[ ([ rex=sipmix|siay

:J U f(z)cp(z+y>d2)g(y)dy-
R4 R4
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On a donc :

[reamwtns=[ ([ o nan)aun= [ ot +ameopney,
RN \URN R2N

(7.8)
ou la dernicre égalité découle de la définition de m ® p. Plus précisément, si m et
u sont des mesures finies (c’est-a-dire des applications o-additives de B(RN) dans
R*), la derniere égalité de 7.8 est donnée par le troisieme item du théoréme de
Fubini (théoréme 7.12). Si m et p sont des mesures signées, on se ramene au cas
précédent avec la décomposition de Hahn (proposition 2.33) qui donne m = m*™ —m~
et p=p* —p . La mesure m @ p est alors définie a partir de m* ® p*.

On est ainsi amené naturellement a définir m = p en utilisant le deuxieme membre de
(7.8) pour définir J(pd(m *1).

Définition 7.26 (Convolution de mesures) Soit N > 1 et m, y des mesures signées
sur B(RN). On définit la mesure signée m+ p sur B(RN) par :

mxp(A) = J‘Rm 1a(x+p)d(m®p)(x,v) pour tout A € BRN).

onm®@v=m*Qut+m @u  —m-@u" —m* QU et m* yu* sont données par la
décomposition de Hahn de m et y (proposition 2.33).

Le fait que m  p est une mesure signée sur B(RN) est facile (la o-additivité de m * p
découle, par exemple, du théoreme de convergence dominée). On déduit de cette
définition la proposition suivante.

Proposition 7.27 Soit N > 1 et m, p des mesures signées sur B(RN).

1. On a alors, pour tout @ borélienne bornée de RN dans R (par exemple, (ONS
Cp(RN,R)) :

f @d(m*u)zf lx + )d(m ) (x,)
RN R2N

2. Si m et y sont des probabilités, la mesure m * y est aussi une probabilité.

3. Sif,geLl(RN,B(RN),)\N), m=fAyetp=gAn, onamx*p=(f=*g)AN.

DEMONSTRATION — Le premier item se démontre, comme souvent, en considé-

rant des fonctions étagées, puis en écrivant ¢ comme limite de fonctions étagées

(bornées par la borne supérieure de |¢|, exercice ??). Le deuxieéme item est im-

médiat en remarquant que m * p(A) > 0 si m et p sont des mesures (positives) et

m = p(RY) = m(RN)p(RN). Enfin, le troisiéme item a été vu avant la proposition 7.27.
|



7.6. FORMULES DE CHANGEMENT DE VARIABLE 489

Remarque 7.28 Il aurait aussi été possible de définir m*p grace au théoréme de Riesz
dans Co(RN,R) (théoréme 5.16 pour N > 1). Si m, p sont des mesures signées sur
BRN) (ou, directement, des formes linéaires continues sur Co(RN,RR)). On définit,
1’application L de Cy(RN,R) dans R par :

= j f e(x+p)dm(x)du(y), Vo € Co(RY, R).
RN JRN

L application L est une forme linéaire continue sur Co(RN,R). Par le théoréme de
Riesz, il existe donc une unique mesure de Radon, notée t (c’est la mesure convoluée
de metp)tq.:

L(g) = j@(s)dT(s).

7.6 Formules de changement de variable

La proposition 7.21 donne un résultat sur les changements de variables “simples”.
On donne maintenant une généralisation dans le cas ou les intégrales portent sur des
ouverts bornés de RN,

Théoreme 7.29 (Formules de changement de variable) Soitr N > 1, U et V des
ouverts bornés de RN et ¢ un C'-difféomorphisme de U dans V (i.e. @ est une
bijection de U dans V, ¢ € C1(U,V) et ¢~! € C1(V,U)). On note D(y) la matrice
Jjacobienne de @ en y et Det(D@) la fonction y — Det(D(v)).

1. Soit f € M, = M (RN, B(RN)). Alors,
(F oDty €M, et [ fldx= | flotiDerDoiy)Idy
2. Soit f € M(RN, B(RN)) t.q. f1y € £ = LL(RN, B(RN), Ay). Alors,

(F o @)IDet(D@)1y € £ er f flx dx—f £((»)Det(De(y)dy.

DEMONSTRATION — Comme ¢ est de classe C!, la fonction (f o ¢)|Det(Do)|1y
est mesurable si f est mesurable. Il est plus difficile de montrer 1’égalité donnée dans
I’item 1 du théoreme. Cette démonstration n’est pas faite ici. Elle consiste a se ramener
par un procédé de localisation au cas de changements de variable affines.

Le deuxieme item du théoreme est une conséquence facile du premier. En effet, soit f €
M(RN, B(RN)) t.q. f1y € £1. En appliquant le premier item & la fonction |f| € M.,
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on obtient que (f o)|Det(De)|1y € L. Puis en appliquant le premier item a f* et f~
et en faisant la différence, on obtient bien que fvf(x)dx = fo((p(y))|Det(D(p(y))|dy.
[

Un exemple de changement de variable On conclut cette section en donnant

I’exemple des coordonnées polaires pour N = 2. Soit f € M, (R?, B(R?)) (ou f €

[IIIR(]Rz, B(R?), A;)). On veut calculer (par exemple) IB f(x)dx, ou B; est la boule
1

unité (ouverte) de R?, en passant en coordonnée polaires.

On a donc B = {x € R?; |x| < 1}, o1 || est la norme euclidienne dans R?, ¢’est-a-dire

|2 = x% +x3 si x = (x1,%,)' € R2.

On pose L = {(x;,0), x; €[0,1[} et on remarque que A,(L) = A([0, 1[) x A({0}) = 0.
Donc, en posant V=B; \L,ona:

Ll Flode= [ feode= |, foast= | ra

On pose aussi U =]0, 1[x]0, 27|, de sorte que U et V sont de ouverts bornés de R?.
L application @ : (r,0)" > (rcos 6, rsin 0)" est alors une bijection de U dans V. Elle
est de classe C! et son inverse est de classe C! (¢ et ¢! sont méme de classe C*).
On peut calculer la matrice jacobienne de ¢ et son déterminant :

cosO -—rsinB
sin® rcos©O

De(r, 0) = ( ), |Det(De(r,0))| =r.

On peut donc appliquer le théoreme 7.29, il donne :

N f(x)dx = Lf(x)dx = Lf(rcos 0,rsin0)rdX,(r, 0)

:f f(rcos®,rsin0)rdA,(r,0)
10,1[x]0,27[

En appliquant maintenant le théoreme de Fubini-Tonelli pour évaluer la dernicre
intégrale (si f € £! au lieu de f € M., on raisonne d’abord sur |f| puis on utilise le
théoréme de Fubini), on obtient :

21 1
N fx)dx = J; (L f(rcos©,rsinO)rdr)do.

Si f(x) ne dépend que de |x|, c’est-a-dire s’il existe P t.q. f(x) = P(|x|), on obtient
alors :

1
N f(x)dx = 27(J;) P(r)rdr.
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En particulier, on voit que f1p, € L1(R?) si et seulement si g € E]%(]O, 1[, B(R), ),
avec g définie par g(r) = rip(r) pour r €]0, 1[.

Prenons toujours f € M, (R?, B(R?)) (ou bien f € E]E(RZ,B(RZ), A»)). Le raisonne-
ment que nous venons de faire pour B; peut étre fait pour B, = {x € R?; |x| < a} avec
a > 0. On obtient alors, pour tout a > 0 :

2m a
Laf(x)dx :.[o (L f(rcosO,rsinO)rdr)do. (7.9)

En prenant a = n, n € N*, dans (7.9), on obtient aussi, quand n — +co (avec le
théoréme de convergence monotone si f € M, et en raisonnement avec f*si f € £1):

21 )
jf(x)dx = f (J f(rcos©,rsinO)rdr)do. (7.10)
0 0

7.7 Exercices

7.7.1 Mesure produit

Exercice 7.1 (Tribu borélienne sur R"”) Montrer que, pour tout # > 2, on a B(R") =
BR"1)® B(R). [S’inspirer de la démonstration faite pour 7 = 2 dans I’exercice 2.6.]

Corrigé — On note T = B(R"')® B(R), ¢’est-a-dire la tribu (sur R") engendrée par
{AxB; A e B(R"1), Be B(R)}). On veut montrer que T = B(R").

Etape 1, B(R")C T.

Soit O un ouvert de R". On va montrer que O € T. On suppose O = () (on sait déja
que 0 € T). Pour tout x = (x1,...,x,)" € O, il existe r > 0 r.q. [T/ ]x; —r,x; + r[C O.
Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver, pour tout i € {1,...,n},
v; € QNlx; —r,x;[ et z; € QN]x;, x; + r[. On a donc x € [}, i, zi[C O.

On note alors 1 = {(y,z) € Q*"; []',]v;,zi[C O} (avec v = (yy1,...,y,)" et z =

(21,-..,2,)"). Pour tout x € O, il existe donc (y,z) € I t.q. x € [T\_]vi,zi[. On en
déduit que O =y ,er [T 1vi, zil-

L’ensemble ?:_11]}71':21'[ est un ouvert de R, il appartient donc a B(R"™) (qui est
la tribu engendrée par les ouverts de R"™'). L’ensemble 1y, z,| appartient & B(R).
Donc, [T v, zi[€ BR™ 1) x B(R). Comme 1 est au plus dénombrable (car Q*" est
dénombrable), on en déduit que O € T. On a ainsi montré que T est une tribu contenant
tous les ouverts de R", et donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R"
(c’est-a-dire B(R")). Donc, B(R") C T.

Etape 2, B(R") D> T.

On reprend ici aussi le méme démarche que dans I’exercice 2.6.
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1. Soit A un ouvert de R"! et T; = {B € B(R); AxB € B(R")}. On montre d’abord que
T, est une tribu (sur R)

— 0 eT car Ax0=0¢€ B(R").

— On montre ici que Ty est stable par passage au complémentaire. Soit B € Ty,
on adonc B € B(R) et AxB = Ax(R\B)=(AxR)\(AxB). O, (AxR)
est un ouvert de R" (car A est un ouvert de R"™! et R est un ouvert de R), on
a donc (A xR) € B(R"). D’autre part, (A x B) € B(R") (car B € T;). Donc,
A x B =(AxR)\ (AxB)e B(R"). Ce qui prouve que B® € Ty et donc que T,
est stable par passage au complémentaire.

— Enfin, Ty est stable par union dénombrable. En effet, si (By)pen C Ty, on a
A x (UpeN B,) = UpeNA x B, € B(R") (car Ax B, € B(R") pour tout p € N).
Donc, UpEN B, €Ty

On a donc montré que Ty est une tribu.

On montre maintenant que Ty contient les ouverts de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R", on
a AxBeB(R"). OnadoncBeT;.

T, est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, Ty =

B(R).
La conséquence de ce résultat est :
A ouvert de R"! et Be B(R) = A x B € B(R"). (7.11)
2. Soit Ble B(R) et T, = {A € B(R"); AxB e B(R")). On va montrer que T, =
B(R").

On commence par remarquer que (7.11) donne que T, contient les ouverts de R"™1,
En effet, soit A un ouvert de R, la propriété (7.11) donne que A x B € B(R™), et
donc A€T,.

On montre maintenant que T, est une tribu (on en déduira que T, = B(R"™1)).

—0eT,car®xB=0¢e B[R").

— On montre ici que Ty est stable par passage au complémentaire. Soit A € Ty,
ona A€ B(R" 1) et A°x B = (R"! xB)\ (A xB). La propriété (7.11) donne
(R"™1 x B) € B(R") car R"™! est un ouvert de R""'. D’autre part, (A x B) €
B(R") (car A € T,). Donc, A° x B € B(R"). Ce qui prouve que A° € T, et donc
que T, est stable par passage au complémentaire.

— Enfin, T, est stable par union dénombrable. En effet, si (Ap)peN CcTy ona
(UpenAp) xB =U,en(Ap x B) € B(R") (car Ay x B € B(R") pour tout p € N).
Donc, UpEN Ap eT,.

T, est donc une tribu (sur R"~1) contenant les ouverts de R"™1, ce qui prouve que
T, D B(R"1) et donc, finalement, T, = B(R"™!).

On a donc obtenu le résultat suivant :

AeBR"1),BeB(R)= AxBeB(R"). (7.12)
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3. On montre maintenant que T C B(R") (et donc que T = B(R")).

Grice a (7.12), on a {A x B; A € BR"™ ™), B e B(R)} ¢ B(R"). On en déduit que
T c B(R"). On a donc bien, avec I’étape 1, T = B(R").
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Exercice 7.6 (Intégrale d’une fonction positive) Soit (E, T, m) un espace mesuré
o-fini, et f : E— R, une application mesurable. On pose F = 1, avec A = {(t,x) €
RxE;0<t< f(x)}

1. Montrer que F est B(R) ® T- mesurable

Corrigé — Comme [ € M,, il existe (f,) € €, t.q. f, T f quand n — +c0. On a
alors A = |J,enA, avec A, = {(t,x) e R, xR; 0 < t < f,(x)}. Pour montrer que
F est mesurable (ce qui équivalent a montrer que A € B(R)® T), il suffit donc de
montrer que A, € B(R)® T pour tout n € N.

Soit donc neN 1l existe ay,...,a, € R} et By,...,B, €T 1.q. BiNB;=0sii=]j
et f, = i 14ilp,. On a donc A, = Ule]o,ai[xBi € B(R)®T car 10,a;[xB; €
B(R)xT CB( )®Tp0urtouti.

2. Montrerqueffdm Io ({x € E; f(x) > t})dt et que A®@ m(A ffdm
[Utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli.]

Corrigé — On peut appliquer le théoréeme de Fubini-Tonelli (théoréeme 7.7) a la
fonction F, il donne :

de (A®A) = jf (t,x)dA\(t))dm(x J-J F(t,x)dm(x))dA(t). (7.13)

Pourerthde M0, f(x)]) =

Pour t € R. Sit <0, on a F(t,) = 0. Donc, IFt,xdm(x):O. Sit>0, ona
F(t,+) = 1{f5y). Donc, [ B(t,x)dm(x) = m({f > t}).

On déduit donc de (7.13) :

JFd(A@A) = Jf(x)dm(x) = JR m({f > t))dA(t) = JO m({x € B f(x)> thdt.

+

Comme F =14, on a aussi JFd(K@ m) = A®@m(A), ce qui termine cette question.

3. Montrer que ffdm = JO+°° m({x € E; f(x) > t})dt.

Corrigé — On reprend le raisonnement de la question précédente en remplagcant
F par G = 1g avec B = {(t,x) €e RxE; 0 < t < f(x)}. On remarque d’abord que
B est B(R) ® T-mesurable. En effet, on a B = (N By, avec B, = {(t,x) e RxE;
0<t<fux)tet f=f+ % Comme f, € M., la premiére question donne B, €
B(R)®T. On en déduit que B € B(R)® T. On peut maintenant appliquer le théoréme
de Fubini-Tonelli a la fonction G, il donne :

fj G(t,x)dM(t))dm(x JJ G(t, x)dm(x))d\(t). (7.14)

Pour x € E, [ G(t,x)dA(t) = M(]0, f (x)]) =
Pourt e R Sit <0, ona G(t,) = 0. Donc, IGt,xdm():O.Stt>0,0na
G(t,") = 1{fsy). Donc, [ G(t,x)dm(x) = m({f > t}).
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On déduit donc de (7.14) :
jf(x)dm(x) = Joo m({x € E; f(x) > t})dt.
0

Exercice 7.7 (Espace L? faible) On note £! ’espace des fonctions intégrables de R
dans R pour la mesure de Lebesgue et £? I’espace des fonctions de carré intégrable
de R dans R pour la mesure de Lebesgue.

Définition 7.30 Soit p € {1, 2}. Une fonction borélienne f de R dans R appartient a
I’espace MP si il existe C € R tel que, pour tout a > 0,

C
MllfIz ah) < —. (7.15)
Si f € MP, on note Cy = sup,.oaP A({|f| > a}).

1. Montrer que M! et M? sont des espaces vectoriels (sur R).

Corrigé — Soitp € {1,2}.
Soit f € MPet o € R*. On remarque que, pour tout a > 0,
a Cf|a|p

llef 2 a) = 171> ) < L=,
etdonc af € MP. Pour a =0, On a aussi af € MP. On a donc af € MP pour tout
feMP et tout a e R.
Soit maintenant f, g € MP. Pour tout a > 0, ona{|f+g| > a} C{|f| = a/2}U{|g| = a/2}
et donc

MIf +gl=ah) < AIf12 a/2}) + A({Igl = a/2}) < 2°(Cp + Cg)a,

ce qui prouve que f + g € MP et finalement que MP est bien un espace vectoriel sur

R.

2. Montrer que £LP C MP, pourp=1etp = 2.
Corrigé — Soient p € {1,2} et f € LP. Pour tout a> 0, on a alyf|sq < |f| p.p. et
donc aP M{|f| > a} < ||f||5, ce qui prouve que f € MP.

3. Donner un exemple de fonction qui appartient & M! mais n’appartient pas 2 £1.

Corrigé — On définit f par f(x)=1/xsix>0et f(x)=0six<0.O0na f &L et,
pour tout a> 0, {|f| > a} = {x; 0 <x < 1/a} et donc A({|f| > a}) = 1/a. Ce qui prouve
que f € M1,

4. Soit f € M? et K un compact de R. Montrer que f1g € £!. [On pourra utiliser le
fait (démontré dans I’exercice 7.6) que pour toute fonction borélienne g de R dans

R,ona [Ig(x)ldx = [ A({lg] > a})da.]
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Corrlge - On pose g = f1g et on remarque que, pour tout a > 0, A({|g| > a}) <
min(A( Cf/a ). On en déduit

f|f|dx [1s1r- f Alllgl > al)da < A(K) + L "o

et donc que fly € L.

5. Donner un exemple pour lequel f € M? et f & L.

Corrigé — On définit f par f(x)=1/\xsix>0et f(x)=0six<0.0na f &L?
et, pour tout a > 0, {|f| > a} = {x; 0 < x < 1/a?} et donc A({|f| > a}) = 1/a®. Ce qui
prouve que f € M2,

6. Soit (f,),en une suite d’éléments de M? et f € M2. on suppose que, pour tout
n € N, il existe o, tel que lim,,_,, ., 0,, =0 et

}\({lfn—f|2a})3i—gpourtouta>06ttoutneN.

Montrer que lim,,_, , o IK |f(x) = f(x)|dx = 0 pour tout compact K de R.

Corrigé — Soit K un compact de R. On pose g, = (f,— )1 et on remarque encore
que, pour tout a >0, \({|g,| > a}) < min(MK),d,/a?). On en déduit que pour > 0
ettoutn € N,

[Se] * 671
L|fn—f|dx_f|gn|dx_Jo (g zﬂ)daﬁﬂMK)*L 2

Soit € > 0. On choisir d’abord v > 0 pour avoir nA(K) < e
Puis, le fait que lim,,_,, ., d,, = 0 et que fnoo 1/a*da < +co donnent Iexistence de n
tel que

+00 1
n2n0:>6n—[ —da<e.
n %

On a donc

n2n0=>J- |fu = fldX < 2.
K

La convergence vers 0 de IK |fu(x) = f(x)|dx est bien démontrée.
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Exercice 7.10 (Intégrale de Dirichlet)

n .z n [ee]
1. Vérifier que sin > 1,, j X gy = J (J e dt)sinxdx.
o X 0 Jo

SlI'lX

Corrigé — Soit n € N. En posant 32 Smx =1 pour x = 0, la fonction x est conti-

nue sur [0,n), elle est donc bien mtegrable pour I’espace mesuré ([0,n], B([0,n]),

A).
Pour tout x >0, on a e € M (R,,B(R.)). Pour calculer IOOO e *tdt, on remarque
que, pour tout p € N, on a fo e Mdt = [=— - p %— %. Quand p — oo, on en

déduit, avec le théoréme de convergence monotone, que fooo e ¥dt = % On obtient

bien : . 0 oo
J SIX iy :f (f e dt)sinxdx.
o X 0o Jo

n
2. Calculer E,(t) = J e sinxdx (t > 0).
0

. 2 n _ . n .
Corrigé — Pourt =0, 0ona Io e sinxdx = Io sinxdx = 1 —cosn. On a donc
F,(0)=1-cosn.
Soit maintenant t > 0. Comme les fonctions x — e~ et x > sin x sont indéfiniment
L no_ip o o . .
dérivables sur R, on peut calculer JO e *'sin xdx en intégrant deux fois par parties :

n n
J e sinxdx = —J‘ te ' cosxdx —[e ™ cos x|}
0 0

n

- _ t2€—xt xt

sinxdx — [te ™ sinx]} — [¢7* cos x]g.
0

Ce qui donne :

n
(2 + 1)J e Msinxdx=1—-te " sinn—e ™ cosn.
0

et donc : " o .

1—-te™sinn—e™cosn

E,(t) = J e sinxdx = > )

0 t2+1
[ee)
3. Calculer lim F,(t)dt. (F, est définie a 1a question précédente.)
n—+oo
0

Corrigé — Pour tout n € N, E, est continue de R, dans R, elle est donc mesurable
de R, dans R.

On a, pour tout n € N et tout t > 0, te™" < te™" < 1/e. On en déduit :
1 1
|E, ()] < (2 + Z)m pour tout t € R + et pour tout n € N,
(en fait, on a méme 0 < F,(t) < 7.7 Comme t — t2 est intégrable pour la mesure
de Lebesgue sur les boréliens de R+, ceci donne F, € L (R,, B(R,),\) pour tout
nelN.
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Enfin comme F,(t) — ﬁ quand n — +oo, pour tout t > 0, on peut appliquer le
théoréme de convergence dominée a la suite (F,),cn, il donne :

Jo Fn(t)dt—>—[0 mdtza, quand n — +oo.

a s
P . sinx e

4. En déduire que lim dx = —.
n—+oo 0 X 2

Corrigé — Soit n € N. On définit H de R? dans R par
H(x,t)=e™ sinx1g,,1(%)1[0,00](t)-

La fonction H est B(R?)-mesurable et elle appartient a L (R?) car, par le théoréme
de Fubini-Tonelli :

n [o'e] n .
le(x,t)ldAz(x, f) < J |sinx|(j e dt)dx = J 'sfc"" dx < oo,
0 0 0

. |sin x| . |sinx| _ _
car la fonction x v == est continue que [0,n] en posant == =1 pour x = 0, elle

est donc bien intégrable pour I’espace mesuré ([0,n], B([0,n]), \).

On peut donc appliquer le théoréme de Fubini a la fonction H, il donne, avec la
premiere question :

n _: n [o¢] (&) n
J Smxdx:f (J e_’“dt)sinxdx:f (J e~ sinxdx)dt
o X o Jo 0o Jo -
:J- E,(t)dt.
0

La question 3 donne alors lim,,_, o, Ion Si%dx =lim,_,, IODO E,(t)dt = 7.

7.7.3 Mesure de Lebesgue sur B(RN)

Exercice 7.11 (Propriétés élémentaires de \y) Soit N > 2. On rappelle que Ay est
la mesure de Lebesgue sur B(RN).

1. Soit Ay,..., An € B(R).
Montrer que ]_ﬁil A; € B(RN) et )\N(]_[il Aj) = ]_[?il AMA;).

Corrigé — On va démontrer cette question en supposant tout d’abord que AM(A;) < oo
pour tout i. Le cas général s’obtient alors en utilisant A; N [—p,p] au lieu de A;
et en faisant ensuite tendre p vers l’infini. On obtient bien la propriété voulue (en
convenant que 0 x oo = 0). Cette méthode est décrite dans la remarque 7.5.

On démontre donc, par récurrence sur N, la propriété suivante :

Aq,..., AN € B(R), A(A;) < o0 pour tout i =

N A€ BERN) er (T, A7) = [TV, AA). (7.18)

La propriété (7.18) est vraie pour N = 2. En effet, on sait que B(R?) = B(R) ® B(R)
(proposition 7.2) et que Ay = AQ A (définition 7.15). On a donc bien (avec la définition



7.7. EXERCICES 507

d’une mesure produit, théoréme 7.3) :

A, Ay € B(R), M(Aq) < o0, A(Ay) < 00

= A; x A, € B(R?) et \y(A; x Ay) = MA)A(A,).
On suppose maintenant que la propriété (7.18) est vraie pour un certain N > 2, et on
la démontre pour N + 1.
Soit donc Aq,...,An+1 € B(R) t.q. AM(A;) < oo pour tout i.
Par (7.18), on a ]_Hil A; € B(RN) er )\N(]_H»il A;) = ?il A(A;). On rappelle que
BRN*) = BRN)® B(R) (proposition 7.2) et que A1 = AN ® A (définition 7.15).
On en déduit que [T0 A = (T, Aj) x Anyt € BRYN)x B(R) c B(RN) @ B(R) =
BRN+1) ¢

N+1 N+1

N
AN+1 (I_[ Aj) = XN(I_[ ADMAN1) = I_[ AA;)).
i=1 i=1

i=1
ce qui donne bien (7.18) avec N + 1 au lieu de N et termine donc la démonstration
par récurrence.

2. Soit aq,...,an € Ret By,...,pn € R t.q. a; < B, pour tout 7 € {1,...,N}. Montrer
que

Corrigé — Cette question est une conséquence immédiate de la précédente en pre-
nant A; =)oy, Bil.
3. Soit K est un compact de RN (noter que K € B(RN). Montrer que Ay (K) < +co.
Corrigé — Comme K est compact, il est borné. Il existe donc a e R, t.q. K C ]_[111 -
a,al. On en déduit que Ay(K) < An( g\il] —a,a) = 5‘11 M]—a,a]) = (2a)N < 0.
4. Soit O un ouvert non vide de RN. Montrer que Ay (O) > 0.

Corrigé — Soit x = (xq,...,xN)" € O. Comme O est ouvert, il existe € > 0 t.q.
TN, ]x; — & x; + €[C O. On a donc An(0) = AN(TT, Ix; — & x; +€[) = T, M(x; -
g x; +¢[) = (2e)N > 0.

5. Soit f,g € C(RN,R). Montrer que f = g p.p. (c’est-a-dire Ax-p.p.) implique
f(x) = g(x) pour tout x € RN,

Corrigé — Soit O = {f = g} = {x € RN; f(x) = g(x)}. Comme f et g sont continues,
O est ouvert. Comme f = g p.p., on a nécessairement AN (O) = 0. Enfin, la question
précédente donne alors que O = 0 et donc que f(x) = g(x) pour tout x € RN,

6. Montrer que C.(RN,R) c Lg(RN, B(RN), Ay).
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Corrigé — Soit f € C.(RN,R). Comme f est continue, on a f mesurable de RN
dans R (RN et R étant munis de leur tribu borélienne, on dit aussi que f est boré-
lienne). Comme f est a support compact, il existe a € R}, t.q. f = 0 sur K avec K =

%\il [—a,a]. Enfin, f est bornée, il existe donc M t.q. |f(x)| < M pour tout x € RN,

On en déduit que j|f|dAN <M(2a)N < oo et donc que f € lli(RN,B(RN), AN)-

Exercice 7.12 (Régularité de \y) Soit 7 une mesure sur B(RN) t.q. m(K) < co pour
tout compact K de RN. (noter que ceci est vrai pour m = Ay.)

1. Soient A € B(RN) et & > 0. Montrer qu’il existe O ouvert de RN et F fermé de RN

tels que :
FCAcOetm(O\F)<e

Corrigé — On reprend ici la démonstration de la régularité d’une mesure sur B(R),
finie sur les compacts (théoréme 2.43).

On appelle T I’ensemble des A € B(RN) t.q. pour tout € > 0, il existe O ouvert et
F fermé vérifiant F C A C O et m(O \ F) < &. On va montrer que T est une tribu
contenant C = {]_[?il]ai, b;[, —oo < a; < b; < oo pour tout i € {1,...,N}}. Comme
C engendre B(RN) (voir 'exercice 2.7, il est méme démontré qu’on peut, dans la
définition de C, se limiter au cas oil les a; et b; sont dans Q), ceci donnera T = B(RN).

On démontre tout d’abord que C C T. Soit —co < a; < b; < oo pour tout i € {1,...,N}
et A= ]_[111 la;, bi[. Soit € > 0. On veut montrer qu’il existe O ouvert et F fermé t.q.
FCACOetm(O\F)<e
Soit ng € N t.q. (2/nq) < b; —a; pour tout i € {1,...,N}. Pour n > ny, on pose F,, =
]_[f\il [a; + (1/n),b; — (1/n)] et O = A. On a bien F, fermé, O ouvert et F, C A C O.
On remarque ensuite que O\ F, C C,, avec :

N

N
— _ (n)
q:l i=1
(m) . (n) 1 1
Iif; =la;, bil sii=q, g =laga,+ ~[Ulby = —.byl.
Soitq €{1,...,N}. Ona C,1 4 C C, 4 (pour tout n 2 ng), (5, Cu g = 0 et, comme
m est finie sur les compacts,

N
m(cn,q) < m(l_[[a,-,b,-]) < oo.
i=1

On peut donc utiliser la propriété de continuité décroissante d'une mesure. On obtient
m(Cy,q) — 0 quand n — +oo. On a alors aussi m(C,) < Z};:l m(C,,4) — 0 quand
n — +oo. Il existe donc n t.q. m(C,,) < €. On prenant F = F,, on a bien alors O ouvert,
F fermé et m(O \ F) < ¢, ce qui montre que A € T et donc que C C T.

On montre maintenant que T est une tribu. On remarque tout d’abord que O € T (il
suffit de prendre F = O = 0) et que T est stable par passage au complémentaire (car,
siFCACO,onaQOfC A° C F¢ et F€\ O° = O\ F). Il reste a montrer que T est
stable par union dénombrable.
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Soit (A,)nen C T et A =J,,enAyy. On veut montrer que A € T. On va commencer
par traiter le cas (simple) oi m(A) < oo puis le cas (plus difficile) ont m(A) = oo.

Premier cas. On suppose que m(A) < co. La démonstration est ici identique a celle
faite pour N = 1. Soit € > 0. Pour tout n € N, il existe O,, ouvert et F,, fermé t.q.
B, Cc A, cO, et m(O,\ F,) <(e/2"). On pose O = U,,en Oy et F=U,enFy Ona
FcAcO mO\F) < 2¢ car (O\F) € U,en(0, \ Ey), et O ouvert mais F n’est
pas nécessairement fermé. . .

Cependant, puisque m(A) < co, on a aussi m(F) < co. Par continuité croissante
de mona m(Up o Fu) = m(F), quand n — oo, d’oit (puisque m(F) < oo) m(F) -
m(Upzo F,) — 0. On prend alors F = UZ:O E, avec n assez grand pour que m(F) —
m(F) <& On abien F C A C O, O ouvert, F fermé et m(O \ F) < 3¢. Ceci prouve
que AeT.

Deuxieme cas. On suppose maintenant que m(A) = oo (et le raisonnement précé-

dent n’est plus correct si m(F) = o). On raisonne en trois étapes, en adaptant la

démonstration faite pour N =1 :

(a) Soit p = (p1,...,px) € ZN. On remarque d’abord que A,, N ]_[?il[pi,p,- +1[e T
pour tout n € N. En effet, soit n € N et € > 0. Il existe O ouvert et F fermé t.q.
FCAnCOetm(O\F)<E Pour k € N, onadonc

E=Fn ]_[[pz,pl +1- k JcAN ]_[[pupz +1[C O

i=1
—Oﬂl_[ - ,p,+1[

On a By fermé, Oy ouvert et (O \ F,) C (O\ F) u Dk, avec :

N
— _ (k)
Dk = UDk,q: Dk,q = ]_I]i,q’
q_l i=1

k
i
]qq—]pq 'pq[U]Pq+1 k’Pq"'l['

En utilisant la continuité decrotssante de m et le fait que m est finie sur les compacts
(ce qui donne m(Dy,) < m(]_[?il [pi — 1,p; +1]) < o), on démontre (comme pour
les C,, précédemment) que m(Dy) — 0 quand k — oo. 1l existe donc k € N* t.q.
m(Dy) < € et donc m(Oy \ F) < m(O\ F) + m(Dy) < 2¢. Ce qui donne bien que
Ay T [ pi+1[€ T,

(b) Soit p = (p1,...,pxn) € ZN. Comme m(A N ]_[?il [pi,pi + 1[) < o0, on peut mainte-
nant utiliser le premier cas avec Aﬂ]_[?il pipi+1[= U, en(Ay ﬁ]_[?il [pi,pi+1])-
Il donne que AN ]_[gil[pi,pi +1[€ T pour tout p = (py,...,pN) € ZN.

1 .
:]p,-—%,pﬁl[szl:tp,

(c) On montre enfin que A € T. Soit € > 0. Pour tout p = (py,...,pn) € ZN, il existe un
ouvert O, et un fermé F, t.q. F, C Aﬂ]_[?il [pi,pi+1[C Oy et m(O,\F,) < g/(2P)),
en posant |p| = Zz\il pil. On prend O = Jpezn Op et F = U, ezn Ey. On obtient
Fc AcO, m(O\F)<3Neer O est ouvert. Il reste a montrer que F est fermé.
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Soit (x,)pen C F t.q. x, = x (dans RN) quand n — +co. On veut montrer que
x € F. Il existe p = (py,...,pn) € ZN t.q. x € ]_[?il]pi —1,p; + 1[. Il existe donc
ng€Ntg. x, € ]_[?il]pi—l,pﬁl[pour tout n > ng. Comme x,, € Ugezn By et que
N

F, 12119 q; + 1[ pour tout q = (q1,---,qn)" € ZN, on a donc x,, € quEp E,
pour tout n > ny, ot By = {q = (@1, qn)t € ZN; g; € {p;,pi — 1} pour tout
i €{l,...,N}}. Comme E; est de cardinal fini et que ¥, est fermé pour tout q,
I’ensemble | ) 9<E, F, est donc aussi fermé, on en déduit que x € | J 9<E, E,CFet
donc que F est fermé.

Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que T est une tribu.
Comme cela a déja été dit, on en déduit que T = B(RN).

2. Soit A € B(RN). Déduire de la question précédente que m(A) = inf{m(O), O ouvert
t.q. Ac O}.

Corrigé — Par monotonie de m on a m(A) < m(O) si A C O, donc m(A) <
inf{m(O), O ouvert t.q. A C O}. Il reste donc a montrer que m(A) > inf{m(O),
O ouvert t.q. A C O}.

Soit € > 0, d’apres la question précédente, il existe O ouvert et F fermé tq FC AC O
et m(O\ F) <& On adonc aussi m(O\ A) < € et donc m(O) = m(A)+m(O\ A) <
m(A) + e. Ceci montre bien que inf{m(O), O ouvert t.q. A C O} < m(A).

Exercice 7.13 (Fonction de Carathéodory)

Soit f une fonction de R? dans R. On suppose que pour tout s € R I’application
x — f(x,s) est borélienne (de R dans R) et que pour tout x € R I’application s +—
f(x,s) est continue (de R dans R). Pour tout n € N* on définit f, de R? dans R par
fulx,s)=f(x,L)sii<s<™l ez

1. Soit n € N*. Soit B € B(R). Montrer que f, ! (B) € B(R?).

Corrigé — Pour i € Z, on note @; la fonction (de R dans R) x — f(x,i/n). (Noter

que n est fixé pour cette question.) Cette fonction @; est borélienne par hypothese.
A

iy

En ejfet soit (x,s) € f,71(B). Il existe i € Z tel que s € [i/n,(i + 1)/n[ et donc

fulx,s) = f( x,n) @;(x). Onadoncxeap_l( ) et

(o5 e o7 B) <15, e Jop )<L, 100

jeZ

On remarque maintenant que f,7 1 (B) = UieZ(pi_l (B) x [

Réciroquement, si il existe i € 7 tel que (x,s) € (Pi_l (B)x [%, 211 on aalors f,(x,s) =

n
f(x,i/n) = @;(x) € B et donc (x,s) € f,71(B)
On a donc bien montré que f;7'(B) = UieZ(Pi_l(B) X[ %

Comme, pour tout i € Z, @; est borélienne, on a (pi’l(B) € B(R) et donc (plTl(B) X
[L, %€ B(R) x B(R) C B(R?). La stabilité de B(R?) par union dénombrable donne

n’ n

alors f,71(B) € B(R?).



7.7. EXERCICES 511

2. Montrer que, pour tout x,s € R, f,(x,s) = f(x,s) quand n — +oo. En déduire que
f est une fonction borélienne de R? dans R.

Corrigé — Soient x,s € R. Pour tout n € N*, il existe i, tel que i,/n <s < (i,+1)/n
etona f,(x) = f(x,i,/n) et donc f,(x,s)— f(x,s) = f(s,i,/n)— f(x).

Comme |i,/n—s| < 1/n, on a lim,,_,, o i,/n = s et donc, grace a la continuité de
f(x, ) im0 fn(xrs) = f(X,S).

La suite (f,),ene converge donc simplement vers f. La lere question montre que
fn est borélienne pour tout n € N*, on en déduit que f est aussi borélienne (voir la
proposition 3.19 sur la stabilité de I’ensemble des fonctions mesurables).
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Exercice 7.15 (Densité de C. dans L' (RN) pour la mesure de Lebesgue) Montrer
que I’espace C.(RN,R) (N > 1) est dense dans L' (RN) (c’est-a-dire que, pour tout
f e LI(RN) et tout £ > 0, il existe @ € C.(RN,R) t.q. ||f —ll; < €). [S’inspirer de la
démonstration faite pour le cas N = 1, théoréme 5.20.]

Corrigé — On reprend la démonstration du théoreme 5.20, les modifications a apporter
sont mineures. Le point essentiel est la régularité de \y (proposition 7.17).

Etape 1. On suppose ici que f = 1, avec A € B(RN) et A\N(A) < +c0.

Soit € > 0. Comme AN est une mesure réguliere (proposition 7.17), il existe un ouvert O
et un fermé F tels que F C A C O et A\N(O\ F) < e&. Pour n e N*, on pose E, =FNB,,
ou B,, est la boule fermée de centre 0 et de rayon n. Comme dans le cas N = 1, Il existe
ng tel que AN(F\ F, ) < & On pose K =F, et on obtient donc KCF C A CO, ce qui
donne

AN(O\K) < AN(O\ F) + AN(F\K) < 2e.

On a donc trouvé un compact K et un ouvert O tels que K€ A C O et AN(O\ K) < 2e.
Ceci va nous permettre de construire @ € C.(RN,R) telle que ||f — ¢||; < 2e.

On pose
d =d(K, 0% =inf{d(x,v),x € K,y € O°}.

On montre, comme dans le cas N =1 que d > 0 et on définit alors la fonction ¢ par
1
Vx e RN,(p(x) = E(d —d(x,K))* avec d(x,K) = inf{d(x,), v € K}.

La fonction @ est continue car x — d(x,K) est continue (et méme lipschitzienne car
|d(x,K) —d(y,K)| < |x —l|). Elle est a support compact car il existe A > 0 tel que
K C By et on remarque alors que ¢ = 0 sur BCA+d. On a donc ¢ € C.(RN,R). Enfin,
on remarque que @ =1 sur K, ¢ = 0 sur O° et 0 < ¢ < 1 (partout). On en déduit que
f-@=0surKuOet 0<|f —¢| <1, ce qui donne

Ilf —lli <AN(O\K) < 2,

et termine donc la premiére (et principale) étape.

Les étapes suivantes (étapes 2, 3 et 4) sont identiques a celles du cas N = 1 en rempla-
cant C.(R,R) par C.(RN,R) et A par \y.
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Exercice 7.17 (Invariance par translation de \y) Soient N > 1, oq,...,an € R* et
ﬁl""rﬁN e R. Pour x = (Xl,...,XN)t € RN, on pose (P(X) = (a1x1 + ﬁl,...,aNxN +
Bn)’, de sorte que ¢ est une bijection de RN dans RN,

1. Soit A € B(RN), montrer que @(A) = {¢@(x), x € A} € B(RN).
Corrigé — Onpose T = {A € B(RN) t.q. ¢(A) € B(RN)).
Comme @ est bijective, il est facile de montrer que T est une tribu. En effet, il suffit de
remarquer que (RN) = RN, ¢(A) = (@(A))° e @(U e An) = Upen @(An).
Comme @ est continue, @ transforme les compacts en compacts. On note C ’ensemble
des compacts de RN, on a donc C C T (on rappelle que les compacts sont des
boréliens). Comme I’ensemble des compacts de RN engendre B(RN) (noter que

tout ouvert peut s’écrire comme une réunion dénombrable de compacts), on a donc
T = B(RN), ce qui donne bien ¢(A) € B(RN) pour tout A € B(RN).

2. Montrer que An(@(A)) = ]_[%\il laj] AN (A) pour tout A € B(RN). [On pourra faire
une récurrence sur N : la proposition 2.48 donne le résultat pour la mesure de
Lebesgue sur B(R), notée A. On suppose que le résultat est vrai pour Ay_; (et pour
toute famille o,..., ocN 1 €RY, By,...,Pn-1 € R). On le démontre alors pour Ay
en posant m(A) = (]_[ "1 lai) "' An(@(A)) et en montrant que m1 est une mesure sur
B(RN) égale a Ay sur B(RN"1)® B(R). On utilise pour conclure la partie unicité
du théoreme 7.3 sur la mesure produit.]

Corrigé — On procéde par récurrence sur N. La proposition 2.48 donne le résultat
pour la mesure de Lebesgue sur B(R), c’est-a-dire pour N =1 en posant \{ = \. On
suppose maintenant que le resultat est vrai pour N —1 avec un certain N > 2, c’est-a-
dire que AN_1((B)) = ]_[ Yaj|AN_1 (B) pour tout B € B(RN"Y), ay,...,an_1 € RY,
Bl .-, Pn_1 ERet Y deﬁme par P(y) = (191 +P1,---, ON_1YN-1 +BN-1) pour tout
v=(v1,...,¥9n-1)" € RN=1 et on démontre le résultat pour N.

Soit donc ay,...,an €RY, By,...,pn € R et @ définie par

@(x) = (1 X1 + B1,..., anxn + Pn) pour tout x = (x1,...,xy)" € RN,

Pour A € B(RN), on pose m(A) = ( ?Ll lo;]) "I AN (@(A)). On montre tout d’abord
que m est une mesure. On a bien m(Q) = 0 car (@) = 0. Puis, soit (A,,) ey C B(RN)
avec A,NA,,=0sinzm. Ona

(p(U A,) U ©(A,) avec (A,)) N @(A,,;) =0 si n = m (car @ est bijective).
neN neN

Done, AN(Q(Unen An)) = Lnen AN(P(Ay)) et donc m(Uyen An) = Lpen m(Ay).
Ce qui prouve la 6-additivité de m et donc le fait que m est une mesure sur B(RN).

On montre maintenant que m(Ay X Ay) = An—1(A1)AA,) pour tout Ay € B (RN71)
et pour tout A, € B(R) t.g. A\n_1(A1) < o0 et M(A,) < o0. Soit donc A, € BRNT)
et Ay € B(R) t.q. \AN_1(A1) < oo et )\(Az) <o0.Ona

m(Ay x Ay) = I_I|0¢z @(A1 x Az)).
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On pose P(y) = (@191 +B1,-- -, AN-1YN-1 + BN-1), pour tout y = (91, ..., yn-1)' €
RN-L et 1(z) = anz + pn, pour tout z € R. On a donc @(A; x A,) = P(A;) x
T©(A;). L’hypotheése de récurrence et la proposition 2.48 donne que An_1(P(A1)) =
T il ANC1 (A7) < o0 ef que A(T(A)) = anA(A,) < co. Comme Ay = An_; ® A
(car c’est la définition de A\ ) on en déduit :

|
AN(P(AT X Aj)) = AN-1(P(A])MT(A7)) = I_[ o An=1 (A1) anA(A),
i=1
et donc :

m(A; x Ag) = ]_[|a D7 AN(P(AL X A)) = An1(ADMAL).
On peut maintenant conclure. Comme m est une mesure sur B(RN) = BRN"1) @
BR)vérifiant m(A; x Ay) = An—1(A1)A(A,) pour tout Ay € B(RN™Y) e pour tout
Ay € B(R) t.q. AN—1(A7) < o0 et MA,) < o0, la partie unicité du théoreme 7.3 donne
que m = AN_1 ®\, c’est-a-dire m = Ay. On a donc bien A\ (@(A)) = z-il lo I AN (A)
pour tout A € B(RN).

Exercice 7.18 (Changement de variable simple) Soient N > 1, aq,...,an € R* et

Bi,e.-s
Bn)’!

Bx € R. Pour x = (x1,...,xx)" € RN. On pose @(x) = (a1 X1 + B1,..., anxn +
(de sorte que @ est une bijection de RN dans RN).

1. Soit f € £, = £, (RN, B(RN)), montrer que f o @ € £, et que

[ ran- !i[|ai|j<fo<p>de.

[Utiliser I’exercice 7.17.]

Corrigé — Soit A€ B(RN) et f =1,. Onaalors f o @ = 1g avec B= @ ' (A). En
appliquant I’exercice 7.17a 'inverse de @, noté \, on a donc Ay(B) = An(P(A)) =
?il lo;]) "I AN(A), cest-a-dire :

dexN:xN ]_[|oc|AN I_[|oc|jfo(pd)»N

Soit maintenant f € £, \ {0}. Il existe donc ay,...,a, € R, et Ay,..., A, € BRN) 1.q.
f=Y", aif; avec f; = 1 ;- On a alors, par linéarité de l'intégrale :

dexN Zu, Jﬁde |a ) Za, jﬁ o pdAy
- <]_[|ai|>f2aifi o pdAy = (]_[|ai|>ff o pdA.
i=1 i=1 i=1

(Ce qui est, bien siir, aussi vrai si f = 0.)
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2. Soit f € M, = M, (RN,B(RN)), montrer que f o @ € M, et que ffd)»N =
[T el [(f o @)dAn.

Corrigé — 1l existe (f)peny C &1 1.q. fu T f quand n — +co. On a donc aussi
(fro@uen CE et f,o@ T f o quand n — +co (ce qui donne, en particulier que
f o@e M,). La question précédente donne :

[ fuirs = (i[minjﬁz o gd)y.

La définition de ’intégrale sur M, donne alors, quand n — +oo :
N
[ rane=( Tl [ £opane
i=1

3.S0it f € L! = ﬁﬁ%(RN,B(RN), An), montrer que f o @ € L! et que ffd)\N =
[T leil [ (f o @)dAn.

Corrigé — Comme f est mesurable de RN dans R et ¢ est mesurable de RN dans
RN (RN e R étant munis de leur tribu borélienne), on a bien f o ¢ mesurable de RN
dans R.

En appliquant la question précédente a la fonction |f| on obtient que I| flo@diy =
J|fo(p|dXN < o0 carf|f|d>»N < oo.Onadonc fo@e L.

Enfin, en remarquant que (f o )" = ffo@ et (f o)™ = f~ o @ et en utilisant la
question précédente avec f* et f~, on obtient :

J‘f+dXN = (!‘i[k%d)_[f+ o PdAN,
J-f_d}‘N = (]il|0¢i|)ff_ o dA.

En faisant la différence, on en déduit :

[ ran =<|i[|ai|>Jfo<pde.
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Exercice 7.21 (Propriétés élémentaires de la convolution) Soit f,g € L'(RN) =
LL(RN, B(RN), Ay).

1. Montrer que f *g = g+ f p.p.. [Utiliser I'invariance par translation de la mesure de
Lebesgue et sa conséquence pour les changements de variable simples (propositions
7.20 et 7.21).]

Corrigé — On confond, comme d’habitude f (et g) avec I'un de ses représentants, et
on choisit comme représentant de f = g (qui est définie comme un élément de LY(RN))
la fonction définie par

fegla)= ff(y)g(x —)dAn() si f()g(x—) € L' EN).

On sait que cette fonction est définie p.p. car f(-)g(x —-) € LY (RN) pour presque tout
x € RN, On choisit de maniére analogue comme représentant de g+ f la fonction
définie par

gxflx)= fg(y)f(x —p)dAN(y) si g()f (x—-) € L1 (RN).

Soit x € RN un point pour lequel f * g est définie. On a donc f(-)g(x —-) € LY(RN).
On pose h(-) = f(-)g(x —-). On utilise alors la proposition 7.21 (changement de
variable simple) avec @ définie par @(y) = —y + x pour tout y € RN. Elle donne
hope LYRN) er :

fh(@(y))de(y) - fh(y)dmw.

Comme h(@(v)) = f(@(v))g(x — o)) = f(x—v)g(v), on en déduit que g+ f est
définie au point x et que g+ f (x) = f = g(x). Ceci montre bien que f *g =g f p.p..

2. On suppose que f et g sont a support compact (f a support compact signifie qu’il
existe K, compact de RN, t.q. f = 0 p.p. sur K). Montrer que la fonction f * g est
alors aussi a support compact. [On désigne par B(0, o) 1a boule ouverte de centre
0 et de rayon «. Comme f et g sont a support compact, il existe a et b € R, tels
que f =0 p.p. sur B(0,a)¢ et g = 0 p.p. sur B(0, b)°. Montrer que f *g = 0 p.p. sur
B(0,a+b)".]

Corrigé — Comme pour la question précédente, on confond f (et g) avec 'un de
ses représentants, et on choisit comme représentant de f = g la fonction définie par

f8(x) = [ f@)g(x=p)dAn(y) si f()g(x~-) € LRN).
Soit a,b € R, t.q. f = 0 p.p. sur B(0,a) et g = 0 p.p. sur B(0,b). (RN est muni

d’une norme, notée || -||.) Soit x € B(0,a + b)°. On va montrer que f(-)g(x—-) =0
p.p. (et donc que f = g(x) = 0, noter aussi que f(-)g(x —-) est mesurable car f et g le
sont).

Comme f =0 p.p. sur B(0,a)¢, on a aussi f(-)g(x —-) = 0 p.p. sur B(0,a)°. Comme
g=0p.p. sur B(0,b)", ona f(-)g(x—-) =0 p.p. sur B(x,b)° (car y € B(x,b)* <
(x—v) €B(0,b)°). On a donc :

f(-)g(x—-) =0 p.p. sur B(0,a)° UB(x, b)". (7.21)



522 CHAPITRE 7. PRODUITS D’ESPACES MESURES

Or B(0,a) N B(x,b) = 0 car y € B(0,a) N B(x, b) implique ||y|| < a et ||[x—|| < b
et donc ||x|| = |lx =y + |l < a+ b, ce qui contredit x € B(0,a + b)’. On a donc
B(0,a)° UB(x,b)° = (B(0,a) N B(x,b))° = RN ez (7.21) donne alors f(-)g(x—-) =0
p.p. etdonc f = g est définie au point x et f = g(x) = 0.

On a bien montré que f *g =0 p.p. sur B(0,a + b)¢ et donc que f * g est a support
compact.

Exercice 7.22 (Convolution L? — C°)

Soit 1 < p < co. Soit f € LP(RN) = £E (RN, B(RN),\y) (ou f € £ (RN))etp e
C®(RN,R). On pourra se limiter au cas N = 1.

1. Montrer que pour tout x € RN, la fonction f(-)p(x — ) appartient 2 £L!(RN). On
pose alors

feplx) = ff(-)p(x— Y.

Corrigé — On rappelle que f € K}OC(RN) si fe M= MRN,BRN)) et flg €
LY RN pour tout compact K de RN. On a donc £P(RN) c E}OC(RN) (pour tout
l1<p<oo)carsif e KP(RN), on a bien f € M et, grdce a l’inégalité de Holder,
flk e LYRN) (et [If 1kl < Ifllpllklly < o0.avec g = p/(p—1)).

On suppose donc dans la suite de ce corrigé que f € E}a C(RN) car cette hypothése

est plus générale que f € LP(RN). Pour simplifier la rédaction, on se limite au cas
N=1.

Soit x € R. La fonction f(-)p(x — ) est mesurable (c’est-a-dire ici borélienne car
R est muni de sa tribu de Borel) car f est mesurable et p(x —-) est mesurable (car
continue). Comme p est a support compact, il existe a € R, t.q. p = 0 sur [—a,a].
On a donc p(x —-) = 0 sur K§ avec K, = [x —a,x + a], ce qui permet de montrer
que f(-)p(x =) € L1R) car |f()p(x =) < [f 1k, Ilpll, avec llpll, = max{lp(z)l
zeR}< oo, er flg € LY(R).

La fonction f = p est donc définie sur tout R.

2. Montrer que f +p € C=(RN,R).

Corrigé — Comme dans la question précédente, on va utiliser a e R, t.q. p =0 sur
[—a,a]° et |lpll,, = max{|p(z)l, z € R} (on va aussi utiliser les normes des dérivées de
o) ||p(k)||u ). On raisonne maintenant en trois étapes.

Etape 1. On commence par montrer que f * p est continue en tout point de R. Soit
x9 € R. La continuité de f + p en x découle du théoréme de continuité sous le signe
J, théoréeme 4.52. En effet, on pose, pour x,y € R :

F(x,p) = f(»)p(x =)
On a F(x,-) € LY(R) pour tout x € R et f +p(x) = fF(x, -)d\. La fonction F vérifie
alors les 2 hypotheses suivantes :
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(a) x — F(x,v) est continue en xg, pour tout y € R,
(b) |F(x, )| < G(y) pour tout x €]xg — 1,x¢ + 1[ et pour tout y € R, en prenant
G=|f1kllloll, avec K =[xg—1—a,xy+1 +a].

Comme K est compact, on a G € L1 (R) et le théoréme 4.52 donne bien la continuité
de f *pen x.
Etape 2. On montre maintenant que f +  est dérivable en tout point et que (f * )’ =
f*p’. Soit xg € R. Pour montrer la dérivabilité de f + p en X, on utilise le théoréme
de dérivabilité sous le signe I, théoreme 4.53. On reprend la méme fonction F que
dans l'étape 1, elle vérifie les 2 hypotheses suivantes :

(a) x — F(x,y) est dérivable pour tout x €]xg —1,x + 1[ et pour tout y € R,

(b) |ax V) =1f()p’(x— )| < H() pour tout x €]xq —1,xq + 1 et pour tout y € R,
en prenant H = |f1K|||p |, avec K=[xg—1—-a,xg+1+al
Comme K est compact, on a H € L1 (R) et le théoréme 4.53 donne bien la dérivabilité
de f % p en xq et le fait que (f + ) (x9) = f * p(x0).
Etape 3. On montre enfin que f xp € C*°(R,R). Pour cela, on va montrer, par

récurrence sur k, que f xp € CKR,R) et (f * p)(k) =f= p(k) pour tout k € N (ce qui
donne bien f +p € C*°(R,R)).

L’étape 1 montre que f +p € CO(R, R) (et on a bien (f »p)\V = f xp=fxpl0
On suppose maintenant que f * p € CKHR,R) et ( (f+p) )k) = f p ) pour un certain
k € N. L’étape 2 applzquee a p ) (qui appartient aussi & CZ(R,R)) au lieu de p
donne alors que f » p%) est dérivable et que sa dérivée est f  p*1)
appliquée a p(k“) donne que f * p (k+1) e C(R,R). On a donc bien finalement montré
que f+pe CHUR,R) er (f + p) K1) = f + o%*+1) ce qui termine la récurrence.

. L’étape 1

3. On suppose maintenant que f est a support compact, ¢’est-a-dire qu’il existe un
compact de R, noté K, t.q. f = 0 p.p. sur K, montrer que f = p est aussi a support
compact.

Corrigé — Comme f et p sont a support compact, on démontre que f +Q est aussi
a support compact, comme cela a été fait dans ’exercice 7.21. Plus précisément,
si f =0 p.p. sur B(0,a)° et p =0 sur B(o,b)", ona f +p =0 sur B(0,a+ b)° (voir
Dexercice 7.21).

Exercice 7.23 (Inégalité de Young) Soient 1 < p < +oo,f € L%R(]RN,B(]RN), An)
etge LfR(RN, B(RN), Ay). Montrer que f * g est définie p.p., que f *g € L%(]RN,
B(RN), Ax) et que |If = gll, < lIfll1lIgllp- [Ecrire

j(f If (x - 9)g()ldy)Pdx = f(f f (=9I If (x = )P lg(w)ldy)Pdx,

avec q = p/(p—1). Appliquer I’inégalité de Holder puis le théoréme de Fubini-Tonelli.]
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Corrigé — Pour simplifier les notations, on ne traite ici que le cas N = 1. On suppose
aussi que f et g ne sont pas nulles p.p. (sinon, il est immédiat que f * g est définie
partout et f * g(x) = 0 pour tout x € R).

On confond f et g avec I’'un de leurs représentants.

Pour x,y € R, on pose H(x,y) = g(v)f (x —v). La premiére partie de la démonstration
de la proposition sur la convolution (proposition 7.22) montre que H, et donc [H|, est
B(R?)-mesurable. On peut alors utiliser les deux premiéres conclusions du théoréme de
Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) pour affirmer que |g(-)f (x —-)| € M, (R, B(R)) pour tout
x € R et que @ € M (R, B(R)) avec ¢ définie par ¢(x) = Jlg(-)f(x —)|d\ pour tout

x € R. Par composition de fonctions mesurables, on a donc aussi P € M, (R, B(R)).

1 1
Soit x € R. Les fonctions |f (x —-)|7 et |f (x —)|P |g(-)| sont aussi mesurables. On peut
alors utiliser I’inégalité de Holder avec q = p/(p —1). elle donne :

(P(x)P = (Jlf(x—-)lélf(x— JIFIgOdA
< (j f(xm -)ldxﬁ(f 1 (=g (PN (7.22)

<11 f £ (=g PN,

Noter que (7.22) est vraie si |f (x —-)||g(-)IP € LY (R) et si |f (x —-)|lg(-)]P & L}(R). Dans
ce dernier cas on obtient seulement @(x)P < co. On a aussi utilisé la proposition 7.21

pour dire que I|f(x—')|d)\ = f|f|d)\ =flh-

On peut maintenant utiliser le théoréeme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) avec les
Sonctions |f| et |g|P. Il donne :

fq)(x)f’dx(x) <IIFll f(f 1 (=g (P AA)dAx)
<IFll f(ﬁf(x—y>||g<y>|m<x>>dx(y> (7.23)

P
<A I, = A1 gy
Ceci donne que @ € LP(R) et, en particulier que @(x) < oo p.p., c’est-a-dire A\(A) =0

avec A = {@ = oo} (noter que A € B(R) puisque ¢ € M, ). Pour tout x € A, on a donc
8()f (x—-) € LY(R) et on peut définir g« f (x) par g+ f (x) = [ g(v)f (x = p)dA().

La fonction g = f est donc définie p.p.. On remarque maintenant qu’elle est égale p.p.
a une fonction mesurable. En effet, les fonctions H* et H™ sont B(R?)-mesurables
(d’apres la premiéere partie de la démonstration de la proposition 7.22, on rappelle que
H(x,y) = g(v)f (x—v)). Les deux premiéres conclusions du théoréme 7.7) donnent alors
(g()f (x=-)* € M (R, B(R)) pour tout x € R et que @1, € M, (R, B(R)) avec @, et
@, définies par, pour x € R,

o1(x) = j(g«)f(x— WA, @alx) = f(g(-)f(x— J)rdx.

On pose alors h = @1 — @y sur A® et h = 0 sur A. On a bien que h est mesurable (de R
dansR)eth=gx*f p.p.
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On remarque enfin que h € LP(R) car |h| < @ p.p. et @ € LP(R). On en déduit bien que
g+ f € LP(R) (avec la confusion habituelle entre g+ f et la classe de h dans LP(R)).
Lefatt que ||g = fll, <||fl1llglly est conséquence immédiate de (7.23) puisque g+ f < ¢

p-p-.

Enfin, le raisonnement fait dans la premiére question de ’exercice (7.21) montre que,
pour tout x € R, f(-)g(x—-) € LYRN) si et seulement f(x —-)g(-) € L' (RN) et que ces
deux fonctions ont alors méme intégrale. Ceci permet de montrer que f * g est aussi

définie p.p. et que f *g=g*f p.p.

Exercice 7.24 (Itérations de convolution) Soient L! = Ly (R, B(R),\) et f € L! t.q.
f=0p.p.surR_.Onpose f*! = f etpour n>1, f*" = f*= s f,

+00
Pour o > 0, on pose g(a) = f e~ |f(t)|dt.
0

1(a) Montrer que f*" est bien définie pour tout n € N*, et que f* = 0 p.p. sur R_.

Corrigé — On montre par récurrence que f*" est bien définie pour tout n € N,
appartient a L' et que f*" = 0 p.p. sur R_.

En effet, on a bien f*' = f e Ll et f*! = f =0 p.p. sur R_.

Puis on suppose (hypothése de récurrence) que f*™ € L et f*" = 0 p.p. sur R_. On
remarque alors que f “1+1 o5t bien définie comme étant le produit de convolution
de deux éléments de L' et appartient & L' (proposition 7.22). Puis pour x < 0, on
a f™(x—-)f(-)=0 p.p. sur R_ (en remarquant en x —y < 0 pour y > 0) et donc
F**1(x) = 0. Ce qui termine la récurrence.

b) Montrer, par récurrence sur #, que 0 pmat TE)dt < ( " pour tout o > 0
ettoutn > 1.

Corrigé — Soit a > 0. On montre par récurrence sur n que JR e~ f1(t)|dt <
(g(a))". Cette inégalité est vraie pour n = 1 puisque c’est la définition de g et que
f=0p.p. surR_.

On suppose maintenant que IR e~ f*(t)|dt < (g(«))". On a alors, en utilisant le
theoreme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.7) puis le changement de variable t —s = T

[ oo = [ e [ poi-optods
< fReaf(j 7= S)If )lds)de
- Le‘“slf(s)l(j St~ s)d)d

_ fR e““lf(s)lf e (1)l d) ds<f )£ (5)l(g @) ds < (g(2)™*!.

(c) Montrer que jox |f7(t)|dt < e“*(g(a))", pour tout o > 0 tout n > 1 et tout x > 0.
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Corrigé — If suffit ici de remarquer que e™** < e~*! pour 0 < t < x, on en déduit,
pour tout n, avec la question précédente,

—ax * *1 —at| £*n e —at| £*n n
Lv (t)|dtsj (i |dt<j0 e () < g @)

Ce qui donne bien l'inégalité recherchée.

2. Soit h € Cy(IR,R). Montrer que h * f(x) est définie pour tout x € Retque h* f €
Cp(R,R). Remarquer de méme que h» f*" € C,(R,R). On suppose maintenant que,
h =0 sur R_. Montrer que, pour tout x € R, h* f*"*(x) — 0 quand n — +co.

Corrigé — On pose M = sup, g |h(x)|. Soit n € N*. Pour tout x € R, la fonction
y > h(x —p) () est intégrable (car elle est mesurable de dominée par M|f*"| qui
est intégrable). La fonction h+ f*" est donc définie pour tout x € R. Cette fonction est
bornée car |h+ f*"(x)] < M||f*"||; < +oo. Enfin, elle est continue d’apres le théoréme
de continuité sous le signe intégrale, théoreme 4.52.

On suppose maintenant que, h = 0 sur R_. Comme f*" =0 p.p. sur R_, h=f*"*(x) =0
pour tout x < 0 et tout n € N*.

Soit maintenant x > 0. On a, avec la question précédente, pour tout n € N* et a > 0,

s F(x |—|f — 1) dt|<MJ IF (1)t < Me®™g(a)".  (7.24)

11 suffit maintenant de remarquer que lim,_,, ., g() = 0 (c’est une consequence du
théoréme de convergence dominée car lim,_, oo €™ = 0 et [e™™ f(t)| < |f ((t)| pour
tout t > 0). On peut donc choisir o > 0 tel que g(o) < 1. On déduit alors de I’inégalité
(7.24) lim,,_, h= f"(x)=0.

Exercice 7.25 Soient p et v deux mesures finies sur B(R). Pour A € 3(R), on pose

pola)= [ TaGrepdips s ).

1. Montrer que p * v est une mesure finie sur B(RR).

Corrigé — Selon le théoréme 7.3, p® v est mesure finie sur les boréliens de R? et
n®V(R?) = w(R)v(R) (cf égalité (7.1) avec A} = A, =R)

On remarque maintenant que si @ est une fonction borélienne de R dans R (c’est-a-
dire mesurable quand R est muni de la tribu de Borel) la fonction (x,v) — @(x,v)
est borélienne de R? dans R car c’est la composée de I’application continue (donc
borélienne) (x,y) > x +7v (de R? dans R) avec ¢. Si @ est de plus positive ou bornée
JRZ @(x+p)d(p®v)(x,v) est alors bien définie (et appartient a R ou éventuellement
R, dans le cas @ positive non bornée).

Comme p*v(A) = n®v(R?) < +o0, il suffit de vérifier la o-additivité de w+v pour
montrer que W*Vv est une mesure. Soit (A,)),cn une suite d’éléments de B(R) disjoints
deux a deux, et A = UyenA,. Comme 15 =) ,cn1a,, le téoreme de convergence
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monotone (ou sa conséquence, corollaire 4.18) donne

prv(A fZlA,,“y (h®v)(x,p ZJ Lo, (x+)d(p®v)(x,p)

neN neN
= ZV *V(Ay).
neN
2. Montrer que
[ o@awena= [ otepapenin, a2

pour toute fonction ¢ de R dans R, borélienne positive ou borélienne bornée.

Corrigé — L’égalité (7.25) est vrai si @ = 15, A € B(R) (par la définition de p+v).
Par “linéarité positive” (proposition 4.10) pour les deux mesures u+v et u®v elle
est aussi vraie si @ est étagée positive, c’est-a-dire ¢ € £,(R,R) (en fait, on peut
aussi remarquer sur (x,) — @(x + v) est étagée positive de R? dans R et utiliser la
définition de I'intégrale sur £, R et R? sont toujours munis de leur tribu boréleinne).
Soit maintenant @ borélienne positive de R dans R. La fonction ¢ est alors limite
croissante d’une suite de fonctions étagées positives et on obtient (7.25) avec le
théoréeme de convergence monotone pour les deux mesures w+v et pu®v. (En fait, on
peut aussi utiliser directement la définition de ’intégrale sur M,.)

Enfin, si @ est une fonction de R dans R borélienne bornée, elle est donc intégrable
pour la mesure W v (car c’est une mesure finie). En utilisant (7.25) avec @™ et ¢,
on en déduit que la fonction (x,v) — @(x,v) est intégrable pour la mesure p® v et
que (7.25) est vraie.

3. Montrer que si p et v sont des probabilités, alors p* v est une probabilité.

Corrigé — Il suffit ici de remarquer que w*v(R) = p® v(R?) = p(R)v(R) = 1 si p
et v sont des probabilités.

4. Montrer que si p et v sont des probabiltés de densités respectives f et g (par rapport
a la mesure de Lebesgue sur B(RR)), alors p + v est la probabilité de densité f * g par
rapport a la mesure de Lebesgue sur B(R).

Corrigé — On reprend ici le preuve faite dans le paragraphe 7.5. Soit ¢ une fonction

de R dans R borélienne bornée. En utilisant p = f A, v = g\ et le théoréme de Fubini,
on obtient

[ o= [ otrenawen = | ([ otxenrmangmay.

Le changement de variable x+vy = z dans I'intégrale sur x puis le théoréme de Fubini
donnent

f@dwv JJ@ f(z-p)dz)g(y)dy = J-sz v)8(®)dy)e(z)dz
= [ restarpe:

Ceci prouve bien que p*v = (f = )\
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Exercice 7.26 (Fonction de Carathéodory et composition)

Soit N, p,q € N* et Q un ouvert de RN. Soit a une application de Q) x RP dans R7. On
suppose que a est une fonction de Carathéodory, c’est-a-dire que a(-, s) est borélienne
pour tout s € RP et a(x, -) est continue pour tout x € Q.

1. Montrer que la fonction a est borélienne de (O x RP dans R4. (Noter que ceci peut
étre faux si a était seulement borélienne par rapport a chacun de ses arguments, un
exemple est donné dans I’exercice 7.4.)

Corrigé — Pour n € N*, on considere une partition dénombrable de RP formée de
boréliens de diametre inférieur a 1/n (une telle partition est possible en utilisant, par
exemple, un quadrillage de RP.
Pour n € N*, on note Ay ,, k € N, les éléments de cette partition (avec Ay ,, non vide
pour tout k). Pour tout k € N on choisit un point s, € Ay, et on définit la fonction
a, de QO xRP dans R1 par

ay(x,s) = a(x,s,) Si s € Ay .
Sis €Ay onals—sg,l <1/n(carle diamétre de Ay, est inférieur a 1/n). Comme
a est continue par rapport a son deuxiéme argument, on a pour tout (x,s) € (QQ x RP,
lim, .0ty (x,s) = a(x,s).
On remarque maintenant que a,, est (pour tout n) une fonction borélienne. En effet
a(X,5) = Y_ken a(X, 5k,n) 1A, , (S) qui est bien une fonction borélienne comme limite
d’une somme et de produits de fonctions boréliennes (voir la proposition 3.19). On a
utilisé ici le fait que a(-,s) est borélienne, de Q) dans R4, pour tout s € RP.

Finalement, a est borélienne comme limite de fonctions boréliennes.

Remarque : En pratique, on peut remplacer 1’hypothese “a(x, -) est continue pour
tout x € (3” par I’hypothése “a(x,-) est continue pour presque tout x € QQ”. Le
raisonnement précédent permet alors de montrer qu’il existe 4 borélienne telle que
a = 4ap.p., ce qui est suffisant du point de vue de la théorie de I’intégration.

2. Soit v est une fonction borélienne de () dans RP. Montrer que la fonction x
a(x,v(x)) est alors borélienne de () dans RY.

Corrigé — On note b la fonction de Q) dans Q) x RP définie par b(x) = (x,v(x)).
La fonction b est borélienne car ses deux composantes sont boréliennes (voir la
proposition 4.63). On en déduit que la fonction x — a(x,v(x)) est borélienne car
cette fonction est la composition de b avec a (¢’est-a-dire la fonction x — a(b(x)))
qui sont boréliennes.

3. Soient vq, v, deux fonctions de () dans RP. On suppose que v; = v, p.p.. Montrer
que les fonctions x > a(x, v (x)) et x — a(x,v,(x)) sont égales p.p. sur Q.

Corrigé — Soit A € B(R) (A C Q) tel que M(A) =0 et vy = v, sur Q\ A. On a
alors a(x,v1(x)) = a(x,v,(x)) pour tout x € Q \ A et donc a(x,v{(x)) = a(x,v,(x))
p.p. sur Q.
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Exercice 7.28 (Coordonnées polaires)
1. Calculer f(R+) (%) gx dy (on rappelle que dx dy désigne dA,(x,p)).

[On pourra utiliser le passage en coordonnées polaires.]

Corrigé — Pour x,y € R, on pose f(x,y) = e‘("2+y2)1R+(x)lR+(y). Onaf e
M, (R?, B(R?)) (noter que f est le produit de fonctions mesurables). On peut donc
lui appliquer la formule (7.10) :

ff( x,9)d A (x, ) —f (J f(rcos®, rsme)rdr)de
On a donc : -
J e_("z+3’2)d)\2(x,y) = EJ e rdr.
(R*)? 2 Jo

. n o _,2 _ 2 PR
Puis, comme jo e "rdr= %(1 —e™ ) et que, par le théoréme de convergence mono-
tone,

n—+oo

n 2 o0 2
lim e rdr= J e " rdr,
0 0

. _42
on en déduit fooo e rdr = % et donc

J;R+)2 e ds (x,y) =

Sk

2. Calculer f e dx.
R+

Corrigé — On applique le théoréeme de Fubini—Tonelli (théoréme 7.7) a la fonction
f définie a la question précédente. Il donne :

jf( %,0)dA (X, _f (I flxv dy)dx,
et donc
e oo ) 2
T J e_("zwz)dkz(x,y) = J (J- e‘yzdy)e_xzdx = (J e’xzdx) .
4 Jrey o \Jo 0

On en déduit que jooo e dx = %



Chapitre 8

Densité, séparabilité et compacité

Ce chapitre est consacré en majeure partie aux espaces L%(Q,B(Q), An) ou Q un
ouvert de RN, N > 1, B(Q) est la tribu borélienne de Q, Ay désigne la restriction a
B(Q) de la mesure de Lebesgue sur B(RN) (aussi notée Ay) et 1 < p < co.

On notera toujours LP(Q)) = L%(Q,B(Q), AN)-

8.1 Théoremes de densité pour les espaces L”(())

Nous avons vu au chapitre précédent que les espaces LP sont trés intéressants car ils
sont en particulier complets. Cependant, les éléments de ces espaces sont des objets
avec lesquels il est malaisé de travailler. Pour démontrer des propriétés sur ces objets,
on travaille trés souvent par densité : on travaille sur des fonctions régulieres, qui
sont faciles a manipuler, et on passe ensuite a la limite, a condition d’avoir établi au
préalable un résultat de densité, qui nous permet justement ce passage a la limite.

8.1.1 Densité des fonctions C (), R) dans LP(Q)

Définition 8.1 (Fonction a support compact) Soient N > 1, Q un ouvert de RN et
f une fonction définie de Q) dans R. On dit que f est a support compact (dans Q) s’il
existe un compact K C Q tel que f =0 sur Q \ K.

On note souvent supp(f) I’adhérence dans () de I’ensemble des x € () t.q. f(x) = 0.
On peut montrer que f est a support compact si et seulement si supp(f) est compact.
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Définition 8.2 (C°(Q, R)) Soient N > 1, Q) un ouvert de RN et f une fonction définie
de Q) dans R. On dit que f € CX°(Q,R) si

— f estde classe C* (de () dans R).
— f est a support compact (dans Q).
On note aussi D(Q) = CX(Q,R).

Remarque 8.3 Si N =1 et () =]0, 1[, la fonction f définie par f(x) = x(x—1) est de
classe C* sur (2, mais elle n’est pas a support compact. En effet, il n’existe pas de
compact inclus dans 0, 1] t.q. f soit nulle en dehors de ce compact.

Par contre, si f est de classe C* sur ]0, 1] et s’il existe ¢ > 0 tel que f(x) = 0 pour
x €]0,¢[ et pour x €]1 —¢, 1], alors f € CX(Q,R).

Théoreme 8.4 (Densité de C.(Q),R) dans LP(Q)) Soient N > 1, p € [1,+00[ et Q
un ouvert de RN (par exemple, QO = RN). Alors :

C.(Q,R) est dense dans LP(Q) c’est-a-dire :

VfelP(Q), Ve>0, e C(Q,R) t.q. [If —oll, <&

DEMONSTRATION — La démonstration de ce résultat est faite dans I’exercice 6.5
pour le cas QO = R. La généralisation donnée ici se démontre de maniére trés voisine
(grace au résultat de régularité, proposition 7.17), voir I’exercice 8.1. ]

Une conséquence importante du théoréme 8.4 est la continuité en moyenne que I’on
donne maintenant.

Théoreme 8.5 (Continuité en moyenne) Soient N > 1, p € [1,+oo[,et f € LP(RN).
Alors, |If (- +h) = fll, = 0 quand h — 0, c’est-a-dire :

Jlf(x )= F(0)Pdx — 0, quand h — 0.

La démonstration est ici encore tres similaire a la démonstration vue pour N = 1 dans
I’exercice 6.5, elle est proposée dans I’exercice 8.2.

Remarque 8.6 (Attention a L*!) Les deux résultats précédents sont faux dans L*°.
Considérer par exemple le cas N =1 et la fonction f = 1, (qui appartient a L™(IR),
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en confondant f avec sa classe). On peut montrer que (voir ’exercice 8.4) :

1
V(p € C(R,R), “f - (P”oo > El
Vh>0, [If(-+h) = fllo=1

8.1.2 Régularisation par convolution

Sia e R,, on note B, la boule fermée de centre 0 et de rayon a de RN.

Définition 8.7 (Espace LllOc des fonctions localement intégrales) Soient N > 1 et
Q un ouvert de RN. Soit f : QO — R. On dit que f est localement intégrable sur Q) si
flg € LYQ) (au sens “il existe g € L1(Q) t.q. f = g p.p. sur K”) pour tout compact
KeQ.

On note L11(J Q)= L, C(Q B(Q),AN)) ’ensemble des fonctions localement inté-
grables sur Q).

Remarque 8.8 Soient N > 1 et Q un ouvert de RN. Pour tout p tel que 1 < p < +oo0,
onaLP(Q) C L; (Q) (ceci est une conséquence immédiate du résultat d’inclusion
entre les espaces LP, proposition 6.25).

Définition 8.9 (Famille régularisante) Soit N > 1 et soit p € C®(RN,R) t.q. p=>0,
{x e RN; p(x) = 0} C By et _[ p(x)dx = 1. On appelle famille régularisante (ou famille
de noyaux régularisants) la famille de fonctions (p,),en: C C® (RN, R) définie par :
pu(x) = nNp(nx), x e RN, n e N*.

Remarque 8.10 Dans la définition précédente, il est facile de vérifier que

(xeRN; Pn(x) =0} CB] et.[pn

Notons qu’il existe bien des fonctions vérifiant les propriétés demandées pour p dans
la définition 8.9. Pour N = 1, par exemple, il suffit de prendre

L i —
o(x) = ae?cp(xzil) sixe]-1,1],
Osixe]-1,1],

avec o > 0 choisi pour avoir J p(x)dx =1.

Lemme 8.11 (Régularisation par convolution) Soient N > 1, (p;,),en- une famille
régularisante et f € Llac(RN)' Alors, f *p,, est définie partout sur RN er f+ Pn €
C®(RN,R). De plus, s’il existe a >0 t.q. f =0 p.p. sur BS, on a alors f % p,, = 0 sur
BZ+ 1 (f *py, est donc a support compact).
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DEMONSTRATION — La démonstration du fait que f * p, € C*°(RN,R) est donnée
dans I’exercice 7.22. La seconde partie est donnée dans les exercices 7.22 et 7.21.
L’indication de la seconde question de 1’exercice 7.21 donne le support indiqué ici

pour f *p,,. u

Proposition 8.12 (Densité de C*(RN,R) dans LP(RN)) Soit N > 1, (p,,)yen- une
famille régularisante. Soient p € [1,+o0[ et f € LP(RN). Alors,

f*pu — f dans LP(RN) lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION — La démonstration est une conséquence du théoréme de conti-
nuité en moyenne (théoreme 8.5). On choisit un représentant de f, encore noté f. Pour
n € N*, on pose f, :f*pn.PourxeRN,ona:

fulx) = f(x) = ff(x ~)en(¥)dy — f(x) J Pn(v))dy
=J1fw—y>—fa»pamd%

et donc :
|nwraﬂ@ngfva—w—fumewwﬂ

1
Pour p > 1, on utilise I'inégalité de Hoder en écrivant p,, = pn p,, (avec g =p/(p—-1))
et on obtient (ce qui est aussi immédiatement vrai pour p = 1) :

fulo) — W<ij;’ Ww(ﬂﬂfwwmw
ijy ()P pu(v)dy 82)

On remarque maintenant que I’application (x,)" — (f(y) — f(x)) est mesurable de
R? dans R (munis de leurs tribus boréliennes respectives); ceci est une conséquence
(par exemple) de la proposition 7.11 et de la mesurabilité de la somme d’applica-
tions mesurables. L’application (x, )’ +> (x, x — ) est mesurable de R? dans R? (car
continue). Par composition, 1’application (x,y)" + (f(x —y) — f(x)) est donc mesu-
rable de R? dans R. On en déduit, en utilisant une nouvelle fois la mesurabilité de la
composée d’applications mesurables (et du produit d’applications mesurables), que

P |f(x =) = f(x)|Pp,(v) est mesurable (positive) de R? dans R. On peut donc
appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli pour déduire de (8.2) que :

J-lfn |de<J-(f|fx ) - flx )|ppn(y)dy)dx
f(J'fx )= f()Ppn(y)d )dy (8.3)

:L 1F (=)~ Flbpu(v)dy

=

8.1)



8.1. THEOREMES DE DENSITE POUR LES ESPACES LF(Q)) 543

On utilise maintenant le théoréme 8.5. Soit € > 0. Il existe § > 0 t.q. :
heRN, [h<n = |f(-—h)-fll, <e
On déduit donc de (8.3) que :

1
—<n=1f-flp <e

Ce qui termine la démonstration. |

La proposition 8.12 nous dit que ’espace C*(RN,R) est dense dans 1’espace L (RN).
Il est trés souvent plus facile de travailler avec des fonctions a support compact. De
fait, les deux résultats précédents permettent de démontrer le théoreme de densité de
C®(RN,R) dans LP(RN) :

Théoréme 8.13 (Densité de C=°(RN,R) dans LP(RN)) Soient N > 1 et p € [1,+0c0],
C®(RN, R) est dense dans LP(RN).

DEMONSTRATION — La démonstration proposée ici utilise une méthode dite de
troncature et régularisation.

Pour f € LP(RN), on dit que f est & support compact s’il existe K compact de RN t.q.
f =0 p.p. sur K°. On note A I’ensemble des fonctions f € LP(RN) a support compact.
Etape 1. On montre dans cette étape que A est dense dans LP(RN). Soit f € LP(RN).
Pour n € N, on pose f, = f1g . Comme f, — f p.p. quand n — +oo et |f,| <|f] p.p.
(pour tout n € N), on peut appliquer le théoreme de convergence dominée dans L?
(on utilise ici le fait que p < oo). Il donne que f,, — f dans LP(RN) quand 1 — +co.
Comme (f,,)neny C A, on a bien montré la densité de A dans LP(RN).

Etape 2. Soit maintenant f € A. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer
qu’il existe une suite (f;,) e € C(RN,R) t.q. f, — f dans LP(RN) quand n — +co.
Or cette suite est donné avec f,, = f * p,, ol (p;,),en+ est une famille régularisante. En
effet, le lemme 8.11 donne que (f;,),enw € C2(RN,R) et la proposition 8.12 donne
que f, — f dans LP(RN) quand 1 — +co. |

On rappelle (remarque 8.6) que C.(RN,R) (et donc aussi CX(RN,R)) n’est pas
dense dans L®(RN). Il est intéressant aussi de remarquer que le théoréme précédent
(théoreme 8.13) est encore vrai si on remplace la mesure de Lebesgue par une mesure
sur les boréliens de RN (N > 1), finie sur les compacts. Toutefois la démonstration
donnée ici doit alors étre modifiée. Ceci est fait dans ’exercice 7.16 pour p = 1 (et la
généralisation pour traiter tous les cas p € [1, oo est assez simple).

8.1.3 Densité de C°(Q),R) dans LP(Q)

On a aussi un résultat de densité pour les fonctions définies sur un ouvert de RN,
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Théoréme 8.14 (Densité de D(Q)) dans LP(Q))) Soient N > 1, p € [1,+oo[ et QO un
ouvert de RN, Alors, D(Q) = C®(Q, R) est dense dans LP(Q).

DEMONSTRATION — Pour Q # RN, on pose K,, = {x € RN; d(x, Q) > %} N B, si
ne N
Soient f € LP(Q) et € > 0. On remarque d’abord (en utilisant, comme pour le théoreme

précédent, le théoréme de convergence dominée dans LP) que f1x, — f dans LP(Q)
quand 1 — +oo. On peut donc choisir ng € N* t.q. [|f — f,, [, < e

On pose maintenant g = f, . On peut considérer que g € L? (RN)etonag=0

p-p. sur K¢ avec K = K, . En prenant une famille régularisante, (p,,),en, le lemme

8.11 et la proposition 8.12 donnent que g * p,, — g dans LP(RN) quand 1 — +co et

(8 *Pn)nent C C®(RN,R). 1l suffit alors de remarquer que la restriction de g * (O

Q) est a support compact dans Q) dés que n > ny pour conclure la démonstration.
(]

Ici aussi, le théoreme 8.14 est encore vrai si on remplace la mesure de Lebesgue par
une mesure sur les boréliens de (), finie sur les compacts. LLa démonstration donnée
ici doit alors &tre modifiée (voir I’exercice 7.16).

8.2 Séparabilité de L?(Q)

Proposition 8.15 Soient N > 1, Q) un ouvert de RN et p tel que 1 < p < +oo. Alors,
Uespace LP(Q)) est séparable.

La démonstration fait I’objet de 1’exercice 8.5.

Les espaces du type L™ ne sont, en général, pas séparables. L’exercice 8.6 montre
que, par exemple, Ly’(R, T, A) n’est pas séparable. Une adaptation simple de la
démonstration de I’exercice 8.6 montre aussi que I’espace C,(R?,R) (ensemble des
fonctions continues bornées de RY dans R), muni de la norme de la convergence
uniforme, n’est pas séparable. Par contre I’espace Co(R?, R) (ensemble des fonctions
continues de R? dans R tendant vers 0 quand le norme de la variable tend vers I’infini),
muni de la méme norme, est séparable. Ceci est une conséquence des deux premieres
questions de I’exercice 8.5 (car C, est dense dans Cy).

8.3 Compacité dans les espaces L7 (Q))

Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E; on rappelle que A est (séquen-
tiellement) compact si de toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite



8.3. COMPACITE DANS LES ESPACES L?(Q) 545

qui converge. Notons que cette notion de compacité séquentielle est équivalente a
la notion de compacité de Borel -Lebesgue (i.e. de tout recouvrement de A par des
ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini) dés que E est un espace métrique
(ce qui est notre cas, car E est un espace vectoriel normé).

Une partie A de E est dite relativement compacte si son adhérence est compacte (ou
encore s’il existe un compact K de E tel que A C K).

Dans le cas ou E est un espace de dimension finie, A est compacte si et seulement si
A est fermée bornée, et A est relativement compacte si et seulement si A est bornée.

Ces deux caractérisations sont fausses si dim(E) = +o0. On sait par un théoréme de
Riesz (différent des deux théorémes de Riesz donnés dans ce livre !) que la boule unité
fermée d’un e.v.n. E est compacte si et seulement si la dimension de E est finie.

On s’intéresse ici au cas E = LP(Q) (Q ouvert non vide de RN), espace vectoriel normé
de dimension infinie, et on voudrait caractériser les parties relativement compactes ;
en particulier, étant donnée une suite de fonctions de LP(Q), sous quelles hypothéses
peut-on en extraire une sous-suite qui converge ? Une condition nécessaire évidente
est que la partie considérée soit bornée (une partie relativement compacte est toujours
bornée). La deuxieme condition est, pour 1 < p < +o0 et () bornée, que la partie soit
équicontinue en moyenne, au sens précisé dans le théoréme suivant :

Théoréme 8.16 (Kolmogorov) Soit Q) € B(RN) et 1 < p < +co; on considére ici
Iespace mesuré (E,T,m) = (Q, B(RN),\x). Soit A C LP(Q); A est relativement
compacte si et seulement si :

1. 1l existe Ce R t.q. ||f||, < C pour tout f € A,

2. la partie A est équicontinue en moyenne, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe
0>0¢tq.:
pourtout f € A, |h|<d=|If(-+h)-fll, <¢

3. la partie A est équi-petite a ’infini, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe a e R,
tq.
|fIPdm < & pour tout f € A,
Bf

ou f est la prolongée de f par 0 en dehors de Q).

DEMONSTRATION — La démonstration de ce théoreme se fait en utilisant la densité
de I’espace de fonctions C.(Q2,R) dans LP(Q)) et le théoreme d’Ascoli que nous
rappelons ci apres (théoreme 8.17). Elle est laissée a titre d’exercice, le cas p = 1 et
Q =10, 1] est donné dans I’exercice 8.9. [
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Dans le cas ot Q) est un intervalle borné de R, le théoreme 8.16 peut s’énoncer plus
simplement sans introduire f. Ceci est développé dans I’exercice 8.10.

Théoreme 8.17 (Ascoli) Soient K une partie compacte de R et A une partie de
I’espace vectoriel C(K,R) muni de la norme uniforme; A est relativement compacte
si et seulement si A est bornée et uniformément équicontinue, i.e.

Ve>030>0;V x,peK |[x-y[<o=|f(x)-f(¥)|<e V feA

Corollaire 8.18 Soient Q) € B(RN), 1 < p < +co et (f,)nen C LP(Q). On suppose que
la famille A = {f,,, n € N} vérifie les conditions 1, 2 et 3 du théoreme de Kolmogorov.

On peut alors extraire de (f,)uen une sous-suite, notée (fo(n))nen, et il existe f €
LP(Q) t.9. fo(n) = f dans LP(Q) quand n — +oo.

8.4 Compacité faible-+

On a introduit au chapitre 6 la convergence faible-* dans le dual d’un espace de Banach.
On a une propriété de compacité tres utile lorsque 1’espace de Banach considéré est
séparable :

Proposition 8.19 (Compacité faible-+ séq. des bornés de E’ si E est séparable)

Soit F un espace de Banach séparable et F’ son dual topologique. Soit (T,,),cn une
suite bornée de ¥'. Alors, il existe une sous-suite (T, )ren et T € F' .q. la sous-suite
(Ty,, Jken converge vers T x-faiblement dans ¥’ (i.e. T,, (u) — T(u) (dans R) pour tout
élément u de F.)

DEMONSTRATION — La démonstration va se faire en trois étapes. L’étape principale
est probablement la deuxieme étape (qui décrit le procédé diagonal).

On commence par remarquer que, comme F est séparable, il existe une partie A de
F, dénombrable et dense. Comme A est dénombrable, il existe uns suite (f,)pen- t.q.
A ={f,, p € N*}. On note aussi C = sup,,cy ||T,|lp- (on a C < +oo car la suite (T,;) en
est bornée dans F’).

Etape 1. Dans cette premiere étape, on montre, par récurrence, 1’existence d’une suite
d’applications strictement croissantes ({,)pen+ de N dans N t.q., pour tout p € N*, la
suite (Tlplo...oq)p(n)(fp))neN converge dans R.

L’existence de {; découle du fait que la suite (T,(f1)),en est bornée dans R (en
effet, on a |T,(f1)| < Cl|fi||p). Puis, pour p > 1, en supposant {y,..., 1, construits,
on utilise le fait que la suite (Tlplo,__o%(n)( fp+1))nen est bornée dans R. On obtient
I'existence d’une application strictement croissante {,,1 de N dans N t.q. la suite

(Tq)lo___o%ﬂ(n)(fpﬂ)nEN converge dans R.
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Etape 2 (procédé diagonal). On note ¢, I’application {; o... o {,. La deuxieme
étape consiste a définir { de N dans N en posant

P(n) = @,(n), pour n € N.
La fonction 1 est strictement croissante de N dans N. On va montrer que, pour tout

p € N, la suite (Ty(,)(fp))nen converge dans R. En effet, soit p € N*. Pour n > p, on
a:

Y(n)=1Pjo...0 Uf’p(lppﬂ o...op,(n)) = (Pp(LPpH o...0Y,(n)).
La suite (Ty()(fp))nen est donc extraite de la suite (T(pp(n)( fp)nen @ partir de n = p.
Ceci prouve que (Ty()(fp))nen converge dans R.
Etape 3. On utilise maintenant la densité de A dans F. L’étape 2 nous donne, pour
tout ¢ € A, la convergence dans R de la suite (Ty(;)(8))nen- La densité de A dans F et
le fait que la suite (T,),cy est bornée dans F’ nous permet d’en déduire que la suite
(Ty(n)(f))nen converge dans R pour tout f € F. En effet, soit f € F. Pour tout g € A et
tout m,n € N, on a

|TLp(n)(f) - Tlp(m)(f)l < 2C||f _gHF + |T1p(71)(g) - Tlp(m)(g)l-

On en déduit facilement que la suite (Ty,)(f))nen est de Cauchy dans R et donc est
convergente.

Pour tout f € F, on note T(f) la limite (dans R) de la suite (Ty(;)(f))sen. Comme les
applications T, sont linéaires, I’application T est aussi linéaire (de F dans R). Puis,
comme ||T,||p < C pour tout # € N, on a aussi |T(f)| < C||f||g pour tout f € F. On a
donc T € F’ et, finalement, Ty(n) — T =-faiblement dans F’, quand n — +o0. Ce qui
termine la démonstration. ]

La proposition 8.19 s’applique aux suites bornées de L*(Q)). En effet, grice au
théoreme 6.70 et a la proposition 8.15, I’espace L*°(Q) peut étre identifié au dual de
I’espace L' (Q)), qui est un espace séparable (Q est ici un borélien de RN). On a donc,
par exemple, le résultat suivant :

Proposition 8.20 (Compacité faible-+ séquentielle des bornés de L*°) Soitd > 1.
On note L* ’espace L]‘fg(Rd,B(Rd ), Ag). Soit (u,),eN une suite bornée de L*°, i.e.
telle qu’il existe M € R t.q. ||u,|loo £ M pour tout n € N. Alors, il existe une sous-
suite, encore notée (i) ,en, et il existe u € L* t.q. u,, — u *-faiblement dans L.

Dans le cas p €]1, +oo[, on peut écrire une propriété de compacité faible :

Proposition 8.21 (Compacité faible séquentielle des bornés de LP) Soitd > 1
et soit p €]1,+oo[. On note LP I’espace L%(Rd,B(Rd), Ag). Soit (4y,),en Une suite
bornée de L?, i.e. telle qu’il existe M € R, t.q. |[u,||, <M pour tout n € N. Alors, il
existe une sous-suite, encore notée (U,),cn, et il existe u € LP t.q. u,, — u faiblement

dans LP, ¢’est-a-dire t.q. I(unv —uv)dm — 0 pour tout v € L9, ou q = l%'
On donne maintenant une conséquence, tres utile pour les probabilités, de la proposi-
tion 8.19. Cette conséquence a déja été évoquée dans la remarque 6.95.
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Proposition 8.22 (Convergence étroite d’une suite tendue) Soit d > 1 et (m,,),en
une suite de mesures finies sur B(R?). On suppose que SUP,,eN m,(R%) < +oo. Il
existe alors une sous-suite, encore notée (m,)cx, et une mesure finie sur B(R?) notée
mt.q.

J(pdmn — J(pdm pour tout @ € Co(R?,R).

De plus, si la suite (m,),cy est tendue, on a alors m,, — m étroitement. (Ce der-
nier résultat est aussi vrai si on remplace I’hypothése “(m,,),cn est tendue” par
“«“ d dy»

m,(R%) — m(R*)”).

DEMONSTRATION —  On rappelle que Co(R%,R) = {pe C(R%,R), ¢(x) — 0 quand
|x| = co}. On munit Cy(R?,R) de la norme de la convergence uniforme, c’est-a-dire
lloll, = sup{le(x)], x € RY}. L’espace Co(R?,R), muni de cette norme, est un espace
de Banach séparable (alors que ’espace Cj,(RY, R) muni de cette méme norme n’est
pas séparable).

On note E I’espace CO(Rd,R) (muni de la norme de la convergence uniforme). Pour
neNet@eE, onposeL,(¢p)= f(pdmn. La suite (L,,),cn est donc bornée dans E’,
caron a

Ll < my (RY).

Il existe donc une sous-suite de la suite (#1,,),cn, encore notée (#1,,),¢n, et il existe
LeFE tg.

j(pdmn — L(¢) pour tout ¢ € E.

L’application L est donc une application linéaire positive (c’est-a-dire ¢ > 0 = L(¢p) >
0) de E dans R. D’apres le chapitre 3, il existe alors une mesure finie m sur les boréliens
de R t.q. L(g) = f(pd m pour tout ¢ € E (en fait le théoréme 5.12 donne ce résultat
pour d = 1, la démonstration est semblable pour d > 1). Ceci donne bien le résultat
annoncé, ¢’est-a-dire

J(pdmn - J@dm pour tout ¢ € Co(R%,R).

Il est intéressant de noter que si m1,, est pour tout n € N une probabilité, la mesure
m n’est pas forcément une probabilité et la suite (m,),cy peut ne pas converger
étroitement vers m. (Un exemple pour d = 1 consiste a prendre m,, = d,, et m = 0.)

Toutefois, si on suppose que la suite (m1,,),cn est tendue (ou si on suppose que
m,(R?) — m(R)), la proposition 6.94 (ou la proposition 6.87 pour le cas 1, (R?) —
m(R)) donne la convergence étroite de m,, vers m, ¢’est-a-dire

J.(pdm,, - J(pdﬂl pour tout ¢ € Cb(Rd,R).

Du point de vue des probabilités, la conséquence de la proposition 8.22 est que si
(X,))sen est une suite de v.a.r. dont la suite des lois est tendue, il existe alors une v.a.r.
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X et une sous-suite de la suite X, telle que cette sous-suite converge en loi vers X (cf.
proposition 9.21 pour le cas de vecteurs aléatoires).



Chapitre 9

Vecteurs aléatoires

9.1 Définition, propriétés élémentaires

Définition 9.1 (Vecteur aléatoire) Soir d > 1 et (QQ, A) un espace probabilisable. On
appelle vecteur aléatoire (souvent noté v.a.) de dimension d une application mesurable
de Q dans R? (o RY est muni de la tribu borélienne).

Noter que la notation “v.a.” signifie indifféremment “variable(s) aléatoire(s)” ou
“vecteur(s) aléatoire(s)”.

Proposition 9.2 Soit d > 1 et (Q, A) un espace probabilisable. Soit X une ap-
plication de Q dans R. On note X4,...,Xy les composantes de X (de sorte de
X =(Xy,...,X4)"). On note 6(X) la tribu engendrée par X (et o(X;), pouri=1,...,d
la tribu engendrée par X;). On a alors :

1. 6(X) est la plus petite tribu contenant les tribus 6(Xy),...,0(Xy ).

2. X est un v.a. si et seulement si X; est, pour tout i € {1,...,d}, une v.a.r.

DEMONSTRATION —  On rappelle que o(X) = {X~!(B), B € B(R%)} et que, pour
tout i, 6(X;) = {X;'(A), A € B(R)}. On note C = {[T_, A;, A; € B(R) pour tout i}.
On rappelle que C c B(R?) (voir I’exercice 7.11) et que C engendre B(R?) (c’est
méme encore vrai si on se limite a prendre pour A; des intervalles, ouverts, voir
I’exercice 2.7).

On note T la plus petite tribu contenant les tribus o(Xy), ..., 0(Xy). Soiti € {1, ... ,d}
et A € B(R). En prenant B = ]_[]'@l:1 Ajavec Aj=RsijzietA; =A,ona X-1(B) e
o(X) (car B € C c B(RY)) et X!(B) = X;!(A). On en déduit X;!(A) € o(X) et donc
o(X;) c o(X) pour tout i € {1, ..., d}. Comme o(X) est une tribu, on a donc T C o(X).
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On montre maintenant I’inclusion inverse (c’est-a-dire T D ¢(X)). On remarque que,
siBeConaB= ]_[?:1 A; avec des A; appartenant a B(R). On a donc X~ }(B) =
ﬂfl:l X;l(Ai) € T (car X;l(Ai) € o(X;) € T). Or, il est facile de voir que {B €
B(R%), t.q. X~1(B) € T} est une tribu. Cette tribu contient C, elle contient donc la tribu
engendrée par C, c’est-a-dire B(R?). On vient donc de montrer que {B € B(R%), t.q.
X~1(B) € T} = B(R?), ¢’est-a-dire que X' (B) € T pour tout B € B(R?), ou encore
que o(X) C T. On a bien, finalement, 6(X) = T, ce qui donne le premier item de la
proposition.

Le deuxieme item est un conséquence facile du premier. En effet, si X est un v.a., on
a pour tout 7, 6(X;) C 6(X) C A et donc X; est une v.a.r.. Réciproquement; si X; est,
pour tout i, une v.a.r., on a 6(X;) C A pour tout i. Comme A est une tribu, on a donc
ADTetcomme T = o(X) on en déduit que X est un v.a.. L]

La démonstration de la proposition 9.2 n’utilise pas vraiment le fait que les X; soient
des applications a valeurs dans R. Elle se généralise donc facilement au cas ou les X;
sont des applications 2 valeurs dans R% .

Proposition 9.3 Soitp e N, p > 2, dl,...,dp e N*, soit (Q, A) un espace probabi-
lisable et, pour tout i € {1,...,p}, X; une application de Q) dans R%. On note X =
(Xy,...,X4)t, de sorte que X est une application de Q) dans R* avec d = dy +... + dp.
Soit d > 1 et (QQ, A) un espace probabilisable. Soit X une application de Q) dans R%.
On note o(X) la tribu engendrée par X (et 6(X;), pouri =1,...,p la tribu engendrée
par X;). On a alors :

1. o(X) est la plus petite tribu contenant les tribus 6(X1),...,0(Xp).

2. X est un v.a. (de dimension d) si et seulement si X; est, pour tout i € {1,...,p}, un
v.a. (de dimension d;).

Définition 9.4 (Loi d’un v.a.) Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un
v.a. de dimension d. On appelle loi de probabilité de X, et on note cette loi Px, la
probabilité sur B(R?) image par X de P (c’est-a-dire Px(A) = P(X"1(A)) = P({X €
A}) pour tout A € B(R?)). Si (Xy,...,X ) sont les composantes de X, La probabilité
Px est aussi appelée loi conjointe de (X1, ..., Xy ).

Un exemple important est la loi normale multidimensionnelle.

Définition 9.5 (Loi normale multidimensionnelle) Soir (Q, A, P) un espace proba-
bilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension d. Soit m € R? et D une matrice (a coefficients
réels, de taille d x d) s.d.p. (c’est-a-dire symétrique définie positive). Le v.a. X a pour
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loi N (m, D) (loi normale de paramétre m et D) si Px = f Ay avec :

1
(2m)4/2\[det(D)

Si D est seulement semi—définie positive (c’est-a-dire Du - u > 0 pour tout u € R%)
au lieu d’étre définie positive (¢’est-a-dire Du - u > 0 pour tout u € R%, 1 = 0), la
loi normale N (m,D) est aussi définie, voir la proposition 9.33, mais ce n’est pas
une loi de densité (par rapport a la mesure de Lebesgue), voir [’exercice 10.14 (et
[’exercice 9.16 qui donne un exemple de loi normale bidimensionnelle qui n’est pas
de densité).

flx) =

1
eXP(—E(x = m)tD_1 (x —m)) pour x € R4,

La fonction f donnée dans la défintion 9.5 est bien positive et d’intégrale (de Le-
besgue) égale a 1 (ceci sera d’aileurs démontré dans la proposition 9.33). Nous
verrons aussi dans la proposition 9.33 que si X est un v.a. suivant une loi normale
multidimensionnelle, X est un v.a. gaussien. L’extension de la définition de la loi
normale multidimensionnelle au cas D non inversible permettra alors de dire que les
v.a. gaussiens sont exactement ceux qui suivent une loi normale multidimensionnelle
(proposition 9.33).

Le fait que les composantes du v.a. X suivent une loi normale ne donne pas que X suit
une loi normale multidimensionnelle (voir, par exemple, I’exercice 10.15). Mais, si
les composantes du v.a. X suivent une loi normale et sont indépendantes, le v.a. X suit
alors une loi normale multidimensionnelle (cf. 1’exercice 9.10 ou I’exercice 10.15).

Définition 9.6 (I-eme projecteur) Soit d > 1. On appelle i-éme projecteur de R?
Uapplication 1, de R dans R, qui a un vecteur de R? fait correspondre sa i-éme
composante dans la base canonique de R°.

Définition 9.7 (Probabilité marginale) Soird > 1.

1. Soit p une probabilité sur les boréliens de R? etie(l,...,d). On appelle i-eme
probabilité marginale de p, la probabilité sur les boréliens de R défini par p;(B) =
p(T(i_l (B)) pour tout B € B(R). (On a donc, par exemple, p;(B) = p(BxR41),)

2. Soit (Q), A, P) un espace probabilisé et X un vecteur aléatoire de dimension d.
On appelle i-eme loi de probabilité marginale du vecteur aléatoire X (ou i-eme
probabilité marginale du vecteur aléatoire X) la probabilité marginale de Py (c’est
donc aussi la mesure image de Px par le i-éme projecteur 1;). La remarque suivante
montre que cette probabilité marginale est en fait la loi de X; notée Py ..
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Remarque 9.8 Soit (Q, A, P) espace probabilisé, d > 1 et X = (X, ..., Xz)" un
vecteur aléatoire de dimension d. On note g; la i-eme probabilité marginale du vecteur
aléatoire X. Soit B € T, par définition de la loi marginale, on a :

q:(B) = Px (1, (B)) = P(X ! (1} (B))).

Comme X; = 1t; 0 X, on a donc :

La probabilité g; est donc aussi la loi de la variable aléatoire X;.

Remarque 9.9 Soit (), A, P) espace probabilisé, d > 1 et X = (X, ..., X;)! un
vecteur aléatoire de dimension d. La connaissance de Py entraine la connaissance des
Py,. La réciproque est en général fausse.

On définit la densité d’une loi de maniere analogue au cas scalaire.

Définition 9.10 (Loi de densité) Soir p une probabilité sur B(R%) (d > 1), on dit que
p est une probabilité de densité (par rapport a la mesure de Lebesgue) s’il existe une
application borélienne f de R4 dans R, t.q. p=fAs

De méme que dans le cas scalaire, on a un théoréme qui donne la correspondance entre
I’intégrale par rapport a la probabilité P d’une fonction de la v.a.r. X et I'intégrale de
cette fonction par rapport a la probabilité Py :

Théoreme 9.11 (Loi image) Soit d > 1, (QQ, A, P) un espace probabilisé, X un v.a.
de dimension d et Px la loi de X. Soit ¢ une application borélienne de R dans R. On
a alors (On rappelle que @(X) désigne @ o X) :

1. (X) € L%(Q,A,P) si et seulement si @ € LIE(Rd,B(]Rd), Px),

2. L’égalité
[ ooae= [ an,
Q R4

est vraie si @ prend ses valeurs dans R, ou si @ est bornée ou encore si ¢(X) €
LL(Q, AP).

Définition 9.12 (Fonction de répartition)

Soit d > 1, (QQ, A, P) un espace probabilisé, X = (X1,...,X4)" un v.a. de dimension d
et Px la loi de X. On appelle fonction de répartition du vecteur aléatoire X la fonction
définie de R dans [0,1] par : Bx(ty,...,t3) = P({Xy < tq,..., X4 < ta}).
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Proposition 9.13 Soit d > 1, (Q),.A,P) un espace probabilisé et X un v.a. de dimen-
sion d de fonction de répartition Fx. Alors :

1. 0 < Fx(t) < 1 pour tout t e R ;

2.Sit,t’ eRE t <t (e t; < t!, pourtouti=1,...,d), Fx(t) < Fx(t'),
3. Bx est continue a droite en tout point;

4. B(ty,...,tg) = 1lorsque (tq,...,t5) = (+00,...,+0);

5. Bx(tq,...,tg) = 0 lorsque t; — —co (a i fixé).

La démonstration découle facilement des propriétés d’une mesure (monotonie, conti-
nuité croissante et continuité décroissante).

Proposition 9.14 Soit d > 1, (QQ,.A,P) un espace probabilisé et X un v.a. de di-
mension d de fonction de répartition Fy. Si Fy € C%(R%,[0,1]), alors Px est une
probabilité de densité (par rapport a Lebesgue) et cette densité, notée fx, vérifie

N
© 0xy...0x,

fx Ag-p-p-. 9.1)

DEMONSTRATION — On suppose que d = 1. Pour tout 4,b € R, a < b, la définition
de Fx donne Px(]a,b]) = Fx(b) — Fx(a). Mais, comme Fy est de classe C', on a

Fx(b) - Fx(a) = Jab F; (t)dt. En notant m la mesure de densité Fy par rapport a A, on a
donc Px(]a, b]) = m(]a, b]) pour tout a,b € R, a < b, ce qui est suffisant pour dire que
Py = m (en utilisant, par exemple, la proposition 2.31).

Pour d > 1, on note m la mesure de densité d?Fy/dx; ... dx, par rapport 2 A,4. Un

raisonnement voisin du précédent donne m(]_[fl:1 la;, b;]) = PX(]_[?:1 la;, b;]) pour tout

a;,b; eR,a; <b;,i=1,...,d. On en déduit m = Px avec la proposition 2.31.
n

Définition 9.15 (Espérance) Soir (Q), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X = (Xy,
..., Xg)! un vecteur aléatoire de dimension d. On suppose que E(|X;|) < co pour
touti €{1,...,d}. L’espérance de X, notée E(X), est alors le vecteur de R? dont les
composantes sont les espérances des X;, c¢’est-a-dire E(X) = (E(X;),...,E(X,;))%.

Remarque 9.16 Soit (), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X = (X, ..., Xy)'
un vecteur aléatoire de dimension d t.q. E(|X;|) < oo pour tout i € {1,...,d}. Soit
u € R?. L’application u - X (qui 2 w € Q associe u - X(w), on rappelle que & - nestle
produit scalaire canonique de ¢ et 1] dans RY) est une v.a.r. intégrable et il est clair que
E(u - X) = u - E(X). L’application u > E(u - X) est donc I’application linéaire sur RY
représentée par E(X).
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Définition 9.17 (Variance, covariance) Soir (Q, A, P) un espace probabilisé, d > 1
et X = (Xy, ..., Xy)! un vecteur aléatoire de dimension d. On suppose que E(Xf) <00
pour tout i € {1,...,d}. On définit alors la matrice de covariance de X, notée Cov(X),
comme la matrice dont le coefficient i, j est donné par :

Cov(X); ; = E((X; = E(X;))(X; — E(X}))) pour tout i,j € {1,...,d}.

On a donc C;; = Var(X;) et C;; = Cov(X;,X;) (noter d’ailleurs que Cov(X;, X;)
= Var(X;)). Enfin, on peut aussi noter que Cov(X) est I’espérance de la matrice
(X -E(X)(X -E(X))".

Remarque 9.18 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X = (X, ..., Xy)!
un vecteur aléatoire de dimension d t.q. E(Xf) < oo pour tout i € {1,...,d}. Pour
tout # € RY, on a donc E((u - X)?) < oo et il est facile de voir (voir I’exercice 9.6)
que Var(u - X) = u’Cov(X)u. La matrice Cov(X) est donc la matrice de la forme
quadratique u — Var(u - X), définie sur R¥. Cette matrice est donc symétrique et
semi—définie positive. On peut aussi noter que, pour tout 1, v € R%, on a u*Cov(X)v =
E((u - X—u-E(X))(v-X—-v-E(X))).

Comme dans le cas des v.a.r., on définit la convergence en loi de v.a. a partir de la
convergence étroite (ou vague, puisque c’est équivalent pour des probabilités) des lois
des v.a.. La convergence étroite est définie dans la définition 6.86.

Définition 9.19 (Convergence en loi de v.a.) Soir (QQ, A, P) un espace probabilisé,
d > 1, (X,,)en une suite de v.a. de dimension d et X un v.a. de dimension d. On dit
que X,, — X en loi, quand n — +oo, si :

J @(X,,)dP — f @(X)dP pour tout ¢ € Cy(R?, R).
Q Q

(Ce que est équivalent a dire que Py, — Px étroitement.)

Comme pour les v.a.r., il est possible de définir la convergence en loi pour une suite
de v.a. définies sur des espaces probabilisés différents (c’est-a-dire que X,, est définie
sur l’espace probabilisé (Q,,, A,,, P,) dépendant de n, et X est définie sur (QQ, A, P)).
11 suffit que tous les v.a. aient méme dimension. Nous utiliserons parfois implicitement
cette définition plus générale.

Ici, comme dans le cas des v.a.r.,, on remarque que la convergence en loi donne la
tension de la suite des lois. Ceci est donné dans la proposition 9.20.



9.2. INDEPENDANCE 569

Proposition 9.20 Soit (Q), A, P) un espace probabilisé, d > 1, (X,,)en une suite de
v.a. de dimension d et X un v.a. de dimension d. On suppose que X,, — X en loi. La
suite (Px, )nen est alors tendue, c’est-a-dire

lim P({|X,| > a}) = 0 uniformément par rapport a n.
a—+o0

DEMONSTRATION — Le résultat est donnée par proposition 6.93 en prenant m,, =
PX |

n'

La proposition 9.20 admet une réciproque partielle qui est due a la proposition 8.22.
Nous donnons maintenant cette réciproque (partielle).

Proposition 9.21 Soit d > 1, (), A, P) un espace probabilisé et (X,,),cN une suite
de v.a. de dimension d. On suppose que la suite des lois des X,, est tendue. Il existe
alors un v.a. X (de dimension d) et une sous-suite de la suite (X,,),cN telle que cette
sous-suite converge en loi vers X.

DEMONSTRATION — Pour n € N, on note m,, laloi de X,,. Comme (1m,,),,cy est une
suite tendue de probabilités sur B(R?), la proposition 8.22 donne 1’existence d’une
probabilité m sur B(Rd) t.q. m,, — m étroitement. En prenant un v.a. X t.q. Px =m
(X n’est pas nécessairement défini sur le méme espace probabilisé€), on a donc la
convergence en loi de X, vers X. |

9.2 Indépendance

Définition 9.22 Soit p € N, p > 2, dy,...,d, € N". soit (O, A,p) un espace pro-
babilisé et, pour tout i € {1,...,p}, X; un v.a. de dimension d;. Les v.a. X1pes Xp
sont dits indépendants si les tribus 0(Xy),...,0(X,) (engendrées par Xy,...,X,) sont
indépendantes (cf définition 2.57, p. 69)

La proposition suivante donne des opérations possibles sur 1’indépendance.

Proposition 9.23 Soitpe N, p > 2, dl,...,dp € N*. soit (QQ, A) un espace probabili-
sable et, pour tout i € {1,...,p}, X; un v.a. de dimension d;. On suppose que les v.a.
Xiyeees Xp sont indépendants. On se donne maintenant une suite strictement croissante
Pos--Pg (922)tg. 1 =py<...<p,=p+1et pouri€fl,...q} onnoteY;le
va. (X Xpi_l)t, qui est donc un v.a. de dimension r; =d,  +...+d, _1.0Ona
alors

piaree

1. Les v.a. Yl,...,Yq sont indépendantes,
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2. Si @, est, pour tout i € {1,...,q}, une application borélienne de R’ dans R® (avec
si €NY), lesv.a. 1(Y1), ..., @4(Y,) sont indépendants.

DEMONSTRATION — le premier item est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 2.59 (sur I’indépendance de tribus) et de la proposition 9.3. Le second item est
une conséquence immédiate du premier car o(@;(Y;)) C o(Y;) pour tout i. |

Remarque 9.24 Soit (€),.A) un espace probabilisable et X,Y deux v.a. (pas néces-
sairement de méme dimension). La proposition 9.23 montre que si X et Y sont
indépendants, toute composante de X est indépendante de toute composante de Y.
Réciproquement, si toute composante de X est indépendante de toute composante
de Y, on en déduit que X et Y sont indépendants. Ceci est encore une conséquence
simple de la proposition 2.59.

On donne maintenant une généralisation de la proposition 4.59.

Proposition 9.25 Soit (), A, P) un espace probabilisé, n > 2 et Xq,...,X,, des v.a.
indépendants, de dimension dy,...,d, € N*.

1. Soit, pour tout i € {1,...,n}, une fonction borélienne, notée @;, de R% dans K+. On
a alors :

B(| Joixan =] [E(@itXi). 92)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si [’un des termes est nul.)

2. Soit, pour tout i € {1,...,n}, @; une fonction borélienne de R% dans R. On suppose
que @(X;) est intégrable pour tout i = 1,...,n. La v.a.r. [|_; @;(X;) est alors
intégrable et ’égalité (9.2) est vraie.

3. Soit, pour tout i € {1,...,n}, @; une fonction borélienne bornée de R% dans R.
Alors, Iégalité (9.2) est vraie.

N.B. Comme dans la proposition 4.59, ’item 3 est donc une condition nécessaire
suffisante pour que les v.a. Xq,...,X,, soient indépendants.

La démonstration suit pas a pas celle de la proposition 4.59, sans difficulté supplémen-
taire.

Remarque 9.26 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. La proposition 9.25 donne
aussi des résultats quand les fonctions ¢; sont a la valeurs dans R avec r; = 1.
Par exemple, soit X,Y deux v.a. indépendants de dimensions d. On suppose X et Y
intégrables (c’est-a-dire E(|X|) < oo et E(|Y]) < o0). La v.a.r. X-Y est alors intégrable
et E(X-Y)=E(X)-E(Y).
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Plus généralement, soit X est un v.a. de dimension d, Y est un v.a. de dimension d,
X, Y indépendants. On suppose que ¢ est une fonction borélienne de R¥ dans R” et

1 une fonction borélienne de R¥ dans R t.q. @ o X et P o Y soient intégrables. On a
alors @ o X - oY intégrable et E(po X-{PoY)=E(poX)-E(PoY).

Enfin, si X4,...,X,, sont des v.a. indépendants de dimension d (d > 1), la formule
donnée dans la proposition 6.97 se généralise et donne :

n
Cov(X; +...+X,) = ZCOV(XZ-).
i=1

Pour le montrer, il suffit de traiter le cas n = 2 (qui est traité dans I’exercice 9.8) et de
faire une récurrence sur #.

On donne maintenant la généralisation de la proposition 4.61.

Proposition 9.27 Soit (), A, P) un espace probabilisé, n > 2 et Xq,...,X,, des v.a.
de dimension dy,...,d, € N*. Ces v.a. sont indépendants si et seulement si on a, pour
tout famille {¢;, i =1,...n} t.q. ¢; € C.(R%,R) pour tout i,

B(| Joixan =] [Blo:Xi)), 9.3)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si I’un des termes est nul.)

Ici encore, la démonstration suit pas a pas celle de la proposition 4.61, sans difficulté
supplémentaire.

Théoreme 9.28 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes) Soit (QQ, A, P) un espace
probabilisé.
1. Soit X, Y deux v.a.r.. Les v.a.r. X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi du
va. (X,Y)! (ou du couple (X,Y)) est Px,y) = Px ®Py.
2. Soit Xq,...,X,, (n>2) nv.a. de dimension dy,...,d, € N*.
On pose Z = (Xy,...,X,,)! (Z est donc un v.a. de dimension d; + ... +d,). Les

va. Xq,...,X,, sont indépendantes si et seulement si la loi du v.a. Z est Py =
Py, ®...®P .

DEMONSTRATION — La démonstration du premier item fait partie de I’exercice 9.9.
le second item est une généralisation assez simple (en faisant, par exemple, une
récurrence sur 1 pour se ramener au cas 11 = 2). |
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On utilise souvent en théorie des probabilités une suite (finie ou infinie) de v.a.r.
indépendantes ayant des lois prescrites. Le théoréme suivant montre qu’il existe effec-
tivement un espace probabilisé et une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
sur cet espace ayant des lois prescrites.

Théoreme 9.29 (Existence de v.a.r. indépendantes de lois prescrites)

Soit (py,)nen+ une suite de probabilités sur B(R). On a alors :

1. Pour tout n € N*, il existe un espace probabilisé, noté (), A, P), et une suite finie
de v.a.r. indépendantes, notées Xy, ...,X,, t.q. Px, = py pour tout k € {1,...,n}.

2. Il existe un espace probabilisé, noté (0, A, P), et une suite de v.a.r. indépendantes,
notée (X,,)nen- t.q. Px, = p, pour tout n € N*.

DEMONSTRATION — Nous démontrons ici le premier item. Le second (plus difficile)
sera admis. Soit n € N*. Un raisonnement par récurrence utilisant le théoréme d’exis-
tence (et unicité) de la mesure produit (théoreme 7.3) permet de construire une mesure
p sur B(R") vérifiant, pour toute famille Ay,..., A, de boréliens de R :

P(ﬁAi) = ﬁpi(Ai)~
i=1 i=1

Onadoncp=p;®...®p,.

On prend alors (QQ, A, P) = (R", B(R"), p) et, pour tout i = 1,...,n, X; est ’application
qui a w € R” associe sa i-ieéme composante. Enfin, on note X = (X,...,X,,)!, de sorte
que X est un v.a. de dimension 7.

Pour tout w € R”, on a X(w) = w, ceci prouve que Py = P. Puis, pour tout i € {1,...,n},
on a X(w) = w; (ol w; désigne la i-itme composante de w). On en déduit que P, = p;.
Enfin, comme p = p; ®...®p,, on a aussi Px = px, ®...®px, . Le théoreme 9.28
donne donc que les v.a.r. Xq,...,X,, sont indépendantes. [

On s’intéresse maintenant a la somme de variables aléatoires indépendantes.

Proposition 9.30 (Loi de la somme de v.a. indépendantes) Soit (Q, A, P) un espace
probabilisé, d > 1 et X, Y deux v.a. indépendants de dimension d. Alors, Px.y =
PX * Py.

DEMONSTRATION —  Soit ¢ une fonction borélienne bornée de R? dans R. Comme
X'et Y sont indépendants, on a P y) = Px ® Py (par le théoréme 9.28) et donc :

[ooconie=[ ot paryemn= [ [ otesnarcnrn

La définition de la convolution de mesure donne (voir la définition 7.26 et la proposi-
tion 7.27 :

_fRd J]Rd @(x +y)dPx(x)dPy(y) = J;W @(z)d(Py * Py)(z).
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On en déduit que jQ P(X+Y)dP = fRd @(z)d(Px * Py)(z), c’est-a-dire Py,y = Py = Py.
[

9.3 Vecteurs gaussiens

Soit m € R et o > 0. On rappelle que la loi normale N (11, 52) est la probabilité (sur
B(R)) de densité f avec, pour x € R,

1 _ (x—m)2
= exp 202,
oV2m

Pour introduire les v.a. gaussiens, il est utile de définir aussi la loi normale N (m, 0).
Cette loi normale est la probabilité (sur B(R)) 9,,, (appelée mesure de Dirac au point m).
Comme elle vérifie, pour tout fonction ¢ borélienne de R dans R, f(pd O = @(m),
il est facile de vérifier que N (m,0) est la limite étroite, quand ¢ — 0, o > 0, de

N (m,c?).

f(x)

Définition 9.31 Soir (Q), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension
d. le v.a. X est un v.a. gaussien si u - X est, pour tout u € Rd, une v.a.r. gaussienne.

Remarque 9.32 Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension
d. On suppose que chaque composante de X est une v.a.r. gaussienne. Alors, le
vecteur X n’est pas nécessairement gaussien. Mais, si les composantes de X sont
indépendantes, le vecteur X est alors un v.a. gaussien. On peut aussi montrer que si X
est un v.a. gaussien et que les composantes de X sont indépendantes deux a deux (ou
si on a seulement Cov(X;, X;) = 0 pour tout 7, j € {1,...,d} tels que i # j), alors les
composantes de X sont indépendantes (voir I’exercice 10.15 pour tous ces résultats).

Les v.a. gaussiens sont les vecteurs qui suivent un loi normale multidimensionnelle,
dont la définition est donnée dans la définition 9.5, a condition d’étendre convena-
blement la définition 9.5 au cas D non inversible. C’est I’objectif de la proposition
suivante.

Proposition 9.33 Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimen-
sion d.

1. Soit m € R? et D une matrice s.d.p. (de taille d x d). Si X ~ N'(m, D), oi N (m, D)
est définie par la définition 9.5, alors X est un vecteur gaussien, E(X) = m et
Cov(X) =D.

2. Si X est un vecteur gaussien, on pose m = E(X) et D = Cov(X). Alors, la loi de X
ne dépend que de m et D. Si D est inversible on a X ~ N (m, D) (oit N'(m, D) est
définie par la définition 9.5).
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Ceci permet de définir N'(m,D) dans le cas on D est seulement symétrique semi—
définie positive (et m € R?). On définit N'(m, D) comme étant la loi d’un vecteur
gaussien de dimension d t.q. m = E(X) et D = Cov(X) (on peut montrer qu’un tel
vecteur existe).

DEMONSTRATION —

1. Démonstration du premier item.

On suppose que X ~ N (m, D) avec m € RY et D une matrice s.d.p.. Comme D est
une matrice s.d.p., il existe une matrice diagonale M dont les termes diagonaux sont
strictement positifs (ce sont les valeurs propres de M) et une matrice orthogonale P
(c’est-a-dire que P~ = P?) telles que D = PMP. On note N la matrice diagonale
dont les termes diagonaux sont les racines des termes diagonaux de M, de sorte que
N2 =M, D = P'NNP et donc, en notant N = N~!, D~! = PANNP = (NP)!NP.
On remarque aussi que det(D) = det(M) et donc det(N) = 4/det(D).

On montre tout d’abord que E(X) = m. On a

—%(x-m)tD7! (x=m) g

’

1
X)= —j xe
(2m)4/2/det(D) Jre
ce qui donne, avec le changement de variable x — m = PNy, dont le jacobien est

det(N) (c’est-a-dire y/det(D)),

1 1.t m 1.t
E(XX)=——— | P/Nype 2¥¥dy+ ——— ~2YYdy.
( ) (21.()01/2 J;%d ye ? y+ (27[)11/2 J;Rd e’ y

En notant y1,...,y, les composantes de y, on a y'y = Z?Zl yiz et donc

d
1ot 1.2
e 2V Vdy = | |J e 2% dy: = (Zn)d/2
JI‘R‘} Y iz1 JR ¢

) _1 . e
et, pourtout i € {1,...,d}, IR y;e 2ytydyi = 0, ce qui donne, par linéarité de I’inté-
grale,

J;Qd PtNye_%ytde =P'N JRd ye_%ytydy =0.

On obtient bien finalement E(X) = m.

On montre maintenant que D = Cov(X). Le simple fait que X soit un vecteur
aléatoire de dimension d tel que E(|X|?) < +oco nous donne que, pour tout u € R%,
Var(u-X) = u'Cov(X)u (voir I'exercice 9.6). Comme D et Cov(X) sont des matrices
symétriques, il suffit donc de montrer que Var(u - X) = u!Du pour tout u € R? pour
conclure que D = Cov(X).

Soitu € R%. On a

Var(u - X) = Var((X —m) - u) = E(u’ (x = m)(x —m)'u) =

1 1 ty-1
t _ _ o\t ,— 5 (x—m)' D7 (x—m)
u (JW —(2n)d/2 (x—m)(x—m)'e 2 dx)u. 9.4

ydet(D)
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Avec le changement de variable x — m = P'Ny on obtient

1
R4 \/det(D)(x

Pouri = j,ona IRd yiyje*%ytydy =0et, pouri = j, de yize*%yr?dy = (21)%2. On
en déduit, en notant I; la matrice identité de taille d x d,

JW e ¥y = (2m) "1,

et donc, en revenant & 9.4, Var(u - X) = u'P'NNP = u'Du. Ce qui prouve bien que
D = Cov(X).

—m)(x — m)t e 2o DT ) gy PtN( J yyte_%ytydy)NP.
R4

Il reste & montrer que X est un vecteur gaussien, c’est-a-dire que, pour tout u € R4,
u - X est une v.a.r. gaussienne, ce qui est équivalent & montrer que u - (X — m) est
une v.a.r. gaussienne centrée. Le cas u = 0 est immédiat (on obtient la loi A/ (0, 0)).
On peut donc se limiter & u = 0 et méme u tel que |u| = 1 (car si Z est un v.a.r.
gaussienne centrée, aZ est encore une v.a.r. gaussienne centrée pour tout o € R).
Soit donc u € R? tel que |u| = 1. On va montrer que u - (X — m) est une v.a.r.
gaussienne centrée.

Soit ¢ une fonction borélienne bornée positive de R dans R. On a, en utilisant le
changement de variables (x —m) =y,

KXem) = — Y )V DY

Blotu (X-m) = s | otu-pietrevay,

Comme |u| = 1, on peut choisir une base orthonormée de R? pour laquelle u est
le premier vecteur. Il existe alors une matrice orthogonale Q (appelée matrice de
passage, elle est formée par les vecteurs de cette nouvelle base) telle que, pour tout
v € RY, v = Qz avec z; = u - y. Le changement de variables y = Qz donne alors
dans la formule précédente, en notant que |[det(Q)| = 1 et en posant D = Q*D~!Q,

E(@(u - (X—m) e"27D2g;,

1
) (270)4/2\/det(D) J.]Rd ola)
La matrice D est encore une matrice s.d.p.. On peut utiliser sa décomposition de
Cholesky (plus exactement la décomposition de Cholesky obtenue en changeant
I’ordre des inconnues). Il existe une matrice inversible triangulaire inférieure, notée
L, telle que D = L'L. Les coefficients diagonaux de L sont strictement positifs et
det(L) = y/det(D) = 1/4/det(D). Le changement de variables y = Lz donne alors,
en notant « le terme de L en premiere ligne et premiere colonne,

1 Y1, 1yt
Elplu- (X=m) = s [ o2y,

Enfin, en intégrant (grace au théoréme de Fubini-Tonelli) d’abord par rapport a
V2,...,Vy, et en utilisant le changement de variable y; = ax;, on obtient

Elptu- (X=m) = o | aptenge b,

Ceci qui prouve que u - (X —m) ~ N'(0,a~?) et termine la démonstration du premier
item.
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2. Démonstration du deuxieme item. On suppose que X est un vecteur gaussien et on
pose m = E(X) et D = Cov(X). On montrera dans la proposition 10.23 que la loi de
X ne dépend que de m et D. (On admet ce résultat ici.)

Si D est inversible (et donc D est s.d.p.), soit Y un v.a. de dimension d tel que Y ~
N (m,D). D’aprés le premier item de cette proposition, Y est un vecteur gaussien,
E(Y) =m et Cov(Y) = D. comme la loi d’un vecteur gaussien ne dépend que de son
espérance et de sa covariance, les vecteurs gaussiens X et Y ont méme loi. On a
donc X ~ N (m, D)

Remarque 9.34 La notion de vecteur aléatoire gaussien (et de loi normale multidi-
mensionnelle) généralise 1a notion de variable aléatoire gaussienne (et de loi normale).
Le théoreme central limite que nous avons énoncé dans la remarque 6.101 se géné-
ralise au cas vectoriel. Soit ((), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et (X,,),,cn+ une
suite de v.a. de dimension d i.i.d.. On suppose que E(|X;|?) < 0. On pose E(X;) = m,
D = Cov(X) et, pour 1 € N*,

1 n
Y, = NG ;(Xi —m).

La suite (Y},),ene converge alors en loi vers tout v.a. Y dont la loi est la normale
multidimensionnelle N (0, D). (Voir la définition 9.5 et la proposition 9.33 pour la
définition de cette loi normale multidimensionnelle.) Ceci sera démontré au chapitre
10 (théoreme 10.24) en utilisant la transformation de Fourier.

9.4 Exercices

9.4.1 Définition, propriétés élémentaires
Exercice 9.1 (Application mesurable)

Soient (E, T) un espace mesurable et ( fi)x=1,. n une famille de fonctions mesurables
de E dans R muni de la tribu borélienne. Montrer que I’application f définie de E
dans RN par : (x,...,x) — f(x) = (fi(x),... fy(x)) est mesurable.

Exercice 9.2 (Probabilités marginales) Cet exercice montre en particulier (avec les
questions 2 et 3) que la connaissance des lois de probabilité marginales ne détermine
pas forcément la loi de probabilité.

On note A, la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R? et O(a,p) la mesure de
Dirac en (a,b). Soit p une probabilité sur les boréliens de R?, on note p; et p, ses
probabilités marginales.
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1. Soit (a, b) € R?. Montrer que p = O(a,b) Si €t seulement si p; = O, et py = 9,

Corrigé —  On suppose que p = d(,p). On a alors, pour tout A € B(R), py(A) =
P(AxR)=1siaec Aet0sia¢ A On en déduit que py = d,. Un raisonnement
analogue donne p, = dp.
On suppose maintenant que py = o, et p, = dp. On remarque alors que
{a,b}" C ({a}* xR) U (R x {b}°)

et donc

p({a, b)) < p({a}* x R) + p(R x {b}) = p1 ({a}) + p2({b}*) = 0.
On en déduit que p = d(4,p)-

2. On suppose que p = U([0,1]?) (c’est-a-dire p = 1jo,112A2) Montrer que p; = p; =
U([0,1]) (c’est-a-dire p; = py = 119,1[A).
Corrigé — Soit Be B(R), ona
puB)=p(BxR) = [ 1pwidany) = MBI, 1)

1012
et donc py = 1yo,1| . Un raisonnement analogue donne p; = 1jg 1A

3. Pour A € B(IR?), on pose p(A) = A({t € [0,1], (t,t) € A}). Montrer que p est une
probabilité sur les boréliens de R? et que p; = p, = U([0, 1]).

Corrigé — On remarque tout d’abord que si A € B(R?) I’ensemble {t € [0,1],
(t,t) € A} est un borélien de R car c’est la projection sur la premiére coordonnée
d’un borélien de R?. On remarque ensuite que p(R?) = 1 et que p est c-additive.
Ceci montre que p est une probabilité.

On calcule maintenant py et p,. Soit B € B(R), on a
p1(B) =p(BxR) = A({t e BN[0,1]})
et donc py = U([0,1]). Un raisonnement analogue donne p = 1o 1\

N.B. On peut remarquer que p = U([0,1]?)...

Exercice 9.3 (Somme de v.a.r. avec lois de Poisson) Soient X; et X, deux v.a.r.
sur I’espace probabilisé (E, T, p) suivant des lois de Poisson de parametre A; et A,
respectivement, montrer que X; + X, suit une loi de Poisson de parametre A + 5.

. . . . VN
(On rappelle que la loi de Poisson de parametre A est donnée par ) e X%bk, ou
Oy désigne la mesure de Dirac en k).

Exercice 9.4 (Exemple de loi pour le max de deux v.a.r.) On considére deux va-
riables aléatoires réelles X et Y qui ont pour loi de probabilité conjointe la loi dans le

2 2
plan R? de densité f (xy)= 2T3(52 exp(—x;g ) par rapport a la mesure de Lebesgue

de R?, ¢ étant un nombre réel donné non nul. Quelle est la loi de probabilité de la
variable aléatoire Z = max(|X|,|Y])?
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Corrigé — On peut supposer ¢ > 0. Soit ¢ une fonction de R dans R, borélienne
bornée. On va chercher la loi de Z en exprimant convenablement E(@(Z)) grdce a la
connaissance de la loi du couple (X,Y).

2 42
J J max(|x|, |y]) ) ( 202}] )dxdy.

On en déduit facilement que

E(@(2) = — jomcpu)exp(—z%)(fe p(- 2)dy)d

2mo?

u 2
Pour u >0, on pose e(u) = J exp(—%)d{. On a alors
0

o 2
BoZ) = o [ etexpl- 2o el

TG 202
La loi de Z a donc une densité par rapport a la mesure de Lebesgue de R et cette densité

g est donnée par
x? | x

80 = —1g (exp(—y)e(X).

Exercice 9.5 (Calcul de lois) Soit (Q, T, P) un espace probabilisé et (X, Y) un vecteur
aléatoire (de dimension 2) de loi de densité

1. Déterminer la densité de la loi de la v.a.r. X% + Y2.

Corrigé — On pose Z = X? + Y. Soit @ une fonction borélienne bornée de R dans
R. Ona

TC

E(@(Z)):.&Zw(x2+y )%e 30490 4 (x, ).

On peut passer dans cette intégrale en coordonnées polaires. On obtient

+o0 2T +oo
= LJ- f (p(rz)e_%rzrdedr = J (p(rz)e_%rzrdr.
2o Jo 0

Le changement de variable r* = s donne alors

+00 1
= f P(s)e 2*>
0

Lav.a.r. Z a donc une densité. Cette densité est donnée par la fonction g définie par :

g(y):% Ssip>0erg(y)=0siy<O0.

2. Déterminer la densité de la loi de la v.a.r. |X]| +|Y].

Corrigé — On pose T = |X|+|Y|. Soit ¢ une fonction borélienne bornée positive de
R dans R. On a

T = [ ol +lphge 2 )
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La parité en x et en y de la fonction que [’on intégre sur R? nous permet d’écrire
1
Blo(M) =4 | olrsp)gme 7 )
(®,)? 2m
Le théoréme de Fubini-Tonelli nous donne alors

= 4J+m ( fm @(x+ y)ie_%(xzwz)dy)dx
0 0 27 '

Pour tout x € R, fixé, on utilise le changement de variable x + y = z dans l’intégrale
par rapport a y. On obtient

+00
J. J. —e_%(xz”z %)’ )1]X’+m[(z)dz)dx.

On remarque maintenant que 7(x +(z—x)?) =x?—zx+ %z =(x- —z) + 42 Ceci
donne en réutilisant le théoreme de Fubini-Tonelli et le fait que 11y ,o[(2) = 110,2(%)

:4J-+Oo(p(z)e_éllzz( Zie (x=32)? dx)dz
0 0 2m

i _l,_t
Le changement de variable x — 5z = 73 ous donne
V2 V2
21 771 2 771 2 1 2
32 gy = J. S dt = — e Tdt= —e(£z)
0 2T V2, 2\/_7( 0o V2w V2m
en posant pour s > 0, e(s JO e 2 dt. On obtient donc
+00 2
E(q(T)) = J REALIA CRYSEIN

0 T 2

La v.a.r. T a donc une densité. Cette densité est donnée par la fonction g définie par :

gw) = 2( (‘f z)e” i sipy>0etg(y)=0siy<0.

Exercice 9.6 (Matrice des moments, matrice de covariance) Soit ((),.A, P) est un
espace probabilisé. Soit X un vecteur aléatoire de dimension d (d > 1), dont toutes
les coordonnées (notées X;, i = 1,...,d) sont supposées étre de carré intégrable. La
matrice des moments d’ordre 2 du v.a. X est la matrice E(XX"), dont le terme (i, j) est
le réel E(X;X;), et on rappelle que la matrice de covariance de X, notée Cov(X), est
la matrice E((X — E(X))(X — E(X))!) = E(XX") = BE(X)E(X)!, dont le terme (i, j) est la
covariance des v.a.r. X; et X;. (La notation X! désigne le transposé du vecteur X.)

1. Soit u € R, montrer que u'E(XX!)u = E((u - X)?) et que u'Cov(X)u = Var(u - X)
(On rappelle que u - X = Zle u; X; = uX).
Corrigé — L’application Z v E(Z) est linéaire, on en déduit que
u'B(XX"u = E(u'XX'u) = E((u - X)?).

Cette égalité appliquée au vu v.a. X — E(X) donne u*Cov(X)u = Var(u - X) car
u-X-E(u-X)=u-(X-EX)).
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2. Montrer que les matrices E(XX') et Cov(X) sont symétriques et semi—définies
positives.
Corrigé — Il est facile de voir que B(XX") et Cov(X) sont des matrices symétriques
(car pour toutes v.a.r. Y,Z on a E(YZ) = E(ZY)). La question précédente donne
wBE(XXH)u > 0 et ut Cov(X)u > 0 pour tout u € R4, ce qui signifie que les matrices
E(XX?") et Cov(X) sont semi—définies positives.

3. Montrer que si A est une matrice k x d et b un vecteur de RF, Y = AX + b, alors
E(Y) = AE(X) + b et Cov(Y) = ACov(X)A!.
Corrigé — Comme X est un v.a. de carré intégrable, la fonction Y est aussi un v.a.

de carré intégrable. En utilisant la linéarité de I’application Z — E(Z), on calcule
son espérance et sa variance :

E(Y) = E(AX + b) = AE(X) + E(b) = AE(X) + b,
Cov(Y) = E([A(X - E(X))][A(X - E(X))]")
= E(A[X - E(X)][X - E(X)]'A")
= AE([X - E(X)][X - E(X)]")A" = ACov(X)A".

4. Montrer que si Cov(X) n’est pas inversible, alors le v.a. X prend p.s. ses valeurs
dans un sous—espace affine de R? de dimension (inférieure ou) égale a d — 1, et que
la loi de X n’est pas absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de
RY, notée A, (i.e. cette loi n’est pas a densité dans RY).

Corrigé — Si Cov(X) n’est pas inversible, il existe u € R%, u # 0, t.q. Cov(X)u = 0.
On a donc Var(u - X) = u' Cov(X)u = 0, ce qui donne u - X = E(u - X) p.s.. On pose
B =E(u-X) et on a donc :

X eHp.s.avecH={veR? 1.q. u-v=_phL
Comme u # 0, I’ensemble H est un sous—espace affine de RY de dimension égale a
d-1.

L’ensemble H étant de dimension d — 1, on a A;(H) = 0. Or on a Px(H) = P(X €
H) =1 # 0. On en déduit que Px n’est pas absolument continue par rapport a \; et
donc que Px n’est pas une loi de densité par rapport a Ay (voir le théoréeme 6.78).

5. Montrer que si trois points x, y et z de R? ne sont pas alignés, tout v. a. X de
dimension 2 tel que P(X = x) > 0, P(X =) > 0 et P(X = z) > 0 a une matrice de
covariance non dégénérée.

Corrigé — On raisonne par I’absurde. Soit x, y et z trois points de R? non alignés
et X un v.a. de dimension 2 tel que P(X =x) >0, P(X=9)>0etP(X=2)>0. On
suppose que la matrice de covariance de X est dégénérée. La question précédente
donne alors qu’il existe une droite de R? (c’est-a-dire un sous—espace affine de R?
de dimension égale a 1), notée D, t.q. X € D p.s.. Comme P(X = x) > 0, on a donc
{X=x}ND=0. En prenant v € {X = x} N D, on déduit x = X(w) € D. On montre
de méme que v,z € D, ce qui est impossible car les trois points x, y et z ne sont pas
alignés.
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Exercice 9.7 (Famille de mesures tendue) Soit p et v deux probabilités sur les
boréliens de R.

1. Montrer qu’il existe p, probabilité sur les boréliens de R?, t.q.

P(AxR) = p(A) pour tout A € B(R),

p(RxA) =v(A) pour tout A € B(R). ©-5)

(On dit alors que p et v sont les probabilités marginales de p.)

Corrigé — On prend p = u®v. La mesure p est bien une probabilité sur les boréliens
de R? vérifiant (9.5).

Dans la suite, on note E I’ensemble des probabilités sur B(R?) vérifiant (9.5).

2. Pour a > 0, on pose B, = {x € R? t.q. |x| < a} (ot | - | désigne la norme euclidienne
dans R?). Soit € > 0. Montrer qu’il existe 2 > 0 (ne dépendant que &, petv)tq.,

p(BS) <& pour tout p € E.

(On dit que I’ensemble E est tendu.)

Corrigé — Grdce a la continuité décroissante d’une mesure, il existe n € N (ne
dépendant que de € et p) et m € N (ne dépendant que de € et v) t.q.

w{x; eRrq. x| =n})<e et v({x, eRtq. x| =m}) <e.
On choisit alors a>0t.q. a > V2n et a > \2m (le nombre a ne dépend donc que €, p
et v) de sorte que
B = {x = (x1,%;) t.q. X2 + x5 >a’} C
x = (x1,%) € R? £.q. |xy| > n} Ufx = (x1,%,) € R? 1.q. x| > m),
c’est-a-dire

BS C ({xl eRtq. |x1|=n} XR)U (Rx {x, eR1.q. |x5| > m}).

Soit p € E, par o-sous additivité de p et en utilisant (9.5), on a donc
p(BS) < p({x1 R £.q. |x1| = n} xR) + p(R x {x, € R £.q. |x,| = m})
=u({x; eRrq. x| = n}) +v({x; e R1.q. |xp| = m}) < 2¢,

ce qui termine cette question.

3. Soit (p;)nen une suite d’éléments de E. Monter qu’il existe p dans E et une sous-
suite de la suite (p,,),en, encore notée (p;,) e t-q-

p, — p étroitement, quand 1 — +oco.

[On pourra utiliser les propositions du cours sur les suites de mesures tendues. ]
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Corrigé — On utilise ici la proposition 8.22 Comme la suite de probabilités (p,,),en
est tendue, on obtient [’existence d’une mesure p sur B (Rz) et d’une sous-suite, encore
notée (p,)nen 1.q. Pn — P €étroitement, quand n — +co. Comme p,(R?) = 1 pour
tout n €N, on a aussi p(R?) = 1. La mesure p est donc une probabilité. Il reste a
montrer que p vérifie (9.5).

Pour A € B(R), on note m(A) = p(AxR). Il est facile de voir que m est une probabilité
sur B(R). Pour @ =15, A € B(R), on a, par définition de m,

f pdm = J o(x)dp(x,y). 9.6)
R R2

Par linéarité de l’intégrale, (9.6) est encore vraie pour ¢ étagée positive (de R dans
R). Puis, par convergence monotone, (9.6) est vraie pour @ borélienne positive. Enfin,
en décomposant ¢ en @t — @~, on obtient que (9.6) est vraie pour ¢ borélienne
bornée de R dans R (et donc, en particulier, pour @ € C,(R,R)).

Soit @ € Cy(R,R). Le raisonnement précédent appliqué a p,, au lieu de p donne

f P(x)dpa(x,) =J P(x)dp(x).
R2 R

Quand n — +oo, comme p,, — p étroitement, on en déduit que

f P(x)dp(x,) =f (x)d().
R2 R

c’est-a-dire , avec (9.6),
f @dm = J Q.
R R

On en déduit que m = p (en utilisant, par exemple, la proposition 5.8). Ceci prouve
que p vérifie la premiere condition de (9.5). Un raisonnement analogue donne la
deuxieme condition de (9.5).

4. (Question indépendante des précédentes) Soit p € E et (U, V) un vecteur aléatoire
de dimension 2 dont la loi est p. Montrer que la loi de U est p et que la loi de V est
v.

Corrigé — Soit @ une fonction borélienne bornée de R dans R (en fait, on peut
aussi se limiter ici a prendre @ dans Cy(R,R)). Comme la loi de (U, V) est p, on a

B@(U))= | @(u)dp(nv)

Puis, comme p(AxR) = u(A) pour tout A € B(R), on en déduit grace a (9.6) (qui est
vraie pour @ borélienne bornée de R dans R)

Blo(U) = [ otudtn)

Ceci prouve que la loi de U est p. Un raisonnement analogue donne que la loi de V
est V.



9.4. EXERCICES 583

9.4.2 Indépendance

Exercice 9.8 (Covariance d’une somme de v.a.i.) Soit (Q,.4, P) est un espace pro-
babilisé et X, Y deux vecteurs aléatoires indépendants de dimension d (d > 1). Montrer
que Cov(X +Y) = Cov(X)+Cov(Y).

Corrigé — Comme X et Y sont des v.a. indépendants, toute composante de X est
indépendante de toute composante de Y (voir, par exemple, la remarque 9.24). On en
déduit :

E([X - E(X)I[Y - E(Y)]) = E([Y - E(Y)][X - E(X)]') = 0
et donc :

Cov(X+Y) =E([X-E(X)+ Y -E(Y)][X-E(X)+ Y -E(Y)]")
= B([X - EX)][X - E(X)]) + E([X - E(X)][Y ~ E(Y)]")
+E([Y - E(V)][X ~ E(X)]") + E([Y = E()][Y - E(Y)]')
= E([X-E(X )][X E(X)]) + E([Y ~EMW)][Y - E(Y)]")
= Cov(X) + Cov(Y).

Exercice 9.9 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes) Soit ((),.A4,P) un espace
probabilisé et X, Y deux v.a.r..

1. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi du couple (X, Y) est
P(X,Y) = PX ® Py.

Corrigé — On suppose tout d’abord que X et Y sont indépendantes. Soit A,B €

B(R). On a, par définition de Pxy), Pix,y)(AxB) = P(X € A, Y € B). Comme X et Y

sont indépendantes, on a P(X € A,Y € B) = P(X € A)P(X € B), ce qui donne :
Px,v)(A x B) = Px(A)Py(B).

Or, Px ® Py vérifie aussi Py ® Py(A x B) = Px(A)Py(B). La partie unicité du théo-

réme 7.3 donne alors Prx y) = Px ® Py.

Réciproquement, on suppose maintenant que Px y) = Px ® Py, on a donc, pour tout

A,B S B(R), P(X S A,Y € B) =] P(X,Y)(A X B) = PX ®Py(A X B) =] Px(A)Py(B), ce

qui prouve que les tribus engendrées par X et Y sont indépendantes, c’est-a-dire que

X et Y sont indépendantes.

2. On suppose que X et Y ont des densités par rapport a A : Px = f A et Py = g\, avec
f,gelLl = (R, B(RR), ) (et positives p.p.). Montrer que X et Y sont indépendantes si
et seulement si la loi du couple (X, Y) a pour densité la fonction (x, ) — f(x
par rapport a A,.

Corrigé — Comme Px = f\ et Py = g\, on a, pour tout A, B € B(R),

Py ® Py(A x B) = Py (A)Py(B) = LfdALgdx.
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Le théoréme 7.7 donne alors :
Px®Py(AXB): f d)\z X,y)
AxB
Ce qui donne Px ® Py = F),, avec F(x,y) = f(x)g(v) pour x,v € R. la mesure
Px ® Py est donc la mesure de densité F par rapport a A,. La question 2 est alors une
conséquence immédiate de la premiére question.

Exercice 9.10 (V.a. suivant une loi normale multi-dimensionnelle) Soit (Q,.4,P)
un espace probabilisé et X = (X1,...,X;) (d > 1) un v.a. de dimension 4. On suppose
que les X; sont des v.a.r. indépendantes et que X; ~ N (m;, 2) avec m; e Reto; >0
pour tout i. Montrer que X suit une loi normale multidimensionnelle et donner m et D
t.q. X ~ N (m, D).

Corrigé — Comme les X; (i = 1,...,d) sont des v.a.r. indépendantes, la loi de X est
le produit des lois Px,, i = 1,...,d, c’est-a-dire Px = Py, ®...®Px,. Cette propriété
est donnée dans le théoreme 9.28 (elle découle du fait que P(Xq € Aq,..., X € Ay) =

P(X; € Ay)...P(X; € Ay) si Ayq,... Ay sont d boréliens de R). Ceci donne que pour
toute fonction @ borélienne bornée de R dans R, on a :

[ oooir= [ gmaneo= [ . [ g v o...ry, .

Comme, pouri=1,...,d, X; ~ N(mi,oi ), ona P, = f;A avec, pour x € R,

_bemmy)?
]' 201.2

e
V2T(O’1'

filx) =

On en déduit
d x —mj

2 -rL
L(P(X J J (x1,...,Xq)e 2“!‘ dxl...dxd.
1 10i

Ce qui donne :

Jopooae =t G| o

oul dx désigne I'intégration par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? (¢’est-a-dire
dx = dMz(x)), D désigne la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont (512,. . 05
et m=(my,...,my)". Ceci montre bien que X suit une loi normale multi-dimensionnelle

avec X ~ N (m, D) (voir la définition 9.5).

B

(x—m)!D~ 1(x—m)dx

Exercice 9.11 (Somme de v.a. indépendantes et convolution) Soit (Q,.4,P) un
espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. indépendantes.

1. On suppose que la loi de X a une densité, notée f, par rapport a la mesure de
Lebesgue. Montrer que la loi de X + Y a aussi une densité (par rapport a la mesure
de Lebesgue) et I’exprimer en fonction de f et de laloide Y.
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Corrigé — Comme les X et Y sont des v.a.r. indépendantes, la loi du couple (X,Y)
est Px @ Py (théoreme 9.28). On a donc, pour toute fonction ¢ borélienne bornée de

R dans R :
f P(X +Y)dP = f (x4 9)dPx v)(5,9)
Q R2?
= f _f @(x +p)dPx(x)dPy ().
RJIR

Comme Px = fA, onaalors :

Jovceviar= [ ([ g pipids)arip

A v fixé, on utilise le changement de variable x +7y = z, on obtient :

L (X +Y)dP = fR(Jch(z)f(z —y)dz)dPY@),

et donc, en utilisant le théoréme de Fubini (théoréme 7.12) ou le théoreme de Fubini-
Tonelli (théoreme 7.7) si on se limite a des fonctions @ positives (ce que [’on peut

faire) :
L P(X + Y)dP = fR(ij(z —y)dPYw))@(z)dz - Lg(z)w(z)dz,

avec g(z) = fRf(z —v)dPy(y) pour tout z € R. Ceci montre que (X +Y) est une v.a.r.
dont la loi a pour densité la fonction g (par rapport a la mesure de Lebesgue).

2. On suppose que X ~ /\/’(]4,02) et Y ~ N(m,s?) (m, Ws,0 € R). Montrer que
X+Y ~ N (p+m, 0% +5?) (le signe “~” signifie “a pour loi”).

Corrigé — On peut supposer, bien siir, s > 0 et 6 > 0 (car ¢ et 6 n’interviennent
que par leur carré). Nous allons commencer par deux cas particuliers faciles.

Casl1Sis=0=0,onaX=up.s. etY=mp.s. etdonc X+Y =m+up.s., ce qui
donne bien X +Y ~ N (m +u,0).

Cas2Sis=0etc>0,0onayY =mp.s. et donc X+Y = X+ m p.s.. La densité de
X+Y (par rapport a Lebesgue) est alors la densité de X translatée de m, ce qui donne
bien X +Y ~ N (m+p,0%). De méme, sis>0etc =0, onaX+Y ~N(m+p,s?).

Cas 3 On suppose maintenant que s,o > 0. L’énoncé de cet exercice suggere (im-
plicitement) de faire cette question en utilisant la question précédente. Nous allons
procéder ainsi dans ce corrigé (mais d’autres méthodes sont possibles, voir la N.B.
ci apres). La question précédente donne que (X +Y) est une v.a.r. dont la loi a pour
densité la fonction g (par rapport a la mesure de Lebesgue) vérifiant, pour x € R :

1 1 _Gy-w? _-m)?
g(x)= ——j e 22 e 22 dy.
21s V2mo JR

Soit x € R. On pose x = x — m — y et on utilise le changement de variable z = iy

S
On obtient :

f—s2)2
g(x) 1 e_(azé? e*%dz _ 1 e_ﬁ(fz_zszﬂ(szmz)zz)dz
R 2mo Jr
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_ _ _ 2
En remarquant que (X% — 2sz% + (s> + 0%)z%) = (Vs2 + 02z — 7 21 ~s%)2 + (25 %2),
S“+0
. . V52102 o
on a aussi, avec le changement de variable Y>+°~z — L__sx=z:
o oVs2+q2
) R — L (Vs24622- 5%)2
g0x) = 5 —e W | ¢ Ereaipe
o R

—_ 72 -
1 e J 17 4z,
21Vs2 + o2 R

12, _
CommejRe 22°dz =V2m et X = x —m—y, on a donc

g(z) = N S i
V21Vs? + 62

Ce qui donne bien X +Y ~ N (p+ m, 0% +s2).

N.B. Cette question peut aussi étre résolue en utilisant la transformée de Fourier que
nous verrons au chapitre 10. Elle est résolue ainsi (avec, plus généralement, aX + bY,
a,b e R, au lieu de X +Y) dans 'exercice 10.15, question 1(a)).

Exercice 9.12 (Calcul de 1)

Soit (Q), A, P) un espace probabilisé, (U,),cn+ €t (V,,),en+ deux suites de variables
aléatoires réelles de loi uniforme sur I’intervalle [0, 1]. On suppose que toutes ces v.a.
sont indépendantes (dans leur ensemble). On pose pour tout n > 1 :
X, =1si U2+ V72 <1etX, =0 sinon,
et X X
+ ce +
Z,= /i S R
n

1. Déterminer, pour tout n € N*, la loi de X,,.

Corrigé — Onnote D = {(x,y) € R?, 1.q. x> +y? < 1} et b = 1p, de sorte que | est
une fonction borélienne de R* dans R (car D € B(R?)) et que X,, = 1p(U,,, V,) =
(U, V,,) pour n e N*.

Soit n € N*. Comme U,, et V,, sont des v.a.r. et que \ est borélienne de R* dans R,
la fonction X,, est donc une v.a.r.. Comme X,, ne prend que les valeurs 1 et 0, la loi
de X, est Py, =pd; + (1 —p)dg ot p = P(U2 +V? < 1). Pour calculer p, on utilise
le fait que U,, et V,, sont indépendantes, on obtient (avec le théoreme 9.28 sur la loi
d’un couple de v.a.) :

P(UZ+ V2 <1)= L 15(U,, V,)dP = fRfR1D<x,y>dPU,,<x>den<y).

Comme U, ~ U(0,1) et V,, ~ U(0,1), on en déduit (en utilisant les coordonnées

polaires) :
1,1 _ 7
p:f J lD(x,y)dxdy:—f rdr = —.
0 Jo 2 Jo 4
0

Donc px, = 301 +(1-17)



9.4. EXERCICES 587

2. Montrer que la suite (Z,,),,cn+ converge en probabilité vers 7.

Corrigé — On utilise les notations introduites dans la premiére question. Pour
n e N, on pose Y, = 4X,,, c’est-a-dire Y,, = 4P(U,;, V,)). Comme les v.a.r. (U,)yenv,
(V) en sont indépendantes (dans leur ensemble), la proposition 9.23 donne la
suite (Y,) e est une suite de v.a.r. indépendantes. De plus, comme Y,, = 4X,,, on a
Py = $04+(1-7)dg. La suite Y, est donc une suite de v.a.r.i.i.d. de carrés intégrables
(on a B(Y,) = 1 et E(Y?) = 4m). On peut appliquer la proposition 6.98 (loi faible des
grands nombres), il donne que Z,, tend en probabilité vers E(Y;), ¢’est-a-dire vers .

3. Soit a €]0,1[ et € > 0. A I’aide de I’inégalité de Tchebychev, donner, en fonction
de o et ¢, une valeur de ny € N* t.q.

n>ny=P[Z,-1|>¢]<a.

Corrigé — On reprend ici la démonstration de la proposition 6.98.

En utilisant I'inégalité de Bienaymé Tchebychev (lemme 4.57), on a :
1
pZy =72 €)= p((Z, —1)* 2 %) < 2 E(Zu = 10)%).

Puis, en posant S, =Y ' | Y, onaZ, = s—" etdonc E((Z,,-m)?) = %E((Sn—m{)z) =
™).

Va;(z n) La proposition 6.97 donne Var(S,) = nVar(Y,) = n(4 — 7). On en déduit

finalement
1 nm(4d-n) mn(4-m)
p(lzn - T(l 2 8) < _2 1’l2 = 1/182 .

( )

11 suffit donc de prendre ny t.q. < o pour avoir P(|Z,, — 1| > €) < o si n > ny.

Exercice 9.13 (Indépendance des composantes d’un v.a.) Soit (Q),.A, P) un espace
probabilisé et X, Y deux v.a. de dimension 2. On note X1, X, les composantes de X et
Y, Y, les composantes de Y. On suppose que X et Y ont méme loi.

1. Montrer que X; et Y; ont méme loi.

Corrigé — Soit ¢ € C,(R,R). En utilisant la définition de Px et Py et le fait que
Py = Py, on obtient

[ ooxap= [ prdrcn e = [ otars,m = [ omar.

Comme
[Lwdre = [ goxiarer [ qpary = [ g
R Q R Q

on en déduit que Px, = Py,.

2. On suppose que X; et X, sont des v.a.r. indépendantes. Montrer que Y; et Y, sont
aussi des v.a.r. indépendantes.
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Corrigé — Comme X, et X, sont indépendantes, on a Px = Px, ® P, (théo-
reme 9.28). Comme Px = Py, on a aussi, d’apres la premiere question, Px, = Py, et
de méme Px, = Py,. On en déduit que Py = Py, ® Py,, ce qui prouve que Yy et Y, sont
des v.a.r. indépendantes (théoréme 9.28).

Exercice 9.14 (Mesure produit et différence de deux v.a.r.i.i.d.) 1. Soit 7 une me-
sure sur les boréliens de R. On suppose que m(RR) > 0. Soit 1 > 0. Montrer qu’il
existe a € R t.q. m(]a—1,a+[) > 0. En déduire que

m@m(A) = fmuy—znwzn[)dm(y) > m(ja—na+n[)?>0,

avec A = {(x,y) € R? t.q. |x — y| < 217}. (On rappelle que 7 ® m est une mesure sur
B(R?).)
Corrigé — Pour i € Z, on pose a; = in, de sorte que R = J;cla; — ), a; + n[. Par
o-sous additivité de m, on a donc 0 < m(R) <) ;. m(la; — v, a; + ). Il existe donc
ieZtq. m(la;—v,a; +n[)>0.
On remarque d’abord que A est un borélien de R? car A est un ouvert de R?. Par
définition de m® m, on a

mem(A) = fR(L 1A(x,y)dm<x>)dm<y> = [ ity 2,9+ 20D

poury €la—n,a+1[, ona la—n,a+n[C [y-2n,v+21[ et donc m(ly—2n,y+21[) =
m(la—n,a+n[). On a donc

fm(]y—zn,wzn[)dm(y)zj] iyl
a—1,a+1)

=m(la—n,a+n[)*>>0.

2. Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. indépendantes et de méme
loi. Soit € > 0. Montrer que

P(X-Y|<¢) = P(lw € Q, [X(w) - Y(w)| < &) > 0.

[On pourra utiliser la premiére question avec m = Px = Py.]

Corrigé — On pose B = {w € Q t.q. [X(w) - Y(w)| < &} et B = {(x,9) € R? .q.
|x —y| < &}. On note Py y) la loi du v.a. (de dimension 2) (X,Y). On a

P(|X—Y| < E) = f 1BdP = J IBdP(le).
Q R2

Comme X et Y sont indépendantes, on a, en notant m la loi commune a X et Y,
Px,y) = m®m. On a donc (avec la premiere question avec 21| = € et en remarquant
que m(R)=1>0),

P(IX-Y|<¢e)=m®m(B)> 0.
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Exercice 9.15 (Les pieges de I’indépendance) Soit (C), .4, P) un espace probabilisé
et X,Y deux v.a.r. indépendantes. On suppose que X a pour loi la loi uniforme sur
[0,1].

Pour x € R, on pose e(x) = max{n € Z, n < x} et r(x) = x — e(x).

Soit f une fonction borélienne de R dans R. On définit la v.a.r. Z par la formule
Z=r(X+f(Y)) (c’est-a-dire Z(w) = w) + f(Y(w)) pour tout w € Q).

1. Montrer que Z a pour loi la loi uniforme sur [0, 1]. [Soit ¢ une fonction borélienne
bornée de [0, 1[ dans R. On note ¢ la fonction de R dans R obtenue en prolongeant
@ par périodicité (de période 1), c’est-a-dire (p(x +n)= (p(x) sixe[0,1[etneZ.
On pourra commencer par montrer que E(¢ IR fo x+ f(y))dxdm(y), o
m est la loi de Y, c¢’est-a-dire m = Py.]

Corrigé — La fonction r est borélienne de R dans R. Par composition de fonctions

mesurables on en déduit donc que Z est bien une v.a.r.. On remarque aussi que Z ne
prend ses valeurs que dans Uintervalle [0, 1].

Soit ¢ une fonction borélienne bornée de [0, 1] dans R et ¢ la fonction de R dans R
obtenue en prolongeant @ par périodicité de période 1. Comme les v.a.r. X et Y sont
indépendantes, la loi du couple (X,Y) est le produit tensoriel des lois de X et Y, on a

donc .
:J f (r(x+ f(v)))dxdm(p).

Comme z = t(z) + n avec n € Z, on a ¢(z) = @(r(z)) pour tout z € R et donc

fj(px+f ))dxdm(y

Pour tout y € R, on utilise maintenant le changement de variable & = x + f (y) dans
Uintégrale par rapport a x. Puis, on utilise la périodicité de §. On obtient ainsi

fly)+1 1
Ele(2)) = fR( L@) PEE)dm(y) = JR(J% PENE)dm(y)
- [( wede)imo

Comme m est une probabilité, on a donc finalement

= fol P(e)de

Cette derniére égalité est valable pour toute fonction borélienne bornée de R dans R
(on rappelle que Z prend ses valeurs dans [0, 1[), elle donne bien que Z a pour loi la
loi uniforme sur [0,1].

2. Montrer que Z et Y sont indépendantes. [Soit ¢ une fonction borélienne bornée
de [0, 1[XR dans R. On pourra s’inspirer de la question précédente pour exprimer

E(9(Z,Y)).]
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Corrigé — Pour montrer l'indépendance de Z et Y, il suffit de montrer que la loi du
couple (Z,Y) est le produit tensoriel des lois de Z et Y.

Soit @ une fonction borélienne bornée de [0,1[xR dans R. On a, grdce a I'indépen-

dance de X et Y,
®(Z,Y)) JJ e(r(x+ f()),v)dxdm(y).

Ici aussi, on prolonge ¢ par périodicité (en x) de période 1, c’est-a-dire que ’on
pose P(x+n,y) =@(x,y) six€[0,1[, n€Z et y € R. On obtient

¢(Z,Y)) (x+ y)dxdm(y
= e

Ay fixé, on utilise le changement de variable & = x+ f (v). Puis on utilise la périodicité
de §. On a alors

fly)+1 1
E(p(ZY) = | ( PE)e)dmy) = | (| @Ep)dE)dm(y)
R ( R Jo

f®) .
~ [ [ wezanm
RJO

Finalement, pour tout fonction borélienne bornée de R? dans R on a E(p(Z,Y)) =

J]R fo (& v)d&dm(y). Ceci montre bien que la loi du couple (Z,Y) est le produit
tensoriel de la loi uniforme avec la loi de Y et donc de la loi de Z avec la loi de Y.
les v.a.r. Z et Y sont donc indépendantes.

3. Montrer, en donnant un exemple, que Z et Y peuvent ne pas étre indépendantes si
on retire I’hypothése que X a pour loi la loi uniforme sur [0, 1].

Corrigé — On suppose, par exemple, que Y a pour loi la loi uniforme sur [0,1],
que f(s) = s pour tout s € R et que X ne prend que des valeurs entiéres. On a alors
Z=r(X+f(Y))=r(Y)=Y p.s.. On en déduit que Z et Y ne sont pas indépendantes.
En effet, on a, par exemple,

P({Z€[0,1/2[ et Y €[0,1/2]}) = 1/2 # 1/4 = P({Z € [0,1/2]})P({Y € [0,1/2]}).

9.4.3 Vecteurs gaussiens
Exercice 9.16 (Loi du couple (X, X) si X ~ N (0,1))
Pour tout A borélien de R?, on pose T(A) = {x e R t.q. (x,x)! € A}.

1. Montrer que, pour tout A un borélien de R?, T(A) est un borélien de R.

Corrigé — L’application x — (x,x)! est continue de R dans R?, elle donc boré-
lienne. Comme T(A) est I’image réciproque de A par cette application, on a bien

T(A) € B(R).
Pour tout A borélien de R?, on pose n1(A) = A(T(A)) (o1 A est mesure de Lebesgue
sur B(R)).

On a ainsi défini une application m de B(R?) dans R, ..
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2. Montrer que 1’application m (définie ci-dessus) est une mesure sur B(R?) et que
pour toute application ¢ borélienne positive de R? dans Ron a:

f ¢(x,p)dm(x,y) :J o(x, x)dx.
R? R

Corrigé — Pour montrer que m est une mesure, on remarque que m() = 0 (car
T(0) = 0) et m est o-additive (ce qui découle simplement du fait que ANB =0 =
T(A)N T(B) = 0).

On montre ensuite que IRZ o(x,v)dm(x,v) = chp(x,x)dx pour @ = 14, avec A €
B(R?) (c’est une conséquence immédiate de la définition de m), puis pour @ étagée
positive (par linéarité), puis pour ¢ borélienne positive (car une telle fonction est
limite croissante de fonctions étagées positives).

3. Soit (Q), A, P) est un espace probabilisé. et X une v.a.r. t.q. X ~ N(0,1).

(a) On pose Z = (X, X)’. Montrer que le v.a. Z est un vecteur gaussien et donner,
pour a € R?, la loi de a - Z (en fonction de a).
Corrigé — Soit a = (ay,a,)" € R%. On pose a = a; + a,, de sorte que a-Z = aX.
Sia=0,0naP,; =Py=N(0,0) (qui est bien une loi gaussienne).

Si oo = 0. Soit @ une application borélienne bornée de R ans R on a :
2

1 2 y

L 1 -L;
J‘Q@(wZ)dP_JI;{{(p(ax)me dx_J];{{(p(y)—mm'e dy.

Ce qui prouve que a-Z ~ N(0,a?). Le v.a. Z est donc bien un vecteur gaussien.

(b) Montrer la loi du v.a. (X, X)" a une densité par rapport a la mesure m définie dans
les questions précédentes et donner cette densité. En déduire que la loi du v.a.
(X,X)! n’a pas de densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur B(R?).

Corrigé —  Soit ¢ borélienne bornée de R* dans R. On a :
1 2
(X, X)dP = J @(x,x)—=e 2 dx.
J;z R V2m

On en déduit que la loi du v.a. (X,X)! est fm avec f borélienne de R* dans R et

%2
t.q. f(x,x) = ==~ pour x € R. Comme m est étrangére & Xy, loi du v.a. (X,X)*

-~V

n’a pas de densité par rapport a \, (qui est la mesure de Lebesgue sur B(R?)).

N.B. La loi de (X, X)" est une loi normale bidimensionnelle car le vecteur (X, X)! est
gaussien (voir la proposition 9.33) mais ce n’est pas une loi de densité par rapport a la
mesure de Lebesgue sur B(R?).
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Exercice 9.17 (Sur le minimum de deux v.a.r. de loi exponentielle) Soit (), T,P)
un espace probabilisé, X une v.a.r. dont la loi est la loi exponentielle de parametre 1 et
X, une v.a.r. dont la loi est la loi exponentielle de parametre 2 (soit A > 0, on rappelle
que la loi exponentielle de paramétre A est la loi de densité fy avec fy(x) = Ae™* pour
x >0 et fy(x) = 0 pour x < 0). On suppose que X; et X, sont indépendantes.

Pour w € 2, on pose

Z(w) = X1 (w) et N(w) =1, si Xy (w) < X5(w),
X (w) et N(w) =2, si Xp(w) < X (w).

N
g
I

1. Montrer que, pour tout x € R, {Z > x} = {X; > x} N {X, > x}. Calculer la fonction
de répartition de la loi de Z et en déduire la loi de Z.

Corrigé — Soit x e R.

Soit w € Q. On Z(w) = min{X;(w), X,(w)} et donc Z(w) = x si et seulement si
Xi(w) = x et Xp(w) > x. Ceci donne bien

{Z>x} ={X; 2x}N{X,; > x}.
Comme X, et X, sont indépendantes, on a donc
P{Z > x}) = P({X; = x})P({X; = x}). .7
Si Y est une v.a.r. de loi exponentielle de parameétre A (A > 0). On a alors P({Y >
x}) = Jxof AeMdp = e M

La formule (9.7) donne donc P({Z > x}) = e, La fonction de répartition de Z est
donc la fonction x — 1 — e 3" Ceci prouve que Z a pour loi la loi exponentielle
de parametre 3. (On rappelle que la fonction de répartition d’une v.a.r. détermine
entierement la loi de cette v.a.r..)

2. Montrer que P({X; = X5}) = 0. En déduire que presque slirement il existe un unique
itq. X; =Z.

Corrigé — Comme X et X, sont indépendantes, on Px, x,) = Px, ® Px,. On a
donc, avec le théoreme de Fubini,

(X1 =Xah) = | TP = [ 1ipiemncnfi 005005)

o] X
= J ex(j 2¢dy)dx = 0.
0 x

En dehors de I’ensemble {X1 = X,} (qui de probabilité nulle) il existe un seul i pour
lequel Z = min{X, X,}. On a donc bien presque siirement un unique i t.q. X; = Z.

3. Donner la loi de N.
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Corrigé — lav.a.r. N ne prend que deux valeurs, 0 et 1. On calcule P({N = 1}) et
P({N=2}).0na

P({N =1}) =P({X; < X,}) = JQ 1ix,<x,)dP = J;Rz L(xp)er?,x<y).1(X) f2(9)d(x, )

(o) +00 [
= J. e_x(J- 2e%dy)dx = J. e 3¥dx = l
0 x 0 3

Onadonc P({N =2}) = % et la loi de N est Py = %61 + %62.

4. Les v.a.r. Z et N sont elles indépendantes (justifier la réponse) ?

Corrigé — Soit @ et \ deux fonctions boréliennes bornée de R dans R. On compare
E(@(N)(2)) et E(@(N))E()(Z)).
Ona

E(@(N)p(2)) = L PO(X 1) e e,y AP + L P2V(X2)L o, AP
= 00) [ 1uppensasy YA (RGN

“02) [ Ty PO (5005 )

= (1) Lw e"xp(x)(jxm 2edy)dx

+<p<2>j0 2e2?¢(y><f e dy)dx
v

~ (p(1)+ 2<p<2>)f 3 ().

0
En prenant @ = 1 dans la formule précédente on a E({P(Z)) = 3IO°° e3P (x)dx.
Comme E(@p(N)) = @(1)P({N = 1})+@(2)P({N = 2}) = %(q)(l)+2(p(2)) on en déduit
que E(@(N)P(Z)) = E(9(N))E((2)).
Les v.a.r. Z et N sont donc indépendantes.



