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Chapitre 10

Transformation de Fourier

10.1 Introduction et notations

La notion de série de Fourier permet d’analyser les fonctions définies d’un compact
[a,b] de R dans R (ou dans C), et donc aussi les fonctions périodiques de R dans R
(ou C). La notion de transformée de Fourier permet d’analyser les fonctions définies
de R (ou RN) dans R (ou C). Les deux notions ont une multitude d’applications en
physique et en mathématiques. La transformée de Fourier est une notion employée
par exemple en théorie du signal, en théorie des probabilités et pour I’analyse des
équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, on considérera I’espace mesuré (RN, B(RN), Ay) et on notera
dAn(x) = dx. Soit N > 1, les espaces L'}C(RN, B(RN), AN) et L(lc(RN, BRN), AN)
ont été définis dans la section 4.10 et les espaces ﬁ(zc(]RN, B(RN), Ay) et L(ZC(]RN,
B(RN), Ay) ont été définis dans la section 6.2. On rappelle aussi que si f est une
fonction définie de RN dans C, la fonction f est mesurable si et seulement si ses
parties réelle et imaginaire sont mesurables (chaque ensemble, RN, R ou C, étant
muni de sa tribu borélienne). On peut, bien slr, aussi définir les espaces Eé(RN,
B(RN), Ay) et LE(RN, B(RN), Ay) pour tout p € [1, co].

Définition 10.1 (Espaces LY.(RN, B(RN), \y))

Soit N > 1, p € [1,00] et f une fonction mesurable de RN dans C (c’est-a-dire
f~1(A) € B(RN) pour tout A € B(C)).



596 CHAPITRE 10. TRANSFORMATION DE FOURIER

On dit que f € [lg:(RN,B(RN), An) si|f] e K%(RN,B(RN), AN) et on définit ||f||,
par |Ifll, = lflll, ot lfIll, est la norme de |f| dans L5(RN, B(RN), Ay) (vue au
chapitre 6).

L’espace L%(RN, B(RN), \\) est I'espace EE(RN, B(RN), \\) quotienté par le rela-
tion d’équivalence “= p.p.”. C’est un espace de Banach (complexe), c’est-a-dire un
e.v.n. (sur C) complet.

Remarque 10.2 Soit N > 1, p € [1,00] et f une fonction définie de RN dans C. II
est facile de voir que f € K%(RN, B(RN), \y) si et seulement si ses parties réelle et
imaginaire sont dans E%(RN, BERN), An).

10.2 Transformation de Fourier dans L’

10.2.1 Définitions et premieres propriétés

Soit N > 1. Pour x = (x1,...,xx)' € RN et t = (t1,...,t5)" € RN, on note x - t le
produit scalaire euclidien de x et ¢, c’est-a-dire x - t = Zﬁi x;t;. Dans ce chapitre,
On r[lote a]ussi L(I[]:(RN) ou parfois simplement Lé I’espace LC(RN, B(RN), \y), pour
p€|(1l,00].

Définition 10.3 (Transformée de Fourier dans L') Soit N > 1 et f € L.(RN). Pour
t € RN, Papplication x + e™'** f (x) (définie de RN dans C) appartient a L(%:(RN).

On définit alors f (t) par :
f(t) = (211)‘% jf(x)e‘ix'tdx.

La fonction ]?( définie de RN dans C) s’appelle transformée de Fourier de f, qu’on
notera également F (f).

On note Cy(RN,C) = {g € C(RN,C) t.q. g(t) — 0 quand |t| — +co}. On rappelle que
Co (RN, C) est un espace de Banach quand il est muni de la norme de la convergence
uniforme, c’est-a-dire :

lpll, = max|e(x)]

Proposition 10.4 (Linéarité de la transformée de Fourier) Soit N > 1. L’applica-
tion F quia f (appartenant a L%:(RN )) associe sa transformée de Fourier est linéaire
continue de L(lc(]RN) dans Co(RN,C).
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DEMONSTRATION — Le théoréme de continuité sous le signe f (théoreme 4.52)

appliqué a la fonction (x, t) — e f(x) entraine immédiatement que fest continue.
Montrons que f € Cy(R,R).
Cas N =1 . On remarque que pour t = 0, on a, comme ¢'™ = —1,

Flr)=—(2m) fe‘“x‘%”ﬂx)dx,

et donc avec un changement de variable simple,

fin=-m ¢ [ s+ Fray.

On en déduit que
2(0) = 2m)¢ [ e (f(0)- flre T

et donc que |ﬁt)| < %(27()_%“](() — f(-+ )l Le théoréme de continuité en
moyenne dans L! (théoreme 5.21) donne alors le fait que j,’\(t) — 0 quand
[t| = oo.

Cas N > 1 . On reprend la méme méthode.
Pour t # 0, t = (t,...,tx)", il existe j € {1,...,N} t.q. [tj| = maxz_y, N |t|. On
a alors, comme '™ = —1, en notant ej le j—ieme vecteur de base de RN,

f(x)dx,

: T
- (x—rje]-)-t

Fly=—-(2m) 2 fe :

et donc avec un changement de variable simple,

]?(t) = —(211)’% jei?'tf(y + ;e]-)dy.

]
On en déduit que If(t)l < %(27()_% ||f(-)—f(-+t3je]-)||1. Le théoréme de continuité

en moyenne dans L! (théoreme 8.5) donne alors le fait que f(t) — 0 quand
[t| = co.
]

La transformée de Fourier a la propriété intéressante de transformer la convolution en
produit. Ceci est montré dans la proposition suivante.

Proposition 10.5 (Transformée de Fourier d’un produit) Soient f et g € L(IC(RN),
alors f g = (211)%?:?

DEMONSTRATION —  Par la proposition 7.22,0ona f*g € L%:(RN) et pour p.p. x €
RN, f+g(x) = ff(x ~)g(v)dy. On a donc, pour tout t € RN,

Fran = (2n) 2 f(ff(x —y)g(y)dy)e—fx-fdx _

(2m)72 J(Jf (x—p)g(®)e Ve dy | dx.
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En appliquant le théoréme de Fubini (théoreme 7.12) a la fonction

(x,9) > fx=y)gly)e e
(qui est bien intégrable sur R?N car son module est la fonction (x,v) - |f (x — v)g(®)|
dont I’intégrale sur R?N est égale a ||f]|1]Ig]l1), on obtient :

—

E ] (| R M

Comme, pour tout y € RN, jf(x —p)e Yty = If(z)e’iz'tdz = (ZR)%f(t), on
en déduit :

—_— —_ i M/\

frg(t)= f(t>J-g(y)e Py = (2m)2 f(H)E(),
ce qui est le résultat annoncé. |

10.2.2 Théoreme d’inversion
1l est naturel de se poser les deux questions suivantes :

La transformée de Fourier d’une fonction f caractérise-t-elle la fonction f (c’est-a-
dire si f =g, a-t-on f = g p.p.)?

Peut-on retrouver la fonction a partir de sa transformée de Fourier ?

Les réponses a ces questions sont fournies par le théoreme d’inversion de Fourier :

Théoréme 10.6 (Inversion partielle de la transformée de Fourier) Soit N > 1 et
fe L(lC tq. fe Lé. Onaalors f = f(—) p.p., ¢’est-a-dire :

f(t)= (211)7% J]?(x)ei”dx, pour presque tout t € RN,

La démonstration fait I’objet de I’exercice 10.1.

Une conséquence de ce théoréme est I'injectivité de 1’application F, qui fournit
c/ii)nc une réponse positive El\a premicre ques/tigl. En effet, soient f et g € L<1c t.q.
f =g alors par linéarité, f —g=0etdonc f —g € L(%:. En appliquant le théoréme
d’inversion, on a donc f = g p.p..

Ce théoreme apporte aussi une réponse partielle a la deuxiéme : on peut calculer f a
partir de f dés que f € L%:. Il faut remarquer a ce propos que L}c n’est pas stable par
transformation de Fourier (voir exercice 10.2).
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10.2.3 Régularité et décroissance a I’infini

Proposition 10.7 (Différentiabilité, dimension 1)

1. Soit f € L(lc(R) NCHR,C)tq. f' € L%;(R) (ou f’ est la dérivée de f). Alors, pour
tout t e R, F(f')(t) = (it)F (f)(¢).

2. Soit f € L(lc(R) tq. ()f € L(lc(]R) (ou (-)f est U'application qui a x € R associe
xf(x)). Alors, F(f) € CH(R,C) et, pour tout t € R, F(f)(t) = F((—i-)f)(¢).

DEMONSTRATION — La démonstration du premier item consiste a faire une intégra-
tion par parties sur ’intervalle [, n] puis a faire tendre n vers ’infini (en remarquant
que f(+n) — 0, quand n — +oo, voir I’exercice 5.6).

Le deuxieme item est une conséquence immédiate du théoreme 4.53 (théoreme de
dérivation sous le signe I). |

La transformation de Fourier transforme donc la dérivation en multiplication par la
fonction (i-), et la multiplication par (—i-) en dérivation. Cette propriété est utilisée,
par exemple, pour la résolution d’équations différentielles (qui sont ainsi transformées
en équations algébriques).

Cette propriété se généralise au cas de la dimension N et pour un ordre k de déri-
vation quelconque. On introduit pour ce faire les notations suivantes : soient o =
(ay,...,an)" € NN un multi-indice et f une fonction de RN dans C. On définit
lo| = g + g +...ap et

o g aaN)

N
dx|' dx, dxy

D"‘f:(

lorsque cette dérivée existe.

Proposition 10.8 (Différentiabilité, dimension N)

1. Soit N> 1 et k > 1. Soit f € CK(RN,C) r.q. D*f € L(lc(RN)pour tout o« € NN 1.4.
|| < k. Alors, DOf(t) = (it)"‘]?(t) pour tout t € R et pour tout o € NN t.q. |a| <k,
avec (it)* = (ity)*1(ity)%2... (itn)*N.

2. Soit f t.q. (\)*f € L(IC(RN)pour tout o € NN tel que || < k. Alors, fe CK(RN,C)
et D“f: (—i-) f pour tout o € NN tel que || < k.

La proposition 10.8 montre que la dérivabilité de f entraine la décroissance de fé

I’infini (plus f est dérivable, plus f décroit vite a I’infini), et réciproquement. Cette

remarque incite a définir I’espace des fonctions a décroissance rapide (souvent appelé

espace de Schwartz),
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Définition 10.9 (Espace de Schwartz) Soit N > 1, on appelle espace de Schwartz,
noté S(RN, C) ou Sy ou méme S, lespace des fonctions dites a décroissance rapide,
défini par :

Sn={f € C®(RN,C) t.q. pour tout o et pe NN, sup |(x)*DP f (x)| < +o0}.

x€RN

On va montrer ’invariance par transformation de Fourier de cet espace. On com-
mence par remarquer que Sy C LgC(RN). En effet, si f € Sy, en prenant des choix
convenables de « et p dans la définition de Sy, on remarque qu’il existe C € R
t.q. (1 +[xN*1)|f(x)| < C. On en déduit que f € L(IC(RN). Plus généralement, si
f € SN, on remarque que (-)PD*f € L(lc(RN) pour tout a, p € RN. On obtient alors la
proposition 10.10.

Proposition 10.10 (Transformée de Fourier et dérivation dans S) Soit N > 1 et
fe S(RN,C). Pour tout o, p € NNona:

F(D(=i9P£)) = ()" iPf = (i9°DPF, (10,1
F[(-i-)*DPf] = DD = DO[(i-)F f]. (10.2)

La démonstration est une adaptation simple de celle de la proposition 10.8.

La proposition 10.10 et le théoréeme 10.6 nous permettent alors de remarquer que la
transformée de Fourier est une bijection de Sy dans Sy.

Proposition 10.11 (Transformée de Fourier dans Sy) Soit N > 1. L’application F
qui a f associe sa transformée de Fourier est une bijection de Sy dans Sy. De plus,
pour tout f € Sy, ona f = ]?(—~).

DEMONSTRATION —  En utilisant la proposition 10.10, on montre que F envoie Sy
dans Sy. Le théoréme d’inversion (théoréme 10.6) donne alors que f est injective

etque f = ]?(—) pour tout f € Sy. De cette derniere formule, on déduit que F est
surjective (et donc bijective) de Sy dans Sy;. |

10.3 Transformée de Fourier d’une mesure signée

1l est facile d’étendre la définition de la transformation de Fourier & une mesure signée
sur les boréliens de RN. Plus précisément, si 1 est une mesure signée sur les boréliens
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de RN (N > 1), la définition 10.12 définit la fonction 7 (continue et bornée de RN
dans C) et, si m = fAy, avec f € L%R(]RN,B(]R{N), An) (c’est-a-dire que m est la
mesure signée de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur les boréliens de

—

RN), on a 77i(t) = f(t) pour tout t € RN,

De meéme, si m est une mesure a valeurs complexes, on a alors m = my + im,, ol
my et m, sont des mesures signées (ce sont les parties réelle et imaginaire de m).
On peut alors définir 777. C’est la fonction continue bornée de RN dans C donnée par
mi(t) = iy (t) + ifi,(t) pour tout t € RN,

Définition 10.12 (Transformée de Fourier d’une mesure signée) Soit N > 1 et
m une mesure signée sur les boréliens de RN. Soit t € RN, I"application x — e~ **
(définie de RN dans C) appartient & L(%:(]RN,B (RN), m) (car elle est continue, donc
borélienne, et bornée). On définit alors m(t) par :

wi(t) = (2m) "2 je_ix'tdm(x).

La fonction i1 (définie de RN dans C) s’appelle transformée de Fourier de m.

On rappelle que

Cy(RN,C) = [g € C(RN, C) t.g. sup|g(t)] < co)

teRN

et que C,(RN,C) est un espace de Banach quand il est muni de la norme de la
convergence uniforme.

Proposition 10.13 Soit N > 1. Soit m une mesure signée sur les boréliens de RN. La
fonction it appartient & C,(RN, C).

DEMONSTRATION —  Le fait que 77 est bornée est simple. On utilise la décomposition
de Hahn (proposition 2.33), ¢’est-a-dire le fait que m = m* —m~, ot m* sont deux
mesure finies étrangéres. On remarque alors que, pour tout ¢ € RN, on a |7i(t)| <
|m|(RN) < +co, olt |m| = m* +m™.

La fait que 77 est continue est une conséquence immédiate du théoréme de continuité
sous le signe f (théoréme 4.52) appliqué a la fonction (x,t) — e~** (et avec les
mesures finies m?*). |

Comme pour la transformation de Fourier dans L', on peut se demander si 777 caracté-
rise la mesure signée m et si on peut retrouver m a partir de 72. La proposition suivante
s’intéresse a ces deux questions.
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Proposition 10.14 Soit N > 1.

1. Soit m et y deux mesures signées sur les boréliens de RN. On suppose que i = D
alors, m = .
2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de RN. On suppose que i € [Z(IC(]RN).

Alors, m = f A\ avec f = ’/n;\(—-) p.p. (¢’est-a-dire p.p. pour la mesure Ay ).
La démonstration de cette proposition fait I’objet de 1’exercice 10.6.

Nous avons vu dans la section précédente qu’il y avait un lien entre les propriétés de
décroissance de f a1’infini et les propriétés de régularité de ]/‘\(propositions 10.7,10.8
et 10.10). Dans le méme esprit, on peut remarquer que, si f est une fonction de R
dans R, borélienne et intégrable, la continuité de ]/‘\en 0 donne une précision sur la
convergence vers 0, quand a — +oo, de I]—a,u[f |f (x)|dx. Nous donnons dans le lemme

10.15 cette précision dans le cas plus général d’une mesure (positive) finie. Ce lemme
permet de démontrer le théoreme 10.22 (lui-méme utile pour démontrer le théoreme
central limite, théoreme 10.24).

Lemme 10.15 Soit m une mesure (positive) finie (et non nulle) sur B(R). On pose
M = m(R) et, pour t € R,

P(t) = \/ﬁw

(La fonction  prend donc ses valeurs dans R, et méme dans [-M, M), est continue
en 0 et P(0) = M.) On a alors, pour tout a > 0,

2/a
m({x,|x|za}>SaL (M - p())dt

DEMONSTRATION — On peut supposer M = 1 (il suffit, si M = 1, de remplacer la
mesure m par la mesure m/M). On remarque tout d’abord que pour tout t € R on a

mi(t) + mi(—t) \/ﬁj e 4 e dm(x \/_Jcosxtdm x).

et donc
P(t) = J cos(xt)dm(x).
R

On en déduit bien que P(t) € R, [{(¢)| < 1 et que P(0) =

Soita >0, on pose e =2/aet T = JO (1 —1(t))dt. En utilisant le théoreme de Fubini-
Tonelli (théoréme 7.7) on obtient

T= J:(‘LR(I —cos(xt))dm(x))dt = L(Le(l —cos(xt))dt)dm(x)

_ JR(&— SINED) ) ().

X



10.4. TRANSFORMATION DE FOURIER DANS 12 603

Mais, (e — %Ex)) =¢g(l- %}f’()) > ¢/2 si|ex| > 2, ce qui est vrai si |x| > a car ea = 2.
On a donc (comme (& — %(tx))

T= JR(E— Si“}(fx) Ydm(x) >

On obtient donc, finalement,

€ 2/a
m({x, |x| > a}) < 2T < %L (1—(t))dt = aj (1—-P(r))dt.

Ce qui est le résultat annoncé. ]

> 0 pour tout x)

10.4 Transformation de Fourier dans 1.2

On aimerait ici définir la transformée de Fourier d’un élément de L(zc(RN) = L(ZC(RN,
B(RN), Ay). On rappelle que 1’espace Lé(RN) est un espace de Hilbert et que le
produit scalaire sur Lé(RN) est défini par (en notant dt = dAN(t)) :

(f 1g)2 = f f(tgt

1l est clair que la définition de ]?qu’on a donnée pour f € L(}:(RN) ne s’applique pas
pour un élément de L(ZC(RN). Pour définir la transformée de Fourier d’un élément de
L2(RN), on va utiliser la densité de Sy dans L(ZC(RN) (on peut montrer que Sy C
L%(RN), comme on a montré que Sy C L%f(RN))' On va d’abord remarquer que la
transformée de Fourier envoie Sy dans LC(RN) et que c’est une isométrie pour la
norme de L(ZC(RN). On utilisera ensuite la densité de Sy dans L(%(RN) pour définir la

transformée de Fourier des éléments de Lé(RN).

Proposition 10.16 Soit N > 1 et f,g € Sy (on a donc, en particulier, f, g € L?C(RN)).
Alors }’\et ¢ sont des éléments de LL(RN) et (f | g); = (j?| Q). En particulier,

I£1l2 = £,

DEMONSTRATION — Soit f,g € Sy. On a alors aussi ]/‘\, g € Sy. Comme Sy C
Lé(RN), onadonc f, g, f, g€ Lé(RN). On va montrer que (f | g)> = (f 19)a.

Comme f,fe Sy C L(%:(RN), on peut appliquer le théoréme d’inversion (théo-
reme 10.6) pour transformer le produit scalaire de f avec g.

Le théoreme d’inversion donne f = ]?(—) et donc :

(71912 = [ Fi-tigtons = n) 2 f(jef”f?x>dx)g<t>dt.
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On utilise maintenant le théoreme de Fubini (théoreme 7.12). Il s’applique car ]/’\, g€
L(%:(]RN). On obtient :

(f|g>2:<2n)-’§f(f “”()dt) nax= [ gt = 71

ce qui termine la démonstration. |

La proposition 10.16 permet de définir, par un argument de densité, la transformée de
Fourier dans L?C(]RN).

Théoréme 10.17 (Transformée de Fourier dans L2, Plancherel) Soit N > 1. I]
existe une application linéaire continue F de 12 (RN) dans L(ZC(RN) tq.:

1. Si f e LE(RN) N LE(RN), on a alors F (f) fp
2P0urt0utfg€L2(RN ona(f|g)r=(F(f)] ( )2
3. Pour tout f € L?c(RN ), ona f=F(F(f))(—)

4. F est une bijection de Lé(RN) dans Lé(RN).

Pour f € L(ZC(]RN), F(f) s’appelle la transformée de Fourier de f. Compte tenu du
premier item, on notera en général, ]?la transformée de Fourier de f si f € L}C(RN)
(et alors j’r\: F(f) € Cy(RN,C)) ou si f € Lé(RN) (et alors }?: F(f)e L(ZC(RN)).

DEMONSTRATION — L’application f ]/‘\est définie sur Sy, qui est un sous espace
de L(ZC(]RN), et prend ses valeurs dans Lé(RN) (car Sy C Lé(RN), en confondant,
comme d’habitude, un élément de Lé(RN) avec I’un de ses représentants). Comme
cette application est linéaire, continue pour la norme de Lé(RN), et que Sy est dense
dans L2 (RN) (car Sy D CZ(RN,C) et C*(RN,C) est dense dans L2 (RN) voir le
theoreme 8.14), on en déduit que cette application se prolonge (de maniére unique) en
une application, notée F, linéaire continue de L2 (RN) dans L2 (RN)

Plus précisément, soit f € an (RN). 1l existe (f,,)neny C Sk t.q. f, — f dans L(zc(RN)
quand n — +oco. La suite (f,),en est donc de Cauchy dans Lé(RN). La proposi-
tion 10.16 donne alors que la suite (E)nEN est donc aussi de Cauchy dans L(zc(RN).
Elle converge donc dans Lé(RN). On aimerait définir F(f) comme étant la limite
(dans L(ZC(RN)) de la suite (ﬁ)neN. Ceci est possible a condition que cette limite ne

dépende que de f et pas du choix de la suite (f,),cn convergeant dans Lé(RN) vers
f. Or, ce dernier point est facile car si (g,,),ey est une autre suite convergeant dans

Lj:(RN) vers f,ona||f, = ull> = | fu — gull> — 0 quand 1 — +co. On a ainsi défini
F de Lé(RN) dans lui méme.

La linéarité de F découle immédiatement du fait que 1’application f > J/‘\est linéaire
de Sy dans L(ZC(RN). Enfin, soit f € L(ZC(RN) et (fu)ueny C Sy t.q. f, — f dans
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Lé(RN). La proposition 10.16 donne que U};Hz =||f,|l> pour tout n € N. En passant a
la limite quand 7 — +co, on en déduit IIF(f)ll2 = lfll2. Ce qui prouve la continuité
de F de Lé(RN) dans Lé(RN). On montre maintenant les 4 items du théoreme.

1. Soit f € L(IC(RN) N L(zc(RN). En reprenant la démonstration du théoreme 8.14, il est
facile de voir qu’il existe une suite (f,),en € CX(RN,C) t.q. f, — f dans Lé(RN)
et L} (RN) lorsque n — +oo (car dans la démonstration du théoréme 8.14, la suite
construlte pour converger vers f dans LP ne dépend pas de p). On en déduit que
fn — f uniformément sur RN lorsque n — +oo (car f, — f dans LC(RN)) et que
f — F(f) dans L2 (RN) lorsque 71 — +oo (car f,, — f dans L2 (]RN)) et donc que,
apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer que fn — F( f)p-p-
quand n — +o0. On en déduit bien que f = F(f) p.p.-

2. Soit f,g € Lé(]RN). Il existe deux suites (f;),en C SN €t (€n)nen CSN G- [ — f,

g, — g dans L(ZC(]RN). La proposition 10.16 donne (]/‘:, |2.)2 = (fu | £4)2 pour tout
n € N. En passant 2 la limite quand 7 — +oco on obtient bien (F(f) | F(g))2 = (f |

)2

3. Soit f € L. Soit (f,)yen € Sy t.q. f — f dans L2 (RN) quand n — +o0. On a
donc ]"',\, — F(f) dans LC(RN) ce qui donne aussi f,1 ) — F(f)(~) dans L(zc(RN)
et donc fn ) = F(F(f))(~) dans L2 (RN) quand n — +o0. La proposition 10.11
donne f, = f,, ) pour tout 1 € N. On en déduit donc (par unicité de la limite dans
L?) que f = F(F(f))(~) p-p-

4. Linjectivité de F (de LZ(RN) dans LZ(RN)) découle du fait que [|lF(f)ll2 = [If1l2

et que F est linéaire. La surjectivité est une conséquence immédiate du troisieme
item.

Remarque 10.18
Voici deux remarques a propos de la transformée de Fourier dans L(ZC(RN).

1. Pour définir la transformée de Fourier dans L(ZC(RN), on aurait pu utiliser la densité
de C=(RN,C) dans Lé(RN) et ne pas introduire I’espace Sy (voir I’exercice 10.5
pour le cas N =1).

2.Sif e Lé(}RN) mais f & L%:(RN). On ne peut pas utiliser la formule de la définition
10.3 pour calculer F ( f ), mais on peut utiliser cette formule avec une suite ( f,,),,cn de
fonctions appartenant a Lé(RN) et convergeant vers f dans Lé(RN). Par exemple,
on peut prendre f,, = f1g , ot B, est la boule de RN de centre 0 et de rayon 7. On
a alors fn — F(f) dans L(zc(]RN), quand 1 — +o0, et fn se calcule avec la formule
de la définition 10.3.
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10.5 Résolution d’une équation différentielle ordinaire ou
d’une équation aux dérivées partielles

On donne ici deux exemples simples d’utilisation de la transformation de Fourier
pour la résolution d’une équation différentielle (souvent notée EDO pour Equation
Différentielle Ordinaire) ou d’une équation aux dérivées partielles (souvent notée EDP
pour Equation aux Dérivées Partielles).

Soit N > 0, (ag,...,ayn) € RN*! et ¢ € S| (donnés). On cherche f € S; qui vérifie :
aNf(N)(x) +...+arf'(x)+agf(x) = g(x), pour tout x € R. (10.3)

Si f € §; vérifie (10.3), elle vérifie nécessairement, par transformation de Fourier :
aNf/(ﬁ)(t) +.+ uljlr\’(t) + uoﬂt) =g(t), pour tout t € R.
c’est-a-dire :
an(i)NF(t) +...+ayitf(t) +aof (t) = (t), pour tout ¢ € R.

En posant p(t) = ax(it)N +... +ajit + ag et en supposant que p ne s’annule pas sur
R, on a alors :
i - 8

f(t)—p(t)-

Comme g € &; et que p ne s’annule par sur R, on peut montrer que $ ¢ S;. En
utilisant maintenant le théoréme d’inversion, ou la proposition 10.11, on obtient :

—_—

f(t) :?(—t) = (%)(—t), pour tout ¢t € R. (10.4)

On a donc montré que f est nécessairement donnée par (10.4). Réciproquement, il
est facile de voir que la fonction donnée par (10.4) est solution de (10.3), c¢’est donc
I’'unique solution dans &; de (10.3) (en supposant que p ne s’annule par sur R).

Soit N > 1, on considere une fonction u : RN — R, de classe C? (c¢’est-a-dire deux
N 2

do“u
o ox}
On cherche a déterminer les fonctions harmoniques de Sy, ¢’est-a-dire les fonctions
u € Sy telles que :

fois continiment dérivable), dont on peut donc définir le Laplacien Au =

—Au(x) = 0, pour tout x € RN, (10.5)

Cherchons u € Sy (et donc Au € Sy) solution de (10.5). On a donc Au=0 (partout
sur RN), ¢’est-a-dire |¢|*7(t) = 0 et donc 7(t) = 0, pour tout t = 0. Comme 7 est



10.6. FONCTION CARACTERISTIQUE D’UN VECTEUR ALEATOIRE 607

continue, ceci entraine que 7 = 0 (partout sur RN), et donc # = 0. La fonction
identiquement égale a 0 est donc la seule solution de (10.5) dans Sy;.

On peut effectuer un raisonnement analogue si on cherche u de classe C? et dans
L[%&(RN) (on peut aussi le faire si u est seulement dans Lf%(]RN), il faut alors convena-
blement définir Au). On obtient encore que la seule solution de (10.5) est u = 0.

Par contre, ce résultat d’unicité n’est plus vrai si on ne demande pas a u d’étre de
carré intégrable. En effet, les fonctions constantes sont toutes solutions de (10.5) (et
on peut montrer que ce sont les seules fonctions, de classe Cet bornées, solutions
de (10.5), c’est le théoréme de Liouville en analyse complexe).

10.6 Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

La transformée de Fourier a son équivalent en probabilités : il s’agit de la fonction
caractéristique d’une variable aléatoire (rien a voir avec la fonction caractéristique
d’un ensemble !).

Définition 10.19 Soit (Q), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimension
d. On appelle fonction caractéristique de X la fonction de R? dans C définie par :

Qx(u) = J- e X4 4P = E(eX), pour u € RY,
Q

Dans la définition précédente, la fonction e’X* est bien intégrable sur Q (pour tout
u € R%) car la fonction x > e™** est continue bornée de R? dans C. En notant py
la loi de X, on remarque également que @x = ( 2m)4/ 2px(—). La section 10.3 donne

alors quelques propriétés élémentaires de la fonction caractéristique d’un v..a..

Proposition 10.20 Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X un v.a. de dimen-
sion d. La fonction caractéristique de X vérifie alors les propriétés suivantes :

1. @x € Cy(R4, C).

2. La loi de X est entierement déterminée par @x (c’est-a-dire que si Y est un autre
v.a. de dimension d et que Qx = @y, on a nécessairement px = py).

3.8ipx € L(E(Rd,B(Rd ), Aq), la loi de X a une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur B(R?), ¢’est-a-dire px=fAg et:

f(x)=(2m)™ fRd e XUy (u)du, Ag-p.s. enx € RY.
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DEMONSTRATION — Comme @y = (21'()‘1/2?7\)((—-), le premier item est donnée par
la proposition 10.13 (qui donne px € Cy(R4,C)).

Le deuxieme item est donnée par le premier item de la proposition 10.14.

Pour le troisieme item, on remarque que le deuxieme item de la proposition 10.14
donne px = f A, avec f = px(—), ce qui donne A4-p.s. en x € R¥ :

flx)=(2m)°2 jR e px(t)dt = (2m0) fR e x ().

Les fonctions caractéristiques peuvent étre utilisées pour montrer 1’indépendance de
v.a.r. (ou de v.a.). On donne un exemple dans la proposition suivante.

Proposition 10.21 Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé, d > 1 et X{,..., X  d v.a.r.
Alors, les v.a.r Xq,...,X  sont indépendantes si et seulement si on a

ox(u) = |ox; (1)

—

j=1
pour tout u = (uy,...,uy)" € RY, oit X est le v.a. de composantes X1,...,X4.

DEMONSTRATION — D’apres le théoreme 9.28 les v.a.r. Xy,...,X; sont indépen-
dantes si et seulement px = px, ®...®px,. Par la proposition 10.14, ces deux mesures
sont égales si et seulement si leurs transformées de Fourier sont égales, c’est-a-dire si
et seulement si :

ox(u)= J}Rd (z"""‘d(px1 ®...®px,) pour tout u € RY.

Comme e™** = ]_[?l:1 ™% pour tout x = (xq,...,x4)! et tout u = (uy,...,uz)', la
définition de la mesure produit donne
d

J e*"d(px, ®...®px,) = ]_[(ij(uj),
R4 .
=1
ce qui termine la démonstration de cette proposition. ]

Il est intéressant aussi de connaitre le lien entre convergence en loi et convergence
simple des fonctions caractéristiques. Nous donnons ce lien dans le deuxieme item du
théoréme 10.22 (dG a Paul Lévy).

Théoreme 10.22 (Convergence en loi et fonctions caractéristiques, Paul Levy)
Soit (Q), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et (X,,),en+ un suite de v.a. de dimension
d.
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1. On suppose que la fonction caractéristique de X,, converge simplement (quand
n — +oo) vers une fonction ¢ continue en 0. 1l existe alors unv.a. X t.q. X,, > X
en loi, quand n — +co.

2. Soit X un v.a. de dimension d. Alors, X,, — X en loi, quand n — +oo, si et seulement
si @x, (1) — ox(u), quand n — +oo, pour tout u € R4,

DEMONSTRATION — Le deuxiéme item du théoréme est une conséquence facile
du premier item. En effet, si X,, — X en loi, on a, bien sir, @x, (1) — @x(u) pour
tout u € R (car la fonction x — e* est continue et bornée de R dans C, pour
tout u € RY). Réciproquement, on suppose que @x, (1) — @x(u) pour tout u € R4,
Comme la fonction @y est continue (et donc, en particulier continue en 0), le premier
item donne que X,, converge en loi vers un v.a. Y. Mais ceci donne que X et Y ont
méme fonction caractéristique et donc mé€me loi. On en déduit bien que X, tend vers
X en loi.

Nous démontrons maintenant le premier item du théoreme 10.22. Cette démonstration
se fait en deux étapes. Dans la premiere étape on montre que la suite des lois des X,
est tendue (on utilise ici le lemme 10.15 et la continuité de ¢). Puis dans la seconde
étape on conclut griace a la proposition 9.21.

Etape 1. On montre dans cette étape que la suite des lois des X, est tendue. Pour cela,
il suffit de montrer que la suite des lois de chaque composante des X,, est tendue. Soit

doncie{l,...,d}et (XSJ’)%N la suite des i—éme composantes des X,,. On note m,, la

loi de Xg) et, pour tout t € R,

—

nlt) = %‘ngy(f) + @y (=t) = «/ﬁw

Le lemme 10.15 donne alors, pour touta > 0 et n € N.
2/a

(|2l > a)) < f (1~ gu()dt. (10.6)

0
On a (pXm(t) = @, (te;) (ou e; est le i-eme vecteur de la base canonique de RY), 1a
N

fonction ,(¢) converge donc pour tout ¢ € R et sa limite est une fonction ¢ (de R
dans R) continue en 0. Comme 1,,(0) = 1 pour tout n € N, on a aussi {(0) = 1.

Soit € > 0, comme 1 est continue en 0 et P(0) = 1, il existe ag > 0 t.q. maxe[o,2/4,](1—
P(t)) < ¢, etdonc

2/aq
aOL (1—=P(t))dt < 2e.

La fonction {,, converge simplement vers P et 0 < (1 —,) < 1 le théoréme de
convergence dominée donne donc
2/ag

2/aq
lim aOL (1—q)n(t))dt:aoJ- (1 - (t)dt.

—
n—+oo 0
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Il existe donc 1 t.q.

2/&0
n>ng= lim aoj (1 -1, (t))dt < 3e.
0

n—+oo
Avec (10.6) on a donc
n>ng = my({x,|x| > ag}) < 3e.
D’autre part, en utilisant la continuité décroissante d’'une mesure, pour tout n €
{1,...,n9 -1}, il existe a,, t.q. m,({x,|x| > a,}) < 3e.
En prenant a = max{ag, ay,...,4,,-1} on a donc
m,({x,|x| > a}) < 3e pour tout n € N,
Ceci montre bien que la suite (#1,,),cn+ est tendue et termine la premiére étape.

Etape 2. Dans cette seconde étape il suffit d utiliser la proposition 9.21. Cette proposi-
tion nous donne I’existence d’une sous-suite de la suite (X,,),cn+ €t d’un v.a. X tel que
cette sous-suite tende vers X en loi. On en déduit, en particulier que ¢x = ¢. Il reste a
montrer que toute la suite (X,,),,cn+ tend vers X en loi (et pas seulement une sous-suite).
Pour le montrer, on raisonne par I’absurde. Si la suite (X,,),en+ Ne converge pas en loi
vers X, il existe ¢ € Cp(RY,R) t.q. E(p(X,,)) 7 E(p(X)). Il existe donc € > 0 et une
sous-suite de la suite (X,;),en+» que nous noterons aussi (X,,),en+ (pour ne pas alourdir
les notations), t.q.

[E(¢(Xn)) - E((X)) 2 &. (10.7)

Mais, la proposition 9.21 nous donne I’existence d’une sous-suite de cette sous-suite et
d’un v.a. Y t.q. la sous-suite de la sous-suite tende vers Y en loi. Comme la convergence
en loi donne la convergence simple des fonctions caractéristiques (et que @x, — @
simplement), on en déduit que @y = @ = @x. On a donc Px = Py. La sous-suite de
la sous-suite tend donc vers X en loi. En contradiction avec (10.7). On a bien ainsi
montré finalement que X,, — X en loi. |

On donne maintenant la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien.

Proposition 10.23 Soit (O, A, P) un espace probabilisé.

1. Soit X une v.a.r. gaussienne. On note m son espérance (m = E(X) € R) et 62 sa
variance (6% = E((X —m)?) > 0) de sorte que X ~ N (m,c?). On a alors :

. 2
imu —%u?

ex(u)=e""e" 2", pour tout u € R.

2. Soit d > 1 et X une v.a gaussien de dimension d. On note m son espérance (m =
E(X) € R?) et D sa matrice de covariance (D est une matrice symétrique, de taille
d x d, semi-définie positive, son terme a la ligne j et la colonne k est donné par la

covariance des composantes d’indices j et k de X) On a alors :
: 1
Qx (1) = e™4e™ 2PN pour tour u € RY.

Ceci montre que la loi de X ne dépend de m et D (de sorte que X ~ N (m,D) si D
est s.d.p., voir la proposition 9.33).
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DEMONSTRATION —  Soit X une v.a.r. gaussienne, X ~ N (m,52). On suppose tout
d’abord que 62 = 0, on a alors X = m p.s. et donc, pour tout u € R, @x(u) = €™, ce
qui est bien la formule annoncée. On suppose maintenant que ¢ > 0, on a alors, pour

toutu eR: 5
. 1 (x—m)

— ixXu _ dx.

ox(u) JRe 5 2ne><p( 97 ) x

Avec le changement de variable y = ¥, on obtient :

; ; 1 2
X(u):elmllj elyou er )
@ R V21T Y

2
. ; ; =y
ce qui donne @y (u) = elm“\/#zfntp(cu) avec Y(t) = JR e'V'e > dy pour tout t € R.

. 2 . .
Comme la fonction y +> e?" est paire, on a aussi :
2

P(t) = j cos(yt)e% dy, pour tout t € R.
R

Pour calculer 1(t), on remarque que le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale
s’applique (théoreme 4.53) et donne que 1 est de classe Clet

V() = fR(—y)sin@t)e%dy.

En intégrant par parties cette derniere intégrale (en fait, on intégre par parties sur

[—n, n] puis on fait tendre n vers ’infini), on obtient :
2

V'(t) = —j tcos(yt)e%dy = —t{(t), pour tout f € R,
R

2 -2
ce qui donne () = L!)(O)E%. Comme (0) = fRe%dy = V2m, on en déduit que

_2 ) o242
P(t) = \/21(6% (pour tout t € R) et donc que @x(u) =e'™ e~ 2 —, ce qui est bien la
formule annoncée.

On suppose maintenant que d > 1 et que X est un v.a. gaussien. Soit u € R4. On
a @x(u) = E(e’X*) = @x.,,(1). Pour connaitre @x(u), il suffit donc de connaitre la
fonction caractéristique de la v.a.r. X - u. Comme X est un v.a. gaussien, la v.a.r. X-u
est une v.a.r. gaussienne. Sa moyenne est E(X - u) = E(X) - u = m - u et sa variance est
(voir I’exercice 9.6) :
62 =E((X-u—m-u)?)=B(u' (X —m)(X -m)'u)=u'Cov(X)u = u'Du.
On a donc, d’apres la premiere partie de cette démonstration (c’est-a-dire le cas d = 1),
: u!Du
m-u ,— 2

Ox(#) = ox.u(l) =™ e 2,
ce qui est bien la formule annoncée (car u'Du = Du - u).
Enfin, comme @y détermine completement la loi de X, 1a loi de X ne dépend que de
m et D.

On montre enfin le théoréme central limite, qui nous dit, en particulier, qu’une somme
de v.a.ri.i.d. se répartit de maniere “gaussienne” autour de sa moyenne.
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Théoréme 10.24 (Théoreme central limite) Soit (), A, P) un espace probabilisé,
d > 1 et (X,,)pen- une suite de v.a. de dimension d i.i.d.. On suppose que E(|X{]?) < 0.
On pose E(X;) = m, D = Cov(X;) et, pour n € N*,

1 n
Y, = N ;(X,- —m).

La suite (Y,,) e converge alors en loi vers tout v.a. Y dont la loi est la loi normale
multidimensionnelle N (0, D). (Voir la définition 9.5 et la proposition 9.33 pour la
définition de cette loi normale multidimensionnelle.)

Remarque 10.25 Dans le cas d = 1, le théoréme 10.24 donne donc la convergence en
loi de la suite (Y,,)yen- vers Y o Y ~ N(0,02), 62 étant la variance de X;. Si 6% # 0,
1l est intéressant de noter que cette convergence en loi est équivalente a la convergence
simple de la fonction de répartition de Y,, vers celle de Y (quand n — +o0). Ceci
est dii au fait que la fonction de répartition de Y est continue en tout point R, voir
I’exercice 6.66.

DEMONSTRATION — D’apres le théoreme 10.22 et la proposition 10.23, il suffit de

montrer que, pour tout u# € R,
. _ utDu
lim @y (u)=¢ 2,

n—-+oo

ol @y, est la fonction caractéristique du v.a. Y,,.

Soitu € R%. On a
nooo
)=E([ [e
p=1

;Zl(prm)-u (Xp—m)-u

v, (1) = E(er) = E(e @ )

Les v.a. Xp (p =1,...,n) étant indépendants et identiquement distribués, on a donc,
par la proposition 9.27 (cette proposition est écrite pour des fonctions a valeurs réelles
mais elle s’étend a des fonctions a valeurs complexes en décomposant les fonctions en
parties réelles et imaginaires),

y, (1) = E(evn

)" (10.8)
S (Xy=m)u . . )
On pose z,, = E(e V" ) et on calcule maintenant z,, en faisant un développement
limité des fonctions cos et sin. Il existe deux fonctions €; et ¢, appartenant a Cj(RR,R)
t.q. lim,_,g¢&;(x)=0,i=1,2et
x2

cos(x)=1- = +x°
2

g1 (x) et sin(x) = x + x%e,(x).
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On en déduit que

JCOSTxl— m)-u dP_l——j (Xy - )2dP
e RGO Re I<x1 m)-wdP,

J;)sm(\/l_(Xl ™) - u)dP:%lL(Xl—m)ﬂdP
+—f (Xy —=m)-u)ey(—=(Xy —m)-u)dP.

n Jjo \/E
Comme E(|X;]?) < +0o, le théoréme de convergence dominée donne

Jim | (<P 2

D’autre part, on a
J (Xy —m)-u)?dP = J ul(Xy —m)(Xy —m) udP
Q Q

= ut(J-Q(Xl -m)(X; - m)th)u =u'Du.

JQ(X1 —m)-ualP:(L(x1 —m)dP)-u = 0.

,on a donc

et

(Xy—=m)-u)dP=0pouri=1,2.

et

En posant a =

J‘Qcos(\/_( ™) - u dP_l—— Jsm m)- u)dP:Z,

avec lim,,_, b, = aetlim,_,,. ¢, = 0. En posant a,, = b, + ic,, on a donc z,, =

a .
(1- 7”) avec lim,,_,, . a, = a. Avec (10.8), ceci donne

a?l

— Sy

v, () =z = (1=

Comme a € R, le lemme 10.26 donne le résultat, c’est-a-dire lim,,_,, o, @y, (1) =™ =

_utDu
e 2 . |

Lemme 10.26
Soit a € R et (a,,),en une suite de nombres complexes t.q. lim,,_,, . a,, = a. On a alors

. a _
lim (1--2)"=¢™"
n—-+o0 n

DEMONSTRATION — Ce lemme est bien connu si 4, € R pour tout n € N. Il suf-
fit de remarquer que a,, < n pour n assez grand et que lim,_,, nIn(1 - %) =
—lim,,_, . a, = —a. La difficulté est ici que a,, peut ne pas étre un nombre réel.
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On pose z, = 1 — 22 et p, = 1 — £. Comme la suite (a,,),cy est bornée (car elle est
convergente), il ex1ste MeRtq. Ianl <M pour tout n € N. Onadonc |z,| <1+ M (et

aussi |y,| < 1+ M) On a alors (en écrivant @(1 fo t)dt avec @ € C°°(R C)
définie par (P( ) (th (1 - t)yn) )

1
2~y = n(z, mj (tzy+ (1=t dt.
0

M M
Comme |tz, + (1 — t)y,| < tlz,|+ (1 — )|y, £ 1+ — < en (pour tout n € N), on en
n
déduit que
M M
|z = vul < nlzy = yule™ =la—ayle™.

On adonc lim,,_,, .z =lim,,_, o, v =lim,,_, (1 - )" = e [

10.7 Exercices

10.7.1 Transformation de Fourier

Exercice 10.1 (Résultat partiel d’inversion de Fourier dans L' ¢) Soit H(t) =
el € R. On pose, pour A > 0 :

1

hy(x)=(2m)"2 JRH(M)e"txdt,x eR.

A
A2 4 x2

N=
=

2
1. Montrer que hy(x) = (E) et j hy(x)dx = (2m)2.
R
Corrigé — Soit x € R. Comme H est paire, on a (21‘()%h>\(x) = IR e Ml cos(tx)dt et

donc
n

(2“)%/%(36) =2 lim e M cos(tx)dt.

n—+o00 0

En intégrant deux fois par parties, on remarque que

n 1 X n
J e Ml cos(tx)dt = — — (—)ZJ e Ml cos(tx)dt +a,,
. Y9,

avec lim,,_,, . a, = 0. Ceci donne
n
A
—IAt]
e cos(tx)dt = ——(1+ Aa,,),
I ()t = o (14 Aay)

1
et donc hy(x) = (%)2 )‘zixz-

Pour calculer IR hy(x)dx, on utilise le changement de variable x = Ay, on obtient

2 1
J]-th(xmx:(;) f1+x2dy (2%,

Nl
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2. Soit f € L(lc(R,B(R), A), montrer que pour tout x € R, on a :
fahy(x)= j H()f(t)e'™ dt.
R

Corrigé — Noter que \ désigne ici a la fois le paramétre \ introduit au début de
I’énoncé et la mesure de Lebesgue. Cette maladresse de notation semble toutefois
sans gravité.

Comme f € Lé(R,B(R), A) et hy € LR'(R, T, ), f*hy(x) est défini pour tout x € R
etona:

felnx) = JRf(t)hx(x— ndt = (2m)t L@f(t)(fRH(me“xWz»)dt.

Comme f € L(lc(R, T,\) et H(\) € LI‘E’(R, T, A), on peut utiliser le théoréme de Fubini
(théoreme 7.12) pour inverser I’ordre d’intégration et obtenir :

1

Fea@ = n [ o (fR f(t)e—fwdt)dy
= L%H(Ay)ei"”f(y)dy-

3. Soit g une fonction mesurable bornée de R dans C, continue en 0. Montrer que

g+ hy(0) = V2mg(0) quand A — 0. [Utiliser 1. et le théoreme de convergence
dominée. ]

Corrigé — On utilise maintenant le fait que hy € LﬁQ(R, T,A) et g € LE(R,T, )
pour remarquer que g * hy(x) est défini pour tout x € R. Pour x =0, 0na:
)= [ stamas=(2)] [ 52w
* = X x)jax =|— ——= LXx)ax.
g*hy Rg A T R A2 + 12 g
Avec le changement de variable y = § on obtient :

g*hy ) - g( 9)1 yz v
1

Comme |g(Ay) 1er2| < ||g||u# (avec ||gll, = sup,cg 1g(x)|) et que la fonction y —

1+1y2 est intégrable sur R, on peut utiliser le théoreme de convergence dominée pour

en déduire (grdce a la continuité de g en 0) :
1

4. Soit f € L(IC(R, T, A), montrer que :

If *hy — V21 f]l; — 0 lorsque A — 0.

[On pourra utiliser la continuité en moyenne et la question précédente avec g(v) =

JIf (e +9) = f(x)ldx.]
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Corrigé — Comme fR hy(y)dy = V21, ona:
If * By~ V2 fll, = J |J (f (x—9) — F () (v)dyldx
R R

< jR(fR f(x—y) —f(x)lhmdy)dx.

En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.7), on en déduit :

||f*hx—mf||15f(f F(x-p)- |dx)hx Py = g1 (0),

avec g(y) = [ |f (x+y) - f(x)ldx.

Le théoréme de continuité en moyenne dans L' (théoréme 5.21, écrit pour de fonctions
a valeurs réelles mais la généralisation est immédiate pour des fonctions a valeurs
complexes) donne que g est continue en 0 et donc aussi continue de R dans R
(en remarquant que |g(v) — g(z)| < |g(y — 2)|) et donc aussi mesurable de R dans
C. Elle est également bornée (car |g(y)| < 2||f|l;, pour tout y € R). On peut donc
utiliser la question précédente, elle donne que limy_,y g = h)(0) = 0 et donc que

limy_ollf *hy — V27f I = 0.

5. Déduire de ce qui précede le théoréme d’inversion de Fourier, théoréme 10.6.

Corrigé — On note L! = L}C(R, T,\). Soit f € L! (on a donc fe Co(R,C)). On
suppose que ]?e L. Soit (\,)pen C R une suite t.q. lim,,_, o, A, = 0. Comme

f € LY, la question précédente nous donne que f * hy, — V2nf dans L! et la
question 2 nous donne pour tout n € N et tout x e R :

fehy (x)= —ERH(Ant)f(t)ei"tdt.

On utilise maintenant le théoreme de convergence dominée qui s appltque parce

que f e L! et que I’on a, pour tout x et tout n, [H(),, t)f )eiXt| < |f x)|. Comme
lim,,_, o H(A,x) = 1, pour tout x € R, on a donc, pour tout x € R :

lim fxhy (x Jf )\ dt = VI F(—x

1’!4)+00

Enfin, comme f *hy — V2nf dans LY, on peut supposer, aprés extraction d’une
sous-suite, que f xhy — V27 f p.p.. On a donc, ﬁnalement (par unicité de la limite

dans R), V21 f = V2‘nf ) p.p., ¢’est-a-dire f = f
Exercice 10.2 (La transformation de Fourier n’est ni stable ni surjective) Soit
a € R}. On note L}C I’espace L}C(IR{,B(R), A).Onpose f =1[_g4)

1. Calculer la transformée de Fourier de f. En déduire que L(%: n’est pas stable par
transformation de Fourier.

Corrigé — On a bien f € L1 .SoitteR*, ona

—1xt 1 —mt iat)

B 1 ) B Esin(at)
\/ﬁf _”m( e —t\/ﬁZSm(al‘)—\/;—tL .
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Pourt=0,0na ]?(0) = \/ga. (On peut remarquer que }?est bien continue sur R.)

La fonction f n’est pas intégrable sur R (pour la mesure de Lebesgue), ce qui montre
que L(lC n’est pas stable par Fourier.

2. Pour n € N*, on pose g, = 1|, - Calculer f =g, et montrer qu’il existe h,, € L(lC
t.q. ’h\,1 = f * g,. Montrer que la suite f * g, est bornée dans Cy(R,R) alors que la
suite h,, n’est pas bornée dans L(lc. En déduire que la transformée de Fourier n’est
pas surjective de L}C dans Cy(R, C).

Corrigé — Soit n € N*. La fonction f * g, est définie sur tout R et pour x e R on a

frout)= | F@Itx-iy = Ml-aalnlx-nx+n),  109)
car f(y)gu(x—v)=1siy €[-a,a]N[x—n,x+n] et 0 sinon.
On peut eventuellement expliciter f = g, (mais ce n’est pas nécessaire pour la suite).
Pour n > a, on obtient :
0 six>a+mn,
a-x+n si—a+n<x<a+n
f(x)=12a sia—-n<x<-a+mn
X+n+a si-n—asx<a-n
0 Six<-n-a.

Comme f et g, appartiennent a LY, on sait (par le cours) que frg, € L(lC et @, =
V27 f g,. On obtient donc, pour tout t € R (en posant sin(t)/t = 1 pour t = 0),

@(t) = h,(t), avec h,(t) = Z@M’

12
La fonction h,, est continue sur R et |h,(t)| < V8/1(1/t%) pour tout t, on en déduit
que h, € L(%:, on peut donc appliquer le théoreme d’inversion de Fourier. 1l donne

fgu(=)=f*gn=hy
Comme f+g,(—) = f *g, (par (10.9)), on a bien finalement f +g, = E; avec h,, € L(lc.
Comme f et g, sont de carré intégrable, on sait que f +g, € Co(R,R)) (voir I’exercice
8.7). Ceci peut aussi se voir directement sur la formule pour f = g,. La formule (10.9)
donne aussi |f * g,(x)| < 2a pour tout x et tout n. La suite (f * g,)nen est donc bornée

dans Cy(R,R) (et aussi dans Cy(R, C)). On montre maintenant que la suite (h,),en
n’est pas bornée dans L%:.

Soit o > 0 t.q. sin(at)/(at) > 1/2 pour tout t € [0, a]. On a alors pour tout n € N*
|

e a (% sin(nt) . a (" sin(z)
\/ijhn(t)ldtzle . |dt_2jO | . ldz,

Ce qui prouve que (h,),cn n’est pas bornée dans Lé: car la fonction z +— sin(z)/z
n’est pas intégrable sur R.
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Si application @ v @ était surjective de Lg‘: dans Cy(R, C), elle serait alors bijective
et continue (car on sait déja qu’elle est injective et continue). Le théoréme de Banach !

donnerait alors que son inverse est aussi continue, ce qui est faux car la suite (h,),en
est bornée dans Cy(R, C) alors que la suite (h,),cN est non bornée dans L%:.

Exercice 10.3 (Une condition donnant fe LY

On note LP I’espace L%(R, T,\).

1. Soient f,g € L', montrer que fge L', g;‘\e L' et ff:g\d)\ = Jg]?dk.
2. Soit B = [—%, %] Montrer que 1g* 15(t) = (1 —|t])" pour tout t € R.
3. On pose 0,,(t) = (1 — |—fl|)+ pour tout n € N* et pour tout ¢ € R.

(a) Calculer 6; (y) pour tout y € R.
[On pourra remarquer que 6; = 1g* 15 avec B = [_%, %]‘]

(b) Soit n € N* et y € R*, montrer que

4. Soit f € LI NL*™ t.q. f(t) € R, pour tout ¢ € R. On se propose de montrer que
f € L! (et donc que le théoréme d’inversion s’applique). On utilise la fonction ©,,
de la question précédente.

(a) On note @, = Gn]?; montrer que @, T fet j(pnd AT ffd A lorsque 1 — +oo.
(b) Montrer qu’il existe o > 0 indépendant de n tel que f@n(y)dy = a pour tout
n € N*. En déduire que fe L.

Exercice 10.4 (Transformée de Fourier inverse) Soit f € L]}Q(R,B (R),A). On sup-

pose que la transformée de Fourier de f, notée }‘\, est aussi intégrable (pour la mesure
de Lebesgue).

1. En utilisant le fait que f prend ses valeurs dans R, montrer que

—

Re(f(—t)) =Re(f(t)) pour tout t € R,

—

Im(f(—t)) = —Im(f(t)) pour tout t € R,

ot Re(&) et Im(&) désignent les parties réelle et imaginaire du nombre complexe &.

1. Théoreme de Banach : Si T est une application linéaire bijective et continue d’un espace de Banach
E dans un espace de Banach F, alors son inverse est continue.
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_ 1 ,
Corrigé — Pourtoutt €R, ona f(t)= — | f(x)e ™ dx.
V2m Jr

Soit t € R, on a donc

e _L ixt
Fl-t) = mfRf(x)e dx.

En utilisant le fait que f prend ses valeurs dans R, on obtient alors la formule suivante

pour le conjugué de )/‘\(—t) (noté f(—t)) :

== 1 —

)= L () pixt :L —ixt —
7o) = J]Rf(we fdx mJRﬂx)e dx = F11)

21

En reprenant encore le conjugué, ceci donne bien ]?(—t) = f(1).

2. Montrer que
2 +00 - .
f(x)=+/= J Re(f (t)e'™)dt pour presque tout x € R.
T Jo

Corrigé — Comme fest intégrable, on sait f = ]?(—) p.p. (théoréme 10.1). On a
donc, pour presque tout x € R,

R U (N U A TN (el
f(x)—mfRf(t)e dt—mJ-_mf(t)e dt+mjo f(t)e™dt.

Dans l'intégrale de —co a 0, on utilise le changement de variable s = —t, on obtient

V21 f (x) = Lm F(=s)e ™ ds + Lm F(te*tdt.

En regroupant les deux intégrales, on en déduit
+o0
Vormf(x) = J (F(=t)e™™ + f(t)e™")dt.
0

La premiere question montre que le nombre complexe f(—t) est le conjugué de J?(t)

Comme le nombre complexe e~ est le conjugué de et on en déduit que f(—t)e_i"t

est le conjugué de ]?(t)ei’“. Ceci donne alors
+00
V21 f(x) = j 2Re(f (t)e™")dt.
0

On obtient bien, finalement, pour presque tout x € R,
2 +00 - .
f(x) =4 / —f Re(f(t)e”")dt.
T Jo

Exercice 10.5 (Transformée de Fourier pour f de classe C?, a support compact)
On note ﬁg: I’espace £fé(R,B(R), ). Soit f € C2(R,C) (c’est-a-dire que f est une
fonction de R dans C, de classe C?, et qu’il existe K compact de R t.q. f = 0 sur K°).

1. Montrer que f € K(E N Cé.
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2. Montrer que f € E}C N ﬁé. [On pourra utiliser la proposition 10.7.]

3. Montrer que [|f1|> = [If]l2.
N.B. Comme C?(R, C) est dense dans Lé(R, B(R), M), cet exercice permet de définir
la transformée de Fourier dans L% sans utiliser I’espace ;.

Exercice 10.6 (Caractérisation de # par #1) Soitd > 1.
1. Soit m et p deux mesures signées sur les boréliens de R?. On suppose que i1 =M.
(a) Soit @ € L(lc(Rd,B(Rd), A4). Montrer que j'(ﬁdm = ffﬁdpt.

Corrigé — On remarque que Jfﬁdm = (27‘()_% J (Ie_ix't(p(x)dx)dm(t). (Les in-
tégrales sont toutes sur R?). La mesure signée m peut se décomposer en différence
de deux mesures positives étrangéres m = m* —m~ (décomposition de Hahn,
proposition 2.33). Comme

fj|ef’“"‘<p<x>|dxdm+<t) = Nl m*(R) < +oo,

on peut utiliser le théoréme de Funini-Tonelli (théoréme 7.7) avec les mesures A\
et m* et les mesures Ay et m~. On obtient ainsi :

J'@dm = (2m)° J(J e”"fdm(t))cp(x)dx = Jﬁ?(x)q)(x)dx.

Le méme raisonnement donne J’q?dy = Jﬁ(x)(p(x)dx. Comme #i(x) =H(x) pour
tout x € R%, on en déduit bien I’(Edm = I’(ﬁdy.

(b) Montrer que f(pdm = f(pd y pour tout @ € S (R4, C) (et donc pour tout @ €
C&(R%,R)).
Corrigé —
Comme S(R%,C) c L%:(Rd,B(Rd), A4), la question précédente donne f’(ﬁdm =
I’(ﬁd}i pour tout @ € S(R4,C). Or, I'application @ > @ est une bijection dans
S(R?,C) (proposition 10.11). On a donc J(pdm = f(pdy pour tout @ € S(R%,C).

(c) Montrer que m = p (On rappelle qu’une fonction de ¢ € CC(Rd,]R{) est limite
uniforme de fonctions de ¢ € C2(R4, R)).
Corrigé — Soit ¢ € C.(R,R) et (¢,,)ery € CX(R,R) 1.q. @, — @, uniformé-
ment sur R, quand n — +oco. La question précédente donne f(pnd m= I(pnd B

pour tout n € N. On utilise alors le théoréeme de convergence dominée (ce qui est
possible car les mesures m* et y* sont des mesures finies), il donne I(pdm =

I(pdy.

La proposition 5.8 donne alors m = .

2. Soit m une mesure signée sur les boréliens de R?. On suppose que 7 € L(lc(]R{d,
B(R%), A;). Montrer que m est la mesure de densité f par rapport a la mesure de

Lebesgue avec f = m(—).
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Exercice 10.7 (Transformée de Fourier du produit de fonctions)

Pour p € [1,+00], On note LP I"espace L%(R, B(R), A) et on désigne par ||-||,, 1a norme
dans LP.

On note C°(R, C) I’ensemble des fonctions de classe C* et a support compact de
R dans C. Enfin, on note Cj(R, C) I’ensemble des fonctions continues bornées de R
dans C.

Si f € L', on désigne par ]?la transformée de f (on a donc fe Cy(R,C)).

Si f € L?, on désigne par F (f) la transformée de Fourier de f (on a donc F(f) € L?).
On rappelle que si f € L' N L2, on a ]T: F(f) p.p.. Dans ce cas, on confond, en
général, f et F(f).

1. (Convolution L? — L?). Soit u,v € L?. Montrer que pour tout ¢ € R la fonction

s u(t —s)v(s) est intégrable et donc que la fonction u = v est définie sur tout R
par la formule

uv(t)= j u(t —s)v(s)ds, pour tout t € R.
R

Montrer que u *v € Cy(R,C) et que ||u * v|| < ||ull2]|v]l2-

Corrigé — On peut choisir pour u et v des représentants et donc considérer que
u,v € Lé(R,B(R), A). La question est alors corrigée dans I’exercice 8.7 (voir la
premieére question de cet exercice en prenant p = q = 2). Dans [’exercice 8.7, les
fonctions sont a valeurs réelles mais la démonstration est identique pour des fonctions
a valeurs complexes.

2. Soit f,g € CP®(R,C).
(a) Montrer que f, g, fg € LI NL?, puis que }’\, gellnl2

Corrigé — I suffit de remarquer que f et g appartiennent a I’espace de Schwartz,
noté Sy (voir la definition 10.9). Comme S C LP pour tout 1 < p < +o0, on a
donc f,g € L NL? (avec la confusion habituelle entre un élément de LP et son
représentant continu lorsqu’il existe). Puis, comme la transformée de Fourier envoie
81 dans S (voir la proposition 10.11), on a aussi ]?,'g\e S et donc ]?,:g\e L'nL2

(b) Montrer que, pour tout t € R,
1

V2

[On pourra, par exemple, utiliser le fait que f, g € L! et calculer f* g(t) en

—

fe(t)= —f+glt).

utilisant la définition de f et la transformée de Fourier inverse pour g.]
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Corrigé — Soit t € R. comme f,g € L?, la fonction f +T est bien définie au point t
etona

Feqi) = J-Rf(t—x)ax)dx

Comme f € L', on peut utiliser la formule définissant ]? t —x). Elle donne

ra 1 i(t—x)
f*:g\(t):\/ﬁj;%(j Y f(v) dy)’Tx

On peut maintenant utiliser le théoréme de Fubini car |e‘i(t"‘)3’f(y)§(x)| =f (v)g(x)]
(et Ji, o If )Fx)ldxdy = Il [[glh < +o0). On obtient

Featn= | v_J eFx)dx)e Y £ (y)dy

Comme g,g € LY, le théoréme d’inversion de Fourier (théoréme 10.6) donne g(y) =
\/%Tx IR e*Vg(x)dx et donc

Feg= [ sy,
R
c’est-a-dire (noter que fg € L) f*fg‘(ﬂ = ‘/ﬁfg(t)

3. Soit f,g € L2. Montrer que, pour tout f € R,

— 1 - -
fe(t) = \/T—n}"(f)*f(g)(t)-

Corrigé — Il suffit d utiliser la densité de C° (R, C) dans L?. Soit (f,)nen €t ($n)nen
deux suites de C®(R,C) telles que f, — f dans L? et g, — g dans L?, quand
1 — +o0. On a alors f,8, — fg dans L (il suffit de remarquer que ||f,g, — f gl <

L = fll2llgallo + L F 12120 — g||2) La transformee de Fourier envoie continfiment L!

dans Cy(R, C). On a donc fn = f g umformement sur R. La transformée de Fourier
envoie aussi continiment L? dans L*. On a donc fn — F(f) et g, — F(g) dans L2,
La premiére question donne alors que fn + g, — F(f)* F(g) uniformément sur R.

Soit maintenant t € R, la question précédente donne f/n;l(t) = \/%77'(}; +g,(t). En

passant a la limte quand n — +oco on en déduit bien que ?E(t) = \/%Tr}:(f) + F(g)(t).

Exercice 10.8 (Caractérisation des fonctions a valeurs réelles) Soit d > 1. Pour
1 < p < o0, on note L? I’espace L? (Rd,B(]Rd), Ad).

1. 501t f € L. Montrer que f(x) € R pour presque tout x € R si et seulement si

f(E) =f( £) pour tout & € R¥,

Corrigé — Pour tout E, eR ona f &) =(2m) d/sz )e *Edx. On a donc

J )etixEdx :?(—g). (10.10)
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On en déduit que

?(é)—f(—é) =J_‘/—\f(—5). (10.11)

Si f(x) € R pour presque tout x € R, ona ]_(—f =0 p.p. et donc ]_’— f(&) =0 pour
tout & € RY. Avec (10.11), on en déduit bien que ?(E,) = f(—E,) pour tout & € R4,

Réciproquement, on suppose maintenant que ?(E) = ]?(—&) pour tout & € R, on
déduit alors de (10.11) que ]_‘/—\f(c‘,) = 0 pour tout & € RY, et donc par le théoreme

d’inversion (théoreme 10.6) que ]_‘—f =0p.p., c’est adire que f(x) € R pour presque
tout x € RY.

2. Soit f € L2. On désigne par F(f) la transformée de Fourier de f (on a donc
F(f) € L?). Montrer que f(x) € R pour presque tout x € R? si et seulement si

F(f)(E) = F(f)(~&) pour presque tout & € R4,

Corrigé — 1l suffit de démontrer que I’égalité (10.11) est toujours vraie p.p. en
remplacant la transformée de Fourier dans L' par la transformée de Fourier dans
L2. Pour cela, on choisit une suite (f,),en avec f, € LY N L2 (pour tout n) et f,, — f
dans L? quand n — +co (une telle suite existe, on peut méme supposer que fn €
C?"(RN, C)). On a donc aussi ]7n — ]_[ dans 1L? et, en utilisant la définition de F,on
en déduit que

E — F(f) et]_’n - .7:"(7) dans L2, quand n — +co.

D’apres (10.10), on a ]/‘; = f,(=). Les deux termes de cette égalité ont une limite

dans L? quand n — +co. On obtient donc, quand n — +oo, F(f) = F(f)(=) p.p. et
donc (par linéarité de F )

F(H=F(f)=)=F(f =)= pp. (10.12)
Pour conclure, on procéde comme dans la question précédente. Si f(x) € R pour
presque tout x € R, on a ]_(—f =0 p.p. et donc }N'(]_(—f) =0 p.p.. Avec (10.12), on
en déduit bien que .7:-_(f) = F(f)(~) p.p..
Réciproquement, on suppose maintenant que F (f) = F(f)(~) p.p.. On déduit alors
de (10.12) que f-(f—f) =0 p.p., et donc par Uinjectivité de F que 7—f =0p.p.,
c¢’est a dire que f(x) € R pour presque tout x € R4,

Exercice 10.9 (Fourier, série et transformée)

On rappelle que ’espace S est défini par

S = {@ € C®(R,C) telle que pour tout a € N et tout 1 € N, sup |x|*|"™ (x)| < +00).
xeR

Soit ¢ € S (On rappelle que @ est alors aussi dans I’espace S et que % =@(—)).
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1. Soit t € R.
Montrer que la série ) ;.7 @(t + 2kT) est absolument convergente (dans C).
Pour t € R, on définit f(t) par f(t) = ) _rez @(t + 2kT).
2. Montrer que f € C'(R,C) et que f est 2m-périodique.
On rappelle que ceci donne que f est somme de sa série de Fourier, ¢’est-a-dire que
pour tout t dans R on a

f(t) = ch(f)eint’
nez

avec ¢, (f) = ﬁ Oznf(x)e‘i”"dx.

3. Soit n € Z, montrer que

6f) = = J}R@x)e—f”xdx = LS = —p(n).

27

En déduire que pour tout ¢ dans R

Z(p (t+2km) = \/;_nch n)e'™.

keZ nez
Exercice 10.10 (f € CZ et f: 0 sur un ouvert non vide implique f = 0)

Soit f € CZ(R,C) et U un ouvert non vide de R. On suppose que f: 0 sur U.
Montrer que f = 0 sur tout R [On pourra commencer par montrer que 1’application
z=E+ineCr jf e IX(E+INAX egt bien définie et dérivable sur C.]

Exercice 10.11 (Théoréme d’injection de Sobolev)

Soit d > 1. Pour p € [1,00], on note LP 1’espace I’espace Lé(Rd,B(Rd), Ag)- Si
f € L2, on note fla transformée de Fourier de f.

Pour s € ]R s > 0, on note H¥(R?) = {f e L? t.q. (1 +]- |2)%]"\€ L2} et ||fllgs =
(1 +1-1%)2 I

On rappelle que Co(RR%, C) est un sous espace vectoriel fermé de C, (R, C) muni de
la norme |||, = sup,cga |f (x)|. Avec cette norme, Cy(R%,C) et Cy(RY,C) sont des
espaces de Banach.

. d
Soit s > 5.

1. Soit f € H*(R%). Montrer que fe L'. En déduire que f € Co(R%,C) (au sens “il
existe g € Cy(R?) telle que f = g p.p.”; on confond alors f et ).
2. Montrer que H¥(R%) c Co(RR%, C) et qu’il existe C;, ne dépendant que de s et d,

tqg.:
1l < Cqllfllzzs pour tout f € H¥(RY).
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3. On s’intéresse maintenant au cas d = 2.

(a) Soit s > 1 et u € H*(R?). Montrer que

1
Il < el

(b) Soit 1 <s < 2 et f € H?(IR?). Montrer que

2- -1
I s < Mloellig*l1f Iz -

[Utiliser I’inégalité de Holder. ]
(c) On pose C = /5. Montrer que

f e AR, Ifll =1 = lIflle < CYIn(1 +[Ifll2)-

[Pour a > 1, on pourra chercher le minimum pour s €]1, 2[ de la fonction s —

51 .
£ et distinguer selon les valeurs de a.]

Vs-1

Soit B > 0, montrer qu’il existe Cg, ne dépendant que de f, t.q. :

feHAR), Ifllar <B = [Ifllu < CpyIn(l +[Ifllg2)-

Exercice 10.12 (Comportement a infini de f et régularité en 0 de f)

On note £! ’ensemble des fonctions de R dans R, intégrables pour la mesure de
Lebesgue sur les boréliens de R.

Pour f € £!, on note f la transformée de Fourier de f.

Pour a > 0, on note A, = {x € R; |x| > a}.

1. Soit f € L1, f > 0 p.p.. Pour tout ¢ € R, on pose {(t) =

@(f(t) +f(=1),

(a) Soit t € R. Montrer que {(t) e Ret 0 < (0) — P(t) = Jf(x)(l —cos(xt))dx.

Corrigé — Ona {(t) = (1/2) [ f(x)(e™ + e ™ )dx = [ f(x)cos(xt)dx. Comme
f prend ses valeurs dans R, on a donc (t) € R. Puis, comme {(0) = ff(x)dx.
On a bien

900 = [ 001 - costan)x

Comme f(x)(1 —cos(xt)) > 0 pour presque tout x € R, on a bien {(0) —P(t) > 0.
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(b) Soit a > 0. Montrer que

2/a
fo (Jf(x)(l —cos(xt))dx)dt = Jf(x)(% - isin(Z;—C))dx.

Corrigé — La fonction (x,t) +— f(x)(1 — cos(xt)) est mesurable positive de
Rx]0,2a[— R, on peut donc applzquer le théoréme de Fubini-Tonelli, il donne

L% ( f F(x)(1 = cos(xt))dx)dt = J(J;Z/a(l — cos(xt))dt)f (x)dx

_ J’(z B sin(2x/a))dx.

a X

(c) Soit a > 0. Montrer que J f(x)dx < Jf(x)(Z - gsin(2g))dx. [On pourra
A

dans I'intégrale de droite utiliser R = A, U A{.]
En déduire (avec les deux questions précédentes) que

2/a
j f(x)dxﬁﬂj (V(0) —P(2))dt.
A, 0

Corrigé —

[ so12-Zsin22ax
X
ff 2——51n( )dx+ f )(2—;sm(2a))dx.

Comme |sin(y)| < [y| pour tout y € R, on a | % sin(2 a))l < 2 pour tout x € AS (et
méme tout x € R*) et donc fAC f(x)(2-4sin(22))dx > 0.

Six €A, onalfsin(22)) <|sin(2%))| < 1 et donc JA x)(2 - £sin(22))dx >
IA x)dx. On en déduit bien

[ so-2since dx>f f(x)

Avec la question précédente, on a donc

Lﬂ f(x)dx < “Lw ( f F(x)(1 ~ cos(xt))dx)dt,

et la question 1(a) donne alors

2/a
J- f(x)deaf (P(0) — U(t))dt. (10.13)
A, 0

(d) On suppose que f est de classe C%. Montrer qu’il existe C € R, ne dépendant que

C
de f, telquej flx )dx< 5> pour tout a > 0.

a
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Corrigé — La fonction  est de classe C2. Comme 1(t) < U(0) pour tout t, on a
P’(0) = 0. On pose Cy = max{|{”(t)|, t € [-2,2]}. La formule de Taylor-Lagrange
a lordre 2 donne alors, pour tout t € [-2, 2],

£2

$(0)— (1) <Ci -

On en déduit, avec (10.13), que, pour tout a tel que |a| > 1, on a

2/a (2
2 4c
< L P
La F(x)dx < aC, JO dr="]

C
En posant C = max{4C1/3,Jf(x)dx}, on a donc J f(x)dx < =, pour tout
A, a

a>0.

2. Soit (f,,)nen une suite de fonctions de R dans R, intégrables et positives p.p..
On suppose que fn converge simplement vers une fonction ¢ de R dans R continue
en 0.

Pour n e Net t € R, on pose {,,(t) = ——(f,(t) + fu(—1)).

On note 1 la limite simple des fonctions .
(a) Monter que LT) est continue en 0.

Corrigé — Ona(t) = @((p(t)ﬂp(—t)) pour tout t € R. Comme @ est continue

en 0, on en déduit que 1 est continue en Q.

(b) Montrer que la suite (), est uniformément bornée sur R.

Corrigé — Pourtoutt € RettoutneN, ona P,(t) = Ifn(x)cos(xt)dx et donc

(1)) < ffnoc)dx =, (0)

La suite (,,(0)),en est convergente (dans R), elle donc bornée. On pose M =
sup,,enin(0)). OnaM e R et |, (t)| < M pour tout n e N et t € R.

2/a 2/a
(c) Montrer que, pour tout a > 0, lim (Y, (0) = Py (t))dt = J (h(0) —

n—+oo 0 0

P(1))dt.

Corrigé — On alim,_, o (1,(0) = ¥, (t)) = ({(0) = {(t)) pour tout t € [0,2/a]
et |1,,(0) — ¥, (t)| < 2M pour tout t € [0, 2/a] et tout n € N, ou M est définie a la

question précédente. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée.
2/a

2/a
Il donne bien lim (V,(0) =, ())dt = J; (1(0) = P(t))dt.

n—+oo 0

(d) Montrer que J fu(x)dx — 0, quand a — +co, uniformément par rapport a .
Aﬂ
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Corrigé — PourtoutneN, ona an fu(x)dx — 0, quand a — +oo (en utilisant,
par exemple, le théoreme de convergence dominée). Le probléme est donc de
montrer que cette convergence est uniforme par rapport a n.

Soit ¢ > 0. Comme cela vient d’étre dit, pour tout n € N, il existe a,, tel que

aza, = j fu(x)dx < e
Ag

Mais, on ne peut pas conclure car on pourrait avoir sup,cya, = +oo. Pour
conclure on va utiliser la continuité de \ en 0. Comme 1 est continue en 0, il existe
a> 0 tel que

2/a
af (9(0) - P(1)dt <72 max{[9(0)~ Bt} £ € [0,2]) < 2¢.
0

2/a

Du(0) = Py (1))dt = a [ (D(0) -

. . . _r2/a
la question précédente donne lim,,_,, a 0 (

U(t))dt < 2e. Il existe donc ny tel que

2/a
n>nyg= EL (0, (0) =1, (1))dt < 3e.

La question 1(c) donne alors, pour n > ny,
2/a
fuwd safo (2(0)— u(t))dt < 3.

11 suffit maintenant de prendre @ = max({a, b} avec b = max,,_q ., a, et on obtient
bien (en utilisant la positivité de f,,), pour tout n € N,

aza= f fu(x)dx < 3e.
A,

10.7.2 Fonction Caractéristique d’une v.a.r.

Exercice 10.13 (Calcul de fonctions caractéristiques) Soit (Q),.4,P) un espace
probabilisé et X une v.a. réelle. Calculer la fonction caractéristique @y de X dans les
cas suivants :

1. X =ap.s. (aeR).
2. X ~ B(p) (loi de Bernoulli de parametre p : P({X = 1}) = p = 1 - P({X = 0})).

3. X suit une loi exponentielle de parametre A (avec A > 0).

Exercice 10.14 (Vecteurs gaussiens et densité) Soit ((),.4, P) un espace probabilisé,
d>1etX=(Xy,...,X;) un v.a. de dimension d.

On suppose que X est un vecteur gaussien (c’est-a-dire que Zle a; X; suit une loi
gaussienne pour tout 41, ..., 4; € R). On note m la moyenne de X et D la matrice de
covariance de X. Montrer que la loi de X est de densité par rapport a la mesure de
Lebesgue (sur ]Rd) si et seulement si D est inversible.
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Exercice 10.15 (V.a. gaussiens, indépendance, covariance) Soit ((),.4,P) un es-
pace probabilisé, d > 1 et X = (Xy,..., X4) un v.a. de dimension d.

1. On suppose ici que d = 2.

(a) On suppose que X; et X, suivent des lois gaussiennes et sont indépendantes,
montrer que X est un vecteur gaussien et que Cov(Xy,X;) = 0.

Corrigé — Comme X1 et X, suivent des lois gaussiennes, il existe mq,m, € R et
UZMZ

01,07 €ER, 1.q. Xi ~ N (my, G]f)pouri =1,2. On a donc @x, (u) = eitm g~
pour k = 1,2 et pour tout u € R.

Soit ay,a, € R. On calcule alors la fonction caractéristique de la v.a.r. a1 X1 +a,X,.
SoituelR, ona :

(PalX1+a2X2(u) — J ez(a1X1+a2X2)udP — J- elalxlueszzudP
Q Q

En utilisant ’'indépendance de X, et X,, on en déduit :

(Pﬂ1X1+ﬂ2X2(u) = JQ eialxludPJ‘Q elXou gp = (') (alu)(pxz(azu).

1(2(02a2+02a2)

. i _wloja+op4y) .

Ce qui donne Qg X, +a,x,(4) = eltlarm+am), 2 . Comme la loi d’une
v.a.r. est entierement déterminée par sa fonction caractéristique (voir la proposi-

tion 10.20), on en déduit que a, X, + a,X, ~ N (m,62) avec m = aym; + a,m, et

0=, lofa% + 022012. Ceci prouve bien que X est un vecteur gaussien.

L’indépendance de Xy et X, donne Cov(X1,X,) = 0. Le fait que X; et X, suivent
des lois gaussiennes est inutile ici.

(b) On suppose que X est un vecteur gaussien et que Cov(X;, X,) = 0. Montrer que
X et X, sont indépendantes.

Corrigé — D’apres la proposition 10.21, pour montrer que X, et X, sont indépen-
dantes, il suffit de montrer que @x(u) = ]_[]2:1 (pxj(uj)pour tout u = (uq,u,)" € R2.
Ceci est une conséquence facile du fait que Cov(X1,X,) = 0. En effet, la matrice
de covariance de X est alors diagonale et on a bien (grdce a la proposition 10.23),
en reprenant les notations de la question précédente (c’est-a-dire Xy ~ N (my, 0,3)
pouri=1,2),

12 2

. ulzc +u%02
l(M1ﬂ11+M2mz)e—f

ox(u)=e = @x, (u1)@x, (u2),
c’est-a-dire @x(u) = ﬂle ©x; (uj) pour tout u = (uy,uy)t € R2.

2. On suppose toujours d = 2. Donner un exemple pour lequel X; et X, sont gaus-
siennes mais X n’est pas un vecteur gaussien. [On pourra, par exemple, choisir
(Q, A,P) et X, X, de maniere a avoir Cov(X;,X,) = 0 sans que X7, X, soient
indépendantes, voir 1’exercice 4.48.]
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Corrigé — On considére les deux v.a.r. S et X de I’exercice 4.48 et on prend X1 = SX
et X, = X. Les v.a.r. Xy et X, sont gaussiennes (on a X; ~ N'(0,1) et X, ~ N(0,1)),
elles sont dépendantes et on a Cov(X1,X,) = 0 (voir I’exercice 4.48). On en déduit
que le v.a. X = (X1, X,) n’est pas gaussien (sinon les v.a.r. seraient indépendantes,
d’apres la question précédente).

3. On suppose que X est un vecteur gaussien et que les composantes de X sont
indépendantes deux a deux. Montrer que Xy,..., X sont indépendantes.

Corrigé — La démonstration est ici similaire a celle de la question 1(b). D’apres
la proposition 10.21, pour montrer que les v.a.r. Xq,...,X; sont indépendantes, il
suffit de montrer que @x(u) = ]—];-i:1 (pxj(u]-) pour tout u = (uy,...,uz)" € R Ceci
est une conséquence facile du fait que les v.a.r. Xq,..., X  sont indépendantes deux
a deux. En effet, cette hypothése d’indépendance deux a deux donne que la matrice
de covariance de X est diagonale et on a alors (grdce a la proposition 10.23), avec
Xp ~ /\/'(mk,olf)pouri =1,...,d,
d 2,2
px(u) = e/ i ukmk@*ik:lz e Px, (u1)... px, (1a),

c’est-a-dire Qx(u) = ]_[?:1 ©x; (uj) pour tout u = (uy,...,uy)t € R4,

Exercice 10.16 (Suite de v.a.r.i.i.d. de Poisson) Soit (Q2, A, P) un espace probabilisé
“A AR

et X une v.a. de Poisson de parametre A (A > 0). On rappelle que, P({X = k}) = e 77,
pour tout k € N et que E(X) = A, Var(X) = A.
1. Calculer la fonction caractéristique @y de X.

Corrigé — SoitueR, ona

. . k iu\k I
ox (1) :f eXugp = Zelkue—k% - e—xz% _ Met-1).
Q . .

keN keN

2. Soit (X,,),;,en+ une suite de v.a. indépendantes et de Poisson de parametre A.
(a) Soit n > 1. Déduire de la question 1 la loi de la v.a. Y, = Zzzl Xp-

Corrigé - Soit u € R. On a @y (u) = JQ e!Yul P = JQ 2:1 eXp"dP. Comme
lesv.a.r. Xq,...,X,, sont indépendantes, on en déduit que

n .
Py, (1) = I_[J eXptdp = "M,
p=1-¢

Comme la loi d’une v.a.r. est entierement déterminée par sa fonction caractéristique
(proposition 10.20), on en déduit que Y,, est une v.a. de Poisson de paramétre n.

(b) Utiliser le théoreme central limite pour démontrer que

no_k
n
— — — quand n — +oo.

kt -2
k=0

—n
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Corrigé — On suppose maintenant que A = 1. la suite (X,,),en+ €St une suite de
v.a.riid. de carrés intégrables et on a E(X1) =1 et Var(Xy) = 1. Pour n € N*, on
pose

1 v 1
Z,= %;(Xi_l) = ﬁ(Yn_n)'

Le théoreme central limite (théoreme 10.24) donne que la suite (Py, ), e+ converge

étroitement vers la loi normale N (0,1). Comme une loi normale est diffuse (c’est-

a-dire qu’elle ne charge pas les points), on en déduit que P(Z,, < 0) tend vers 1/2

quand n — +oo (voir I’exercice 6.65 et noter que P(Z,, < 0) = Pz (] —00,0[)). O,

P(Z, <0)=P(Y, < n) et, comme Y, est une v.a. de Poisson de paramétre n, on a :
n

n k
—nn

P(Y, <n)= § P(Y, =k) = E € K
k=0 '

k=0

k
On adonc ey |_ % — 1/2, quand n — +oo.

Exercice 10.17 (Sur les lois des grands nombres) Soit (€2,.4,P) un espace proba-
bilisé et X une v.a.r. dont la loi est la loi de Cauchy c’est-a-dire que Px = f A, avec
f(x)= m pour x € R (on rappelle que A désigne la mesure de Lebesgue sur les

boréliens de R).

1. Montrer que X n’est pas une v.a.r. intégrable.

Corrigé— Ona

|x] 1 J+°°1
X|dP= | ———dx>— —dx = +o0.
J.QI |d fRn(1+x2)dx_2Tt 1 xdx +00

Ce qui prouve que X n’est pas intégrable.

2. Soit n € N*, montrer que P({|X| > n}) > -, ot {|X| > 1} = {w € Q, |X(w)| > n}.

= nm’

[On pourra remarquer que ; +2x2 > xl—z pour tout x > 1.]

Corrigé— Ona
1 1 ("1 1
Pz = [ —ans L[ ave
x>n T(1 +x2) ), x nT

3. Pour x € R, on pose g(x) = e Montrer que

2
14 u?

= J e'"*g(x)dx = V21g(u) pour tout u € R.
R

En déduire que la fonction caractéristique de X, notée ¢y vérifie ox(u) = etul
pour tout u € R. [On pourra utiliser de théoréme d’inversion de Fourier qui donne

g=g(—)p.p.si g T LE(R,B(R),A).]
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Corrigé — Soit u € R. La fonction x +— e'"*

la fonction g est paire on a

+00
j e g(x)dx =2 J cos(ux)e *dx.
R 0

En intégrant deux fois par parties, on montre que

+00 +oo too
J. cos(ux)e “dx = —J- usin(ux)e ¥dx+1= —j u? cos(ux)e *dx.
0 0 0

On en déduit que

g(x) est bien intégrable sur R. Comme

+00
(1+ uz)J; cos(ux)e *dx =1,

et donc que J ¥ o (x)dx = . On remarque aussi que, grdce a la parité de g,
R

1+u?

- g [ o

Enfin, la définition de fonction caractéristique de X donne

u) = V21 f (u)

Comme f(x) = % 1+2x2 = ‘/%T[?(x) (pour tout x € R), on a donc (en utilisant?: 2(—)
et la parité de g)

- 1 = 1 1

f=

Vi VeSS

ce qui donne, finalement, Qx = g.

On se donne maintenant une suite X;, X5, ..., X,,... de v.a.r.ii.d. et on suppose que la
loi de X; (et donc de tous les X,,) est la loi de Cauchy. Pour nn € N*, on pose :

= %(ixp)
p=1

4. Soit n € N*.
(a) Montrer que

¢z, (u) = (PXl(u)pourtoutueR

Corrigé — Soit u € R, on a, grace a I'indépendance des X,

@z, (1) = (") = l_[e n ]_IE el

p=1
Les v.a.r. X, étant identiquement distribuées, on a, pour tout p € N* et tout v € R,
iuXy,\ _ iuXy _ .
E(e™r) = e = @x, (u) et donc
u

9z, (1) = 9%, (=)



10.7. EXERCICES 633

(b) Donner la loi de Z,,.
Corrigé — Comme @y, = g et que g(x)" = g(nx), ona @z, = @x,. Laloide Z,

est donc la méme que la loi de X, c’est-a-dire la loi de Cauchy (car deux v.a.r. qui
ont méme fonction caractéristique ont méme loi).

5.Pour n € N*, on pose A, = {|X,| > n} et B, = UpZnAp' On pose aussi B =
ﬂneN*B

(a) Soit n € N*. En utilisant la question 2, montrer que
o= [T <[ Ju-
pzn pzn

En déduire que P(B{,) = 0 et donc que P(B,) = 1.

Corrigé — Comme B, = ﬂ+°° Ay, on a aussi

k
B = ﬂCk avec C = ﬂAIC,
k=n p=n

Comme Cy,1 C Cy pour tout k > n, la continuité décroissante de P donne

P(B;) = lim P(Cy).

Pour tout p, on a A; € G(Xp). Comme les v.a.r. Xp sont indépendantes, on a donc

k
P(Cy) = ]_[P(A;).
p:n

1
La question 2 donne P(A;) =1-P(Ap)=1- IR et donc
£ 1
P(Cy) = 1-—
©o=[Ja--0.
p=n

De I’égalité précédente on déduit que

Zln l——

Comme lim,_, o, ptIn(1 - p—n) = —1, le terme de droite de cette égalité tend vers
—oo quand k — co. On a donc limy_,, o, P(Cy) = 0 ce qui donne
P(Bf,) = 0 et donc P(B,,) = 1.

(b) Montrer que P(B) = 1. [Cette question est une conséquence de la question (a) mais
elle peut aussi étre faite directement en appliquant le lemme de Borel-Cantelli et
la question 2.]
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Corrigé — La suite (B,,),en+ est décroissante (c¢’est-a-dire B, .1 C B,, pour tout
n). On peut donc appliquer la propriété de continuité décroissante de P. On obtient

P(B)= lim P(B,)=1.

(c) Soit w € B. Montrer que w 4> 0 quand n — +oo.

Corrigé —  Pour tout n€N*, on a w € B,,. Il existe donc p > n t.q. w € Ap,

P b 1 . . . X
c’est-a-dire ‘p’f()l > 1, ceci montre bien que bien que %w) 4+ 0 quand n — +oo.

(d) Soit w € Q). Montrer que si la suite (Z,,(w)),en+ converge vers une limite finie on
a alors
Xy(w
lim —n( )
n—-+oo n

=0.

[Ecrire X,, en fonction de Z,, et Z,,_;.]

Corrigé — Pour tout n e N*, on a X,(w) = nZ,(w)—(n—1)Z,_1(w) et donc

Xul@) 7 -7 ().

Si la suite (Z,,(w)),en+ converge (dans R), on en déduit bien

lim —X”(w)

n—+co M

=0.
(e) Déduire des trois questions précédentes que la suite (Z,,),,cn+ NE converge pas p.s.
vers une limite finie quand 1 — +oo.

Corrigé — La conséquence des questions précédentes est que pour tout w € B, la
suite (Z,(w)),en+ ne converge pas dans R. Comme P(B) = 1, on a donc presque
stirement une non convergence de la suite (Z,)enr-

6. Pour tout n € N*, montrer que

U, +V,
Z2n _Zn = %;

ou U,, et V, sont deux v.a.r. indépendantes, de loi de Cauchy. En déduire que la
suite (Z,,),en+ NE converge pas en probabilité.

Corrigé — Pourtout n € N*, on a

2n

1 © 1 U, V,

Zon zn_—2 § x,+—211 §1Xl S+
i= i=n+

en posant
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Les v.a.r. U, et V,, sont indépendantes (voir la proposition 9.23) et ont pour loi la loi
de Cauchy (c’est une conséquence de la question 4(b)). La question 4(b) donne aussi
que lav.a.r. (1/2)(U, +V,)) a pour loi la loi de Cauchy. On obtient donc finalement
que lav.a.r. Z,, —Z,, a pour loi la loi de Cauchy et la question 2 donne alors

1

P1Z3y=Zs|> 1) 2 — (10.14)

On en déduit que la suite (Z,,),cn+ ne peut pas converger en probabilités. En effet, si
Z, — Z en probabilité (quand n — +c0), on a, par exemple,

1 1
{lZZH_Zn| > 1} c {|ZZn _Z| > E}U{lzn _ZI > E}r

et donc
1 1
P(1Z2n = Zul > 1)) < P(1Z00 = 71> 51 + P1Z0 = 7] > 5.
Comme Z,, — Z en probabilité, ceci donne
liri‘l P({|22n - an > 1}) =0,
n—>+o0o

en contradiction avec (10.14).

7. Pour quelles raisons ne peut-on appliquer, a la suite (Z,,),.cn» les lois forte et faible
des grands nombres ?

Corrigé — La loi forte des grands nombres ne s’applique pas car la suite (X,,),en
n’est pas une suite de v.a.r. intégrables. La loi faible des grands nombres ne s’ applique
pas car la suite (X,)),eN n’est pas une suite de v.a.r. de carrés intégrables.

Exercice 10.18 (Sur la loi d’un vecteur aléatoire) Soit ((),.4, P) un espace proba-
bilisé et X un v.a. de dimension d. Montrer que la loi de X est uniquement déterminée
par la donnée des lois de toutes les v.ar. a- X, a € R?, Ja] = 1. [On pourra utiliser la
fonction caractéristique de X.]

Exercice 10.19 (Limite en loi de Gaussiennes) Soit (€}, .4, P) un espace probabilisé,
X une v.ar. et (X,,),en une suite de v.a.r. gaussiennes. On suppose que X, tend en loi
vers X, quand 7 — +co. On note 11, 'espérance de X,, et 62 la variance de X,, (avec
o, > 0). Si o, >0, lava.r. X, adonc pour loi une loi dont la densité par rapport a la
mesure de Lebesgue est

1 _ (X*mgl)z
e 2 pourxeR.
V2mo,

fn(x) =
Sio, =0,laloide X, est o, .

Si Z est une v.a.r., on note ¢z la fonction caractéristique de Z (on rappelle que @z
est une fonction continue de R dans C et que ¢z(0) = 1). On rappelle que la fonction
caractéristique de X, est

o
_th

ox, (t)=e ¢!t pour t € R.
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1. Soit Z une v.a.r.. Montrer qu’il existe t € R* t.q. [@z(t)| > 0.

Corrigé — La fonction @y est continue sur R, elle donc continue en 0. Comme
@z(0) =1, la fonction @y est donc non nulle au voisinage de 0. Il existe donc t # 0

t.q. |pz(t) = 0.

2. Montrer que la suite (02),,c est convergente dans R. [On pourra utiliser la conver-
gence de |y ()| vers |px(t)| pour ¢ bien choisi.]

Corrigé — On choisit t # 0 t.q. |x(t)| > O (ce qui est possible grdce a la premiére
question). Comme X,, — X en loi quand n — +co, on a lim,,_,, ., @x, (t) = @x(t) et
donc

%
2

2
e 2 =lox, (1) = lox(1)] quand n — +eo.

Comme la fonction In est continue sur R, on en déduit que
o2
lim 262 = ~In(lex (1))

n—-+oo0

et donc
2 2 2In(|ox(t)|

lim o2 = 62 avec 6% = —
n—+oo t2

eR,.

3. Calculer P({X,, > m,}) et P({X,, < m,}) et en déduire que la suite (m1,,),cn est
bornée. [On pourra utiliser le fait que la suite (Px ),en est tendue, d’apres la
proposition 9.20.]

Corrigé - Soit neN. Si 0, = 0, on a Py =9, et P({X, > m,}) = P({X,, <
my,})=1.
Sio,#0,0na

({ }) +00 1 _(x—mgl) p joo 1 2 p 1
P{X, =m,}) = e 2 dx= —e Zdx=~.
" " my, V2T(0n 0 21 2

On a de méme P({X,, < m,})=1/2.

Comme X,, — X en loi, la proposition 9.20 donne que la suite (Px, ),en est tendue. 11
existe donc a > 0 (ne dépendant de n) t.q. P({X,, > a}) < 1/2 et P({X,, > —a}) < 1/2.
On en déduit que —a < m,, < a. La suite (m,,),cN est donc bornée.

4. Montrer que la suite (m,),cy est convergente. En déduire que X est une v.a.r.
gaussienne.

Corrigé — Soit t € R, comme lim,,_, ,, ¢x, (t) = @x(t) et que lim,,_, 02 = o?

(donné a la deuxieme question) on a

im,t

o2 2
lim e =e 2 px(t).

n—+00
Si m et w sont deux valeurs d’adhérence de la suite (m,),cn, on a donc e'™* = et
pour tout t € R. Ceci est impossible si m # W (car, si m # J, en prenant t = 1/(m — p)
on a MWt = oI = _1 2 1). On a donc m = W La suite (m,),en est donc une
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suite (réelle) bornée ayant une seule valeur d’adhérence, ce qui montre qu’elle est
convergente dans R.

. o2 .
On pose m = lim,,_, o, m,, on a alors x(t) = e~ 2" "™ pour tout t € R. Ceci
montre que X est une v.a.r. gaussienne et X ~ N (m, 6?).

Exercice 10.20 (Caractérisation de X = 0 p.s.) Soit (€2, .4, p) un espace probabilisé.
SiZ est une v.a.r., on note @, la fonction caractéristique de Z, ¢’est-a-dire @z(t) =
E(e'%t) pour tout t € R.

1. Soit X une variable aléatoire réelle et a > 0. On suppose que @x(¢) = 1 pour tout
t €[—a,al.

(a) Montrer que, pour tout t € [—a, a], j [1-cos(tX(w))]dp(w) = 0.
Q

(b) Montrer que X =0 p.s..
2. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes.

(a) Montrer que Qx,y = @xPy-
(b) On suppose maintenant que X + Y et Y ont méme loi. Montrer que X = 0 p.s..

Exercice 10.21 (Indépendance et variables gaussiennes) Soit (€, 4, p) un espace
probabilisé et X, Y deux v.a.r.ii.d. t.q. E(X) =0 et Var(X) = 1.

On rappelle une caractérisation de 1’indépendance avec les fonctions caractéristiques,
donnée dans la proposition 10.21 : Soit Z;,Z, deux v.a.r., on note Z le v.a. (de dimen-
sion 2) dont les composantes sont Z; et Z,. Les v.a.r. Z; et Z, sont indépendantes si
et SF:ulement si les fonctions caractéristiques de Z, Z1 et Z, (notées @z, @z, et ¢z,)
vérifient @z (uy, up) = @z, (u1)@z,(uy) pour tout 1y, u; € R.

1. On suppose dans cette question que X et Y sont des v.a.r. gaussiennes. Montrer
que X+ Y et X — Y sont des v.a.r. indépendantes. [On pourra utiliser le rappel.]

On suppose maintenant, pour toute la suite de 1’exercice, que X + Yet X =Y
sont indépendantes. Le but des questions suivantes est de démontrer que X et Y
sont des variables gaussiennes. On note toujours @x la fonction caractéristique
de X.

2. Montrer que lim;_,, 1_(52"“) = % [Utiliser E(X) = 0, Var(X) = 1 et un dévelop-

pement limité des fonctions cos et sin.]

3. Montrer que @x(2t) = @x(t)>@x(~t) pour tout t € R [Utiliser I'indépendance
de X +Y et X —Y]. Montrer que ¢x(t) # 0 pour tout ¢ € R.

4. Soit p(t) = (;‘;’?(_tz) Montrer que p(t) = p(t/Zk)zk pour tout ¢t € R et tout k € N.

Montrer que p(¢) = 1 pour tout ¢ € R [utiliser la question 2]. Montrer que @y
prend ses valeurs dans R%.
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5. Montrer que @x(t +s)@x(t —s) = @x(t)>@x(s)? pour tout t,s € R. En déduire
que @x(nt) = (px(t)”2 pour tout t € R et tout n € N.

6. Montrer que X (et donc aussi Y) est une v.a.r. gaussienne.



Chapitre 11

Espérance conditionnelle et
martingales

A I’origine, une martingale est une technique utilisée par les joueurs dans les jeux de
hasard pour tenter d’infléchir le hasard en leur faveur, avec cependant peu de réussite
en pratique ! Nous allons ici donner une introduction a la théorie des martingales en
probabilités.

11.1 Espérance conditionnelle
Nous commengons par définir I’espérance conditionnée par une tribu.

Définition 11.1 (Espérance conditionnelle d’une v.a.r.) Soit (QQ, A, P) un espace
probabilisé, X une v.a.r. intégrable et B une tribu incluse dans A. On appelle espé-
rance conditionnée par B de X, ou espérance conditionnelle de X par rapport a B
ou encore espérance de X sachant B, ’ensemble des applications Z de Q) dans R,
B-mesurables, intégrables et t.q. :

E(ZU) = E(XU) pour toute application U : Q) — R, B-mesurable, bornée. (11.1)

On note E(X|B) cette espérance conditionnelle (qui est donc un ensemble de fonctions,
on montre plus loin que c’est un élément de L]E(Q,B, P)). Noter que dans (11.1), les
applications ZU et XU sont bien des v.a.r. intégrables.

Cette définition peut sembler un peu abrupte. On montre dans la proposition 11.2 que,
sous les hypotheses de la définition 11.1, I’espérance conditionnelle existe, c’est-a-dire
que I’ensemble E(X|B) est non vide, et que E(X|B) est unique, ceci signifiant que
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si 21,7, € E(X|B), on a nécessairement Z; = Z, p.s.. En fait, E(X|B) est donc un
élément de Ly (Q), B, P).

L’ensemble E(X|5), défini dans la définition 11.1, est donc un ensemble de v.a.r. (car Z
B-mesurable implique Z A-mesurable) et, en pratique, on confond, comme d’habitude,
cet ensemble avec 1’un de ces éléments (on confond un élément de LIE(Q,B,P)
avec I'un de ses représentants). Si Z est une v.a.r. 3-mesurable intégrable et t.q.
E(ZU) = E(XU) pour toute v.a.r. U B-mesurable bornée, on écrira donc Z = E(X|B)
p.s. au lieu d’écrire Z € E(X|B).

Avant de démontrer 1’existence et I’unicité de I’espérance conditionnelle, donnons
quelques exemples simples. Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. inté-
grable.

Cas B est la tribu grossiere. Prenons tout d’abord B = {0, ()}. Tl est alors facile de
voir (exercice 11.1) que E(X|B) est réduit a un seul élément et que cet élément
est la fonction constante et égale a E(X).

Cas B = A. Si maintenant B = A, alors E(X | B) = X p.s.. Plus précisément, E(X|B)
estici I’ensemble des v.a.r. Z t.q. Z = X p.s., c’est-a-dire X en tant que élément
de LL(Q, A, P).

Casou B ={0,A,A%Q},0<P(A) < 1. Soit maintenant A € A t.q. 0 <P(A) <1 et
B =1{0,A, A%, Q} (qui est bien une tribu incluse dans .4). On peut ici montrer
(exercice 11.1) que E(X|B) est réduit a un seul élément et cet élément est la
fonction Z définie par :

E(X1a), , E(X1a)

2= "pa) AT pian A

E(X1,)
P(A)
entre espérance de X sachant un événement et espérance de X par rapport a une

tribu (ou selon une tribu).

Casou B ={0,B,B,Q},P(B)=1. Onprend Be At.q. P(B)=1et B =0 (c’est le
cas, par exemple, si P est une mesure diffuse, que A contient les singletons
et que B¢ est formé d’un nombre fini ou dénombrable de points de (2). On
prend encore B = {0, B, B¢, Q}. Pour a € R, on pose Z, = E(X)1g + algc. On
peut alors montrer, pour étre précis, que E(X|B) = {Z,, a € R} (exercice 11.2)
c’est-a-dire que E(X|B) est la fonction constante et égale a E(X) en tant que
élément de LIIR(Q, B,P), ce qu’on écrit, avec la confusion habituelle entre un
élément de L' et 1’un de ses représentants, E(X|B) = E(X) p.s..

La quantité s’appelle espérance de X sachant A. On a ainsi fait le lien

On montre maintenant 1’existence et ’unicité de I’espérance, conditionnée par une
tribu, d’une v.a.r. intégrable.
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Proposition 11.2 Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé et B une tribu incluse dans A.
Soit X une v.a.r. intégrable. Alors :

(Existence) E(X|B) = 0.
(Unicité) Z,,Z, € E(X|B) = Z, = Z, p.s..

DEMONSTRATION —  On démontre d’abord 1’unicité de E(X|5). Puis, on démontre
Iexistence de E(X]|B) si X est de carré intégrable, puis I’existence si X est positive (et
intégrable) et enfin I’existence si X est seulement intégrable. En fait, la démonstration
de I’existence si X est de carré intégrable n’est pas utilisée pour la suite de la démons-
tration mais elle est éventuellement intéressante pour la compréhension de I’espérance
conditionnelle.

Unicité. Soit Z;,Z, € E(X|B). On pose U = sign(Z; —Z,) (on rappelle que la fonction
sign est définie par sign(s) = —1 si s < 0, sign(s) = 1 si s > 0 et (par exemple)
sign(0) = 0). Comme la fonction sign est borélienne de R dans R et que (Z; —Z,) est
B-mesurable, la fonction U est bien 3-mesurable. Elle est aussi bornée, on a donc en
utilisant la définition de 1’espéérance conditionnelle (11.1) avec Z=27, et Z=Z7Z,,0n
obtient

E(XU) = E(Z,U) et E(XU) = E(Z,U).

Ceci donne E((Z, —Z,)U) = 0 et donc E(|Z; —Z;|) = 0. On en déduit Z; = Z, p.s..

Existence si X est de carré intégrable. On note Py la restriction de P (qui est une
mesure sur A) a B (tribu incluse dans .A). La mesure Py est donc une probabilité sur
B. On note H I’espace de Hilbert L]ZR(Q,B, Pg) et, pour V € H, on pose :

T(V) = J-Q XVdP.

Il est clair que T(V) est bien définie. En étant précis, on remarque que T(V) = IQ XvdP,

ouv e [Ié(Q,B, Pg) est un représentant de V (et cette quantité ne dépend pas du
représentant choisi). C’est pour définir T que nous avons besoin que X soit de carré
intégrable.

L application T est linéaire continue de H dans R (et on a || T|| < ||X]|,). On peut donc
appliquer le théoreme de Riesz dans les espaces de Hilbert (théoréme 6.56), qui donne
I’existence de Z € £%(Q), B,Pg) t.q. :

T(V)= J ZVdP pour tout V € H. (11.2)
Q

Comme Z € £?(Q, B, Pg), 1a fonction Z est bien 3-mesurable et intégrable (elle est
méme de carré intégrable). On montrer maintenant que Z vérifie la propriété (11.1) (et
donc que Z € E(X]|B)). Soit U une application B-mesurable bornée de (2 dans R. On a
Ue LZ(Q,B, Pg), on peut donc utiliser (11.2) avec pour V la classe de U et on obtient

E(XU)=T(V)= J ZVdP = E(ZU).
Q
L’application Z vérifie donc bien la propriété (11.1), ce qui prouve que Z € E(X|B).

Plus précisément, un développement du raisonnement ci—avant (que les courageux
peuvent faire) permet d’interpréter 1’application X — E(X|B) comme 1’opérateur de
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projection orthogonale de L?((2, A, P) dans le sous—espace vectoriel fermé formé a
partir de L?(Q, B, Pg).

Existence si X est positive et intégrable. On utilise ici le théoréme de Radon-Niko-
dym (théoréme 6.78, qui se démontre d’ailleurs avec le théoreme de Riesz dans les
espaces de Hilbert, théoréme 6.56). On note toujours pg la restriction de P a B (de
sorte que Py est une probabilité sur /3).

Pour B € A, on pose m(A) = IQ X1 dP. On définit ainsi une mesure finie, m, sur A,
c’est la mesure de densité X par rapport a P. On note maintenant mpg la restriction
de cette mesure a la tribu B. La mesure mpg est absolument continue par rapport a
la mesure Py (car B € 3, Pg(B) = 0 implique que P(B) = 0 et donc X1 = 0 p.s. et
donc m(B) = 0 et donc mg(B) = 0). Le théoréme de Radon-Nikodym (théoreme 6.78)
donne alors I’existence de Z, B-mesurable positive, t.q. mg = ZPg (c’est-a-dire que
mp est la mesure sur B de densité Z par rapport a Pg).

La fonction Z est intégrable car
J- ZdP = J- ZdPg = mg(Q) = m(Q) = E(X) < +o0 (et E(Z) = E(X)).
Q Q

Il reste a montrer que Z vérifie la propriété (11.1) (ce qui donne que Z € E(X|B)). On
remarque tout d’abord que

E(Z1g) = J- Z1gdP = mg(B) = J- X1gdP = E(X1g) pour tout B € B
Q Q
. Par linéarité positive, on a donc, pour toute fonction B-étagée positive,

E(ZU) = J ZUdP = J ZUdPg = J Udm = f UXdP =E(XU). (11.3)
Q Q Q Q

Par convergence monotone, on en déduit alors que (11.3) est encore vraie pour toute
fonctions B-mesurable positive. Enfin, en utilisant U = U* - U~ (et en remarquant que
ZU et XU sont intégrables), on conclut que (11.3) est vraie pour toute fonction U 5-
mesurable bornée de (O dans R. (On a ici repris un argument vu dans la remarque 6.75.)
L’ application Z vérifie donc la propriété (11.1), ce qui prouve que Z € E(X|5).
Existence si X est seulement intégrable. Comme les fonctions X* et X~ sont posi-
tives et intégrables, il existe Z; € E(X*|B) et Z, € E(X|B). On pose Z = Z; — Z,.
L application Z est B-mesurable et intégrable (car Z; et Z, le sont) et, pour tout
fonction U B-mesurable bornée, on a :
E(ZU) = E(Z,U) - E(Z,U) = E(X*U) - E(X"U) = E(XU).
L’application Z vérifie donc la propriété (11.1), ce qui prouve que Z € E(X|5).
(]

Soit (Q),.A,P) un espace probabilisé et 3 une tribu incluse dans A. On a défini
I’espérance, conditionnée par /3, d’une v.a.r. intégrable. On va maintenant montrer
qu’on peut étendre la définition a des v.a.r. qui ne sont pas intégrables mais qui
sont positives (la démonstration est déja essentiellement dans la démonstration de la
proposition 11.2). Pour cela, on va commencer par donner une p.s.-caractérisation de
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E(X|B) lorsque X est une v.a.r. positive et intégrable. Cette caractérisation n’utilisant
pas I’intégrabilité de X on aura ainsi une définition de E(X|) lorsque X est une v.a.r.
positive. Ceci est fait dans la proposition 11.3 et la définition 11.4.

Proposition 11.3 (Caractérisation de I’espérance conditionnelle d’une v.a.r. posi-
tive) Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé et B une tribu incluse dans A.

1. Soit X une v.a.r. intégrable positive. Alors, Z. € E(X|B) si et seulement si Z est
B-mesurable, intégrable, > 0 p.s. et t.q. :

E(ZU) = E(XU), (11.4)

pour toute application U de Q) dans R, B-mesurable et positive.

2. Soit X une v.a.r. positive. On note E(X|B) I’ensemble des applications B-mesurables
positives vérifiant la propriété (11.4). On a alors :

(a) (Existence) E(X|B) = 0.
(b) (Unicité) 21,22 € E(XlB) = Zl = 22 p.S..

DEMONSTRATION — On commence par montrer le premier item. Si Z € E(X|B), la
fonction Z est bien B-mesurable intégrable et vérifie la propriété(11.1). Elle vérifie
donc la propriété (11.4) en ajoutant I’hypothese U bornée. Pour montrer que Z > 0
p.s., on prend U = 1 avec B = {Z < 0} (U est bien B-mesurable bornée). On obtient
E(ZU) = E(XU) > 0. Comme ZU < 0, on a donc ZU = 0 p.s. et donc Z > 0 p.s..
Enfin, pour montrer que Z vérifie la propriété (11.4) (c’est-a-dire avec U 3-mesurable
positive mais non nécessairement bornée), il suffit d’utiliser le théoreme de convergence
monotone (théoreéme 4.17) en introduisant U,, = Ulg avec, pour n € N, B, = {U < n}.

Réciproquement, si Z est 3-mesurable, intégrable, > 0 p.s. et vérifie la propriété
(11.4); il est facile de voir que Z vérifie (11.1). En effet, si U est B-mesurable bornée,
on utilise (11.4) avec les parties positive et négative de U pour obtenir (11.1). Donc,
Z € E(X|B).

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition.

Existence

On reprend la démonstration de la proposition 11.2. On rappelle que py est la restriction
de P a B, m = XP (c’est-a-dire la mesure de densité X par rapport a P) et mp est la
restriction de m a . La mesure mg est absolument continue par rapport a la mesure Pj.
La mesure m n’est pas finie si X n’est pas intégrable. On ne peut donc pas appliquer
directement le théoréme 6.78 (qui demande que my soit finie). Pour résoudre cette
petite difficulté, on pose, pour 1 € N m,, = X1, <x<y+1) (qui est une mesure sur A)
et m,, g sa restriction 3. La mesure m, g est absolument continue par rapport a la
mesure Pg et est finie. Le théoréme de Radon-Nikodym donne alors 1’existence de Z,,,
B-mesurable positive, t.q. m, g = Z,Pz. On pose alors Z =) .\ Z,,. La fonction Z
est 3-mesurable positive, il reste a montrer que Z vérifie la propriété (11.4) (ce qui
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donnera que Z € E(X|B)). Soit U une application B-mesurable positive de Q dans R.
Pour tout n € N, on a

E(ZHU) = J ZnUdP = J ZnUdPB = J‘ Udm”,g = J UXl{nSX<n+1}dP-
Q Q Q Q

En sommant cette derniere égalité pour n € N, on obtient (par le corollaire 4.18 sur les
séries a termes positifs)
E(ZU) = E(XU).

L’ application Z vérifie donc la propriété (11.4), ce qui prouve que Z € E(X|B).
Unicité
Soit Zy,Z, € E(X|B). prenons U = (sign(Z; — Z,))* (qui est bien B-mesurable et
positive). On a donc, par la propriété (11.4),

E(Z,U) = E(Z,U) = E(XU),
mais on ne peut rien en déduire car il est possible que E(XU) = +c0. On va donc
modifier 1égerement U. Pour n € N*, on pose

B, ={Zi <n}n{Zy <n}etU, =Ulg, .

L application U,, est encore 3-mesurable et positive ; comme Z,,Z, € E(X|B), la
propriété (11.4) donne E(Z,U,,) = E(Z,U,,). On a donc

0<E(Z,U,) = E(ZZUn) <n,
d’ou I’on déduit que E((Z; — Z,)U,,) = 0. Mais, (Z; — Z,)U,, > 0. En faisant tendre n
vers I’infini, le théoréme de convergence monotone (théoreme 4.16) donne E((Z; —
Z,)U) = 0, c’est-a-dire E((Z1 —Z,)") = 0 et donc Z; < Z, p.s.. En changeant les
rolesde Z; et Z, onaaussi Z, <Zp p.s.. D’ou Z1 = Z, p.s.. ]

Définition 11.4 (Espérance conditionnelle d’une v.a.r. positive) Soir (QQ, A, P) un
espace probabilisé, X une v.a.r. positive et B une tribu incluse dans A. On appelle
espérance conditionnée par B de X ou espérance conditionnelle de X par rapport a
B, ’ensemble des applications Z de Q) dans R, B-mesurables, positives et t.q. :

E(ZU) = E(XU), VU : Q — R, B —mesurable et positive. (11.5)

On note E(X|B) cette espérance conditionnelle (c’est donc un ensemble de fonctions).
(Noter que dans (11.5), les applications ZU et XU sont bien des v.a.r. positives, leur
intégrale sur Q) est donc bien définie et appartient a R,.).

La proposition 11.3 nous donne I’existence et I’unicité (p.s.) de I’espérance condition-
nelle lorsque X est une v.a.r. positive. Sous les hypotheses de la définition 11.4, si X
est de plus intégrable, on a donc deux définitions de I’espérance conditionnelle de X
par rapport a 3, notée E(X|3) et E(X|B). La proposition 11.3 montre que Z; € E(X|B)
et Z, € E(X|B) implique Z; = Z, p.s.. En pratique, comme on confond E(X|B) avec
1’un de ces éléments et E(X|B) avec I'un de ces éléments, on a donc E(X|B) = E(X|B)
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p.s.. Il est donc inutile de conserver la notation E(X|) et on conservera la notation
E(X|B) dans les deux cas, c’est-a-dire “X v.a.r. intégrable” et “X v.a.r. positive”.

Nous donnons maintenant quelques propriétés de I’espérance conditionnelle.

Remarque 11.5 (Linéarité de I’espérance conditionnelle) Un premiére propriété
de I’espérance conditionnelle est sa linéarité. Soit (Q),.A, P) un espace probabilisé,
B une sous tribu de A et X;,X, deux v.a.r. intégrables. On pose Z; = E(X;|B) et
Z, = E(X,|B) (plus précisément, Z; et Z, sont des représentants de E(X;|5) et
E(X;|B)). Soit U une v.a.r. B-mesurable bornée, on a

E(Z,U) = E(X,U) et E(Z,U) = E(X,U).

Par linéarité de 1’espérance, on a donc E((Z; + Z,)U) = E((X; + X;)U). Ceci prouve
que Z1 + Z, = E(X; + X,|B) p.s. et donc que

E(X1 +X2|B) = E(X1|B) + E(X2|B) p-s..

Proposition 11.6 Soit (Q),.A, P) un espace probabilisé, B une tribu incluse dans A
et X une v.a.r.. Soit p €]1,00] et q le nombre conjugué de p (i.e. ¢ = p/(p—1) si
p<+ooetq=1sip=o0). On suppose que X € E%(Q,A,P). Soit Z = E(X|B) p.s..
Alors, Z € K%(Q,A,P) et E(ZU) = E(XU) pour toute application U (de Q) dans R)
B-mesurable telle que |U|1 soit intégrable.

DEMONSTRATION — La démonstration fait partie de ’exercice 11.6. En fait, le cas
p = 2 adéja été vu dans la démonstration de la proposition 11.2. ]

Proposition 11.7 (Inégalité de Jensen généralisée) Soit (QQ, A, P) un espace proba-
bilisé, B une tribu incluse dans A et X une v.a.r. de carré intégrable. Soit ¢ une
fonction convexe de R dans R. On suppose que @(X) est intégrable. On a alors

E(@(X)|B) 2 ¢(E(X|B)) p.s..

DEMONSTRATION — D’apres le lemme 11.8 donné ci—apres, comme ¢ est convexe,
il existe ¢, fonction croissante de R dans R (et donc fonction borélienne de R dans R)
t.q., pour tout x, a € R, @(x) — @(a) > c(a)(x — a).
Soit Z = E(X|B) p.s. (plus précisément, Z est un représentant de E(X|5)). On a donc
pour tout w € Q) :

P(X(w)) = 9(Z(w)) = c(Z(w))(X(w) - Z(w)). (11.6)
On aimerait intégrer cette inégalité sur un élément (bien choisi) de /3 mais cela n’est
pas possible car les v.a.r. ¢(Z) et ¢(Z)(X — Z) peuvent ne pas &tre intégrables (bien que
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Z et X soient intégrables). Pour p € N*, on introduit donc A, = {|Z| < p} de sorte que
les v.a.r. 1A,, c(Z)(X=2Z)et 1Ap(p(Z) sont intégrables (noter que c(Z) est bornée sur
Ay car c est croissante). On pose aussi

A ={E(p(X)IB)-9(Z)<0}etB, = A, NA.
Soit p € N*, I’inégalité (11.6) donne pr((p(X) -¢(2)) > 1BPC(Z)(X —Z) et donc, en
intégrant sur Q) :

—[ ((X)—(2))dP > J c(Z)(X-Z2)dP. (11.7)
B, B,
Comme Z et E(¢(X)|B) sont B-mesurables, on a B, € B (et donc 1Bp est B-mesurable).
On a aussi ¢(Z) B-mesurable (car c est borélienne) et donc 1Bp ¢(Z) B-mesurable. On
en déduit :

J ¢(Z)(X - Z)dP = E(1p,c(Z)(X - Z)) = 0 (car Z € E(X|B)),
BP
et

L (P(X) = P(Z))dP = E(1p, (9(X) ~ p(2))) = E (1, (E(@(X)IB) - p(Z)).
Avec (1p1.7), on en déduit :

L (E(@(X)|B) — p(2))dP > 0.

p
Comme E(@(X)|B) - ¢(Z) < 0 sur B, (car B, C A), on a donc P(B,) = 0 et donc
P(A) = P(U,en- By) = 0, ce qui donne bien E(¢(X)|B) > ¢(Z) p.s.. L]

Voici maintenant le lemme utilisé dans la démonstration précédente.

Lemme 11.8 Soit ¢ une fonction convexe de R dans R, il existe alors c, fonction
croissante de R dans R (et donc fonction borélienne de R dans R) t.q., pour tout

x,a €R, @(x)—@(a) > c(a)(x —a).

DEMONSTRATION —  Si @ est dérivable sur R, la fonction c existe et est unique, elle
est donnée par ¢ = ¢’. L’existence de ¢ est 1égeérement plus difficile si @ n’est pas
dérivable sur tout R (et on perd I'unicité de c).

Soit a € R, on considere le fonction h, : x W qui est définie sur R\ {a}. La
convexité de ¢ permet de montrer que h, est croissante (c’est-a-dire que x,y € R\ {a},
x>y = h,(x) > h,(v)). La fonction h, a donc une limite a gauche (et a droite) en tout
point, y compris au point 4. On pose (par exemple) :

c(a)= Um hy(x).

x—a,x<a
Il est facile de vérifier que la fonction c ainsi définie est croissante de R dans R et
vérifie, pour tout x,a € R, @(x) — @(a) > c(a)(x —a). L]

On définit maintenant 1’espérance conditionnelle par rapport a une v.a.r. ou un v.a.
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Définition 11.9 (Espérance conditionnellement a une v.a.r) Soir (), A, P) un es-
pace probabilisé et X une v.a.r. (ou un v.a. de dimension d, d > 1). Soit Y une v.a.r.
intégrable ou une v.a.r. positive. On appelle espérance conditionnée par X de Y ou
espérance conditionnelle de Y par rapport a X’ (ou espérance de Y sachant X)
I’ensemble E(Y|o(X)), oit 6(X) est la tribu engendrée par X. On note E(Y|X) cette
espérance conditionnelle, de sorte que E(Y|X) = E(Y|o(X)). (L’ensemble E(Y|X) est
donc un ensemble de v.a.r. et, comme d’habitude, on confond E(Y|X) avec I’un de ces
éléments. )

Pour caractériser E(Y|X) (sous les hypothéses de la définition 11.9) et pour calculer
cette espérance conditionnelle, on utilise, en général, le théoréme 3.31 que nous
rappelons sous une forme 1égérement plus précise (donnée dans la démonstration du
théoreme 3.31).

Théoreéme 11.10 (Mesurabilité d’une v.a.r. par rapport a une autre) Soit (Q, .4, P)
un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r.. On note 6(X) la tribu engendrée par X.
Alors :

— Lav.a.r. Y est 6(X)-mesurable si et seulement s’il existe f, fonction borélienne
de Rdans R, t.q. Y = f(X).

— Lav.a.r Y est 6(X)-mesurable bornée si et seulement s’il existe f, fonction
borélienne bornée de R dans R, t.q. Y = f(X).

— Lav.a.r. Y est 6(X)-mesurable positive si et seulement s’il existe f, fonction
borélienne positive de R dans R, t.q. Y = f(X).

DEMONSTRATION — La démonstration de ce théoréme est donnée dans la démons-
tration du théoreme 3.31. [

Voici une conséquence immédiate de ce théoréme, utilisée pour calculer E(Y|X)

Proposition 11.11 (Calcul de E(Y|X)) Soir (Q, A, P) un espace probabilisé et X, Y
deux v.a.r.. Soit Z une application de Q) dans R.

1. On suppose que Y est intégrable. Alors, Z € E(Y|X) si et seulement s’il existe
application borélienne de R dans R t.q. Z = P(X), P(X) est intégrable et

E(p(X)o(X)) = E(Y(X)), (11.8)

pour toute application ¢ de R dans R, borélienne bornée.



648 CHAPITRE 11. ESPERANCE CONDITIONNELLE ET MARTINGALES

2. On suppose que Y est positive. Alors, Z € E(Y|X) si et seulement s’il existe |
application borélienne positive de R dans R t.q. Z = P(X) et

E(p(X)o(X)) = E(Yo(X)), (11.9)
pour toute application @ de R dans R, borélienne positive.

DEMONSTRATION —
La démonstration est une conséquence facile du théoreme 11.10. ]

La conséquence de la proposition 11.11 est que (sous les hypotheses de la proposi-
tion) I’on cherche E(Y|X) sous la forme d’une fonction {(X) (avec ¢ de R dans R)
vérifiant (11.8) (ou (11.9)). On raisonne, en général, par condition nécessaire sur | et,
comme on sait que E(X|Y) existe, il est méme inutile de vérifier que la fonction P(X)
que I’on trouve (qui est, en général, définie p.s.) est bien intégrable (ou positive).

La proposition 11.11 montre également que (sous les hypotheéses de la proposi-
tion 11.11) la fonction Y est une fonction de X (c’est-a-dire Y = {(X) pour un
certain P de R dans R) si et seulement si E(Y|X) = Y. Pour montrer que la v.a.r. Y
est une fonction d’une autre v.a.r. X, il suffit donc de montrer que E(Y|X) = Y. En
comparaison, le calcul de la covariance entre X et Y (aprés normalisation) s’intéresse
seulement a I’existence ou non d’une dépendance affine de Y en fonction de X. Voir, a
ce propos, I’exercice 11.14.

Remarque 11.12 (Deux propriétés de I’espérance conditionnelle) Voici deux pro-
priétés qui nous serons utiles dans la section suivante. Soit (C), A, P) un espace proba-
bilisé, B une sous tribu de A et X une v.a.r. intégrable.

1. Soit V une v.a.r. B-mesurable bornée. On a alors E(XV|B) = VE(X|B) p.s.. (Voir
I’exercice 11.4.)

2. On suppose que (X) et B sont des tribus indépendantes. On a alors E(X|B) = E(X)
p.s.. En particulier, si Y est une v.a.r. indépendante de X (c’est-a-dire que o(X) et
o(Y) sont des tribus indépendantes), on a alors E(X|Y) = E(X) p.s.. (Voir I’exercice
11.5)

11.2 Martingales

Définition 11.13 (Filtration et processus) Soit (QQ,.A,P) un espace probabilisé

1. On appelle filtration une suite de tribus (B,),en t.q. B, C B,.1 C A, pour tout
neN.



11.2. MARTINGALES 649

2. On appelle processus réel une suite de v.a.r..

3. Soit (B,,)en une filtration et (X,,),en un processus réel. On dit que (X,,),en est
adapté a la filtration (B,,),cN si, pour tout n € N, X,, est B,,-mesurable.

Définition 11.14 (Martingale) Soit (QQ,.A,P) un espace probabilisé, (B,),cy une
filtration et (X,,),en un processus réel (¢’est-a-dire une suite de v.a.r.).

(Martingale) La suite (X,,),en est une martingale par rapport a la filtration (B,,),, si
on a, pour tout n € N,

1. X,, est B,,-mesurable et intégrable,
2. E(X,,411B,) = X, p-s..
(Sous et sur martingale) La suite (X,,),cN est une sous—martingale [resp. sur—-mar-
tingale] par rapport a la filtration (B,)),eN Si on a, pour tout n € N,
1. X,, est B,,-mesurable et intégrable,
2. E(Xn+1|Bn) 2 X, p.s. [resp. E(Xn+1|Bn) <Xups. |

Remarque 11.15 Soit (Q,.A,P) un espace probabilisé, (B,,),en une filtration et
(X;1)nen une martingale par rapport a la filtration (13,,),,. Pour tout n € N, on a, comme
1 est B,,-intégrable bornée, et E(X,,.11B,) = X,, p-s.,

E(X,11) = L X1 1o dP = L E(X,y111B,)L0dP = L X, 10dP = E(X,,).

On a donc E(X,,) = E(X() pour tout n € N.

Exemple 11.16 (Exemples de Martingales) Soit (€, A, P) un espace probabilisé.

1. Soit (B,,),en une filtration et X une v.a.r. intégrable. On pose X,, = E(X|B,,). La
suite (X,,),en est une martingale (par rapport a la filtration (13,,),,). (Voir I’exercice
11.24.)

2. Soit Xy une v.a.r. intégrable et (J,,),,en+ une suite de v.a.r. intégrable et de moyenne
nulle. On suppose que la suite formée de Xg et (J,),en+ €St une suite de v.a.r.
indépendantes. On pose alors, pour n € N, X,,,1 = X,,+]J,,;1 et 5, la tribu engendrée
par Xo,...,X,,. Lasuite (X,,),,cn est une martingale (par rapport a la filtration (5,,),,).
(Voir I’exercice 11.25.)

Définition 11.17 (Temps d’arrét) Soir (Q, A, P) un espace probabilisé, (B,,),cn une
filtration et T une v.a. a valeurs dans NU{+oo} (c’est-a-dire une application mesurable
de Q, muni de la tribu A, dans N U {+oco}, muni de la tribu formée de I’ensemble des
parties de NU {+o0}). L’application T s’appelle un temps d’arrét si, pour tout n € N,
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{T =n}eB,. SiT est un temps d’arrét, on note Bt la tribu définie par Bt = {A € By,
t.q., pour tout n € N, AN{T = n} € B,} ot B, est la plus petite tribu contenant toutes
les tribus B,, (c’est-a-dire la tribu engendrée par les B,,).

Le théoréme suivant montre qu’une martingale arrétée est encore une martingale.

Théoreme 11.18 (Martingale arrétée a un temps d’arrét) Soir (Q, A, P) un espace
probabilisé muni d’une filtration (B,),cn et (X,,),en une martingale (par rapport
a la filtration (B,),,). Soit v un temps d’arrét. Pour n € N, on pose Y,, = X, r, (On
rappelle que v A n(w) = min{v(w), n} et donc que Xy p,(w) = Xinfy(w),n} (@), pour
tout w € Q.) Alors, la suite (Y,),eN est encore une martingale (par rapport a la

filtration (B,,),,).

DEMONSTRATION —  Soit n € N, ona Y, = X, 1{rsu+ X -0 Xk 1{r=k}- On en déduit
tout d’abord que Y,, est intégrable (comme somme finie de fonctions intégrables). Puis,
on montre que Y,, est /5,,-mesurable. Pour cela, on remarque que {T = k} € B, C B,,,

pour k < n, et que
n

{T>n) =(U{T:k})CeBn.

k=0

Enfin, on remarque que X est B,,-mesurable pour tout k < n. Gréce a la stabilité des
fonctions mesurables par somme et produit, on obtient bien, finalement, que Y,, est
B,,-mesurable.

Il reste maintenant & montrer que E(Y,.;|5,) = Y, p.s., pour tout # € N. Soit n € N,

ona
n+1 n
Yir1 = Xus1 LiTonen) + ZXkl{T:k} = Xus1 Yrons1y + Zxkl{T:k}-
k=0 k=0

Par linéarité de 1’espérance conditionnelle, on a donc
n
E(Y,111B,) = E(X)141 1{T2n+1}|8n) + ZE(Xkl{T:k”Bn)-
k=0

Comme {T > n+1} = (UZ:O{T = k})c € B, la remarque 11.12 (et le fait que
E(X,+118,) = X, p-s.) donne

E(Xn+1 1{T2n+1}|8n) = 1{T2n+l}E(Xn+l |Bn) = an{T2n+1}-
Puis comme, pour k € {0,..., 1}, Xj 17—t est B,-mesurable, on a B(Xy1ir=x|B,) =
X l{T=k}- On obtient ainsi

n
E(Y,111B,) = an{T2n+l} + Zxkl{T:k} =Y, ps.
k=0
Ce qui termine la démonstration. ]
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On conclut cette section par un théoréeme, sans démonstration, sur la convergence des
martingales.

Théoreme 11.19 (Convergence p.s. d’'une martingale)

Soit (Q, A,P) un espace probabilisé, (B,,),cn une filtration et (X,,),en une suite de
v.a.r.. On suppose que (X,,),eN est une martingale par rapport a (B,,) ,en-

1. On suppose que la suite (X,;),en est bornée dans L%(Q,A, P). Alors il existe une
v.a.r. intégrable, X, t.q. X,, = X p.s., quand n — +oo.

2. On suppose X, > 0 pour tout n € N. Alors, il existe une v.a.r. intégrable, X, t.q.
X, — X p.s., quand n — +oco.

On peut noter que le deuxieme item du théoreme 11.19 est une conséquence du premier
car, pour une martingale, on a toujours E(X,,) = E(X() pour tout n € N (et les X,, sont
toujours intégrales). Si X,, > 0, on a donc ||X,,||; = E(X() < +o0.

11.3 Exercices

11.3.1 Espérance conditionnelle

Exercice 11.1 (Espérance conditionnellement a une tribu) Soit (Q,.A4,P) un es-
pace probabilisé et Y une variable aléatoire réelle intégrable. Dans les trois cas sui-
vants, montrer que E(Y|B) est réduit & un élément et déterminer E(Y|B) (en fonction
de Y et B).

1. La tribu B la tribu grossiere, c’est-a-dire 5 = {0, (2}.

Corrigé — Soit Z une application de Q) dans R, B-mesurable. Soit a € Im(Z) (on
suppose, bien siir, Q = 0). On a alors {Z = a} = {w € Q; Z(w) = a} # 0. Comme Z
est B-mesurable, on a donc {Z = a} = Q. Une application B-mesurable est donc une
fonction constante (réciproquement, une fonction constante est bien B-mesurable).
Si Z € E(Y|B), il existe donc a € R t.q. Z(w) = a pour tout w € Q. Le réel a doit
alors vérifier E(aU) = E(UY) pour tout application U, B-mesurable de Q) dans R.
On a donc ab = E(ab) = E(bY) = bE(Y) pour tout b € R. La seule solution est donc
a = E(Y). L’ensemble E(Y|B) est donc réduit a un seul élément, la fonction constante
et égale a E(Y).

2. Soit Be A t.q. 0 <P(B) < 1. On prend pour B la tribu engendrée par B.

Corrigé — Soit Z une application de Q) dans R, B-mesurable. Les parties B et B
sont non vides (car de probabilité strictement positive). Soit w; € B et a = Z(wy).
On aalors {Z = a} = {w € Q; Z(w) = a} 2 0. Comme Z est B-mesurable, on a donc
{Z =a} =B ou Q et donc {Z = a} D B. De méme, soit wy € B® et b = Z(w;), on a
{Z = b} D B . Une application B-mesurable est donc une fonction constante sur B et
BC. Réciproquement, une fonction constante sur B et B¢ est bien B-mesurable.
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Si Z € E(Y|B), il existe donc a,b € R t.q. Z = alg + blgc. Les réels a,b doivent
alors vérifier E(ZU) = E(UY) pour tout application U B-mesurable de () dans R,
c’est-a-dire :

aaP(B) + bRP(B°) = aJ- YdP + [Sj YdP pour tout o, p € R.
B B

Comme P(B) > 0 et P(B®) = 1 —P(B) > 0, la seule solution est donc :
_ [ YdP e [ YdP
P(B) P(B¢)
L’ensemble E(Y|B) est donc réduit a un seul élément, la fonction Z définie par
[Ydp [ YdP

Z= P(B) ].B+ P(Bc) ].Bc.

3. Soit (B,)yen» € Atq. B, NB,, =0sin=m, Q =J,nBret0<P(B,) <1
pour tout # € N*. On prend pour 5 la tribu engendrée par (B,,),cn- (¢’ est-a-dire
B ={U,e B J CN)).

Corrigé — On reprend le méme raisonnement que dans les deux questions précé-
dentes. On remarque d’abord qu’une application Z de Q) dans R est B-mesurable si
et seulement si il existe une suite (0, ) e CR .q. Z =) a1, . (Cette série est
bien convergente en tout point de () car les B, sont disjoints deux a deux.)

Si Z € E(Y|B), il existe donc (a,)yen: CR t.q. Z =} en anlp,. La suite (a,),en:
doit alors étre telle que Z soit intégrable et que E(ZU) = E(UY) pour tout application
U B-mesurable bornée de () dans R, c’est-a-dire t.q.

Zlaan(Bn) < +ooet ZananP(Bn) = Zoc,,j YdP,

neN* neN* neN* B,
pour toute suite bornée (a,,),ene C R. Comme P(B,,) > 0, la seule solution est donc :
[, Yap
4, = pour tout n € N*,
" P(B,)

Comme on sait que ’ensemble E(Y|B) est non vide, il est inutile de vérifier que la
fonction Z trouvée est intégrable (puisque cette fonction est la seule fonction pouvant
appartenir a E(Y|B)). L’ensemble E(Y|B) est donc réduit a un seul élément. Cet
élément est la fonction Z définie par

[ YdP
2= 0 iy

neN*

Exercice 11.2 (Espérance conditionnellement a une tribu (2)) Soit (Q),.A, P) un

espace probabilisé et X une v.a.r. intégrable.

1. Soit Be A t.q. P(B) =1 et B¢ = 0 (c’est le cas, par exemple, si P est une mesure
diffuse, que A contient les singletons et que B¢ est formé d’un nombre fini ou
dénombrable de points de (2). On pose B = {0, B, B¢, QQ}. Pour a € R, on pose

Zu = E(X)].B +a1]35.
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Montrer que E(X|B) est I’ensemble des v.a.r. Z, avec a € R (en pratique, comme
on confond E(X|B) avec 1’un de ses représentants, on peut écrire E(X|B) = Z, p.s.
avec n’importe quel a dans R, et donc, par exemple, E(X|B) = E(X) p.s..)

Corrigé — On raisonne comme dans ’exercice 11.1. Si Z € E(X|B), il existe a,b € R
t.q. Z = alg+blgc et les réels a, b doivent alors vérifier E(ZU) = E(UY) pour tout
application U B-mesurable de Q) dans R, c’est-a-dire :

aaP(B) + bBP(B°) = ocj XdP+B | XdP pour tout a,p € R.
B B¢

Comme P(B) = 0 et P(B°) = 1 ceci donne ao. = «E(X) pour tout a € R et donc
a = E(X). On a donc bien E(X|B) = {Z;, b € R}

2. Soit I un ensemble fini ou dénombrable, (B,,),c; une famille de sous tribus de A
telle que
B,NB,=0sinzmQ :UB”'
nel
On prend pour B3 la tribu engendrée par (B,,),¢1 (c’est-a-dire B = {(J,¢; B, J C D.
Montrer que
[ Xdp

E(X|B) = ZP”(—B)an p.S.,

nej
ouJ]={nel tq. P(B,)>0}.

Corrigé — On raisonne encore comme dans ’exercice 11.1.
On remarque d’abord qu’une application Z de Q) dans R est B-mesurable si et

seulement si il existe une suite (a,;),c1 C R telle que

Z:Zanan'

nel

Si Z € B(X|B), il existe donc (a,)pe1 CR t.q. Z =}, c1a,1, . La famille (a,,) 1 doit
alors étre telle que Z soit intégrable et que E(ZU) = E(UY) pour toute application U
B-mesurable bornée de () dans R, c¢’est-a-dire telle que

z|an|P ) < +oo et Zana P(B Zanf YdP,

nel nel nel
pour toute suite bornée (0,;),c1 CR. Comme P(B,))>0sine]etP(B,)=0sin¢],
ceci donne
J YdP
= tout n € J,
a, P(B,) pour tout n €]

ce qui définit Z p.s.. On obtient donc

=)L

[B YdP
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Exercice 11.3 (Espérance conditionnellement a une v.a.r.) Soit (QQ, .4, P) un espace
probabilisé, X une variable aléatoire réelle et Y une variable aléatoire réelle intégrable.

1. On suppose qu’il existe a € R t.q. X = a p.s.. Donner un élément de E(Y|X).

Corrigé — On utilise la proposition 11.11. Soit Z € E(Y|X), il existe alors 1, fonc-
tion borélienne de R dans R, t.q. Z = P(X), P(X) est intégrable et, pour toute
application @ de R dans R,borélienne bornée,

E(p(X)9(X)) = E(Yo(X)).
On a donc Z = \(a) p.s. et en prenant pour @ une fonction t.q. ¢(a) = 1 dans I’égalité
précédente, on obtient P(a) = E(Y). On a donc finalement Z = E(Y) p.s.. La fonction
constante et égale a E(Y) est un élément de E(Y|X). Plus précisément, la fonction
P(X) est un élément de E(Y|X), deés que P est une fonction borélienne de R dans R

ett.q. Y(a) = E(Y).

2. On suppose que X prend p.s. deux valeurs x; ou x, avec X; # X,. Donner un élément
de E(Y[X).

Corrigé — On pose

Al = {X =X1} €lA2 = {X =X2}.
On suppose que P(A1) > 0 et P(A,) > 0 (sinon, on est ramené a la question précé-
dente). Noter que A1 N Ay =0 et P(A;) + P(A,) = 1. On utilise encore la proposi-
tion 11.11. Soit Z € E(Y|X), il existe alors , fonction borélienne de R dans R, t.q.
Z = P(X), U(X) est intégrable et, pour toute application ¢ de R dans R,borélienne
bornée,

E(p(X)9(X)) = E(Yo(X)). (11.10)
On a donc Z = P(x1)1 5, + V(x2)14, p-s.. Soit ay, 0 € R, en prenant pour ¢ une
fonction borélienne bornée de R dans R t.q. @(x1) = a1 et @(x,) = a, dans I’éga-
lité (11.10), on obtient :

Pl ) P(A) + hls)asP(A) = oy j

A

pour tout oy, a3 € R. Comme P(A;) > 0 pour i = 1,2, on en déduit que {(x;) =
o
By Pour i =1,2, et donc que

[ A YdP j A, YdP

P(A) M TP(AY)
Ici encore, la fonction P(X) est un élément de E(Y|X) dés que \ est une fonction

YdP + azj YdP,
1 Ay

Z= 1A2 p.S..

dP
borélienne de R dans R et t.q. P(x;) = 2 pouri=1,2 (un exemple possible est

P(A))
A YdP
donc P(x;) =

Ij(—Ai) pouri=1,2 et P(x) = 0 pour x & {x1,x,}).

3. On suppose que X est une v.a. prenant p.s. ses valeurs dans un ensemble dénom-
brable {x,,n € N*} avec P(X = x,,) # 0 pour tout n € N*. Donner un élément de
E(Y|X).
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Corrigé — On peut supposer que les x,, sont différents deux a deux. Pour n € N, on
pose A, ={X = x,,}). Les ensembles A,, sont disjoints deux a deux, P(A,,) > 0 pour
tourneN*et ) 7> P(A,)=1.

On utilise encore la proposition 11.11. Soit Z € E(Y|X) (Noter que, comme on sait
que E(Y|X) est non vide, il existe Z € E(Y|X)). Il existe alors \, fonction borélienne
de R dans R, t.q. Z = P(X), P(X) est intégrable et, pour toute application ¢ de R
dans R,borélienne bornée,

E(Y(X)9(X)) = E(Y(X)). (11.11)
On a donc

Z= Z U(x,)1a, p.s..

neN*

Soit (0t;)nen C R une suite bornée de R. Dans ’égalité (11.11), on prend pour @
une fonction borélienne bornée de R dans R t.q. @©(x,) = a,, pour tout n € N* (un tel
@ existe, on peut prendre, par exemple, @(x) = 0 si x est différent de tous les x,,), on

obtient :
Z Y(x,)a,P(A,) = Z anf YdP,

neN* neN* An
pour toute suite bornée (o,;),ene C R. Comme P(A,,) > 0 pour tout n € N*, on en
YdP
déduit que P(x,) = JAPV(IT,,‘)’ pour tout n € N¥, et donc que
[, YdP
A
Z= Z 1a p-s..
2 P,

neN*
Enfin, ici encore, la fonction {(X) est un élément de E(Y|X) dés que ) est une fonction

YdP
borélienne de R dans R et t.q. P(x,,) = JAP’ET) pour tout n € N*. Un exemple possible

YdP
est donc P(x,) = L\PVET) pour tout n € N* et P(x) = 0 pour x € {x,,n e N*}. Cet

exemple donne la fonction
) A, YAP
neN*

1a.
P(A,) ™

Exercice 11.4 (Egalité d’espérances conditionnelles) Soit (Q, A, P) un espace pro-
babilisé, 5 une sous—tribu de A, X une v.a.r. intégrable et V une v.a.r. B-mesurable
bornée. Montrer que E(XV|B) = E(X|B)V p.s..

Corrigé — Comme X est intégrable et que V est bornée, la v.a.r. XV est intégrable et
donc E(XV|B) est bien définie.

On pose Z = E(X|B) (en toute rigueur, on choisit plutot un élément de E(X|B)). Soit U
une v.a.r. B-mesurable et bornée. La v.a.r. UV est aussi B-mesurable et bornée, on a
donc

E((XV)U) = E(X(UV)) = E(Z(UV)) = E((zV)U).
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Comme ZV est B-mesurable (et que U est arbitraire), ceci prouve que E(XV|B) = ZV
p.s. (plus précisément, ZV est un élément de E(XV|B)). On a donc bien montré que
E(XV|B) =E(X|B)V p.s..

Exercice 11.5 (Espérance conditionnelle et indépendance) Soit (Q2,.4,P) un es-
pace probabilisé, et X une v.a.r. intégrable.

1. Soit Y une v.a.r. indépendante de X. Montrer que E(X|Y) = E(X) p.s..

Corrigé — Soit U une v.a.r. 6(Y)-mesurable bornée. Selon le théoréme 11.10, il
existe @, fonction borélienne bornée de R dans R, t.q. U = @(Y). Comme o(¢(Y)) C
o(Y), les v.a.r. X et @(Y) sont aussi indépendantes, on a donc

E(Xe(Y)) = E(X)E(¢(Y)) = E(E(X)@(Y)).
Comme le fonctions constantes sont o (Y )-mesurables, on en déduit que E(X|Y) = E(X)

p.S. (en toute rigueur, on a démontré que la fonction constante et égale a E(X) est un
élément de E(X|Y)).

2. Soit B une sous tribu de .A. On suppose que o(X) et B sont des tribus indépendantes.
Montrer que E(X|B) = E(X) p.s..
Corrigé — Cette question contient la question précédente. En effet, on a E(X|Y) =

E(X|o(Y)) et, par définition, I’indépendance de X et Y est I’indépendance des tribus
0(X) et 6(Y). La démonstration est trés voisine de la précédente.

Soit U une v.a.r B-mesurable bornée. Comme U est B-mesurable, on a 6(U) C B. On
en déduit que X et U sont indépendantes. On a donc

E(XU) = E(X)E(U) = E(E(X)U).
On en déduit bien que E(X|B) = E(X) p.s..

Exercice 11.6 (Espérance conditionnelle d’une v.a.r. appartenant a £P)

Soit (Q), A, P) un espace probabilisé, G une sous—tribu de A et Y une v.a.r. intégrable.
On pose Z = E(Y|G) (plus précisément, on confond ici, comme d’habitude, la classe
E(Y|G) avec I’'un de ses éléments).

1. On suppose, dans cette question, qu’il existe M € R t.q. |[Y| < M p.s.. Montrer que
|Z| < M p.s.. et que E(ZD) = E(Y®D) pour tout @ G—mesurable et intégrable.

Corrigé — On pose
U=1zom — 1z<my-

La v.a.r. U est G-mesurable (car Z est G-mesurable) bornée. On a donc E(ZU) =
E(YU).
Comme E(ZU) = E(|ZU)|) et

E(YU) = f YUAP < f Y|[UldP < ME(|U]),
Q Q
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on a E(|ZU]) < ME(|U)) et donc E((|Z| - M)|U|) < 0, c’est-a-dire
J (1Z]-M)dP < 0.
|Z|>M

On en déduit que P({|Z| > M}) = 0, et donc |Z| < M p.s..
Soit © une v.a.r. G—mesurable et intégrable. Pour n € N*, on pose
@, = T,,(D) avec T,,(s) = max{—n, min{n, s}} (pour s € R).
Lav.a.r. ©,, est G—mesurable bornée, on a donc, pour tout n € N*,
E(ZD,) = E(YD,). (11.12)
Comme ®,, — D p.s. quand n — +oo et que |ZD,,| < M|D| p.s. et [YD,,| < M|D| p.s.,
le théoréme de convergence dominée nous permet de passer a la limite dans (11.12)

quand n — +o0. On obtient

E(ZD) = E(YD).

2. Soit p €]1,00[ et g = ’%. On suppose que |Y|P est intégrable, montrer que |Z|P
est intégrable et que E(Z®P) = E(YD) pour tout ® G—mesurable et t.q. |D|? soit
intégrable.

Corrigé — On utilise la fonction borélienne T, définie a la question précédente et
on pose sign(s) = 1 si s > 0, sign(s) = —1 si s < 0 et sign(0) = 0 (c’est la fonction
signe définie par (4.76)..
Soit n € N*. On pose

Z, =sign(Z)|T,(2)P~".

La v.a.r. Z, est G-mesurable bornée, on a donc E(ZZ,) = E(YZ,,). En utilisant
linégalité de Holder avec p et q (ce qui est possible car |Y|P est intégrable et |Z,,|1
est intégrable car bornée), ceci donne

jm [ZPdP = E(2Z,) = E(YZ,) < ||Y||p(f

|Z|<n

1-1
|Z|PdP) "

On en déduit
f 1ZPdP < ||Y[15.
|Z|<n

Le théoréme de convergence monotone nous permet alors de conclure que |Z|P est
intégrable et que ||Z||, < |Y]|,.

Soit © une v.a.r. G—mesurable. On suppose que |D|1 est intégrable.
Pour n € N*, on pose ®,, = T,,(D). La v.a.r. D,, est G—mesurable bornée, on a donc,

pour tout n € N¥,
E(ZD,) = E(YD,). (11.13)

Ona®,, —> O p.s. quand n — +oo et |ZD,| < |ZD| p.s., |[YD,| < |YD| p.s.. Les fonc-
tions ZD et YD sont intégrables (car |Z|P,|Y|P sont intégrables et |D|1 est intégrable).
Le théoréme de convergence dominée nous permet alors de passer a la limite dans

(11.13) quand n — +oo. On obtient E(ZD) = E(YD).
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Exercice 11.7 (Calcul de E(exp(XY)|X) si Y ~ N/(0,1)) Soit (Q3,.A,P) un espace
probabilisé et X, Y deux v.a. réelles indépendantes. On suppose que Y suit une
loi gaussienne centrée réduite et que E(exp(X?/2)) < co. Montrer que exp(XY) est
intégrable et déterminer E(exp(XY)|X).

Corrigé — Lav.a.r. exp(XY) est positive. On calcule fQ XY AP en utilisant I’ indépen-
dance de X et Y (et le théoreme 9.28, qui donne que P(x y) = Px ® Py) et le fait que

Y ~N(0,1):
f eXYdp = jf W—e ZdydPX()
En remarquant que xy—y—:—%(x v)?+ x on obtient :
XYdP = — j(j d)ezdp()
J;) \/— v XX
— e dz|e™ dP,
7 o[ ae)eF ames
et donc

) 2
j XY dPp = J T dPy(x) = E(e’T) < +oo,
Q R

XY

ce qui donne que e™" est une v.a.r. intégrable.

Selon la proposition 11.11 on cherche un élément de E(eXY|X) sous la forme P(X) oit
) est une fonction borélienne de R dans R, t.q. Z = P(X), P(X) est intégrable et, pour
toute application @ de R dans R,borélienne bornée,

E(p(X)9(X)) = E(*¥o(X)).
Soit @ une application borélienne bornée de R dans R, on calcule E(eXY (X)) en
utilisant, comme précédemment, l'indépendance de X et Y et le fait que Y ~ N'(0,1) :

XY :L Xy _g =
B (X)) mffe lx)e> dydPy (x)

x/ﬁf(f d?)“ @(x)d Py (x).

2 2

B (X)) = j ¢ @(x)dPy(x) = E(e™S (X))
R

On a donc

x2
Ceci nous montre que e~ 2 est un élément de B( eX¥| X) et donc (comme on confond E(

2
XY | X) avec I'un de des éléments) E(eXY|X) = e D.S..

Exercice 11.8 (Espérance selon une somme de v.a.r.i.i.d) Soit (Q),.4,P) un espace
probabilisé.

1. Soit X et Y deux v.a.r. intégrables. Montrer que E(X|X +Y)+ E(Y|X+Y)=X+Y
p-s.. On suppose maintenant que X et Y sont indépendantes et de méme loi. Montrer
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que

X +Y
E(X|X +Y) = B(Y|[X +Y) = =

p-s..

Corrigé — Par linéarité de I’espérance conditionnelle (voir la remarque 11.5), on a
EXIX+Y)+E(YIX+Y)=EX+Y|X+Y)p.s.,
et on en déduit bien que
EXIX+Y)+E(YIX+Y)=X+Y p.s..

On utilise maintenant la proposition 11.11. Soit P fonction borélienne de R dans R
telle que E(X|X +Y) = \(X+Y) p.s.. Si X et Y sont indépendantes et de méme loi,
on va montrer que E(Y|X+Y) = (X +Y) p.s..

Soit @ fonction borélienne bornée de R dans R. Comme E(X|X +Y) = (X +Y) p.s.,
ona

EXe(X+Y)) =E(P(X+Y)p(X+Y)).

En notant m la loi commune a X et Y, on a aussi, grdce a l’'indépendance de X et Y
(qui donne Px yy = m®@m),

BOXp(X+Y) = | xpls phdmx)dny)

= ij v(x +y)dm(x)dm(y) = E(YQ(X +Y)).

On a donc E(Yo(X+Y)) = E(W(X+Y)@(X +Y)), ce qui prouve que E(Y|X +Y) =
V(X +Y) p.s. et donc
E(X|X+Y)=E(Y|IX+Y)p.s..

Comme E(X|X+Y)+E(Y|IX+Y)=X+Y p.s., on obtient, finalement,

X+Y
E(X|X +Y) = E(YIX +Y) = % D.s..

2. Soit n € N* et X4,...,X,, des v.a.r. indépendantes, de méme loi et intégrables. On

note
n
Sn = ZXk
k=1

Montrer que E(X;|S,,) =S,/n p.s..

Corrigé — La méthode donnée a la question précédente se généralise facilement.
On remarque tout d’abord (par linéarité de I’espérance) que

n n
Y E(XilS,) = E()_XilS,) = B(S,IS,) =S, ps..
i=1 i=1

Puis, pour i # j, en utilisant que X1,...,X,, sont des v.a.r. indépendantes et de méme
loi (ce qui donne que Py, . x,)=m®...®@m si m est la loi commune aux X;), on
montre que

.....

E(XilS,) = E(Xj|Xn)p.S..
On en déduit alors que E(X;|S,,) = S,/n p.s., pour tout i = 1,...,n.
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Exercice 11.9 (Une condition nécessaire et suffisante pour avoir X =Y p.s.) Soit
(Q, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. intégrables. On suppose que

E(X|Y) =Y p.s. et E(Y|X) =X p.s..
1. Soit ¢ € R. Montrer que
E((X=Y)Lxsevse)) = E((Y =X)L (xseoy) ) 0.

En déduire que E((X - Y)I{X>C,Y>C}) =0, puis que P({X>c>Y}) =0.

Corrigé —  On remarque que (X = Y)1 x5 yse) + (X = Y) I ixseoyy = (X = Y)1{x5q)-
On a donc

E((X=Y)1pxseyse )~ E((Y = X) 1 xsesy))

= E(X=Y)1x>¢)) = EXLxse)) — E(Y1ixs))-

Comme E(Y|X) = X p.s. et que 1;x>) est une v.a.r. o(X)-mesurable bornée, on a

E(Y1(xs¢)) = E(X1(x5()) et ceci donne alors
E((X=Y)1xsevse ) = E((Y =X)L ixsesyy) = 0.

Comme Y — X < 0 sur {X > c > Y}, on a bien, finalement
E((X=Y)1xseyse) = E((Y = X)xse2y)) < 0.

En changeant X,Y en Y, X, on montre aussi que

E((Y = X)1{xs0y5¢) ) < 0.

On en déduit alors que E ((X -Y)1 !X>67Y>C]) =0 et donc que

E((Y - X)1(xsesy}) = 0.
Enfin, comme Y — X < 0 sur {X > ¢ > Y}, [’égalité précédente permet de conclure que
P{X>c>Y})=0.

2. Montrer que X =Y p.s..

Corrigé — Pour c e R, on pose A, = {X >c>Y}. On a donc P(A.) = 0 pour tout
ceR

On remarque maintenant que {X =Y > 0} = U,eqAy. Par o-sous additivité de P on
en déduit que
P(X-Y>0))< ) P(A;)=0.
ceQ

Ici encore, en changeant X,Y en Y, X, on montre aussi que P({Y =X > 0}) = 0 et
donc que X =Y p.s..

3. on suppose maintenant que X et Y sont de carré intégrables. Montrer qu’une dé-
monstration (beaucoup) plus directe de la question 2 est possible en calculant E((X
-Y)%).
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Corrigé — Comme E(X|Y) =Y p.s., on a E(XY) = E(Y?). De méme, comme E(Y|X)
=X p.s., on a E(YX) = E(X?). On en déduit que

E(X-Y)?) = E(X?) + E(Y?) - E(XY) - E(YX) =0,
et donc que X =Y p.s..

N.B. Le cas ou X et Y sont seulement intégrables (traité dans les questions 1 et 2)
peut aussi se faire avec la question 3 en tronquant les v.a.r. X et Y.

Exercice 11.10 (Espérance du produit et produit des espérances) Soit (Q,.4,P)
un espace probabilisé et X, Y deux v.a. intégrables t.q. XY est intégrable et E(X|Y) =
E(X) p.s.. Montrer que E(XY) = E(X)E(Y).

Corrigé — Grdce a la proposition 11.11 on a, pour toute application @ de R dans
R, borélienne bornée,

E(E(X[Y)@(Y)) = E(Xe(Y))

Comme E(X|Y) = E(X) p.s., on en déduit, pour toute application ¢ de R dans R,boré-

lienne bornée,
E(X)E(@(Y)) = E(X¢@(Y)). (11.14)

Soit n € N*. Pour s € R, on pose T,(s) = max{—n, min{s, n}}. La fonction T,, est boré-
lienne (car continue) bornée (par n) de R dans R. On peut donc utiliser (11.14) avec
@ =T,. On obtient E(X)E(T,,(Y)) = E(XT,(Y)).

Comme Y est intégrable, on a, par convergence dominée, lim,,_,_ ., E(T,(Y)) = E(Y)
(noter que |T,(Y)| <|Y|).

Comme XY est intégrable (et c’est uniquement ici que cette hypothese est utilisée), on a,
par convergence dominée,

lim E(XT,(Y)) = E(XY)

(noter que |XT,(Y)| < |XY]|).

En passant a limite quand n — +oo sur [’égalité E(X)E(T,,(Y)) = E(XT,,(Y)), on a donc
E(X)E(Y) = E(XY).

Exercice 11.11 (Egalité de lois donne égalité d’espérances conditionnelles) Soit
(Q, A, P) un espace probabilisé et X,Y,Z trois v.a.r.. On suppose que X et Y sont
intégrables et que (X,Z) ~ (Y, Z).

1. Montrer que E(X|Z) = E(Y|Z) p.s..

Corrigé — On note m la loi commune a (X,Z) et (Y,Z). Soit ) une fonction boré-
lienne bornée de R dans R. On a

E(X{(Z)) = f xP(z)dm(x, z),
R2
et, de méme
BOW(E) = [ vitahdmz) = | xplaidm(a)
R2 R2
On a donc E(XY(Z)) = E(YY(Z)), ce qui donne bien E(X|Z) = E(Y|Z) p.s..
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2. Soit f une fonction borélienne de R dans R. On suppose que f(X) et f(Y) sont
intégrables (ou que f est a valeurs dans R, ). Montrer que E[f(X)|Z] = E[f(Y)|Z]

p.s..
Corrigé — On suppose que f(X) et f(Y) sont intégrables. On note toujours m la loi

commune a (X,Z) et (Y,Z). On a alors, pour toute fonction \ borélienne bornée de R
dans R,

E(f(X)b(2)) = RZf(X)lP(Z)dm(x,Z) =E(f(Y)¥(2)).

On a donc E(f (X)P(Z)) = E(f (Y)P(Z2)), ce qui donne bien

E(f(X)1Z) = E(f(Y)IZ) p.s..
Noter que intégrabilité de X et Y est inutile pour cette question. C’est l'intégrabilité
de f(X) et f(Y) qui a été utilisée.

Si on retire I’hypothése que f(X) et f(Y) sont intégrables mais que f est a valeurs dans
R,, le méme raisonnement permet de conclure en prenant des fonctions \p boréliennes
positives.

Exercice 11.12 (Convergence faible et espérances conditionnelles) Soit (Q,.4,P)
un espace probabilisé, B une sous—tribu de A, X une v.a. intégrable et (X,,),en
une suite de v.a. intégrables. On suppose que X,, — X faiblement dans L' (Q, A, P)
quand n — +co (ce qui est équivalent a dire que, pour tout v.a.r. U bornée, on a
lim,, ;o E(X,,U) = E(XU)).
1. Montrer que pour toute v.a.r. U, B-mesurable et bornée, on a

lim E(E(X,|B)U) = E(E(X|B)U).

n—+oo

Corrigé — Soit U une v.a.r. B-mesurable et bornée. On a
E(E(X,,|B)U) = E(X,,|U) et E(E(X|B)U) = E(X|U).
Comme lim,,_,, ., E(X,,U) = E(XU), on en déduit que
nl_i)rJ&)E(E(XAB)U) = E(E(X|B)U).

2. Montrer que

E(X,|B) — E(X|B) faiblement dans L'(Q, A, P) quand # — +co.

Corrigé — Soit U une v.a.r. bornée. On pose V = E(U|B) de sorte que V est une
v.a.r. B-mesurable bornée (voir I’exercice 11.6). Comme E(X,,|B) (pour tout n € N)
et E(X|B) sont des v.a.r. B-mesurable et intégrable, on a (voir aussi I’exercice 11.6)

E(UE(X,|B)) = E(VE(X,,|B)) pour tout n € N

et
E(UE(X|B)) = E(VE(X|B)).
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D’apres la premiére question, on a lim,,_, . E(E(X,,|B)V) = E(E(X|B)V), on en
déduit que
lim E(E(X,|B)U) = E(E(X|B)U).

n—-+00

Ce qui donne que E(X,|B) — E(X|B) faiblement dans L1 (Q, A, P) quand n — +co.

Exercice 11.13 (Minoration d’une espérance conditionnelle) Soit (Q,.A,P) un
espace probabilisé, B une sous—tribu de A et Y est une v.a.r. positive. Soit U une
v.a.r. positive, 5-mesurable et t.q. pour toute v.a.r. positive B-mesurable Z on ait
E(YZ) > E(UZ). Montrer que E(Y|B) > U p.s..

Corrigé — Soit A = {E(Y|B) < U}. Comme U et E(Y|B) sont B-mesurable, la v.a.r.
14 est B-mesurable. L’hypothése donne alors E(Y1,) = E(U1,). Comme E(Y1,) =
E(E(Y|B)1,), on en déduit

E((E(Y|B)—U)14) = E(E(Y|B)14)—E(Ul,) > 0.
Comme E(Y|B)— U < 0 sur A, on a donc P(A) = 0, ce qui prouve que E(Y|B) > U p.s..

Exercice 11.14 (Dépendance linéaire et dépendance non linéaire) Soit (Q0,.4,P)
un espace probabilisé et X,Y deux v.a.r. de carré intégrable et non constantes (on
rappelle que la v.a.r. X est dite constante s’il existe a € R t.q. X = a p.s.).
X-B(X) v _ Y-E()

tY = .
\/Var(X) © \/Var(Y)

1. (Dépendance linéaire.) On pose X =

(a) Montrer que |[Cov(X,Y)| < 1.

Corrigé — Comme Var(X) = E((X — E(X))?), on a, avec I’inégalité de Cauchy-
Schwarz,

E(X-E(X))(Y -E(Y)) < Var(X)Var(Y)

Var(X)Var(Y) = Var(X)Var(Y)

(b) Montrer que |Cov(X,Y)| = 1 si et seulement si il existe a,peR, a=0,tqg.
Y =aX+p.

Cov(X,Y) = =1

Corrigé — Si Cov(X,Y) = 1, on doit avoir une égalité dans I'inégalité de Cauchy-
Schwarz utilisée a la question précédente. Les v.a.r. X —E(X) et Y —E(Y) sont alors
colinéaires. Il existe a,b € R t.q. (a,b) = (0,0) t.q.
a(X —E(X))+b(Y -E(Y)) =0 p.s..
Comme la v.a.r. X est non constante, on a b = 0 et, avec a = —a/b # 0 et p =
E(Y) + (a/b)E(X),
Y =aX +p.

(¢) Donner un exemple pour lequel Y = f(X) (avec f fonction borélienne de R dans
R) et Cov(X,Y) =0.
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Corrigé — Voici un exemple simple. On prend Q) = {1,2,3}, A = P(Q) et P

définie par P({i}) = 1/3 pour i = 1,2, 3. On définit X et Y en posant
X(1)=1,X(2)=0,X(3) = -1,
Y(1)=1,Y(2)=-2,Y(3)=1.

Les v.a.r. X et Y sont bien de carré intégrable et non constantes. On a E(X) =

E(Y) =0et Cov(X,Y) = 0 (et donc Cov(X,Y) = 0). Enfin, ona 'Y = f(X) pour tout

fonction borélienne t.q. f(1)= f(-1)=1 et f(0) = -2.

2. (Dépendance.)
(a) On suppose que X et Y sont indépendantes. Montrer que E(Y|X) = E(Y) p.s..

Corrigé — Cette question est démontrée dans [’exercice 11.5.

(b) Montrer qu’il existe f (fonction borélienne de R dans R) t.q. Y = f(X) p.s. si et
seulement si E(Y|X) =Y p.s..

Corrigé — Cette question est une conséquence de la proposition 11.11.

Si il existe [ (fonction borélienne de R dans R) t.q. Y = f(X) p.s., on a alors
E(YU(X)) = E(f (X)W(X)) pour toute fonction borélienne bornée \ de R dans R.
Ceci montre que E(Y|X) = f(X) p.s. et donc E(Y|X) =Y p.s..

Réciproquement, on sait qu’il existe toujours ¢ fonction borélienne de R dans R
t.q. E(Y|X) = @(X) p.s.. Si E(Y|X) =Y p.s., on a donc Y = @(X) p.s..

Exercice 11.15 (Lorsque E(Y|X) = X p.s....) Soit (Q, A, P) un espace probabilisé
et X,Y deux v.a.r. de carré intégrable.

On suppose que E(Y|X) = X p.s..

1(a) Soit ¢ une fonction borélienne de R dans R. On suppose que la v.a.r. @(X) est de
carré intégrable. Montrer que fQ Yo(X)dP = IQ Xe(X)dP.

Corrigé — Cette propriété a été vue dans la proposition 11.2. On peut la montrer
a partir de la définition 11.1 en considérant T, (@(X)) avec

T, (s) = min{max{-n, s}, n}.
En effet, pour tout n € N, la v.a.r. T, (9(X)) est 6(X)-mesurable bornée. Comme
E(Y|X) = X p.s., on a donc

j YT, (@(X))dP =f XT, ((X))dP.
Q

Q
Comme @(X) € LI%&(Q, A, P), le théoréme de convergence dominée permet de passer
a la limite dans cette égalité quand n — +oo. On obtient bien IQ Yo(X)dP =

[, XQ(X)dP, ¢ est-a-dire
E(Ye(X)) = B(X@(X)).

(b) Montrer que E(Y) = E(X) et E(XY) = E(X?).
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Corrigé — En prenant @(s) = 1 pour tout s € R, la question précédente donne
E(Y) = E(X). Puis, en prenant @(s) = s (ce qui est possible car X? est intégrable),
on a E(YX) = E(X?).

2(a) Montrer que E(X?) < E(Y?).

Corrigé — Comme E(XY) =E(X?), ona

0 < E((Y -X)?) = E(Y?) + B(X?) - 2E(XY) = E(Y?) - E(X?).
Ce qui donne bien E(X?) < E(Y?).
On peut aussi faire cette question en remarquant que 1’inégalité de Jensen donne
E(Y?|X) > E(Y|X)? p.s.. On a donc E(Y?|X) > X? p.s.. On en déduit, en particulier,
que B(Y?) > E(X?).

(b) Montrer que Y = X p.s. si et seulement si E(Y?) = E(X?).

Corrigé — Si Y = X p.s., on a, bien sir, E(Yz) = E(Xz). Réciproquement, si
E(Y?) = E(X?), la question précédente donne E((Y —X)?) = 0 et donc Y = X p.s..

Exercice 11.16 (V.a. gaussien et espérance conditionnelle) Soit (Q),.A, P) un espace
probabilisé et (X, Y)! un v.a. gaussien de dimension 2, On note a I’espérance de X, b
I’espérance de Y et D la matrice de covariance du v.a. (X, Y)* (on adonc Dy ; = Var(X),
D, , = Var(Y) et Dy, = D, 1 = Cov(X,Y)). On suppose que Var(Y) > 0.

1. Calculer o, B € R (en fonction de a, b et D) de maniere a avoir E[X] = E[a + pY] et
E[XY] = E[(a+ BY)Y].

Corrigé — OnaE[X]=a, E[Y]=b, E[Y?]=Var(Y)+E[Y]? =D, +b% et
E[XY] = E[(X - E(X))(Y - E(Y))] + E[X]E[Y] = Dy, + ab.
On cherche donc a et f t.q.
a+bp=a
ba+(Dyy +b%)B =Dy, +ab.
Comme D, # 0, ce systéme de 2 équations a 2 inconnues (qui sont « et B) a bien

une unique solution. Cette solution est

Do Dy,
=—=, a=a-b—=.
D, 2,2

Avec a et p ainsi déterminés, on définit la fonction affine / de R dans R par
I(s) = a+ ps pour s € R et on définit la v.aa.r. Z par Z = X - [(Y).

2. Montrer que (Z,Y)" est un v.a. gaussien. Montrer que Cov(Z,Y) = 0. En déduire
que Z et Y sont des v.a.r. indépendantes [On pourra utiliser la question 1(b) de
I’exercice 10.15].
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Corrigé — Soit ay,a, € R. On va montrer que la v.a.v. a;Z + a;Y suit une loi
gaussienne (ceci montre bien que le vecteur aléatoire (Z,Y)! est un vecteur gaussien).
Comme Z=X-1(Y)=X-a-pY,ona

a1 Z+aY =a1 X+ (a—a1p)Y —a; .

Comme (X,Y)" est un v.a. gaussien, lav.a.r. a; X +(ay —aB)Y suit une loi gaussienne.
Il existe donc m € R et 6 € R, t.q. a; X + (ay — a1 p)Y ~ N'(m,0?). On a alors

a1 X+ (ay —ap)Y —aja ~ N (m—a,a,02).

ceci prouve que a1 X + (ay — a1 B)Y — ay o suit une loi gaussienne. La v.a.r. a1Z + aY
suit donc une loi gaussienne pour tout a;,a, € R. Ceci prouve bien que le vecteur
aléatoire (Z,Y)! est un vecteur gaussien.

On calcule maintenant Cov(Z,Y). On rappelle que Z = X — (ot + BY). On remarque
d’abord que E[Z] = E[X] - E[a+ BY] = 0 (grdce a la premiére relation satisfaite par
o et B). Puis,

Cov(Z,Y) = E[ZY] = E[XY] - E[(c + BY)Y].

La seconde relation satisfaite par o et p donne alors Cov(Z,Y) = 0.

Comme (Z,Y)! est un vecteur gaussien et que Cov(Z,Y) = 0, la question 1(b) de
I’exercice 10.15 donne que Z et Y sont indépendantes.

3. Montrer que E(X]Y) = [(Y) p.s.

Corrigé — La va.r. I(Y) est intégrable (car sa loi est gaussienne). Pour mon-
trer que E(X|Y) = I(Y) p.s., il suffit, d’aprés la proposition 11.11, de montrer que
E(I(Y)(Y)) = E(X@(Y)) pour toute application ¢ de R dans R, borélienne bornée.

Soit donc @ de R dans R, borélienne bornée. Comme Z et Y sont indépendantes et
que E[Z] =0, on a E[Z@(Y)] = E[Z]E[¢@(Y)] = 0. Comme Z =X —I(Y) on a donc

E[Xq(Y)] = E[[(Y)p(Y)].
Ce qui prouve bien que E(X|Y) = [(Y) p.s.

4. Calculer (en fonction de D) Var(Z).

Corrigé — Comme E[Z] =0 et E[Z1(Y)] = E[Z]E[I(Y)] =0, on a
Var(Z) = E[Z?] = E[XZ] = E[X?] - E[X[(Y)]
= B[X?] - aE[X] - BE[XY].
1l suffit maintenant d’utiliser les valeurs de o et {} et le fait que
E[X?] =Dy, +4a? E[X]=a, E[X,Y] =D, +ab.

On obtient ,
Var(Z) = D] 1— %
D5,
Dans la suite, on note 0 = 4/Var(Z) et, pour a € R on note y, la loi normale

N (a,0?).
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5. Soit f une fonction borélienne bornée de R dans R. Pour a € R, on pose {(a) =
Jefdba.
(a) Montrer que 1 est une fonction continue (de R dans R) si o > 0.
Corrigé — On utilise ici le théoréme 4.52. On remarque que

e ""‘v—cf ra)dx,

2

—(x—a
avec F(x,a) = f(x)e(Zﬁiz). La fonction a +— F(x, a) est continue, pour tout x € R.
Pour montrer que  est continue, il suffit (d’apres le théoréeme 4.52) de montrer
que la fonction x +— F(x, a) est dominée, localement uniformément par rapport a a,
par une fonction intégrable. Nous montrons maintenant cette domination.

Soit M > 0. Pour tout a €] — M, M| et tout x € R, on a |F(x,a)| < gm(x) avec
~((=M)*)?
=[f(x)le 207
(La vérification de |F(x, a)| < gm(x) peut se faire en distinguant les cas x € [-M, M],
x > M et x < —M.) La fonction g\ est bien intégrable (pour la mesure de Lebesgue).
Le théoréme 4.52 donne alors que \ est continue sur | — M, M[. Comme M est
arbitraire, on en déduit que  est continue sur R.

(b) Montrer que E[f(X)[Y] = (I(Y)) p-s.

Corrigé — Si 0 > 0, la fonction  est continue, elle est donc borélienne. On
remarque aussi que \p est bornée (en effet, soit M € R, t.q. |f(x)| < M pour tout
x € R. On a alors aussi |P(a)| < M pour tout a € R).

Sio=0,0na\(a)= f(a) pourtout a € R. La fonction  est donc aussi borélienne
bornée.

Comme  est borélienne, P(I(Y)) est donc une v.a.r.. Comme ) est bornée, la v.a.r.
P(I(Y)) est bornée et donc intégrable. Pour montrer que E[f (X)| Y] = P(I(Y)) p.s.,
il suffit, comme a la question précédente (cf proposition 11.11), de montrer que
E[W(I(Y))p(Y)] = E[f (X)@(Y)] pour toute application ¢ de R dans R, borélienne
bornée.

Soit donc @ borélienne bornée de R dans R. On a, comme Z et Y sont indépen-

dantes,
E[f(X =E[f(Z+1(Y))p(Y)]

.[(_[fz” ))dPz(z ))(p(y)dPy(y).

On utilise maintenant le fait que Z ~ N(0,62), on en déduit

sz+z ))dPy(z ffz+l )dpol(z).

le changement de variable Z = z + 1(y) donne alors

| £ 1ot = [ r@p@ = v,
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On a donc, finalement,

E[f (X)e(Y)] = JR P(())e(@)dPy(y) = E[Y(Y))p(Y)].
Ce qui prouve bien E[f (X)|Y] = ¥(I(Y)) p.s..

Exercice 11.17 (Indépendance et espérance) Soit ((2,.4,P) un espace probabilisé
et By, B, deux sous—tribus de A. On pose B = (B U B,) (c’est-a-dire que B est la
tribu engendrée par 3; et 35). On pose aussi C = {B; N B,; By € B, B, € B,}.

1. Montrer que B = (C) (c’est-a-dire que B est la tribu engendrée par C).

Soit Y une v.a.r. intégrable. On note ¢(Y) la tribu engendrée par Y. On suppose
que o(Y) et B; sont indépendantes de B,.

2. Soit U; une v.a.r. Bj-mesurable et bornée et U, une v.a.r. 5,-mesurable et
intégrable. Montrer que YU; et U, sont des v.a.r. indépendantes. En déduire
que YU; U, est intégrable et que E(YU; U, ) = E(YU; )E(U,).

3. On pose Z; = E[Y|B;] (la v.a.r. Z est By-mesurable intégrable et E(YU) =
E(Z,U) pour toute v.a.r. B;-mesurable bornée).

(a) Montrer que E(Y1¢) = E(Z;1¢) pour tout C € C.
(b) Montrer que E(Y1g) = E(Z115g) pour tout B € B.
4. Montrer que E[Y|B] = E[Y|B;] p-s..

Exercice 11.18 (Espérance conditionnelle d’'une somme) Soit ((3, A, P) un espace
probabilisé et (X;);cn+ une suite de v.a.r.i.i.d.. On suppose que X; est intégrable (on a
donc aussi X; intégrable pour tout i € N¥). Pour n € N*, on pose S;, = X1 +--- + X,.

S
1. (Cette question reprend I’exercice 11.8.) Soit # > 1. Montrer que E(X;S,,) = —
n

p-s..

2. Soit n € N*. On note D, la tribu engendrée par 1’ensemble des v.a.r. Sy, k >
n. Montrer que E(X;|D,) = E(X4]S,) = 87” p.s.. [On pourra utiliser 1’exer-
cice 11.17 en choisissant convenablement B; et 35.]

Exercice 11.19 (Exercice liminaire aux martingales) Soient (E, T, p) un espace
probabilisé et (T,,),cn une famille de tribus sur E t.q. T,,C T, 1, pour tout n € N, et
t.q. T est la tribu engendrée par |, T;- Soit X € L]%(E, T, p) et E(X]|T,,) I’espérance
conditionnelle de X par rapport a la tribu T,,. Nous allons montrer que E(X|T,)
converge vers X dans Lﬁ(E, T, p) lorsque n — +oo.

1. Montrer qu’il existe e € Lfg(E, T, p) et une sous-suite de la suite (E(X|T),),en qui
converge faiblement vers e dans Lé(E, T,p).

2. Montrer que fXYd p= erd p, pour tout v.a.r. Y T,-mesurable et de carré inté-
grable.
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3. Montrer que fXYd p= erd p, pour tout v.a.r. Y de carré intégrable. En déduire
que e = X p.s..

4. Montrer que ||[E(X|T,)|l>» < |IX|]o. En déduire que la suite (E(X, T,,)),,cny converge
vers X dans Lé(E, T, p).

Exercice 11.20 (Espérance conditionnelle pour une suite décroissante de tribus)
Soit (), A, P) un espace probabilisé et (,,),,cy une suite de tribus incluses dans .A.
On suppose B,,,1 C 3, pour tout n € N, et on pose B = (,,cn By, (de sorte que B est
aussi une tribu incluse dans A).

1. Soit X une v.a.r.. On suppose que pour tout n € N il existe Y,, v.a.r. B,,-mesurable
t.q. X =Y, p-s.. Montrer qu’il existe Y v.a.r. B-mesurable t.q. X =Y p.s..

N.B. Cette premiere question montre en quel sens on peut écrire LP(Q),B,P) =
Myen LP(Q, B, P) pour tout p € [1,+00].

Corrigé — Pour tout n €N, il existe A, € At.q. P(A,)) =0 et X =Y, sur AS. On
pose A =J,en Ay On a donc P(A) = 0 (par 6-sous—additivité de P) et, pour tout
neN, X =Y, sur A°.

On définit maintenant Y de Q) dans R en posant Y(w) = liminf,,_, .o, Y, (w). Comme
Y,, = X sur A¢ (pour tout n € N), on a donc Y = X sur A et donc Y = X p.s..

Soit p € N. Comme Y, est By-mesurable pour n > p (car B, C B,), la stabilité des
fonctions mesurables donne que Y est By,-mesurable. Soit C un borélien de R, ona
donc Y1(C) e B, pour p € N. Par la définition de B, on en déduit que Y-1(C)eB.
On a donc Y B-mesurable de Q dans R et Y = X p.s.. Il nous reste a modifier

légerement Y pour obtenir une v.a.r.. Pour cela, on pose E = {w € Q, Y(w) = +oo}.
On aE € B (car Y est B-mesurable). On peut définir Y par

Y(w)=Y(w) siweE,
Y(w)=0siweE.

La fonction Y est ainsi une v.a.r. B-mesurable et Y = X p.s. (noter que E C A).

2. Soit (X,,),en une suite de v.a.r.. On suppose que, pour tout n € N, X,, est 5,-
mesurable et de carré intégrable.

(a) On suppose que X,, — X dans L?(Q, A, P) quand n — +co. Montrer que X est
B-mesurable (au sens qu’il existe Y 3-mesurable t.q. X =Y p.s.).

Corrigé — On peut supposer, aprés extraction éventuelle d’une sous-suite (encore
notée (X,)nen), que X, — X p.s.. (Apreés cette extraction, on a toujours ( ,en By =

B.)

Comme X, = X p.s., il existe donc A € At.q. P(A)=0er X,;(w) = X(w) (quand
n — +o00) pour tout w € A°. On procéde alors comme a la question précédente
en posant Y(w) = liminf,_, .o, X,,(w). La fonction Y va de Q dans R et est B,-
mesurable pour tout p € N (car X,, est B,-mesurable pour n > p). La fonction Y
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est donc B-mesurable et ¥ = X p.s. (car Y = X sur A€). Enfin, on pose E = {w € Q),
Y(w) = +oc0}. Ona B € B (car Y est B-mesurable) et on définit Y par

Y(w)=Y(w) siweE,
Y(w)=0siweE.

La fonction Y est ainsi une v.a.r. B-mesurable et Y = X p.s..

(b) On suppose que X,, — X faiblement dans L?(Q), A, P) quand 1 — +oco. Montrer
que X est B-mesurable.

Corrigé — On peut montrer cette question en utilisant une petite remarque d’ana-

lyse fonctionnelle (voir la remarque 6.84). Puisque X,, — X faiblement dans
L%(Q, A,P) quand n — +co, il existe une suite (Y, )pen 1.q.

i. Y, — X dans L*(Q, A, P) quand n — +co,
ii. pour tout n € N, Y, est une combinaison convexe de I’ensemble des X, p = 1.

Comme X, est B,-mesurable pour p > n, lav.a.r. Y, est aussi B,,-mesurable. On est
ainsi ramené a la question précédente et on obtient qu’il existe Y v.a.r. 3-mesurable
t.qg. X =Y p.s..

3. Soit X une v.a.r. de carré intégrable.
Montrer que E(X|B,) — E(X|B) dans L*(Q2, A, P) quand 1 — +co.
Corrigé — On pose Z,, = E(X|B,,) (en étant quelque peu pointilleux, on devrait

plutdt dire qu’on choisit un élément de I’ensemble E(X|B,,)). On pose aussi Z =
E(X|B) et on raisonne par I’absurde.

Si Z,, 4> Z dans L*(Q), A, P) quand n — +oo, il existe € > 0 et une sous-suite, encore
notée (Z,,) nen» 1.9-
|1Z,, — Z||, > € pour tout n € N. (11.15)

On remarque maintenant que la suite (Z,),ey est bornée dans L*(Q, A, P) (plus
précisément, on a B(Z2) < B(X?) car E(Z2) = B(Z,X) < ~ E(Z2)\JE(X2)). Comme
L%(Q, A, P) est un espace de Hilbert, on peut donc supposer, toujours apres extraction
d’une sous-suite, qu’il existe Z t.q.

Z,, — Z faiblement dans L*(Q, A, P) quand n — +co.
On montre maintenant que Z. = Z p.s..

La question précédente montre que Z est B-mesurable. Puis pour tout U v.a.r. B-
mesurable et de carré intégrable on a

E(Z,,U) = E(XU) pour tout n € N.
Comme Z,, — Z faiblement dans 1L?(Q, A, P), on peut passer a la limite (quand
n — +o0) dans cette égalité. On obtient
E(ZU) = E(XU).
Ce qui prouve que Z = E(X|B) p.s. et donc que Z = Z p.s.. Pour conclure, il reste a

montrer que Z,, — Z dans L*(Q, A, P) (en contradiction avec (11.15)). Pour cela, il
suffit de montrer que E(Z2) — E(Z?) (car B((Z,, — Z)?) = E(Z2) - 2E(Z,Z) + E(Z?)
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et B(Z,Z) — E(Z?) grace a la convergence faible de Z,, vers Z). On utilise une
nouvelle fois la convergence faible de Z,, vers Z (et le fait que Z,, = E(X|B,,) et
Z = E(X|B) pour écrire que

E(Z2) = E(Z,X) — E(ZX) = E(Z?) quand n — +oo.
Finalement, on obtient bien que Z,, — Z dans LZ(Q,A,P), en contradiction avec

(11.15).

Exercice 11.21 (Projection sur L?(Q, t(X),P) versus projection sur ev(X)) Soit
(Q, A, P) un espace probabilisé. Si B est une sous—tribu de A, on note encore P la
restriction de P a B, de sorte que (Q), 5, P) est encore un espace probabilisé. On rap-
pelle que £%(Q), B,P) ¢ £L?(Q), A, P) et que I’on peut considérer L?(Q), 3,P) comme
un s.e.v. de L?(Q), A, P). L’espace L*(Q), B, P) est donc un s.e.v. fermé de L*(Q), A,
P).

Soit X € L%(Q), A, P) (en choisissant un représentant de X, X est donc une v.a.). On
note ev(X) le s.e.v. engendré par X (noter que ev(X) est un s.e.v. fermé de L*(Q), A,

P)).

Si V est un s.e.v. fermé de L?(Q), A, P), on note Py I’opérateur de projection orthogo-
nale sur V.

1. On suppose que X est constante et non nulle (c’est-a-dire qu’il existe a € R” t.q.
X = a p.s.). Montrer que Poy(x) = P2, «(x),p) (i-e. ev(X) = L2(Q, 1(X),P)).

2. On suppose que X n’est pas constante. Montrer que pour toute sous—tribu 3 de A,
Peyx) # Pr2(q,B,p) (i-e. ev(X) = L?(C), B, P)).
Remarque : Si Y est une v.a. de carré intégrable, on a E(Y|X) = E[Y|t(X)] =
Pr2q,cx),p) Y-

Exercice 11.22 (Loi de X et Y et loi de (X,Y)) Soit (Q2,.4, P) un espace probabilisé
et X,Y deux v.a.r.. On suppose que le couple (X, Y) a pour loi une loi de densité par
rapport a la mesure de Lebesgue (sur les boréliens de R?) et que cette densité est
donnée par la fonction g de R? dans R, définie par

(x7) 1+x2 el 2 cR
xX,v) = e pour x, .
g\xy AN Y

1. Montrer que X a pour loi la loi normale réduite.

Corrigé — Soit ¢ une fonction borélienne bornée de R dans R. En utilisant la loi
de (X,Y), on obtient

E(g(X)) = J]Rchp(x)gw,y)dydx.
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Or,
1 + x2 x2 (1+x2)|y| 1 + X2 x2 +oo (1+x2)y
(x,v)dy = e 7 e 2 dy= e 7 e 2 d
_f gLy 421 R Y 2V2m 0 Zy
= —6_%.
V21
1 2
On a donc E(@(X)) = J @(x)—=¢e" 7 dx. Ce qui prouve que X a pour loi la loi
R V21

normale réduite.
2. Montrer que Y a pour loi une loi de densité par rapport a la mesure de Lebesgue
(sur les boréliens de R) et donner une expression de cette densité.

Corrigé — Soit ¢ une fonction borélienne bornée de R dans R. En utilisant la loi
de (X,Y), on obtient

E(g(Y) = LQJ;%@@)g(x,y)dxdy-

Poury € R, on pose h(y) = fR g(x,v)dx, c’est-a-dire

1+x2 2 (w2l
h(y) = j e Ze 2 dx.
) R 4V27

On a alors E(@(Y)) = f e()h(y)dy. Ce qui prouve que Y a pour loi une loi de

densité par rapport a la mesure de Lebesgue et cette densité est donnée par la fonction

h.

3. Soit y < 0. Montrer que

Soit y > 0, montrer que
1 -
P{Y<y})=1-———=e¢"2.

241+

Corrigé — Soit y € R. En utilisant la densité h de la loi de Y, on a

y y 1+x2 2 (+2)e
P({Y < 1) = hzdz:f (J e dx)dz.
(1Y <)) j_m z= [ ([ e

Avec le théoreme de Fubini-Tonelli, on en déduit

Vo e \1+x2 2
PY < = (J e 2 dz) e Zdx.
(1Y <)) fR - oz

Siy<0,0ona

y _(1+x2)\z| y (1+x2)z 2 (1+x2)y
e 2 dz= e 2 dz= e 2.
oo —oo (1+x2)
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Ce qui donne

({Y < ) 1+x d % 1 J-oo "2(2;1) d
x=e e X.
Y 2\/ 21 V21
Dans cette derniere intégrale, on eﬁectue le changement de variable x+/1 —y = u et
on obtient
P{Y <y} =

\/_m 2du= 2\/_

On déduit en particulier de cette formule que P({Y < 0}) = 1/2 et comme h(-z) = h(z),
on trouve bien que

0
P({Y €R}) = 2J h(z)dz = 2P({Y < 0}) = 1.

On calcule maintenant P({Y < y}) sip>0. Ona
P({Y <p}) =P({Y € R}) - P({Y 2 }) = 1 = P({Y > p}).

et, avec le théoreme de Fubini-Tonelli,

oo o e \1+x2 2
P{Y >v}) = J. h(z)dz = J- (j e 2 dz) e Zdx.
Y v R Y 421

Commey >0, ona

+too 7(1+x2)\z| oo 7(1+x2)z 2 —(1+x2)y
e 7 dz= e 2 dz= 5 e 2 .
v 9 (1+x?)

Ce qui donne

22 y y+1
P({Y > y e Zdx=¢2
2\/2n \/27(
Dans cette derniere lm‘egrale, on effectue le changement de varlable x\1+y=uet
on obtient
-5 & u? 3_%
P{Y > e 2du=

= s v N

On a bien, finalement,

e

(S5

P({Y <y} =

N
4. (Espérances conditionnelles) Montrer que E(Y|X) = 0 p.s.. Donner E(Y?|X) en
fonction de X. En déduire la variance de Y.

Corrigé — On montre tout d’abord que Y est une v.a.r. de carré intégrable. En
utilisant le téoreme de Fubini-Tonelli et la question précédente, on a

E(Y2+)w: L Y24p = L ( fom ox2(o (t )::)dP( )
= ([ e @nap)as = | PUY >

+00 +0o e 2
= J- 2uP({|Y| > u})du = J- 2u du < +oo.
0 0 1+u
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Comme Y est de carré intégrable les espérances conditionnelles E(Y|X) et E(Y?|X)
sont bien définies.

Pour calculer E(Y|X) et E(Y?|X), on utilise la proposition 11.11. Soit ¢ une fonction
borélienne bornée de R dans R, on a

- L&y@(x)g(x,y)dydx - L ( Lyg(x,y)dy)@(x)dx.

Comme g(x,—v) = g(x,v), ona f vg(x,v)dy = 0 pour tout x et donc E(Yp(X)) = 0.
R

On en déduit que E(Y|X) = 0 p.s..

On procéde de maniére analogue pour Y. On a

- J;%v[RyZ(p(X)g(x,y)dydx = JR(LRng(xr}/)dy)(p(x)dx

Pour x e R, ona

+x x2 2 +00 )
fRyzg(x,y)dy:JRyzlie e TR L St R

4v2m 2V21 0
On calcule cette derniére intégrale en intégrant deux fois par parties. On obtient
8 2
2 _xZ
(x,p)dy= ——e¢" 7.
J]R}/ §Hay V21(1 + x2)2
On a donc g ,
E(Y29(X)) = J e~ T (x)dx.
o) R \/_ 1+x2)2 !
Ce qui donne, en posant \Pp(x) = %
x2
X)) = [ pleote) e % = BWX)00X)
On en déduit que
8
E(Y?X) = 0(X) = ———
(Y1) = 900 = (-

vv

5 P-S
On calcule maintenant la variance de Y, notée Var(Y). Comme E(Y) = E(E(Y|X)) =
et B(Y?) = B(E(Y?|X)), on a Var(Y) = E(E(Y?|X)) = E(\(X)) et donc

1
Var(Y) = 8E(————).
ar(Y) = 8B aya)
On remarque maintenant que
1 1 X2
E(———)=E -E . 11.16
((1+X2)2) (1+X2) ((1+X2)2) ( )
. Mais, on a
\/— X2 +oo X x2
2ME(————) =2 ————xe Zdx.
((1+X2)2) J; (1+x2)2
En intégrant par parties, on obtient
2
V21 E( 1+X22 j 1—x)dx
1

+oo xz +00 2
=2 se Tdx— e Zdx.
0 1+x 0
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Ce qui donne
X2 1 1

E((1+X2)2):E((1+x2))_5'

1
) = =, ce qui donne Var(Y) = 4.

En revenant a (11.16), on a donc E(—(1 X272 5
+

11.3.2 Martingales

Exercice 11.23 (Quelques propriétés des martingales) Soit (Q),.4,P) un espace
probabilisé muni d’une filtration (5,,),cn (¢’est-a-dire d’une suite croissante de sous
tribus de A) et (X,,),en une suite de de v.a.r. (c’est-a-dire un processus réel). On
suppose que X, est intégrable pour tout n € N.

1. On suppose que (X,,),en €st une sous—martingale (par rapport a la filtration (5,,),,)-
Montrer que la suite (E(X,,)),cn est croissante.

Corrigé — Soit n € N. Comme (X,,),en est une sous—martingale, on a
E(Xy411B,) 2 X, p.s. et donc E(E(X,411B,,)) > E(X,,).
Or (comme les fonctions constantes sont B,,-mesurables bornées),
E(E(X;111By)) = E(Xpp41)-
On a donc E(X,11) = E(X,)).

2. On suppose que (X,,),en €st une martingale (par rapport a la filtration (B,,),ey)-
Montrer que E(X,,,,,1B,,) = X,, p.s. pour tout m > 0.
Corrigé — Pour m = 0, le fait que E(X,,|B,,) = X,, p.s., pour tout n € N, découle
du fait que X,, est B,,-mesurable. On montre maintenant la propriété demandée par
récurrence sur m € N*.

Pour m = 1 le fait que E(X,,,1|1B,) = X,, p-s., pour tout n € N, est donné dans la

définition de martingale.

Soit m € N*. On suppose que E(X,,1m|B,) = X,, p.s., pour tout n € N. On veut montrer
que E(X,14m1118,) = X, p.s., pour tout n € N. Soit n € N. Comme (X,,),,cN est une
martingale, on a E(X,41m+1|Bnsm) = Xpam D-5- et donc :

E(X,1m+1U) = E(X,.4,,U) pour tout U B, ,,-mesurable bornée.
Comme B,, C B,,,,, on a donc aussi
E(X,14m+1U) = E(X,14,,U) pour tout U B,,-mesurable bornée.
L’hypothése de récurrence donne E(X,,,,,|B,) = X,, p.s.. On a donc :
E(X,,+» U) = E(X,,U) pour tout U B,,-mesurable bornée.
On a en déduit :
E(X,14m+1U) = E(X,,U) pour tout U B,,-mesurable bornée.

Ce qui montre que E(X,44118,) = X,, p.s. et termine la récurrence.
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3. Soit ¢ une fonction convexe de R dans R. On suppose que (X,,),ecn est une mar-
tingale (par rapport a la filtration (5,,),cn) et que @(X,,) est intégrable pour tout
n € N (on rappelle que ¢(X,,) est une notation pour désigner ¢ o X,,). Montrer que
(@(X;,))nen est une sous-martingale (par rapport a la filtration (B,,),en)-

Corrigé — On remarque tout d’abord que @©(X,,) est bien B,,-mesurable (car X,, est
B,,-mesurable et @ est borélienne), pour tout n € N. Pour montrer que (9(X,;))neN
est une sous-martingale, il suffit alors d’utiliser le proposition 11.7 sur I’inégalité de
Jjensen. Soit n € N. La proposition 11.7 donne

E((P(Xn+1 )|Bn) 2 (P(E(Xn+1 |Bn)) p-S..

Comme E(X,111B,) = X,, p.s., on en déduit E(@(X,11)|1B,) = o(X,,) p.s., ce qui
montre bien que ((X,,)),eN est une sous-martingale.

Exercice 11.24 (Martingale construite avec les espérances d’une v.a.)

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé muni d’une filtration (B,,),cy. Soit X une v.a.r.
intégrable. Montrer que la suite (X,,),cny définie par X,, = E(X|5,,) (pour tout n € N)
est une martingale par rapport a la filtration (5,,).

Montrer que (X,,),cn €st aussi une martingale pour la filtration (F,),cy définie par
Fu=1(Xq,...,X,,) (pour tout n € N).

Corrigé — Soit n € N. On remarque tout d’abord que X,, est bien B,-mesurable et
intégrable. 1l reste a montrer que E(X,,.1|B,) = X,, p.s..

Soit U uner v.a.r. B,,-mesurable bornée. Comme X, = E(X|B,,) p.s., on a E(X,,U) =
E(XU). Mail, comme B,, C B,,,1, la v.a.r. U est aussi B,,,-mesurable et le fait que
X,41 = E(X|B,.41) p-s. donne alors E(X,,,1U) = E(XU). On a donc

E(X,U) =E(X;41U).
On en déduit bien que X, = E(X,,41|B,,) p-s.. La suite (X,,),en est donc une martingale
par rapport a la filtration (B,,).

Pour montrer que la suite (X,,),eN est aussi une martingale par rapport a la filtration
(F), il suffit de montrer que X,, = E(X|F,) pour tout n € N (le raisonnement précédent
permet alors de conclure en remplacant B, par F,).

Soit donc n € N. 1l est clair que X,, est F,-mesurable. Comme X, est B,-mesurable
pour tout p < n, il est clair aussi que F,, C B,,. Soit U une v.a.r. F,, mesurable bornée.
Lav.a.r. U est donc aussi B,,-mesurable. Puisque X, = E(X|B,,), on a

E(X,U) = E(XU).

On en déduit bien que X,, = E(X|F,) p.s., ce qui termine cette démonstration.

Exercice 11.25 (Martingale d’un jeu équilibré) Soit (C,.4,P) un espace probabi-
lisé, X une v.a.r. intégrable et (J,,),en+ une suite de v.a.r. intégrable et de moyenne
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nulle. On suppose que la suite formée de X et (J,;),en+ €st une suite de v.a.r. indé-
pendantes. On pose alors, pour n € N, X, = X,, +J,.1 et B, la tribu engendrée par
Xos- .-, X;. Montrer que la suite (X,,),en est une martingale (par rapport a la filtration

(Bi)n)-

Corrigé — Par récurrence sur n, on remarque tout d’abord que X,, est bien intégrable
pour tout n € N. Pour tout n € N, la v.a.r. X,, est donc B,,-mesurable et intégrable. Il
reste a montrer que E(X,,.11B,,) = X,, p.s..

Soit U une v.a.r. B,,-mesurable bornée. On a E(X,,.1U) = E(X,,U) + E(J,,;1U). En
utilisant la proposition 3.30, on remarque que les v.a.r. X, ..., X, J,41 sont indépen-
dantes. Puis, avec la proposition 2.59, on remarque que la tribu engendrée par ], ., est
indépendante de la tribu engendrée par X, ..., X,, (qui est B,)). On en déduit que J,,.1
et U sont des v.a.r. indépendantes. Ceci donne E(J,,;1U) = E(J,..1)E(U) = 0 (car J,41
est de moyenne nulle). Finalement, on a donc E(X,,41U) = E(X,,U), ce qui donne bien
E(X,111B,) = X, p-s..

Exercice 11.26 (Séries de Fourier et martingales) Soit (Q,.4,P) un espace proba-
bilisé et 3 une sous tribu de .A. Montrer que

X eL}(Q,B,P) = X' e L*(Q,B,P).

(L*(Q,B,P)=1L%(Q,B,P).)

On prend maintenant () =0, 1[, A = 5(]0,1[) et P = A (la mesure de Lebesgue sur
B(]0,1[)). On pose H = L(zc(Q,A,P). Pour p € Z, on définit e, € H par e,(x) =
exp(2impx) pour x €]0, 1[. On rappelle que {e,, p € Z} est une base hilbertienne de
H. pour n € N, on pose V,, = ev{e,, —n < p < n} (C’est un s.e.v. fermé de H).

Soit X € H. On sait que X,, — X dans H, quand 1 — +oo, avec X,, = Py X ot Py,
désigne I’ opérateur de projection orthogonale sur V,, (X,, est donc une somme partielle
de la série de Fourier de X).

1. Montrer que Py (X,,+1) = X,, pour tout n € N.

2. Soit n € N*, monter qu’il n’existe pas de sous—tribu B de At.q. V, = L(ZC(Q, B,P).
[On pourra, par exemple, commencer par remarquer que V,, est formé de fonctions
analytiques.]

3. Soit n € N*. On pose B,, = t(e
L4(Q,B,,P)CV,?

py —n < p < n). A-t-on V, C Lé(Q,Bn,P) ou

Exercice 11.27 (Quelques questions sur les temps d’arrét) Soit (Q,.4,P) un es-
pace probabilisé muni d’une filtration (B,,),en-
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1. Soit (X,,),,en une suite de v.a.r., adaptée a la filtration (B,,),.cn. Soit E € B(R) et t
défini de () dans R par

T(w) =151 Xj(w)eEett=55si X;(w) ¢E.

Montrer que T est un temps d’arrét.

Corrigé — Enposant C={w e Q, t.q. X;(w) €E},onat=1c+51¢cc. Comme X4
est une v.a.r., on a C € A. La fonction Tt est donc bien mesurable (de Q) muni de A
dans N muni de P(N)).

Soit n € N, on va montrer que {t = n} € B,,.

Sine{l1,5, ona{t=n}=0€B,.

Sin=1,ona{t=1}=C= XIl(E) € By car Xy est By-mesurable.

Sin=>5 ona{t=5}=Ce By CBscar Xy est Bi-mesurable et que (B,,),en est
une filtration.

On en déduit bien que T est un temps d’arrét.

2. Soit v et T deux temps d’arrét par rapport a la filtration (5,,),,cn. Montrer que v + T
est encore un temps d’arrét (par rapport a la filtration (5,,),en)-

Corrigé — La mesurabilité de v + Tt (de QO muni de A dans N U {+oco} muni de
P(NU {+0c0})) découle de la mesurabilité de v et .

SoitneN. Ona{v+t=n}= U;:O({v =pin{t=n—p}). Pourtour 0 <p<mn,ona
{(v=pleB,CcB,et{t=n—-p}eB, ,CB,etdonc{v=pin{t=n-p}CB, On
en déduit que {v + t = n} € B,,, ce qui montre bien que v + T est un temps d’arrét.

3. Soit v et T deux temps d’arrét, par rapport a la filtration (5,,),en, et t.q. v < T p.s..
Soit B, et B, les deux tribus associées. Montrer que B, C B,. [Si T est un temps
d’arrét, on rappelle que Bt = {A € B, t.q., pour tout n € N, AN{T = n} € B,}.]

Corrigé — Soit A € B,. Soit neN. Comme v <1, ona{t=n}= UZ:O{V =p} et
donc

An{t=n}=U,_o(AN{v=p}).

Comme A € B,, ona AN{v = p} € B, C B, pour tout p < n. On a donc AN {t =
n} € B,,, ce qui prouve que A € B..

Exercice 11.28 (Martingale arrétée a un temps d’arrét) Soit (Q), A, P) un espace
probabilisé muni d’une filtration (5,,),en et (X;)nen, (§r)nen+ deux suites de v.a.r..
On suppose que, pour tout n € N, X, est intégrable et que, pour tout n € N, ¢, est
bornée. Pour n € N*, on pose (AX), = X,, — X1 et (¢-X),, =Y }_; dr(AX)x (ceci
est une intégrale stochastique discrete).

1. On suppose que (X,,),en est une martingale et que (¢,,),en- est prévisible (c’est-

a-dire que ¢, est B,-mesurable pour tout n € N). Montrer que ((¢ - X),;);en- st
une martingale.
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Corrigé — Soit n € N*. Pour tout 1 < k < n, la v.a.r. (AX); est Bi-mesurable et
donc B,-mesurable. La v.a.r. ¢y est By_i-mesurable et donc aussi B,,-mesurable. La
stabilité des fonctions mesurables montre alors que (¢ - X),, est B,,-mesurable. De
plus, comme les oy sont bornées et les Xy sont intégrables, la v.a.r. ($ - X),, est aussi
intégrable. (elle donc B,,-mesurable et intégrable).

Soit n € N*. On montre maintenant que E((¢ - X),,4118,,) = (¢ - X),, p.s.. Pour cela, on
utilise la linéarité de I’éspérance conditionnelle, on obtient

n+1

E(()- X)us1lBa) = ) E(Gr(AX)iIB,).
k=1

Pour k < n, lav.a.r. p(AX)y est B,-mesurable et donc

E(pr(AX)klBy) = ¢r(AX)x p-s..
Pour k = n+1, ¢,,41 est B,-mesurable et E(X,,11|B,,) = X,,, on a donc (avec Iexercice
11.4)

E(q)n+1(AX)n+1|Bn) = ¢n+1E(Xn+l - XulBy) = ¢n+l(Xn -X;)=0p.s.
On en déduit que

n
E(()-X)ue1lBa) = ) Gk(AX)i pis. = (¢ X), pos.
k=1
Ce qui prouve bien que ((¢ - X)) e+ €St une martingale.

2. (Exemple) Soit v un temps d’arrét. On prend ici ¢, = 1{y>, pour tout n € N*.
Montrer que ($,,),en- est prévisible et (¢ - X),, = X1, — X pour tout # € N*. (On
rappelle que v A n(w) = min{v(w), n} et donc que X, 5, (w) = Xminfy(w),n) (@), pour
tout w € 0.)

Remarque : La question précédente permet de montrer qu’une martingale arrétée
a un temps d’arrét est encore une martingale et donne donc une démonstration du
théoréme 11.18.

Corrigé — SoitneN. Onal-¢, = 1oy = ZZ;(l) Ly=k}- Pour k <n—1, on

a{v=k}e B CB, 1, lavar 1,y est donc B,_;-mesurable. On en déduit que
1-&,, (et donc aussi ¢,,) est B,,_1-mesurable. Ceci prouve que (§,,) e+ est prévisible.

Pour 1 <k <n, ona ¢i(AX)x = 1,5¢(Xy —Xk_1). On a donc

min{v,n}

(¢-X)=) Teey(AX)e= ) (AX)i = Xypu—Xo.
k=1 k=1

Exercice 11.29 (Caractérisation des martingales régulieres) Soit (Q), A, P) un es-

pace probabilisé muni d’une filtration (13,,),cy et (X,,),,eny une martingale bornée dans

L! (c’est-a-dire t.q. sup{E(|X,|), n € N} < o).

1. Montrer que la suite (X,,),cn est équi-intégrable si et seulement si (X,,),en st une
martingale réguliere (c’est-a-dire que la suite (X,,),,cy converge dans L]%Q(Q,A, P)).
[On pourra utiliser le théoreme de Vitali, théoreme 4.51 et le théoreme 11.19.]
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Corrigé — On remarque tout d’abord que, d’apres le théoréme 11.19, il existe une
va.r. X t.q. X,, = X p.s.. Le théoreme de Vitali (théoréme 4.51) montre alors que
X,, — X dans Lﬁg(Q,A,P) si et seulement si la suite (X,,),en est équi-intégrable.
Ceci donne bien le résultat demandé.

2. On suppose qu’il existe g > 1 t.q. sup{E(|X,|%), n € N} < co. Montrer que (X;,),;en
est une martingale réguliere.

Corrigé — Comme cela a été dit a la question précédente il existe une v.a.r. X
t.q. X,, = X p.s.. La suite (X,,) ey €tant bornée dans L%(Q,A,P) avec q > 1, le
théoréme 6.10 donne la convergence de (X,,),en vers X dans L]}%(Q, A,P). La suite
(X,))nen est donc une martingale réguliére.

Exercice 11.30 (Une condition pour qu’un temps d’arrét soit intégrable) Soit
(Q,.A, P) un espace probabilisé muni d’une filtration (B,,),.cy et T un temps d’arrét
par rapport a la filtration (5,,) ,en-

1. On suppose qu’il existe gy €]0, 1] et ny € N* t.q.
P({T > kny}) < (1 —eo)*~! pour tout k € N*, (11.17)

Montrer que E(T) < co.

Corrigé — Comme T est mesurable et prend ses valeurs dans N U {+o0}, son espé-
rance est bien définie. grdce au théoreme de convergence monotone, on peut écrire

+00
E(T) = J TdP + ZJ TdP.
{T<np} {knog<T<(k+1)ng}

k=1
On en déduit, en posant u; = (k+1)(1 — eo)k_l, que
+00 too
E(T) <o+ Z(k +1)noP({T > kng)) < np(1 + Zuk).
k=1 k=1

. L . u
La série de terme général uy est convergente car lim kil (1-¢e9)<1.0nen

k—+oc0  Uj

déduit que E(T) < +oo0.

2. On suppose qu’il existe g €]0, 1[ et ng € N* t.q. P({n+ng > T > n}) > ¢gP({T > n})
pour tout € N. Montrer que I'inégalité (11.17) est vraie.

Corrigé — On montre (11.17) par récurrence sur k. Pour k = 1, I’inégalité (11.17)
est vraie puisque P(Q) = 1. Soit k € N*, on suppose que (11.17) est vraie (pour cette
valeur de k) et on démontre (11.17) pour k + 1. D’apres I’hypothese de cette question,

ona
P({(k+1)ny =T > kng}) = eoP({T > kny}),

ce qui donne
P(T > kng}) = P({T > (k+ 1)ng}) = g P{T > kng}),
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et donc
P({T > (k + 1)no}) < (1 — e0)P({T > knp}) < (1 —gg)k.

Ce qui termine la récurrence.

3. On suppose qu’il existe ¢y €]0,1[ et ny € N* t.q. E(1{7<p4n,)|B4) = €9 p.s., pour
tout n € N. Montrer que P({n + ng > T > n}) > ¢gP({T > n}) pour tout n € N. En
déduire que E(T) < oo.

Corrigé -~ Soit n € N. On a P({n+ny > T > n}) = E(1{r<psng) L (T5n)). Comme
{T <n}eB,, onalT>n}=(T <n|°€B,. Lav.a.r. 15, est donc B,-mesurable
(et, bien siir, bornée). On a donc (en utilisant B(1(r<yng)|Bn) > €0 p-s.)

E(l{T§n+n0}1{T>n}) = E(E(l{T§n+n0}|3n)1{T>n}) 2 EOE(I{T>H}) = 8OP({T > 71})
Ce qui donne bien P({n+ng > T > n}) > g P({T > n}).

Par la question 2, (11.17) est vraie et donc, par la question 1, E(T) < +co0.

Exercice 11.31 (On joue a pile ou face...)

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et (],,),en+ une suite de v.a.r.i.i.d. ne prenant que
les valeurs 1 et —1 et t.q. P({J,, = 1}) = P({J,, = —1}) = 1/2. On pose X, = 0 et, pour
neN, X,41 = X, +J,41- Soit a et b deux entiers strictement positifs et, pour tout
w e ),

T(w) =inf{n > 0 t.q. X,,(w) = —a ou X,,(w) = b}

s’il existe n € N t.q. X,,(w) € {—a, b},

T(w) = +oc0 sinon.

On note p, = P({w € Q, t.q. X1(y)(w) = —a}) (p, est donc la probabilité que X,

atteigne —a avant b). Pour n € N, on désigne par 3, la tribu engendrée par Xy, ..., X,
et on pose, pour € Q, Y, (0) = Xpin(n, T(w))(@)-

1. Montrer que (5,,),en est une filtration et que T est un temps d’arrét pour cette
filtration.

Corrigé — On a bien B,, C B,,,1 C A pour tout n € N. La suite (B,,),eN est donc
une filtration.
Soit n € N. La définition de T donne

(T =n} = X, ((=a, b)) N (N5 X; (-4, b)) ).
Comme X;,' ({~a,b}) € B, et X;l({—a,b})c € B,, pour tout k < n, on a bien {T =n} e
B,,. Ce qui montre que T est un temps d’arrét.

2. Montrer que E(T) < oo.

Corrigé — On utilise ici ’exercice 11.30. On pose ny = a+b et gy = (1/2)". On
va montrer que, pour tout n € N, E(1{r<1n,)|By) 2 €g (I'exercice 11.30 donne alors
E(T) < +o0).
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Soit n € N. Pour tout 0 < k < n, la v.a.r. X ne prend qu’un nombre fini de valeurs
(X ne prend que des valeurs entieres entre —k et k). La tribu B, qui est la tribu
engendrée par X,...,X,, est donc engendrée par une partition de Q). Un élément
de cette partition est déterminé par les valeurs prises par les Xi, k = 0,...,n. On
note Aq,...,A,, la partition de Q) engendrant B,,. 1l est possible de montrer que
P(A;) > 0 pour tout i = 1,...,m, mais ceci n’est pas nécessaire pour la suite. En
utilisant I’exercice 11.2, on a alors

m

IA {T<n+ngp} (T <n+mnp)NA;
E(l{TSnHloIan) ZT Z 0} i}

i=1 i=1

La, p-s..
(11.18)

Si pour certaines valeurs de i on a P(A;) = 0, I’égalité (11.18) est encore vraie
en supprimant ces valeurs de i dans la somme. C’est pour cela qu’il est inutile de
démontrer que P(A;) > 0 pour tout i.

Soit 1 <1 < m, on montre maintenant que P({T < n+ng} N A;} > egP(4A;). Comme
T est un temps d’arrét, on a {T < n} € B,}, il existe donc1C{1,...,m} t.q.
{T<n}=UjqA;.
On distingue maintenant les casi € Leti ¢ L.
Premier cas, i € 1. Ce cas est facile car on alors T < n < n+ ny sur A; et donc
P({T <n+ Tl()} N Al} = P(A,) > Eop(Al’).
Second cas, i ¢ I. Dans ce cas on a T > n sur A;. Ceci n’est possible que si, pour
tout k € {0,...,n}, Xy est strictement entre —a et b. Il existe donc c € Z t.q. X,, = ¢
sur A;, avec —a < ¢ <b. Comme c+ng =c+a+b>b, on remarque alors que
A (072 ej = 1)) ST < 4 mg).
On a donc
PT < n+ng}) 2 P(A; N (N7 s = 1})).

On utilise maintenant ’indépendance de la tribu B, (engendrée parJq,...,],) et des
tribus engendrées par J,.1, ..., Juin,» ce qui est donné par I’hypothese d’indépen-
dance des ] et la proposition 2.59, on obtient

DT < n+ ng) ]_[P sy = 1) = PIANS)™ = €oP(A)

On peut maintenant revenir a (11.18). On obtient
m

E(l{T§n+no}|Bn) 2 ZEOIA; p-s.
i=1
et on en déduit bien, comme Ay, ..., A, est une partition de Q, B(1(r<1n,)1By) = €9
p.s.. L’exercice 11.30 donne alors E(T) < +o0.

3. Montrer que (X,,),cn €st une martingale (par rapport a la filtration (B,,),,en)-

Corrigé — Le deuxieme item de I’exemple 11.16 (démontré dans [’exercice 11.25)
donne que la suite (X,,)en est une martingale (par rapport a la filtration (B,,),en)-
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4. Montrer que (Y,,),cn €st une martingale (par rapport a la filtration (55,,),,cn) €t que
pa=b/(a+D).

Corrigé — Comme T est un temps d’arrét, le théoréme 11.18 (sur les martingales ar-
rétées) et la question précédente donnent que la suite (Y,)),cN est aussi une martingale
(par rapport a la filtration (5,,) ,en)-

Comme (Y,)nen est une martingale, on a E(Y,) = E(Yy) pour tout n € N. Mais,
Yy = X =0, on a donc E(Y,,) = 0 pour tout n € N.

On utilise maintenant le fait E(T) < +oco. Ceci donne que T < +oo p.s.. On en
déduit que Y, tend p.s. vers Xt (c’est-a-dire vers la v.a.r. w — Xt () en posant, par
exemple, X, = 0). Comme |Y,,| < max{a, b} p.s. (et pour tout n € N), le théoréme de
convergence dominée donne

E(Y,) — E(Xt) quand n — +co.
Comme E(Y,)) = 0 on a donc E(Xt) = 0. On conclut en remarquant que
E(Xt) = —aP({Xy = —a}) + bP({X1 = b}) = —ap, + b(1 —p,) = b—(a+ b)p,,

etdonc p, = 7
N.B. : On peut aussi montrer que E(T) = ab.

Exercice 11.32 (Il est temps de s’arréter) Soit (Q,.4, P) un espace probabilisé muni
d’une filtration (F,),cy et (X,;),en une suite de v.a.r., adaptée a la filtration (F,),cn-
On suppose aussi que E[|X,,|] < co pour tout n € N.

1. Montrer que pour tout temps d’arrét (par rapport a (F,;),en) T borné,

E[|X[] < 0.

n
Corrigé — T est borné, il existe donc n € N t.q. T < n, on a alors |[X | < Z|Xk|, et

k=0
donc

E(Xo) < ) B(Xk]) < -+oo.
k=0

On suppose dans la suite que pour tout temps d’arrét (par rapport a (F;,),en) T
borné,
E(X+) = E(Xo).
2. Soit p € Net A € 7. On définit o), par
Iy

plw)=psiweAeto,(w)=p+1lsiweA.

Montrer que o, est un temps d’arrét (par rapport a () en)-
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Corrigé — SoitneN.

Sin=p,onafo,=n}=AeF,=F,.
Sin=p+1lonalo,=nt=A€F,=F,_ CF,.

Sing{p,p+1}, onafo,=n}=0€F,

On a donc {cp =n} € F, pour tout n € N et ceci montre que ¢ est un temps d’arrét
par rapport a (F,;) pen-

3. Soit p € N et v, défini par v,(w) = p + 1 pour tout w € (.
Montrer que v, est aussi un temps d’arrét (par rapport a (F)nen)-

Corrigé - SoitneN. Ona{v,=n}=Qe€F,sin=p+1let{v,=n}=0€F, si
n#p+1. Onadonc {vp =n} € F, pour tout n € N et ceci montre que v est un temps
d’arrét par rapport a (F,) nen-

4. En remarquant que X = X1+ X1 ¢ (pour tout temps d’arrét t et tout événement
A), montrer que (X,,),,cn est une martingale.

Corrigé — Soit n € N. On veut montrer que E(X,.1|F,) = X,, p.s., ¢’est-a-dire que
E(X,..,U) = E(X,U), (11.19)
pour toute v.a.r. U JF,-mesurable bornée.

On commence par montrer (11.19) si U =1, avec A € F,. Soit donc A € F,,. On utilise
alors les temps d’arrét o,, et v,, définis dans les deux questions précédentes, avec p = n.
Comme ces deux temps d’arrét sont bornés on a

E(X,,) = E(X;,) = E(X).
Mais, XG” = ch 1/\ + Xon 1A” = XHIA + Xn+1 1A” et Xvn = Xn+1' On a donc

E(Xy1) = E(X 1A + X411 1ac) = E(X 1A) + B(XG41 1Ac),
ce qui donne E(X,,;1(1 —1xc)) = E(X,,15). Comme 1 —15c = 15, on a donc montré
(11.19) pour U =1,.

Par linéarité de I’espérance, on remarque alors que (11.19) est encore pour U v.a.r.
étagée formée avec des éléments de JF,,, c’est-a-dire toute v.a.r. U de la forme Zf:l aily,
avec A; € F et o; € R

Soit maintenant U F,-mesurable bornée. 1l existe alors une suite (Uy)ren de v.a.r.
étagées formées avec des éléments de F,, t.q. U — U p.s. quand k — +oco et |Ug| < U]
p.s. (et pour tout k). Grdce au théoréme de convergence dominée, on peut alors passer
a la limite quand k — +oo dans ’égalité E(X,,,1Uy) = E(X,,Uy) et on obtient bien
(11.19). Ceci prouve que E(X,,11|F,) = X,, p.s. et donc que (X,,),en est une martingale.

That’s all folks!
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Exercice 1 (Une condition suffisante pour que deux v.a.r. suivent une loi normale).  Soient (2, A, P) un espace
probabilisé de X une v.a.r. telle E(X) = 0 et E(X?) < +00. On note ¢ la fonction caractéristique de X .

1. Quelle régularité minimale a-t-on sur ¢ ? (plus précisément peut t-on assurer que ¢ est continue ? de classe C'! ?
de classe C??...de classe C>° ?). Quelle est la valeur de ¢(0) ? Quelle est la valeur de ¢'(0) ?

On se donne maintenant une deuxieme v.a.r., notée Y, de méme loi que X . On suppose que X et Y sont indépendantes
et que les vaar. X + Y et X — Y sont aussi indépendantes. On pose 0% = E(X?).

2. Montrer que E((X — Y)2e™X+Y)) = 2526(t)2 pour tout ¢ € IR.
3. Montrer que —¢" (t)¢(t) + ¢'(t)? = 0?¢(t)? pour tout ¢ € IR.
4. Montrer que la loi de X est la loi N (0, 02).
Exercice 2 (Constante d’Euler).
Soit (Xj)r>1 une famille i.i.d. de v.a. de loi exponentielle £(1). Pour tout n > 1, on introduit les v.a. M, et Z,

définies par :
M, = max(X1,...,Xn), Zn = M, —In(n).

On introduit également les fonctions f : R — R et F' : R —]0, 1] définies par :

x —x

VeeR, flx) =e e ¢ |, F(x)=e°

1. Calculer les limites lim,_, o F'(z) et lim,_, o, F'(x), ainsi que la fonction dérivée F”(z). En déduire que f
est une densité de probabilité sur R.

2. Montrer que les fonctions de répartition des v.a. M,, et Z,, sont respectivement données par :

: e ™\ "
Ve eR, Fir,(x) = (1= e )" laz0, Fz,(z) = <1 - ) Lo>—1n(n)-

En déduire la densité f;,, de laloi de Z,.

3. Montrer que la suite de fonctions ( f,,),>1 converge simplement vers la fonction f.
4. Montrer que pour tout zz > Oettoutn > 1,ona0 < f,(z) < e ™.
5. Soitz < 0etn > 1. On veut montrer que 0 < f,,(z) < e pour n assez grand, indépendamment de .

(a) Montrer que cette inégalité est vraie si z < — In(n).

(b) Montrer que si z € [—1In(n), 0] et si —21e™® < 2z, alors 0 < f,(z) < €.

(c) Conclure en remarquant que e* > ez pour tout z > 0.
6. Déduire des questions précédentes qu’il existe N € N tel que | f,,(x)| < e~I*I pour tout = € R et tout n > N.

7. Montrer que la suite (E[Z,,]),>1 est convergente, de limite E[Z], ot Z suit la loi de densité f.

11 4n s . o .
8. Montrer que E[M,] = [, %=4dt (on pourra utiliser la fonction de répartition Fyy, ), puis que E[M,] =
noo1
2k=1 k-
9. Déduire des résultats montrés dans I’exercice que la suite (3 °;_, + — 1n(n))n21 est convergente, et écrire sa
limite sous la forme d’une intégrale.



