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Mathématiques Générales 1 - Parcours PEI

Equations Différentielles.

1 Préliminaires.

Définition. Soient a < b deux réels. Les sous-ensembles de R de la forme

[a, b], [a, b[, ]a, b], ]a, b[, ]b,+∞[, [b,+∞[, ]−∞, a], ]−∞, a[, ]−∞,+∞[

sont appelés des intervalles.

Rappel. Soit z = x+ iy un nombre complexe. On appelle exponentielle de z et on note ez le nombre complexe

ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y).

Soit a ∈ C et I un intervalle de R. La fonction f : t ∈ I 7→ eat ∈ C est dérivable et f ′ : t ∈ I 7→ aeat.

Preuve. En effet, si a = α + iβ et si t ∈ I, on a f ′(t) = (eαt(cos(βt) + i sin(βt))′ = αeαt(cos(βt) + i sin(βt)) +

eαt(−β sin(βt) + i cos(βt)) = (α+ iβ)eαt(cosβt+ i sinβt) = aeat.

2 Equations Différentielles Linéaires du premier ordre à coefficients

constants.

2.1 y′ − ay = 0 avec a ∈ C.

Définition. Soit I un intervalle de R et a ∈ C. On appelle solution sur I de l’équation y′ − ay = 0 toute

fonction f dérivable sur I telle que, pour tout t ∈ I, f ′(t)− af(t) = 0.

Théorème. Soit a ∈ C. Toute solution f de l’équation y′ − ay = 0 sur un intervalle I de R est de la forme

f(t) = Ceat pour tout t ∈ I et où C est une constante.

Preuve. En effet, pour toute constante C, la fonction f(t) = Ceat est solution sur I de l’équation proposée.

Réciproquement, si f est une fonction dérivable sur I solution de l’équation proposée et si on pose, pour t ∈ I,

ϕ(t) = f(t)e−at, alors ϕ est dérivable comme produit de fonctions dérivables, et pour tout t ∈ I,

ϕ′(t) = f ′(t)e−at − af(t)e−at = (f ′(t)− af(t))e−at = 0× e−at = 0.

On en déduit que la fonction ϕ est constante sur I. Notons C cette constante. On a donc, pour tout t ∈ I,

ϕ(t) = C, donc f(t) = Ceat.



2.2 y′ − ay = g avec a ∈ C.

Définition. Soit I un intervalle de R, a ∈ C et g : I → C une fonction continue. On appelle solution sur I de

l’équation y′ − ay = g toute fonction f dérivable sur I telle que, pour tout t ∈ I, f ′(t)− af(t) = g(t).

Théorème. Soit a ∈ C. Si f0 est une solution de l’équation y′−ay = g, toute solution f de l’équation y′−ay = g

sur un intervalle I de R est de la forme f(t) = Ceat + f0(t) pour tout t ∈ I et où C est une constante.

Preuve. En effet, la fonction ϕ = f − f0 définie et dérivable sur I vérifie

ϕ′ − aϕ = (f − f0)′ − a(f − f0) = f ′ − af − (f ′0 − af0) = g − g = 0.

On en déduit qu’il existe une constante C ∈ C telle que ∀t ∈ I, ϕ(t) = Ceat, donc que pour tout t ∈ I,

f(t) = f0(t) + Ceat.

2.3 Variation de la constante.

On appelle ”Méthode de variation de la constante” la méthode que nous allons exposer destinée à rechercher

une solution particulière f0 de l’équation y′ − ay = g précédente.

Il s’agit de faire la chose suivante : on sait que les solutions f de l’équation homogène y′ − ay = 0 sont de la

forme f(t) = Ceat où C est une constante.

On cherche une fonction f0(t) solution de y′−ay = g de la forme f0(t) = ϕ(t)eat où ϕ est dérivable (la constante

C est remplacée par une fonction, d’où le nom “variation de la constante”).

On a alors :

∀t ∈ I, f ′0(t)− af0(t) = (ϕ′(t)eat + ϕ(t)aeat)− aϕ(t)eat = ϕ′(t)eat = g(t),

ce qui nous donne ϕ′(t) = g(t)e−at. Il suffit alors de trouver une primitive de g(t)e−at pour conclure.

3 Equations Différentielles Linéaires du second ordre à coefficients

constants.

On s’intéresse dans ce paragraphe aux solutions de l’équation y′′ + ay′ + by = 0 sur un intervalle I de R, avec

a, b ∈ C.

Définition. Soit I un intervalle de R et a, b ∈ C. On appelle solution sur I de l’équation y′′ + ay′ + by = 0

toute fonction f dérivable sur I telle que, pour tout t ∈ I, f ′′(t) + af ′(t) + bf(t) = 0.
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Théorème. Soient a, b ∈ C et I un intervalle de R. On considère les solutions complexes r1 et r2 de l’équation

r2 + ar + b = 0.

– Si r1 = r2, toutes les solutions f de l’équation y′′ + ay′ + by = 0 sont de la forme f(t) = (At + B)er1t pour

t ∈ I et où A et B sont deux constantes.

– Si r1 6= r2, toutes les solutions f de l’équation y′′ + ay′ + by = 0 sont de la forme f(t) = Aer1t +Ber2t pour

t ∈ I et où A et B sont deux constantes.

Preuve. On cherche les nombres complexes α, β tels que, si on pose z(t) = f ′(t) +αf(t) pour tout t ∈ I et pour

f solution de l’équation y′′ + ay′ + by = 0, on ait z′(t) = βz(t) pour tout t ∈ I.

Pour cela on écrit que :

∀t ∈ I, z′(t) = βz(t) ⇔ f ′′(t) + αf ′(t) = βf ′(t) + βαf(t) ⇔ f ′′(t) + (α− β)f ′(t)− αβf(t) = 0

Il faut donc que α− β = a et que αβ = −b, soit encore que −α et β soient les racines de r2 + ar + b = 0.

Supposons donc que l’équation r2 + ar + b = 0 ait deux racines complexes différentes r1 et r2.

Posant z(t) = f ′(t) − r1f(t) pour tout t ∈ I, on obtient que f ′′(t) + af ′(t) + bf(t) = 0 pour tout t ∈ I si et

seulement si z′(t) = r2z(t) pour tout t ∈ I. On obtient l’existence d’une constante C1 telle que pour tout t ∈ I,

on ait z(t) = C1e
r2t.

On a alors, f ′(t)− r1f(t) = C1e
r2t pour tout t ∈ I. En particulier,

∀t ∈ I, (f(t)e−r1t)′ = (f ′(t)− r1f(t))e−r1t = C1e
(r2−r1)t,

donc il existe une constante C2 telle que

∀t ∈ I, (f(t)e−r1t) =
C1

r2 − r1
e(r2−r1)t + C2,

ce qui donne

∀t ∈ I, f(t) =
C1

r2 − r1
er2t + C2e

r1t.

Supposons maintenant que l’équation r2 + ar + b = 0 ait une seule racine complexe r1.

Posant z(t) = f ′(t) − r1f(t) pour tout t ∈ I, on obtient que f ′′(t) + af ′(t) + bf(t) = 0 pour tout t ∈ I si et

seulement si z′(t) = r1z(t) pour tout t ∈ I. On obtient l’existence d’une constante C1 telle que pour tout t ∈ I,

on ait z(t) = C1e
r1t.

On a alors, f ′(t)− r1f(t) = C1e
r1t pour tout t ∈ I. En particulier,

∀t ∈ I, (f(t)e−r1t)′ = (f ′(t)− r1f(t))e−r1t = C1,

donc il existe une constante C2 telle que

∀t ∈ I, (f(t)e−r1t) = C1t+ C2,

ce qui donne

∀t ∈ I, f(t) = (C1t+ C2)er1t.
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