
II. Norme euclidienne

Soit (E , h·, ·i) un espace euclidien. On note k · k l’application

E ! [0,+1[ ; v 7!
p
hv , vi.

Soient v ,w 2 E .

Lemme 3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

|hv ,wi|  kvkkwk et |hv ,wi| = kvkkwk ssi v et w sont liés.

Corollaire 4 (Inégalité triangulaire)

kv + wk  kvk+ kwk

Conséquence

L’application k · k est une “norme” sur E , appelée norme euclidienne.

Remarque

On a hv ,wi = 1
2

�
kv + wk

2
� kvk2

� kwk
2�

.
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III. Orthogonalité

Soient v ,w 2 E et A un sous-ensemble de E .

Définition 5

On dit que v et w sont orthogonaux si hv ,wi = 0.

On appelle le sev

A? := {v 2 E | 8w 2 A, hv ,wi = 0}

de E l’orthogonal de A.

Remarque 6

Une famille de vecteurs non nuls orthogonaux deux à deux, appelée

famille orthogonale, est libre.

{0E}
? = E et E? = {0E}.

Lemme 7 (Théorème de Pythagore)

v et w sont orthogonaux ssi kv + wk
2 = kvk2 + kwk

2
.
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III. Orthogonalité

Soit F un sev de E .

Proposition 8

1 dim(E ) = dim(F ) + dim
�
F?�

2 E = F � F?

3
�
F?�? = F

Définition 9

On appelle projection orthogonale sur F la projection de E sur F

parallèlement à F?
, notée pF .

On appelle symétrie orthogonale par rapport à F la symétrie par rapport

à F parallèlement à F?
, notée sF .

Soit v 2 E .

Proposition 10

d(v ,F ) := inf
w2F

kv � wk = kv � pF (v)k
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IV. Orthogonalité et dualité

Pour v 2 E , on note ⇤v : E ! R ; w 7! hv ,wi.

Théorème 11

L’application ⇤ : E ! E⇤ ; v 7! ⇤v est un isomorphisme linéaire

“canonique”.

Conséquence

8' 2 E⇤
, 9v 2 E t.q. 8w 2 E , '(w) = hv ,wi, et v = ⇤�1(').

Corollaire 12

⇤
�
F?� = F 0

Corollaire 13

dim(E ) = dim(F ) + dim
�
F?�
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V. Bases orthogonales, bases orthonormales

Soit B = {e1, . . . , en} une base de E .

Définition 14

On dit que B est une base orthogonale si

8i , j 2 {1, . . . , n}, i 6= j ) hei , eji = 0.

On dit que B est une base orthonormale si

8i , j 2 {1, . . . , n}, hei , eji = �i j .

Exemple 15

La base canonique de Rn
est une base orthonormale pour h·, ·ican.

Remarque 16

1 Si B est une base orthonormale alors, pour tous

v =
Pn

i=1 xiei ,w =
Pn

i=1 yiei 2 E , hv ,wi =
Pn

i=1 xiyi .
2 Pour tous v 2 E , v =

Pn
i=1hv , ei iei .

3 On peut “normaliser” une base orthogonale en une base

orthonormale.
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V. Bases orthogonales, bases orthonormales

Théorème 17

Il existe toujours une base orthonormale pour (E , h·, ·i).

Preuve : A partir d’une base {v1, . . . , vn} de E , on peut construire une

base orthonormale à l’aide du

procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Conséquence

Si dim(E ) = n, (E , h·, ·i) peut être “identifié” à (Rn, h·, ·ican).
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