
L3 Mathématiques 2020/2021 Calcul Matriciel : Feuille de TD 6

Feuille de TD 6 : Normes matricielles subordonnées, rayon
spectral, conditionnement

Exercice 1 Déterminer les normes }¨}1 , ~¨~1 , }¨}8 , ~¨~8 des matrices A :“

ˆ

1 2
0 2

˙

P M2pRq

et B :“

¨

˝

2 1 1
´3 ´1 0
4 0 ´2

˛

‚P M3pRq.

Exercice 2 Soit K “ R ou C et soit n P Nzt0, 1u. Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Toute norme sur MnpKq est-elle une norme subordonnée ?

2. Existe-t-il une norme }¨} sur MnpKq telle que, pour tous A,B P MnpKq, }AB} “ }A}}B} ?

Exercice 3 Déterminer le rayon spectral des matrices

A :“

¨

˝

3 1 0
´4 ´1 0
4 8 ´2

˛

‚ B :“

¨

˝

1 0 0
2 0 2
´5 ´2 0

˛

‚ C :“

¨

˝

1 4 ´2
0 6 ´3
´1 4 0

˛

‚

de M3pRq.

Exercice 4 Déterminer les normes } ¨ }2 et ~ ¨ ~2 des matrices C :“

ˆ

1 0
´1 1

˙

P M2pRq et

D :“

¨

˝

1 1 2
1 2 1
´2 ´1 ´1

˛

‚P M3pRq.

Exercice 5 Pour chacune des matrices A suivantes, la suite
`

Ak
˘

kPN converge-t-elle ?

ˆ

1 0
´4 ´1

˙ ˆ

0 ´1
2

´1
2 0

˙

¨

˝

1 4 ´2
0 6 ´3
´1 4 0

˛

‚

Exercice 6 Soient K “ R ou C, m P Nzt0, 1u et A P MmpKq. Le but de l’exercice est de
montrer que la série

ÿ

n

An de MmpKq converge si et seulement si ρpAq ă 1.

1. Montrer que si la série
ÿ

n

An converge alors ρpAq ă 1.

2. Montrer que si ρpAq ă 1 alors la matrice Im ´A de MmpKq est inversible.
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3. Montrer que, pour tout n P N, pIm ´Aq
n
ÿ

k“0

Ak “ Im ´A
n`1.

4. En déduire le résultat recherché.

Exercice 7 On considère la matrice A :“

ˆ

1 0
0 10´6

˙

de M2pRq.

1. Déterminer cond1pAq, cond8pAq et cond2pAq.

2. Résoudre les systèmes

• AX “ B avec B :“

ˆ

1
10´6

˙

,

• AY “ B ` δB où δB :“

ˆ

10´6

0

˙

,

• AZ “ B `∆B où ∆B :“

ˆ

0
10´6

˙

.

3. Déterminer les erreurs relatives }Y´X}
}X} et }Z´X}

}X} pour chacune des normes } ¨ }2 , } ¨ }1 et
} ¨ }8 .

Exercice 8 Soit n P Nzt0u et soit A P GLnpRq une matrice symétrique. On note λM la plus
grande valeur propre de A en valeur absolue et λm la plus petite valeur propre de A en valeur
absolue. Montrer que cond2pAq “

|λM |
|λm|

.

Exercice 9 Soit n P Nzt0u.

1. Montrer que, pour tout O P OnpRq, cond2pOq “ 1.

2. Soient A P GLnpRq et B P Mn,1pRq. On note tA “ rQ rR la décomposition “QR” de la
transposée tA de A. Montrer que le système AX “ B, de vecteur inconnu X, est équivalent
au système t

rQX “ t
rR´1B.

3. Que peut-on dire du conditionnement de ce dernier système ?
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