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CORRIGE DU TEST DE RENTREE.

Exercice 1.

1. Initialisation : Sia=2k+1ouk € Netsin =1, alors u; =a®> — 1= (2k+1)? — 1 = 4k? + 4k est

divisble par 4 = 271, C’est donc vrai au rang n = 1.

Hérédité : supposons que cela soit vrai au rang n et montrons que c’est vrai au rang n + 1. On a

Upi1 = 1= (a®")? =1 = (up+1)>—1 = u2 +2u,,. Comme par hypothese de récurrence, 2"+ |u,,,

il existe v,, € N tel que u, = 2" v, et nous obtenons alors que
Upy1 = U2 + 2u, = 227292 4 272y, = 2" F2(2m2 1 o,),
donc que 2" 2 |u, 1.
Nous avons donc bien prouvé par récurrence sur n € N* que 2" u,.
2. Initialisation : c’est vrai pour n = 0 puisque vy = 0.
Hérédité : supposons que cela soit vrai au rang n et montrons que c’est vrai au rang n+ 1. On a
Vpp1 = 4" 15(n 4+ 1) — 1 =4 x 4™ + 150 + 14.
Or 4™ = v, — 15n + 1, donc
Upt1 = 4(vp, — 150+ 1) + 15n 4+ 14 = 4v,, — 60n + 4 4 15n + 14 = 4v,, — 45n + 18.

Comme par hypotheése de récurrence, 9|v,, il existe donc w,, € N tel que v, = 9w, et nous obtenons
alors que
VUpt1 = 36w, —45n + 18 = 9(4w,, — 5n + 2)

donc que 9|vy41-
Nous avons donc bien prouvé par récurrence sur n € N que 9|v,.
Exercice 2.

1. Pour tout z > 1, nous avons

1 ve+1l++vor—1 7\/x+1+\/x—171

\/x"‘l_\/f—l:(\/x+1—\/x—1)(\/x+1+\/x_1) (z+1)—(z—1) §(m+\/ﬁ)
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car

lim vVe+1= lim voxr—1= 4.
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2. Pour tout x > 1, nous avons

1 V2 +r+VeZ—x _\/x2+x+\/x27x

Vi tz—Vit—z (Veltr—-Vali-z)(Val o +Va?—x) (2 +a)— (a2 —z)
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car I'application /- est continue sur R* et que limg_, 4 % =0.

donc

VI+0+v1-0)=1

Exercice 3.
1. C’est faux car la fonction sin oscille constamment entre —1 et 1 quand x — +oc0.

2. Si on pose X = %, alors quand * — 400, X tend vers 0. De plus

i 1 7SiIlX
 sin =%

tend vers 1 lorsque X — 0. Donc la proposition est vraie.

3. Posons X = 3z, alors quand z — 0, X — 0. On a alors

Sin3x73sinX
x X

et cela tend vers 3 quand X — 0. La proposition est donc fausse.
4. Posons X = 7 — . Nous avons

cosx €O (g—X) ~ sinX
g—x_ X X

et cela tend vers 1 car, quand z — 7, X tend vers 0. La proposition est donc vraie.
Exercice 4.

lim,_,_ ., e®* = 0 donc la limite demandée en —oo existe et vaut

3e?® — 12 3x0—-12 12 6

lim

250 €20 —7er £10  0—7x0+10 10 5
Nous avons aussi, pour € R et en divisant par e?* le haut et le bas de la fraction :

e —12 33— 12¢ 2
€2t —7er + 10 1—Te %+ 10e—2%"

Comme lim,_, 1o ~% = 0, la limite demandée en 400 existe et vaut

- 33— 12e 2% _ 3-12x0 B
g—+ool—Te *+10e=2*2 1—-7x0+10x0




Exercice 5.

1. Posons X = e*. Nous avons
= —9 = X=2X-2 = 2=X

donczx =InX =1In2.

2. Le discriminant du trinéme X2 —2X + 3 est A = (—=2)2 — 4 x 3 = —8 donc le trinéme X2 —2X + 3
est strictement positif quand X € R. On en en déduit que, pour tout = € R :

e—3w

- <0,
e2r — 2eT + 3

et donc que 'équation proposée n’a pas de solution.
Exercice 6.
1. Jy est I'aire du quart de disque de centre 0 et de rayon 1 donc vaut 7.

2. Pourn e Netz€0,1], on a

"t < g = 2" T/1 — 22 < 2"\/1 — 22
1 1
— / 2"/ 1 — 22dz < / "1 — x2dx = Jnt1 < Jn,
0 0

et qui prouve bien la décroissance de la suite (Jp,)n.

3. (a) Pour tout n € N et pour tout z € [0,1] :
0<z"V1—22<2"

donc

z"dr = =
0 n+10 n+1

=0, on en déduit que lim,,_, 4 J,, existe et vaut 0.

1
0<J, S/ z"dzx.
0

(b) Comme

1

et que hmn_>+oo el

Exercice 7.

11 suffit de montrer que Z = Z.

On a
= 21t 22
Z - T - — -
1+ Z1292
Comme 27 et zo sont de module 1, nous avons
_ 1 _ 1
Z1 = — et Zo = —
21 22
donc
1 4, 1
7 21 22
AETiIr
Z1 22



En multipliant le haut et le bas de la fraction précédente par z1zs, nous avons

2o+ 21 iy

727_
z129 + 1

ce qui acheve de prouver que Z est réel.

Exercice 8.

1. On a
DA-BC +DB-CA+DC-AB=DA-BC + (DA + AB)-CA + (DA + AC) - AB.

Notons X ce nombre réel. On regroupe tous les termes dont le premier facteur est lﬂ On obtient :

X:ﬁ-(ﬁ+@i+ﬂ§)+@~ﬁ4+@-ﬁ.

OrBC+CA+AB=T0.

De plus

AB.-CA+AC-AB=AB - (CA+AC)=AB- 0 =0,
donc X = 0.

2. En effet si un tétraedre A, B,C, D est tel que ﬁ . B? = 1@ : ﬁ = 0, nous obtenons alors que
DT&-B?:D?-C—A:O. OrBZ-B?—}—D?~Cﬁ1+D?-E:O, doncD‘g-ﬁzo, ce qui implique

que @ . C—’ﬁ = 0, et donc que la troisieme paire d’arétes opposées est formée d’arétes orthogonales.



